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Bu calismanin amaci, dairesel verilerin 6zelliklerini tanitmak, dairesel
verilere uygulanan istatistiksel yontemlerin, dogrusal verilere uygulanan
yontemlerden farklarim ortaya koymak ve dairesel verilerde ardisik testlerin
kullanimini incelemektir. Caliymada, dairesel verilerin 6zellikleri incelenmis,
dairesel olgiimlerde farklhi birimler arasindaki doniisitmler aciklanmais,
dairesel verilerde veri gosterimi yontemleri ve dairesel veriler icin temel
parametre degerlerinin hesaplanmasi 6rneklerle aciklanmistir. Dairesel veri
analizindeki temel olasihk dagilimlari verilmis, von Mises dagilimi ayrimtily
olarak incelenmistir. Daha sonra, dairesel verilerde ortalama yon testleri
incelenmis ve von Mises dagilim icin ortalama yon testi verilmistir. Olasihk
Oranlarmin Ardisik Testi’in kuramsal tanimi, karakteristik islem fonksiyonu
ve ortalama orneklem sayisi fonksiyonu hakkinda teorik bilgiler verilmistir.
Ayrica, von Mises dagilimina sahip anakiitleler icin ardisik test siiregleri
incelenmistir. Veri tiiretimi yoluyla, aciklanan yontemlerin uygulamasi
yapilmistir. Gercek veriler iizerinde uygulamayr gostermek amaciyla,
Anadolu Universitesi Sivil Havacthk Yiiksekokulu Meydan Meteoroloji
Istasyon Miidiirliigii’nden, Anadolu Universitesi havaalam i¢in 6l¢iilmiis olan
riizgar yonlerinden olusan veri degerleri elde edilmistir. Dairesel veriler i¢in
ardisik testlerin riizgar yonii verilerine uygulanmastyla elde edilen sonuc¢lar
degerlendirilmis ve bu testlerin kullamimina iliskin yorumlar yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dairesel Veriler, Von Mises Dagilimi, Ardistk Testler.
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ABSTRACT
PhD Thesis
CIRCULAR DATA AND IT’S APPLICATION TO SEQUENTIAL TESTS
KADIR OZGUR PEKER

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Statistics Program

Supervisor 1: Assist. Prof. Sevil BACANLI
Supervisor 2: Prof. Emel SIKLAR
2002, 109 Pages

The aim of this study is to introduce the properties of circular data, to
describe the differences between statistical techniques in circular data and
linear data, and to investigate the usage of sequential tests in circular
statistics. In the study, the properties of circular data is investigated,
interrelations between different units of circular measurements is described,
circular data display techniques and calculation of descriptive statistics for
circular data are explained via examples. The probability distributions in
circular data analysis is given and von Mises distribution is examined in
detail. Furthermore, mean direction tests for circular data is described and
the test of mean direction for von Mises distribution is introduced. The
theoretical details, operating characteristic function and average sample
number function of Sequential Probability Ratio Test is investigated in detail.
Also, sequential test processes for von Mises distributed populations are
given. The applications of the techniques by simulation are given. Then, a
real life example is shown using the wind directions on Anadolu University
airport, obtained from Anadolu University School of Civil Aviation Airfield
Meteorology Station Administration. The results obtained by applying wind
directions data to the sequential tests for circular data is explained and
interpretation of how to use these tests is given.

Keywords: Circular Data, Von Mises Distribution, Sequential Tests.
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1. GIRIS

Giintimiizde bir ¢ok bilim dalinda 6l¢timler agisal olarak elde edilmekte ve
iki-boyutlu diizlemde yonsel olarak veri toplanmasi islemi sikhikla
kullanilmaktadir. Bu tiir verilerin 6zellikle biyoloji, cografya, jeoloji, jeofizik, tip,
meteoroloji ve okyanus-bilim alanlarinda kullanildigi goriilmektedir. Agisal
gozlemler, rassal deneylerde farkli bicimlerde ortaya c¢ikmaktadirlar. Bu
gozlemler, riizgar yonleri, kuslarin serbest birakildiktan sonraki gidis yonleri,
hayvanlarin herhangi bir uyarilmaya karsi verdikleri yonsel tepkiler, okyanustaki
akint1 yonleri ve biyoritimler gibi dogrudan olgtimler seklinde olabilmektedir.
Ornegin bir biyolog bir kusun ugus yéniinii ya da bir hayvanin hareket yoniinii
Olgerken, bir jeolog da diinyamin manyetik kutup yoniine iliskin bir arastirma
yapabilir. Ilk 6rekteki yonsel arastirmalar iki boyutlu olarak incelenirken, ikinci
ornekteki arastirma ii¢ boyutta incelenmektedir. Yonlere iliskin bu sekildeki
herhangi bir gbzlem kiimesi, yonsel (directional) veri olarak adlandirilmaktadir.
Yonsel veriler bazi periyodik ve agiya doniistiiriilmiis zaman Ol¢iimlerinde de
dolayli olarak elde edilebilmektedirler. Ornek olarak, belirlenen yillarda aylik
olarak belirli bir hastaligin meydana gelme orani verilebilir.

Iki-boyutlu ydnler, uygun bicimde segilmesi gereken bir “sifir ynii’ne ve
“donlis dogrultusuna gore Olgiilen acilar olarak gosterilebilmektedirler. Burada
sifir yonii baslangic noktasin1 ve doniis dogrultusu da pozitif yon olarak saat
yontniin mil yoksa saat yo6niiniin tersinin mi alinacagimi belirtmektedir. Yon
kavraminda herhangi bir biiyiiklik s6z konusu olmadigindan, gézlem degerleri
merkezi orijin olan bir birim ¢gemberin gevresi iizerinde noktalarla ya da orijini bu
noktalarla birlestiren birim vektorlerle gésterilebilir. Buna gére derece cinsinden
Olgtilmiis tek bir gozlem 6 (0°<6°<360°), birim vektdr olacaktir. Bu dairesel
gosterimden dolayi, bu sekildeki iki-boyutlu yonlere iliskin gézlemler dairesel
(circular) veri olarak da adlandirilmaktadir. Burada 6&°; vekt6r ile pozitif
x- ekseninin, saat yoniiniin tersi yoniinde yaptig1 agiy: gostermektedir. Vektoriin
kartezyen koordinatlar1 (cosé”,siné) ve kutupsal koordinatlar1 da (1,6°)’dir. Eger
vektoriin yonii belli degil ise, yani & (0°<6°<180°) ve 180°+&° agilar1 birbirinden

ayirt edilemiyorsa, veri agisal (angular) veri olarak tammlanabilir. Benzer olarak,



tic boyutlu yonsel gozlemler ise, li¢ boyutta birim vektdr bigimindeki iki a1
yardimiyla (diinya ylizeyi tizerindeki herhangi bir noktanin enlemi ve boylami
yardimiyla gosterilmesinde oldugu gibi), ya da bir birim kiirenin yiizeyi
lizerindeki noktalar bigiminde gosterilebilmektedirler. Bundan dolayi, tig-boyutlu
g6zlemler, kiiresel (spherical) veri olarak da adlandirilmaktadirlar.

Yonsel verilerin hem modelleme hem de istatistiksel deneylere iligkin
birgok farkh ve yeni 6zelligi bulunmaktadir. Ornegin, iki-boyutlu bir yoniin, ag
ya da birim vektor bigimindeki sayisal gOsteriminin tek bir tane olmas:
beklenmemelidir. Ciinkii dairesel gdzlemin degeri, sifir yonii ve déniis dogrultusu
durumunun saat yoniinde olup olmamasi segimine baghdir. Sekil 1.1.e
bakildiginda; bir matematik¢i i¢in 120°, Dogu yo6nii sifir-yonii kabul edilerek saat
y6niiniin tersine dogru bir doniis islemi uygulandiktan sonra belirlenirken, ayni
nokta bir jeolog igcin Kuzey yonii sifir-yonii kabul edilerek saat yonii
dogrultusunda bir doniis islemi uygulandiktan sonra belirlenmektedir ve bu nokta

330°’ye karsilik gelmektedir.

Kuzey
120° ya da 330°?

Dogu

Sekil 1.1. Gozlem degerinin baslangi¢ noktasi ve donils yonii segimine bagh olmast

Bu durum kiiresel veriler i¢in de gegerlidir. Burada lizerinde durulmasi
gereken 6nemli nokta, elde edilen sonuglarin (6zet veriler, ¢ikarimlar vb.), verilen
gozlem deZerlerinin bir fonksiyonu oldugu ve bunlara verilen keyfi degerlere
bagli olmamalandir. Yani, keyfi secilen orijine ve doniis dogrultusuna bagl

olmayan sonuglar hedeflenmelidir. Yine, bu keyfilikten dolay1 dogal bir



diizenleme ya da siralama bulunmamaktadir. Ciinkii, bir yoniin digerinden “daha
bilyiikk” olup olmamasi, saat y6niinden ya da saat yoniiniin tersinden hangisinin
pozitif dogrultu olarak ele alindigina ve de sifir yoniiniin nerede olduguna
baglidir. Baslangi¢ noktasi ile bitis noktas: ¢akistigi, yani 0=2 7 olmasindan dolay:
ve genelde 6l¢iimiin, herhangi bir p tamsayisi i¢in & degeri 6+2m degerine esit
olacak sekilde periyodik olmasindan dolayi, yoOnsel verilerde ele alinan
yontemlerde herhangi iki nokta arasindaki uzakhgin nasil olglilecegine dikkat
edilmesi gerekmektedir.

Bu tiirdeki 6zelliklerinden dolay: yonsel analiz, tek degiskenli ya da ¢ok
degiskenli verilerin standart istatistiksel analizinden oldukga farklidir. Istatistiksel
yontemlerdeki degismezlige ve keyfi sifir-y6nii ve doniis dogrultusu se¢imine
iliskin 6l¢iilere duyulan gereksinim, birgok bilinen teknigi ve 6lgiileri tamamen
anlamsiz olmasa da ¢ogu zaman hatali kilmaktadir. Gergek dogru tizerinde sikga
kullamilan 6rneklem ortalamasi ve varyans gibi 6zet 6l¢iilerin ve tiim momentlerle
kiimiilantlarin uygun olmadiklari anlasilmaktadir. Buna esdeger olarak moment
tireten fonksiyon ve diger lireten fonksiyonlar gibi analitik araglar da yararsiz
olmaktadir. Korelasyon, regresyon ve de bunlarin istatistiksel 6l¢iileri gibi birgok
kavram yonsel veri setleri i¢in yeniden diizenlenmek zorundadir. Benzer olarak,
yansizlik, kayip fonksiyonlar, varyans simrlari, testlerin gii¢ fonksiyonlarinin
monotonlugu, vb. istatistiksel ¢ikarsamalar dikkatle yeniden tanimlanmalidir.

Yonsel veriler igin parametrik istatistiksel gikarsamanin bityiik bir kismi
yalnizca bir ya da iki modele dayanarak tiiretilmektedir. U ygulamada ¢ogu kez
karsilagilan asimetrik veri setlerinin modellenmesinde dahi, uygun model
sayisimn az olmasi nedeniyle tartismalar meydana gelmektedir. Son yirmi yilda
veri gosterimi, korelasyon, regresyon ve zamana ya da konuma bagli yapidaki
verilerin analizi problemleri ilizerinde durularak, bu verilerin islenmesinde
kullanilan istatistiksel yontemler hizli bir bi¢imde gelistirilmistir. Buna ek olarak,
genel istatistik yontem-biliminde ve 6zellikle parametrik olmayan diizgiinlestirme
yontemleri ve bootstrap yontemlerindeki modern gelismeler, veri analizcilerinin
denetlemesi nispeten gii¢ olan problemlerde ilerleme kaydetmelerine 6nemli

olciide katkida bulunmaktadir.



Konuyla ilgili ilk ciddi ¢aligma, Mardia (1972) tarafindan yapilmistir.
Mardia ¢alismalarinda dairesel veri setlerinin istatistik teorisinde nasil
kullanilabilecegi ya da istatistik teorisinin dairesel veri analizine nasil
uygulanabilecegi tlizerinde durmustur. Bu alanda yazilan diger kitaplar arasinda
Fisher (1983) de bulunmaktadir.

Dairesel veri analizinde herhangi bir regresyon analizi problemi gesitli
varsayimlar da gdz Oniine alinarak, dairesel analiz teknikleriyle ¢6ziimlenebilecek
hale getirilirler. Ornegin, herhangi bir magazamn bir y1l boyunca yaptig1 satislar
360° oldugu bilinen bir daireye her giin igin bir a¢1 gelecek sekilde esit olarak
dagitilirsa ve bu genis bir zaman siireci i¢in incelenirse satiglarda yillara (ya da
mevsimlere) gore dairesellik meydana gelmis olur.

Basit  istatistiksel tekniklerin  dairesel (y6nsel) veri setlerine
uyarlanmasiyla, daha karmagik tekniklerin de kullanilabilmesi saglanmaktadir.
Istatistik¢ilerin konuya yogunlasmalar: son yillarda giderek artmakta ve ozellikle
parametrik olmayan tekniklere iligkin ¢aligmalar yapilmaktadir.

Biitiin bunlarin sonucunda, y6nsel verinin bu alam arastirmacilara gok
genis bir alanda ilerleme olanag1 vermektedir ve yeni istatistiksel yontemler ve
araglar gelistirmede cok verimli bir alan oldugu goriilmektedir. Ayrica dogal,
fiziksel, tibbi ve de sosyal bilimlerde ortaya ¢ikan problemler i¢in yeni ve farkli

uygulamalar gelistirilebilmektedir.
1.1. Literatiir Bilgisi

Gumbel ve ark. (1953), dairesel normal dagilimin teorik altyapisim
incelemisler ve bu dagilima iligkin grafik ve tablolari olusturmuslardir.

Gumbel (1954), onceki c¢alismasinda teorik yapisimi incelemis oldugu
dairesel normal dagilimin uygulamadaki kullanimi {izerinde ¢aligmistir. Jeofizik,
ekonomi ve yasam istatistikleri verileri tizerinde uygulama gergeklestirmistir.

Ajne (1968), dairesel dagilimlar igin bir diizgiinliik testi gelistirmistir. Bu
calismada, bir yarim ¢ember lizerinde maksimum sayida nokta igerebilen bir test
istatistigi tizerinde ¢alisilmistir. Sifir hipotezi Hy ve alternatif hipotez H, altindaki

tam ve asimptotik dagilimlar, tablolariyla birlikte verilmektedir.



Stephens (1969), veri seti bir birim ¢emberin ¢evresi iizerindeki
noktalardan olustugu durumdaki rassallik testlerini tanimlamigtir. Ayrica, test
istatistikleri i¢in anlamlilik noktalar tablolar1 verilmistir.

Mardia (1975) calismasinda, ¢ok-boyutlu durum i¢in temel dagilimlar
olarak bilinen von Mises-Fisher dagilimi ve Bingham dagilimi incelenmektedir.
Ayrica, bu konuya iligkin ¢esitli sayisal drnekler veriimektedir.

Collett (1980), tek-degiskenli dairesel ya da yonsel verilerden olusan
orneklemlerdeki sasirtict degerlerin goriiniisiine iligkin problemleri incelemistir.
Bu degerlerin varliimin nasil tespit edilebilecegi ve olasi uyum testlerinin
tanimlanmasi lizerine ¢alismistir. Test slireglerinin goreli performanst Monte
Carlo yontemleri kullanilarak arastirllmistir. Ayrica, uyum testlerine iligkin bir
uygulama gergeklestirilmistir.

Jupp ve Mardia (1980) ¢alismasinda, iki-degiskenli dairesel dagilimlar i¢in
bir korelasyon katsayisi sunulmaktadir. Bu korelasyon katsayisinin bazi 6zellikleri
incelenmis ve diger iki-yonlii korelasyon katsayilariyla karsilastirilmigtir.
Korelasyon katsayisiyla ol¢iilmiis olan tam bagimhiliktan ortaya ¢ikan regresyon
modelleri tizerinde ¢aligilmgtir.

Gadsden ve Kanji (1981), von Mises dagilimina sahip anakiitleler i¢in bazi
ardigik test siirecleri gelistirme ¢alismasi yapmiglardir. Ayrica testin kullaniminin
gosterilmesi amaciyla sayisal bir 6rnek vermislerdir.

Kotz ve Johnson (1982), hazrladiklari Istatistiksel  Bilimler
Ansiklopedisi’nde, genel olarak yonsel veri analizini, yo6nsel dagilimlardan
dairesel dagilimlan ve kiiresel dagilimlari incelemislerdir.

Gadsden ve Kanji (1982-83) calismalarinda, farkli bilim dallarinda
kullanilan dairesel veriler i¢in ardigik stireglere iligskin bazi uygulamalar sunmakta
ve dairesel veri analizinde ortaya ¢ikan problemlerde kullanilan yéntemleri kisaca
tartigmaktadirlar. Son olarak, inceledikleri testlere iliskin bazi uygulamalar
vermislerdir.

Fisher ve Lee (1983), dairesel degiskenler arasindaki iliski miktarint 6lgen
bir katsayi tizerinde tartigsmislar, bu katsayinin asimptotik dagilimini bulmugslar ve
ozelliklerini gelistirmislerdir. Kullanilan diger istatistiklerle karsilasgtirmalari

yapilmis ve bazi 6rnekler verilmistir.



Cheeney (1983), jeolojide kullanilan istatistiksel yOntemler tizerinde
calismistir. Bu ¢alismada, iki-boyutlu ve lig-boyutlu yoénsel veriler igin ¢esitli
hipotez testleri verilmig ve bu verilere iligskin 6nemli dagilimlar incelenmistir.

Jeoloji biliminde istatistiksel veri analizi konusundaki c¢aligmalardan bir
digeri de deis (1986) tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada, yonsel veri analizi
genel hatlariyla incelenmis, dairesel yonsel verilere iligkin hipotez testleri, kiiresel
dagilimlar, kiiresel yonsel verilere iliskin hipotez testleri konularina deginilmistir.

Fisher ve ark. (1987), kiiresel verilerin istatistiksel analizi konusundaki
temel calismalardan birisini gergeklestirmislerdir.

Coblentz ve Richardson (1995), stres rejimindeki ve temel istatistik
tekniklerinin kullantmiyla elde edilen stres gostergelerinden bulunan yonsel
bilgideki trendlerin degerlendirilmesi iizerine arastirma gergeklestirmislerdir.

Presnell ve ark. (1998), yonsel veriler igin kiiresel olarak tasarlanmis ¢ok
degiskenli dogrusal model sunmuglardir. Bu g¢alismada, dairesel veri durumu
dikkate alinarak, model i¢in en ¢ok olabilirlik tahminleri karsit yaklasimlarin tam
_ tersine iteratif yontemler kullanilarak hesaplanmugtir. Sonugta elde edilen
y6ntemlerin gergek uygulamalarla agiklandig1 6rnekler verilmistir.

Lund (1999) ¢aligmasinda, dairesel bir yamit degiskeninin bagka bir
dairesel degisken ve bir grup dogrusal yardimer degisken yardimiyla éngoriilmesi
amaciyla, en kii¢iik kareler regresyonunun dairesel yorumunu sunmaktadir.

Anderson-Cook (2000), faktoriyel bir deneyden elde edilen faktérlerin
etkisinin belirlenmesi i¢in C-dogrusal egrilerini dairesel-dogrusal veriye uydurma
yontemini kullanarak, otomotiv endiistrisine iliskin endiistriyel bir 6rnek
incelemigtir.

Artes ve ark. (2000) ¢aligmasinda, iki parametreli dairesel dagilimlar ailesi
i¢in, boylamsal yapidaki dairesel verinin modellenmesinde kullamlan tahmin
denklemlerini elde etmektedir. Burada, dairesel ortalama ve bileske uzunlugunun
modellenmesinde kullanilan tahmin denklemleri ayri ayri verilmektedir. Bunun
ardindan, bir karistm modeli i¢in tahmin denklemleri bulunmustur. Calisma
sonucunda, bu denklemlerden elde edilen tahminlerin siirekli ve asimptotik olarak
normal olduklar1 gosterilmektedir. Sonuglar, gégmen kuslardan elde edilen y&nsel

veriye iliskin 6rnekle agiklanmigtir.



Le Pennec (2000), yonsel verilerle kiil akimi kaynaklarimin belirlenmesi
lizerine ¢aligma yapmustir. Calismasinda, Tiirkiye’nin Orta Anadolu bélgesinde
bulunan Kizilkaya ignimbiritleri (bir tiir sert kayag) iizerine bir uygulama
gerceklestirmistir.

Sengupta ve Pal (2001), calismalarinda izotropi (btitiin yonlerde ayni
ozelliklere sahip bir ortamin durumu) hipotezi ya da yonlerin rassallif1 igin
konumsal en giiglii degismez (LMPI- locally most powerful invariant) bir test
gelistirmiglerdir. Testin gii¢ fonksiyonunun kiiresel monotonlugu saptanmigtir ve
bu test streklidir. Secilen bazi parametre kombinasyonlari igin testin giig
degerleri, orneklem hacmi diistik oldugunda bile olduk¢a iyi bir performans
gosteren simiilasyon sonucu elde edilmistir.

Lund (2002), dairesel ve dogrusal tahmin edicilerin birlesiminden olusan
bir dairesel yanit tahmininin elde edilmesinde kullanilan regresyon agaglar igin
temel bir yapt olusturmustur. Bu ¢alismada sunulan y6ntemler dairesel yanit

degiskenli regresyon agaci ¢oziimlemesinde kullanilmaktadir.



2. DAIRESEL VERILER VE SEMATIK GOSTERIMLERI

Bu boliimde, dairesel 6l¢timlere iligkin dontisiimler ve dairesel Slgiimlerde
tek 6rneklem analizinin en temel durumlari olan veri g@sterimi yontemleri
incelenecektir. Dairesel verilerin sematik gosterimi ilk olarak gruplanmamig

verilerde, ikinci olarak da gruplanmis verilerde incelenecektir.
2.1. Dairesel Ol¢iimlerin Farkh Birimleri Arasindaki Doniisiimler

Teoride, derece olarak belirtilen 6° agisinin radyan cinsinden 6 agisina

déniistiiriilmesi tercih edilmektedir. Buna gore;

oo =189 e cgo<ieee @.1)
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olur. Birim yarigaph ¢ember iizerindeki herhangi bir yay, ¢emberin merkezinde
bulunan 6 radyan agisinin iki ucunun birlesmesinden olusuyorsa, yayin uzunlugu
@ olacaktr.

Herhangi bir veri kiimesindeki gozlem degerleri (0°,90°) ya da (0°,180°)
araliklarinda yogunluk gosterebilirler. Ornegin, eksensel veriler (0°,180°)
aralifinda yer almaktadirlar. Bu durumda her bir ag1 degeri iki ile ¢arpilarak
(0°,360°) araligina doniistim yapilabilir. Ayrica, &°’nin (0°,360°/k) araliginda yer

alan bir degeri,

kn@°
0 = 2.3
180 23)

Esitlik (2.3) yardimi ile (0,27) arahina donistiiriilebilmektedir. Buradaki &

degeri, herhangi bir tamsayidir.



2.2. Gruplanmams Veriler I¢in Sematik Gosterim

Dairesel go6zlemlerin g6sterimi gruplanmamis verilerde genellikle iki
bi¢imde olmaktadir ve bu gdsterim tiirlerine genel olarak ham veri grafikleri adi
verilmektedir. Ham veri grafiklerinin en énemli 6zelligi kiigiik bir mod grubunun
varligini ya da 6zel olarak incelenmesi gereken aykini degerleri net bir bigimde
ortaya koyabilmesidir. Birinci gosterim tlirtinde, her bir gézlem degeri birim
cemberin ¢evresi lizerine nokta olarak yerlestirilir. Eger veri seti igerisinde
herhangi bir gézlemden birden fazla sayida var ise, bu degerler iist {iste noktalar

halinde gosterilebilir.

Ornek 2.1.

1999-2000 futbol sezonunda Galatasaray futbol takiminin sampiyonu
oldugu UEFA kupasi karsilasmalarinda attif1 gollerin atilis dakikalari su
sekildedir: 5, 5, 13, 30, 32, 34, 42, 43, 45, 45, 47, 48, 59, 64, 82. Bu gol
dakikalari, 360 x ¢ / 90 derecelik Ol¢lime karsilik gelen ¢ dakikalik dairesel
Olgtimlerdir. Boylece 1 dakika, 4°’ye karsilik gelmektedir. Buna gore veriler
yeniden diizenlendiginde: 20°, 20°, 52°, 120°, 128°, 136°, 168°, 172°, 180°, 180°,
188°, 192°, 236°, 256°, 328° olur. Sekil 2.1.’de verilen grafige bakildiginda, ilk
yarinin sonlar1 ile ikinci yarimin baglari arasinda bir kiimelenme oldugu

gozlenmektedir. Buna goére atilan 15 golden 6 tanesinin 45-inci dakika civarinda

atildigi sGylenebilir.
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Sekil 2.1. Galatasaray futbol takimmin 1999-2000 sezonunda UEFA kupasmda attig)
gollerin atildig1 dakikalara iligkin birinci tiir ham veri grafigi

Bu gosterime alternatif olarak veri gosterimi, cemberin ¢evresi ilizerindeki
gozlenen noktalarla orijinin birlestirilmesi sonucunda elde edilen birim gember
yarigaplar1 ¢izilerek yapilabilmektedir. Ornek 2.2.°de bu tir bir grafik

gosterilmektedir.

Ornek 2.2.

Omek 2.1.’deki veriler dikkate alindiginda, yukanida aciklamasi yapilan
ham veri grafigi tiri Sekil 2.2.°de goriildiigii gibi olmaktadir. Bir gézlem
degerinden birden fazla sayida olmasi durumu, o gézlemleri belirten vektoriin

lizerine tekrar sayisi yazilarak belirtilmektedir.
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Sekil 2.2. Galatasaray futbol takiminin 1999-2000 sezonunda UEFA kupasinda attig:
gollerin atildig1 dakikalara iliskin ikinci tiir ham veri grafigi

Burada vektérler birim uzunluktadir. Birinci ham veri grafigi tiirti, dogru
lizerindeki veriler igin kullanilan genel kartezyen grafik tiiriine benzer olmasindan

dolay1 ¢ogunlukla tercih edilmektedir.

2.3. Gruplanms Veriler I¢in Sematik Gosterim

Dairesel verilerde, (0°,360°) aralifn belirlenen sayida simf-aralifina
boliinebilmekte ve her bir simifa karsilik gelen siklik sayilabilmektedir. Siuf
stnirlarinin se¢imi ve simf araliklarimin uzunlugu, dogrusal verilerde oldugu
gibidir.

Gruplanmus tiirdeki dairesel verilerin sematik gdsterimi genel olarak ii¢ tiir
histogram bi¢imi kullanilarak yapilmaktadir. Bunlar; dogrusal histogram, dairesel

histogram, ve giil semasi’dr.

2.3.1. Dogrusal histogram

Dogrusal histogramda v eri d airesel o larak de gil, dogrusal olacak sekilde
olusturulur. Bir baslangic noktasi (6rnegin, eger veri (0°, 360°) aralifinda
kaydedilmisse 0°, ya da (-180°, 180°) araliinda ise -180°) ve bir grup aralif1 veya

genisligi segilir (6rnegin 5°, 10° veya 20°) ve histogram bilinen yolla elde edilir.
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Sonugta histogram 360° genisligine sahip bir kesite oturtulmus olmaktadir.
Dairesel veriler i¢in dogrusal histogram, b ir ¢ emberin ¢ evresinde s armal o lacak
sekilde tasarlandiktan sonra degerlendirilmelidir. Bundan dolayi, birinci blok grup
genigliginin  sonundan itibaren tekrar edilebilir. Dogrusal histogram,

yorumlanmasindaki etkinliginden dolayi tercih edilen bir histogram tiirtidiir.

Ornek 2.3.

2001-2002 futbol sezonunda Galatasaray futbol takiminin sampiyonu
oldugu Tiirkiye Birinci Siiper Ligi karsilagsmalarinda attigi gollerin atilis
dakikalar1 veri seti igin 20° (5 dakika)’lik grup genisligi secilerek elde edilen
siklik dagilimi Cizelge 2.1.°de verilmektedir:

Cizelge 2.1. Galatasaray futbol takiminin 2001-2002 futbol sezonunda Tiirkiye Birinci
Siiper Ligi’nde attigt gollerin atildig1 dakikalara iliskin gruplanmis veriler

Act Gol Sayist Act Gol Sayist

1°-20° 4 181° - 200° 3
21° - 40° 3 201° - 220° 7
41°- 60° 3 221° - 240° 4
61° - 80° 4 241° - 260° 3
g1°- 100° 8 261° - 280° 3
101°- 120° 5 281° - 300° 4
121° - 140° 2 301° - 320° - 3
141° - 160° 2 321° - 340° 5
161° - 180° 4 341° - 360° 8
Toplam 75

Cizelge 2.1.°deki verilere iliskin dogrusal histogram Sekil 2.3.°de

gosterilmektedir.
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Sekil 2.3. Galatasaray futbol takimmin 2001-2002 futbol sezonunda Tiirkiye Birinci
Stiper Ligi’nde attig1 gollerin atildig1 dakikalara iliskin dogrusal histogram

2.3.2. Dairesel histogram

Basit bir dairesel histogram bir gemberin gevresine dogrusal histogramin
sarilmasiyla elde edilmektedir. {lk 6nce birim cember cizilir ve bu cemberin
cevresine kendi sinif aralifindaki siklik miktariyla orantili alana sahip olan bir
blok yerlestirilir. Histogramdaki her bir blok, kendi grup aralifinin orta
noktasinda bulunmaktadir. Ayrica, blok tepelerinin orta noktalarinin

birlestirilmesi ile siklik poligonu da olusturulabilmektedir.

Ornek 2.4.

Cizelge 2.1.’de kullanilan veri seti igin dairesel histogram gosterimi

Sekil 2.4.’te verilmektedir.
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Sekil 2.4. Galatasaray futbol takimimin 2001-2002 futbol sezonunda Tiirkiye Birinci
Stiper Ligi’nde attig1 gollerin atildig1 dakikalara iliskin dairesel histogram

2.3.3. Giil semasi

Diger bir gosterim tiirii de giil semasidir. Tepe noktas: orijin olmak iizere
bir daire dilimi olusturulduktan sonra, sumf araligimin iki ucu bir yay ile
birlestirilmektedir. Dolayisiyla, her grup bir daire dilimi big¢iminde gésterilmis
olmaktadir. Her dilimin yarigapi, grubun goreli sikliginin karekokiiyle orantil
olacak sekilde alimmaktadir. Boylece dilimin alami grup frekansiyla orantihi
olmaktadir. Ciinkii, her bir daire diliminin alami sikhiin karesine gore degisim
gostermektedir. Sikliklarin yerine sikliklarin karekékleriyle orantili alanlar elde

edebilmek i¢in, sikliklarin karekokleri yarigap olarak alinmahdir.

Ornek 2.5.
Cizelge 2.1.de kullanilan veri seti i¢in giil semast gosterimi Sekil 2.5.°te
verilmektedir. Burada her bir dilimin yarigapi gruplarin géreli sikliklarinin

karekokiiyle orantilidir ve dairesel genislik olarak 20° (5 dakika) kullanilmaktadir.
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Sekil 2.5. Galatasaray futbol takimmin 2001-2002 futbol sezonunda Tiirkiye Birinci
Suiper Ligi’nde attig1 gollerin atildig1 dakikalara iliskin giil semas:

Dogrusal histogram ve giil semasma iligkin verilen bu rneklerde, agi
degerleri, 0° Kuzey yoniinti gostermek {izere saat dogrultusunda elde edilmistir.
Ayrica, eger gozlem degerleri (0°,180°) araliginda yer alirsa, dogrusal
histogramlar bilinen sekilde ¢izilmektedir. Boyle bir veri seti igin giil semast,
0° ile 180° bolgesine karsilik gelen sema ¢izildikten sonra orijine gore simetrigi
alinarak elde edilmektedir.

Giil semas1 gosteriminde gozlenen sikliklarla beklenen sikliklar arasindaki
grafik karsilagtirmalart duyarli sonuglar vermektedir. Ciinkii, sikliklar arasindaki
herhangi bir aritmetik fark, siklik arttikga kutupsal yarigaplarda azalan araliklarla
gosterilmektedir (Mardia 1972).

Giil semalari ve dairesel histogramlar bazen kutupsal-blok (polar-wedge)
semalart olarak da tanimlanmaktadir.

Histogram gosterimi ile ilgili olarak iizerinde durulmasi gereken birkag
nokta asagida belirtilmistir:

e Histogram ¢izimi kolaydir. Ozellikle, hemen hemen biitiin istatistik paket
programlari uygun bir dogrusal histogram tiretebilmektedir.

o Dogrusal histogramda keyfi olarak seg¢ilen bir baglangic noktas
gerekmektedir. Bu kusur ancak histogramin tam devrinin tekrarlanmasiyla

diizeltilebilmektedir.
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Histogram kullaniminda, géze ya da grup smirlarimin keyfi olarak
secilmesi gerekmektedir. Uygun olmayan bir sinirin se¢ilmesi ise, mod
gruplarinin S-aYISl, biiyiikligii ve konumu bakimindan 6rneklem bilgisinde
onemli farkliliklara neden olmaktadir.

Yapilacak diger bir se¢im her bir gézenin genisligi se¢imidir. Giil
semasinin, temel dagilimin seklini aciklamadaki yetersizligine iligkin
fikirler goz oniine aliarak, bu tip gosterimin gerekli oldugu durumlarda,
10° ya da 20°’lik (veya ¢ok kiigiik veri setleri i¢in miimkiin oldugu kadar

fazla) keyfi bir genislik kullanilmasi 6nerilmektedir (Fisher 1993).
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3. DAIRESEL VERILER ICiN TANIMLAYICI iSTATiSTIKLER

Bu béliimde; anakiitleden elde edilen émeklem yardimiyla bu anakiitle
hakkinda bilgi edinilmesi amaciyla dairesel veriler icin bazi temel parametre
degerleri tanimlanacaktir.

Dairesel veriler, bir birim ¢emberin gevresi lizerinde agilar ya da noktalar
biciminde gosterilebilmektedir. Dairesel durum yalnizca iki koordinat degeriyle
belirlenebilmektedir. Bu amagla, O orijinli ve O’ya gore birbirine dik X,Y eksenli
dik koordinat sistemi kullanilabilir. Diizlemdeki herhangi bir P noktasi, (X,Y) dik
koordinatlar1 ile ya da (r,6) kutupsal koordinatlari ile g6sterilebilmektedir. Burada
r; P noktasinin orijine olan uzakligini, € ise; P noktasinin yoniinii géstermektedir.
Ozel bir durum olarak, O noktast igin 7 = 0°dir ve bu noktanin yonii belirtilemez,

yani @ tanimsizdir.

Sekil 3.1. Dik ve kutupsal koordinatlar arasindaki iligki

Kutupsal koordinatlar ve dik koordinatlarin birbirlerine dontisimii islemi
sintis ve kosiniis trigonometrik fonksiyonlari yardimiyla yapilmaktadir. (r,6)

kutupsal koordinatlarina sahip P noktasini ele alalim. Sekil 3.1.’e gore, P

noktasinin dik koordinatlari;

x=rcosé , y=rsinf 3.1
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ile verilir. Daha 6nce belirtildigi gibi, dairesel veri analizinde vektoriin uzunlugu
ile degil, yoniiyle ilgilenilecek ve kullanim kolaylig1 agisindan bu vektérler birim
uzunlukta (r = 1) ele alinacaktir. Boylece her bir y6ne, birim ¢emberin c¢evresi
tizerinde bir P noktasi karsiik gelecektir. Bu nokta, alternatif olarak yalnizca
aciyla da belirtilebilmektedir. Buna gore, eger P noktas: birim gemberin gevresi

iizerinde bir nokta ise, kutupsal ve dik koordinatlar arasindaki déniisiim;
(1,060) < (x=cosf,y=sinb) (3.2)

bigiminde yapilabilmektedir.
Burada belirtilmesi gereken 6nemli bir nokta: {u;} = {(x;y;)} olarak ifade

edilmesine ragmen, bu sekildeki veriler diizlem {izerinde iki-degiskenli veri olarak
distiniimemelidirler. Ciinkii, x; ve y; degerleri biitiiniiyle xl-2 + y,-2 =1,Vi

esitligine baghdir (Jammalamadaka ve SenGupta 2001 ve Bolton 1995).
3.1. Ortalama Yon, Bileske Uzunlugu ve Ortalama Bileske Uzunlugu

Verilen tek modlu bir dairesel veri setinde ortalama yoni (tercih edilen
yon) belirleyebilmek i¢in, acilarin aritmetik ortalamasi hesaplanmak istenebilir.
Fakat orneklem ortalamasi dairesel veriler i¢in sifir yonii ve doniis dogrultusu
secimine gliglii derecede bagimlidir. Asagidaki Ornekte dairesel veriler igin
tanimlayict merkezi Olgti olarak bilinen aritmetik ortalamanin neden uygun

olmadig: aciklanmaktadir.

Ornek 3.1

Bir arastirmacmin elinde 4 tane kaplumbaga bulunmaktadir. Bu
arastirmact, Kuzey yoniinii sifir yonii olarak kabul etmis ve saat yoniinde bir
pozitif doniis dogrultusu izleyerek, elindeki kaplumbagalari serbest biraktiktan

sonraki gidis a¢ilarini (y6nlerini) kaydetmistir.

Kaplumbaga 1 2 3 4
Yo6n : 18 2° 344° 316°
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00

270° 90°

180°

Sekil 3.2. Aritmetik ortalamanin yanlig yénde olusu

Klasik istatistik teknikleri kullanilarak kaplumbagalarin arastirmacidan
ortalama olarak hangi yonde uzaklastiklart bulunmak istendiginde, derecelerin
toplamini alip terim sayisina bolmek belirli bir anlam ifade etmeyecektir.
Sekil 3.2.ye bakildiginda, bu 6mek igin klasik ortalama mantify ile 170°
bulunmaktadir. Bu sonug¢ veri setiyle karsilastirildiginda, bulunan deger
kaplumbagalarin gidis yontniin tersinde bir yone karsilik gelmektedir
(Sekil 3.2.de koyu olarak belirtilen vektor). Ayrica belirtilmesi gereken bir nokta
da; ayn: veri seti i¢in 6rneklem genel aritmetik ortalamasi, sifir noktas: ve doniis
dogrultusunun segimine baglh olarak da farkhilik gsterebilmektedir. Omekte de
goriildiigii gibi, verilen bir dairesel veri seti igin, dogrusal verilerde genel olarak
kullanilan aritmetik ortalama ‘merkezi’ bir dl¢li degildir, sifir yonii ve doniis
dogrultusu se¢iminin bir fonksiyonudur. Bu nedenle dairesel veriler i¢in bir
merkez 6l¢iisii olarak kullanilmasindan kaginilmalidir. Orneklem ortalamasina
bagl 6meklem varyansi s*’de de aym problemle kargilagiimaktadir. Bu da dairesel
veriler i¢cin daha uygun tanimlayict istatistiklerin tanimlanmasi gerektigini
gostermektedir. .

Tek modu bulunan ya da tek bir yone dogru kiimelesme gosteren bir
dairesel veri seti i¢in uygun ve anlamli bir ortalama y6n 6l¢iisti, gbzlem degerleri

birim vektorler olarak diigiiniilerek ve bu vektérlerin bileske vektoriiniin yoni
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kullanilarak belirlenmektedir. Verilen bir dairesel veri seti i¢in bileske vektoriin
yOniiniin yani ortalama ydniin hesaplanigi agagida verilmektedir:

P;; birim ¢ember tizerinde 6, (i = 1,...,n) agisina bagh olarak belirlenen

herhangi bir nokta olmak iizere, 6;,...,6, agilarinin ortalama yonii 6 ; 5?1 »ees OP

birim vektoérlerinin bileskesinin y6nii olarak tanimlanmaktadir. P; noktalarinin

agirlik merkezi (C,S);
n n
C:Zcos@i , S=Zsil’l9i
i=1 i=1

olmak iizere, bileske uzunlugu R,

R=+C?+52 (3.3)

esitliginden, veya ortalama yon biliniyorsa

R=-S_- 5 (3.4)
cosd siné

esitligi yardimiyla bulunmaktadir ve 6,, ..., 8, agilarinin vektor bileskesinin yoni

0 ;

[tan~1(S/C) . §20,C>0
tan \(S/C)+n , C<O0
6 ={tan }(S/C)+27r , S<0,C=0 (3.5)
w2 , §>0,C=0
tanmmsiz , S=0,C=0
L

biciminde tanimlanmakta ve ortalama yén olarak adlandirilmaktadir. Burada
R miktar1 (0,n) araliginda degerler almaktadir. Ortalama bileske uzunlugu R ise

ortalama yon @ ile iliskilidir ve

R=R/n (3.6)
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bi¢iminde tanimlamir. Ortalama bileske uzunlugu, (0,1) arah@inda degerler
almaktadur.

Bu esitliklerin elde edilebilmesi amaciyla, iki tane dairesel gbzlem igin
bileske vektoriin uzunlugu ve yonii bulunduktan sonra, sonug genellenerek » tane

dairesel g6zlem degeri icin genel formiiller elde edilebilir.

Sekil 3.3. Iki dairesel gbzlem igin bileske vektdr ve ortalama yon

Birim c¢ember {izerinde bulunan herhangi iki P; ve P, noktasinin
koordinatlar sirasiyla (x;,y;) ve (x2,y2); X ekseniyle saat yoniiniin tersi dogrultuda

yaptiklart agilar ise 6, ve 6, olsun. Buna gore r; vektérlerin boyu yani birim

¢emberin yaricap1 (r=1) olmak lizere;

x;=rcost; =cosb; , x;=rcost=cosb;,

y; =rsing, =sind; , y; = r sinb, = sinb,

yazilabilir. ki vektdriin birbirine eklenmesiyle olusturulan bileske vektdr R’nin

uzunlugu;
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R= \/(Xl +x2) + (31 + ¥2)?

2 2 (2
= Zcos ;| + Zsin 0;
i=1 i=1

olarak elde edilir. Bileske vektoriin yoniinii gosteren € ise;

2

X1+Xx - +
1+ % sind - Y1+ 72

\/(;1+x2)2+()ﬁ+y2)2 \/(x1+xz)2+(J/1+J/2)2

cos@ =

esitlikleri yardimiyla elde edilir (Bolton 1995).

Buna gore degerler yerine konuldugunda;

2
ZCOS o;
i=1

COSQ_: ]
2 2 () 2
Zcos@i + Zsiné’i
i=1 i=1
2
D siné;
sin@ = i=1
2 2 (2 2
Zcos@i + Zsm@l
i=1 i=1
Buradan;
2
= Zsin@i
and = sin & _i

cosf 2

1
> cosb;
i=1

bulunur. Sonug olarak;
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2
Z sin 6;
T | Rt
6 =tan -
Zcos o;
elde edilir. Bundan sonra, birim ¢ember iizerinde » sayida gozlem degeri oldugu
durum incelenirse;
x;=cosb;, y;=sinb,, i = 1,...,n olmak lizere

bileske vektér R’ nin uzunlugu;

n 2 n 2
[Zcos@ij +£Zsin6,} —vC?+ 82
i=1 i=1

elde edilir. Boylece Esitlik (3.3) elde edilir. Ortalama yon & ise;

i M

cosb;
cosd = = ¢ (3.7)

" 2 /., 2 2,82
[Zcos@ij +[2sin¢9,}
i=1 i=1

sin@ = = = ) (3.8)

]2 NI
i

esitlikleri yardimiyla bulunur. Sonug olarak Esitlik (3.5)

tanﬁ_ =

elde edilir. Ayrica Esitlik (3.3), (3.7) ve (3.8)’den, Esitlik (3.4) sonucuna da

ulasilabilir.
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Dolayisiyla, verilen bir a¢1 kiimesi i¢in, ilk olarak bu degerler dik
koordinatlara donustiirtliir, yani her bir aginin kosiniis ve siniis degeri hesaplanir.
Bileske vektoriin bulunabilmesi igin bu degerler toplanir. Boylece bu bileske
vektoriin yonii olan @, Esitlik (3.5) kullanlarak elde edilmektedir. Bu deger
verilen bir agt kiimesi icin dairesel ortalama yonii gostermektedir.

Ayrica, R = 0 durumunda, yani C = 0 ve § = 0 iken, dairesel ortalama
tamimsizdir. Daha genis bir ifadeyle, eger bileske vektor pozitif uzunlukta ise, bu
vektoriin yonii olan @ , dairesel ortalama yon olarak alinmaktadir. Eger bileske
vektor 0 uzunlugunda ise, ortalama yon bulunmamaktadir. R = n olmasi ise biitiin
veri noktalarinin ¢akistigi anlamina gelmektedir.

Bileske vektoriin sifir uzunluga sahip olmasi durumu, verinin g¢ember
lizerinde herhangi bir yone dogru yogunlasma goéstermedidini ve diizgiin
dagildigini belirtmektedir. Bu durumda, verinin herhangi bir tercih edilen yonii ya

da ortalama yoni bulunmamaktadir.

Ornek 3.2

Bileske uzunlugunun, ortalama bileske uzunlugunun ve ortalama y6niin

Omnek 3.1°deki veriler igin hesaplanmasi:

G: cos; siné;
18 0.95106 0.30902
2 0.99939 0.03490
344 0.96126 -0.27564
316 0.71934 —0.69466
Toplam C=3.63105 S§=-0.62638

Buna gore bileske uzunlugu;

R=vC2+8% = \/(3.63105)2 +(-0.62638)% =3.68468
ortalama bileske uzunlugu;

R=R/n=3.68468/4=0.92117
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ortalama yon ise S < 0 ve C > 0 oldugundan Esitlik (3.5)’e gore;

6 =tan"'(S/C)+ 2n =tan"'(-0.62638 / 3.63105) + 2=
= tan™'(~0.17251) + 21 =-9.79 + 360 = 350.21°

bi¢iminde elde edilir.
Gruplanmis verilerde ise genel bir vaklasim olarak, bir araliktaki tiim
gézlem degerlerinin o aralifin orta noktasi oldugu varsayimi kullanilmaktadir.

Ornegin, n tane orjinal gozlem degeri k tane simfa gore gruplanmig olsun. i-inci

k
sinifin orta noktas1 & ve sikhigi f;, i =1,....k; [Z fiJ = n olmak tlizere;
i=1

k k
C —-l—z ficos6; lz sing;, , R=VC2+5%  (3.9)
nig ni
Esitlik (3.9)’da verilen degerler hesaplanir.

Ornek 3.3

Ortalama bileske uzunlugunun ve ortalama yéniin Ornek 2.3’de verilen
gruplanmis veri seti i¢in hesaplanmasi:

Ortalama bileske uzunlugu ve ortalama yoén icin gerekli hesaplamalar
Cizelge 3.1.’de goriilmektedir. Cizelge 3.1. kullanilarak;
C =4.0580/75=0.0541,

S§=1.3266/75=0.0177,

R =~/C% +52 = /(0.0541) +(0.0177)2 = 0.0569
S>0ve C >0 oldugundan Esitlik (3.5)’e gére;
9 =tan”(S / C)=tan"'(0.0177/ 0.0541)

= tan"'(0.3272) = 18.12°

sonuglarina ulagilir.
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Cizelge 3.1. Cizelge 2.1.°de verilen veri seti igin ortalama bileske uzunlugu ve ortalama
y6niin hesaplanmasi

o;

(Orta Nokta) fi cos 6, f; cos 6, sin 6, f; sin 6,
10° 4 0.9848 3.9392 0.1736 0.6944
30° 3 0.8660 2.5980 0.5000 1.5000
50° 3 0.6428 1.9284 0.7660 2.2980
70° 4 0.3420 1.3680 0.9397 3.7588
9(Q° 8 0.0000 0.0000 1.0000 8.0000

110° 5 -0.3420 | -1.7100 0.9397 4.6985
130° 2 -0.6428 —1.2856 0.7660 1.5320
150° 2 —0.8660 -1.7320 0.5000 1.0000
170° 4 —0.9848 -3.9392 0.1736 0.6944
190° 3 —0.9848 -2.9544 -0.1736 -0.5208
210° 7 -0.8660 | -6.0620 -0.5000 ~3.5000
230° 4 —0.6428 -2.5712 —0.7660 -3.0640
250° 3 -0.3420 -1.0260 —0.9397 -2.8191
270° 3 0.0000 0.0000 -1.0000 ~-3.0000
290° 4 0.3420 1.3680 —0.9397 -3.7588
310° 3 0.6428 1.9284 —0.7660 -2.2980
330° 5 0.8660 4.3300 -0.5000 -2.5000
350° 8 0.9848 7.8784 -0.1736 —1.3888
Toplam 75 4.0580 1.3266

3.2. Yogunlagsma Parametresi

Yogunlasma parametresi K’nin en ¢ok olabilirlik tahmini & ;

A{(R)=R/n=R (3.10)

Esitlik (3.10)’un ¢6ztimiidiir. Burada R; ortalama bileske uzunlugunu

gostermektedir ve
Ai(x) = Li(x) / Lo(x) (3.11)

doniistiiriilmiis iki Bessel fonksiyonunun oramdir. Esitlik (3.10)’un ¢6ziimil igin

uygun bir yaklasim;
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2R+R>+5R°/6 R <053
K=4-0.4+139R +0.43/(1-R) 0.53<R <0.85 (3.12)
1/(R> -4R? +3R) R =085

ile verilmektedir (Fisher 1993). EK-1’de von Mises dagiliminda verilen R
degerleri i¢cin £ en ¢ok olabilirlik tahminleri ve EK-2’de von Mises dagiliminda
verilen x degerleri i¢in p = A(x) bileske uzunluklari verilmektedir. Von Mises

dagilimi ise Kesim 4.2.”de ayrintili olarak incelenecektir.

Ornek 3.4

Yogunlasma parametresinin, Omek 3.1°de verilen veri seti igin tahmin
edilmesi:

Ormnek 3.1°de ortalama bileske uzunlugu, R = 0.92117 olarak bulunmustu.
Esitlik (3.12)’ye gore; R > 0.85 oldugu igin,

K= ! = 6.62445

(0.92117)° - 4(0.92117)% +3(0.92117)

olarak elde edilir.

3.3. Dairesel Varyans

Vektor bileskesi R’nin yonii olan @ degerinin ortalama y6nii vermesinin
yanisira, tek-modlu veriler i¢in diger bir yararli 6l¢ii de verinin bu merkez
etrafindaki yogunlagma miktarin1 gésteren bileske vektdr uzunlugu R’dir. Biitiin
gbzlem noktalar1 (birim vektorler) aynmi yonde biiyiik bir yogunlasma gosteriyor
ise, R degerinin biiyikligii » kadar olacaktir. Bu durumun tersine, veri noktalari
herhangi bir yogunlasma gostermeden ¢ember ilizerinde diizgiin bir dagilim
gosteriyor ise, R degeri sifira cok yakin bir deger alacaktir.

Dairesel varyansin tanimlanabilmesi icin 6ncelikle dairesel uzaklik

kavraminin agiklanmasi gerekmektedir.
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P;, birim ¢ember iizerinde &, agih bir nokta ve « sabit bir y6n olsun. Ilk
olarak o = 0 oldugu varsayilsin ve P de gember iizerinde buna karsilik gelen nokta
olsun. P ve P; arasindaki dairesel sa¢ilimin bir 6l¢tisit OP;/nin OP ile yaptig1 iki
agidan kiigiik olanidir. Bu ol¢liye dairesel uzaklik (£) adi verilir ve asagidaki gibi
elde edilir.

&=min (6, 27— 6) = =~ | 7 6] (3.13)

Buna gore, ¢ember ¢evresi lizerinde birbirinden 7 degerinden daha uzak iki nokta

bulunamayacagi ya da Esitlik (3.13)’da verilen dairesel uzakligin her zaman [0,7]

araliginda olacag agiktir.

1 — cos &, &’nin monoton artan bir fonksiyonu oldugu igin,

n

D=lZ(1—cos§,-) (3.14)
n

i=]

Esitlik (3.14) ifadesi, P; noktalarinin bir sagilim 6lgiisii olarak alinabilmesidir.

Esitlik (3.13) ve (3.14) kullanilarak, sifir yénl « olarak degistirildikten sonra,
1 n
D==>"{l-cos(6; - )} (3.15)
iz

elde edilir. Esitlik (3.15)’deki D sagihmi, o = € i¢in minimumdur. Bunun
gosterilebilmest i¢in, Esitlik (3.15)’in o’ya gore tlirevi alimip sifira esitlenmelidir.

Buna gore;

isin(e,- -a)=0

i=1

olur. Boylece @ etrafindaki sagilim minimum olmaktadir. Bu minimizasyon

ozelligi bilinen 6rneklem varyansininkine benzerdir. 8 etrafindaki D degeri V ile

g6sterildiginde;
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n
v =1—12cos(6',- -0)
i=1

olur (Mardia 1972). Esitlik (3.4) kullanildiginda;

n
V= l—lZ(cosei cosé +sind; sinf)
=1

_n _n
V= 1—l[cost9200sé?i +sin025in9i)J

n i=1 i=1

V= l—l(Ccos§+Ssin§)
n

V= 1——1—(Rcos§cos§+ RsinH_sinQ_)

n
V=1-—R
n
V=1-R (3.16)

sonucuna ulagilir. Esitlik (3.16), drneklem dairesel varyansi olarak tanimlanir.
Dogrusal veri varyansinda oldugu gibi, dairesel varyans degeri kiigiildiikge,
dagilim homojenlesir. Fakat, bilinen varyanstan farkli olarak, dairesel varyansta
0 < V < 1’dir. Ayrnica, R= 0 ve ¥ = 1 olmasi, maksimal bir dagilimin varhg
seklinde yorumlanmamalidir.

n birimlik dairesel gozlem @ ortalama yonii etrafinda kiimelenmis ise, R
ortalama bileske uzunlugu 1’e yakin bir deger alacaktir. Dolayisiyla, dairesel
varyans da sifira yakin olacaktir. Yonler genis bir dagilim gostermis ise, R degeri
kiiciik ve dairesel varyans 1’e yakin olacaktir. Ayrica dairesel varyansin bir

ozelligi de, sifir yonii degistirilse bile dairesel varyans degerinin sabit kalmasidur.

Ornek 3.5

Omek 3.1°deki veriler icin dairesel varyans;

V=1-R =1-0.92117=0.07883
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olarak elde edilir. Bu deger, Esitlik (2.1)’den, 4.52°’ye karsilik gelmektedir. Bu
sifira yakin ¢ikan sonug, kaplumbagalarin sectikleri gidis yOnlerinin homojen

oldugunu, fazla degisim gostermedigini belirtmektedir.

3.4. Dairesel Standart Sapma

Dogru tizerindeki varyansin degisim aralidi (0,00) iken, dairesel varyans

(0,1) arahginda degerler almaktadir. V' degerinin (0,00) aralifina uygun bir

doniistimii;

v={-2log,(1-1)}!"2 (3.17)

bi¢iminde tanimlanmaktadir.

v Olglisi, dogru iizerindeki bilinen Orneklem standart sapmasina
benzemektedir. Bununla birlikte, 7 ve R degerleri kuramsal arastirmalarda v
degerinden daha kullanigh olmaktadir.

V’nin kiigiik degerleri i¢in, Esitlik (3.17)
y =nl?2 (3.18)

bigimindedir. Esitlik (3.17)’te, &nin degisim araliginin (0,27) oldugu

varsayilmaktadir. @nin degisim aralif1 (0, 2//) ise, dairesel standart sapma,;

v=1{-2log, (-2 /1 (3.19)
biciminde verilir (Mardia 1972).

Ornek 3.6
Omek 3.1°deki veriler icin dairesel standart sapma;
v={-2log,(1-"}"? = {~2log,(1-0.07883)}!/ 2
=0.40524
olarak elde edilir. Bu deger, Esitlik (2.1)’den 23.22°’ye karsilik gelmektedir.
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3.5. Dairesel Sacilim

Bir diger yayilma 6l¢iisti de dairesel sagilimdir. Dairesel sagilim;

1-—
5=—1L2 (3.20)
2R
bigiminde tanimlanmaktadir. Esitlikte;
1< —
py ==Y cos2b; -6) (3.21)
mi=1

degeri merkezi ikinci trigonometrik momenti géstermektedir.
Dairesel sag¢ilimin, ortalama yon igin giiven aralifimin hesaplanmasinda,
farkli 6rneklem ortalama yonlerinin karsilagtirnlmasinda ve birlestirilmesinde

Onemli bir yeri vardir (Fisher 1993).

Ornek 3.7
Ornek 3.1°deki veriler igin 6nce merkezi ikinci trigonometrik momentin

bulunmas: gerekmektedir. Ortalama y6n 18.12° olarak bulunmustur. Buna gore;

{cos[2(18 —18.12) ]+ cos[2(2 — 18.12)]+ cos[2(344 —18.12)]

N

,02=

+cos[2(316-18.12) |}
=0.41347

olarak bulunur. Buna gére dairesel sagilim;

_1-0.41347

J 2
2(0.92117)

=(.34561

olarak elde edilir.
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3.6. Dairesel Standart Hata

Ortalama y6n tahmininin dairesel standart hatast,
o=.12 (3.22)

ile hesaplanmaktadir. Burada, dairesel sagilim degeri Esitlik (3.20)’den
bulunmaktadir (Fisher 1993). Dairesel standart hata 6zellikle, ortalama yon i¢in

giiven araliklarinin belirlenmesinde kullanilmaktadir.

Ornek 3.8

Ornek 3.1°deki veriler igin ortalama yoniin dairesel standart hatasi;

o= 1/0'31561 =0.29394

olarak bulunur.

3.7. Medyan Yonii

Dairesel veri setlerinde drneklem medyanini bulabilmek igin veriyi iki esit
gruba bolen bir eksen (medyan ekseni) secilir. Orneklem sayis1 tek oldugunda
medyan yonii veri noktasiyla ¢akisir, ¢ift oldugunda ise iki nokta arasindaki orta
nokta alinir.

Birim ¢ember tizerinde bulunan noktalardan olusan bir veri kiimesi
verildigi varsayilsin. Verilen bu noktalardan herhangi bir P noktas: asagidaki
ozellikleri sagliyorsa bu P noktas: drneklemin medyani olarak adlandirilir.

(i) Ornekiem noktalarinin yarisi P noktasindan gegen PQ ¢apinin her iki

tarafinda bulunmaktadir.

(ii) Orneklem noktalarinin ¢ogunlugu P noktasina Q noktasindan daha

yakindir.

Burada OP vektorii Srneklemin medyan yonii olarak adlandirilmaktadir.
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Medyan yonii, o simgesiyle gosterilmektedir ve

G+ 6 +27 1
[f@yo="[r©yao=; (3.23)
5 Gin

bi¢iminde tanimlanan integralin ¢6zimii ile bulunmaktadir. Buradaki f{6)

yogunluk fonksiyonu

[©)>f@+7)
esitsizligini saglamaktadir. Simetrik bir dagilim igin, medyan yo6ni simetri
ekseninde olacaktir. Medyan tek bir tane olmayabilir. Fakat, biitiin tek modlu
dagilimlar tek medyana sahiptir (Mardia 1972).

Gruplanmis bir seri i¢in medyan yonii;

n
2fo

5 =]+ = x
f+l_f0

h (3.24)
ile tamimlanir. Burada;

/- medyan sintfinin alt sinirini;

fo: medyan sinifinin (6—-180°,6) araligindaki sikligini;

Jf+1: medyan sinifindan bir sonraki smifin (6-180°,8,) arahgindaki sikligin ve

h: simf araliginin uzunlugunu gostermektedir.

Ornek 3.9
Medyan y6niiniin, Ornek 2.1°de verilen veriler i¢in elde edilmesi:
(0°,360°) araligina doniistiirtilen goézlem degerleri: 20°, 20°, 52°, 120°,
128°, 136°, 168°, 172°, 180°, 180°, 188°, 192°, 236°, 256°, 328°. Bu noktalarin

medyan yonii, 15 gbzlem degeri oldugu i¢in 8. gézlem olan 172° olacaktir.

Ornek 3.10

Medyan yéniiniin, Ornek 2.3’de verilen gruplanmis veri seti igin elde

edilmesi:
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Medyan yonii i¢in gerekli hesaplamalar Cizelge 3.2.’de gériilmektedir.
Uciincii stitunda birikimli sikliklar goriilmektedir. Bu stitunun ilk yarsi,
6~180°nin altindaki a¢1 degerlerinin birikimli sikhklarini gosteren dordiincii
siitunda tekrar edilmektedir. Burada §@j; i-inci simf arahmmin st sinrini
gostermektedir. (6-180°,8) araligindaki siklik degerleri, lgiincii siitundaki
degerlerden dordiincii siitundaki degerler ¢ikartilarak elde edilmektedir. Toplam
siklik, 75’in yarist olan 37. gbzlem besinci siituna goére, (20°,200°) ve (40°,220°)
araliklarina karsilik gelen sikliklar igerisinde yer almaktadir. Siklik sayist
cemberin alt yarisinda daha yiiksek oldugu i¢in, medyan yont (20°,40°) aralig:
yerine (200°,220°) araliginda olmalidir. (20°,200°) araliginda 34 gozlem ve
(40°,220°) araliginda 38 gozlem bulunmaktadir. Buna gére medyan yonii;

~ 37.5-34

6 =200+ ———— x 20=217.5°
38-34

olarak bulunur.

Cizelge 3.2. Cizelge 2.1.’de verilen veri seti i¢in medyan yo6niiniin hesaplanmasi

6-180° | (6-180°,6)

@, I¢inUst Birikimli | Altindaki | Arah@indaki | (6-180°,6)

Sumif Smir1 | Sikhik Sikhik Sikhik Sikhik Arahgi
20° 4 4
40° 3 7
60° 3 10
80° 4 14
100° 8 22
120° 5 27
140° 2 29
160° 2 31
180° 4 35 0 35 (0,180)
200° 3 38 4 34 (20,200)
220° 7 45 7 38 (40,220)
240° 4 49 10 39 (60,240)
260° 3 52 14 38 (80,260)
280° 3 55 22 33 (100,280)
300° 4 59 27 32 (120,300)
320° 3 62 29 33 (140,320)
340° 5 67 31 36 (160,340)
360° 8 75 35 40 (180,360) |
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3.8. Mod Yonii

Orneklem mod yénii 6 verinin en ¢ok yogunlastifi yon anlamina
gelmektedir. Verilen bir siklik dagiliminin mod y6nii, kesim noktasi segiminden
sonra dogru lizerindeki siiregle ayni siire¢ uygulanarak elde edilmektedir.
Dolayistyla dagilimin merkezinde en yiiksek yogunlagsma meydana gelmis olur.

Sonug olarak, gruplanmis bir seri i¢in mod yonii;

(

Jo — /2
2fo —fa—-fxa

x h (3.25)

esitligi yardimiyla bulunur. Burada;

[: mod simifinin alt siiring;

fo: mod sinifinin sikliging;

/- 1: mod sinifindan bir 6nceki sinifin sikligini;
f+1: mod sinitfindan bir sonraki sinifin sikligini ve

h: sinif araligimin uzunlugunu gostermektedir (Mardia 1972).

Ornek 3.11

Mod yoniiniin, Ornek 2.3°de verilen gruplanmis veri seti igin elde
edilmesi:

Cizelge 3.2.’ye gore serinin en yiiksek sikligi olan 8 degeri, iki tane mod
sinifi olugturmaktadir. Bunun i¢in dogrusal verilerde oldugu gibi, siniflar 6rnegin
tger tger birlestirilmelidir. Buna gore olusturulan yeni ¢izelge asagida

verilmektedir.

Cizelge 3.3. Cizelge 2.1.’de verilen veri seti i¢in mod y6niiniin hesaplanmasi

6, 1¢inUst
Suf Siniry Siklik

60° 10
120° 17
180° 8
240° 14
300° 10
360° 16




Cizelge 3.3.7¢ gore;
=60, fo=17, f£1=10, f1=8 , h=60
degerleri elde edilir. Buna gére mod yonli;

17~10

O =60+ ———— x 60 =86.25° olarak elde edilir.

34-10-8

36
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4. DAIRESEL VERILERDE OLASILIK DAGILIMLARI

Olasilik dagilimlan istatistiksel analizde ¢ok ©nemli bir yere sahiptir.
Eger dagilimdaki parametrelerin dogru tahmin edilmesiyle veri setine uygun bir
olasihik dagilimi uydurulabilirse, parametre tahminleriyle belirlenen olasilik
dagilmimnin 6zel bigimi kullanilarak veri setine iligkin yeterince bilgi
edinilebilmektedir.

Dogrusal, dairesel ve kiiresel olmak iizere ii¢ tiir verinin normal dagilim,
von Mises dagilimi ve Fisher dagilimma sahip oldugu varsayisin. Bu
dagilimlarda iki tiir parametre bulunmaktadir. Birincisinde, konum ya da referans
yonii, digerinde ise konuma iliskin sagilim tanimlanmaktadir. Normal dagilim
icin sagilim miktari o varyansi ile olgilmektedir. Gozlem degerleri fazla
miktarda bir arada toplandiginda ¢ degeri 0’a yakin bir deger almakta ve o
degeri biiyiidiikge artan bir yayilma gOstermektedir. Von Mises ve Fisher
dagilimlar i¢in sagilim miktar, yogunlagsma parametresi x ile 6lgiilmektedir.
Burada, x = 0 ise, diizgiin dagihm s6z konusudur ve x degeri arttik¢a referans
yoniine olan yogunlasma artmaktadir.

Bu boliimde, literatiirde Onerilen diger dairesel olasilik dagilimlart da
kisaca verilecektir.

Dairesel dagilim, toplam olasiligi bir birim ¢emberin gevresi lizerinde
toplanmig olan bir olasilik dagilimidir. Cevre iizerindeki her bir nokta bir yonii
ifade etmektedir. Radyan cinsinden 6lgiilen bir @ dairesel rassal degiskeninin
degisim araligy, [0,27) ya da [-m,7) olarak tanimlanabilir.

Temel olarak iki tiir dairesel dagilim bulunmaktadir: Kesikli dagilimlarda;
olasilik yiginlan yalnizca sayilabilir sayidaki yonlerle belirtilmektedir. Ikinci
durum olan strekli dagilimlarda ise; f{6) olasilik yogunluk fonksiyonu

bulunmaktadir ve bu fonksiyon asagidaki temel 6zelliklere sahiptir:

(i) 6 =0,
27

i) [r@)yde=1,
0

(iii) f(8) = f(@ +k-2x), her k tamsayis1 i¢in (f fonksiyonu periyodiktir).
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Sekil 4.1. ve Sekil 4.2.’de stirekli bir dairesel dagilimin sirasiyla, dairesel

ve dogrusal gosterimleri verilmektedir.

w2
19

3n/2

an
-

Sekil 4.1, Stirekli bir dairesel dagilimin dairesel gésterimi

7(©)

Sekil 4.2. Siirekli bir dairesel dagilimin dogrusal gdsterimi
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Dairesel dagilimlarin simetri 6zelligi;
fut O =fu-6 , vo

bigiminde tanimlanir. frassal degiskeninin dagilimi, bu 6zellige sahipse, O rassal
degiskeni verilen bir 4 ortalama yéniine gére simetriktir denilir. Ozel olarak, sifir
yoniine gore simetri, yogunluk fonksiyonunun, & — —@ (mod 27) donisiimu
altinda degismemesi anlamina gelmektedir. Ayrica, eger bir dagilim 6 = u
yOniine gore simetrik ise, 6= y + 7 yoniine gore de simetriktir.

Dairesel bir rassal degisken ya 6, (0 < < 27) agisiyla, ya da iki-boyutlu
birim vektorle (X = cosd, ¥ = sinf)’ gosterilebilmektedir.

Ger¢ek dogru ya da dizlem tizerindeki bilinen olasilik dagilimlan

yardimiyla ¢ok sayida dairesel dagilim tiiretilebilmektedir. Bu yontemlerden

bazilari;

(i) Bilinen bir dagilimin birim ¢ember etrafina sarilmast,

(i) Maksimum entropi vb. 6zelliklerin tanimlanmasi,

(iii) Iki-degiskenli dogrusal bir rassal degiskenin kendi dairesel bilesenine
dontstiiriilmesidir. Bu yontemle olusturulan dagilimlara offset

dagilimlar ad1 verilmektedir.
(Jammalamadaka ve SenGupta 2001).
4.1. Cember Uzerindeki Olasilik Dagihmlar
Bu kesimde, dairesel veri analizinde karsilasilan temel olasilik dagilimlar

kisaca verilecek, en genel dagilim olan von Mises dagilimi ayrintili olarak

incelenecektir.
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4.1.1. Diizgiin dagihm

Toplam olasihik g¢emberin ¢evresi tizerinde diizglin olarak yayilma
gosteriyor ise dairesel diizgiin dagilim s6z konusudur. Bu dagilimda, 0° ile 360°
arasindaki biitlin yonler esit olasiliklidir. Dolayisiyla, dagilim izotropik ya da
rassal dagilim olarak bilinmektedir. Bu dagilimin tamimli bir ortalamas: ya da
tercih edilen bir yonii bulunmamaktadir. Ayrica, herhangi bir yone dogru
yogunlasma olmadigindan, varyans degeri 1’e esittir.

Orneklem bileske vektoriiniin uzunlugu olan R’nin ve yénii olan 6 ’n
birbirinden bagimsiz olabilmesi i¢in Orneklemin diizgiin dagilimdan segilmis
olmasi gerekmektedir.

Dagilimin diizglin olmadig1 durumda, bir ya da birden fazla tercih edilen
yone dogru yogunlagma oldugu dusiiniilebilir. Tercih edilen yén ya da mod bir
tane ise, dagilim tek-modiu bir dagilimdir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu;

f(¢9)=-1— , 06<27 4.1)
27

Dagilim Fonksiyonu,

o

FO)=— , 026<2x 4.2)
27

Momentler;
Ortalama y6n : 1, tanimsizdir

Ortalama bileske uzunlugu : p=0

Dairesel sacilim 0=
o =0,p=1
Br=0,p=21

Burada, o, ve 3, degerleri sirasiyla p-inci kosiniis ve siniis momentleridir.
Dairesel veriler i¢in diizgiin dagilimin en 6nemli 6zelligi, test edilebilen

cesitli alternatif dagiim (tek-modlu, ¢ok-modlu) tiirlerine karst sifir modeli
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olarak kullanilmasidir. Ayrica, ortalama yon bulunmamasi durumundan dolayi,

diizgiin dagilim, dairesel veri analizinde temel bir rol oynamaktadir.
4.1.2. Cardioid dagilim

Cardioid dagilim, iki parametreli, tek-modiu ve z’ye gére simetrik bir
dagilimdir. Bazen Kosiniis dagilum olarak da ifade edilmektedir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu;

f(@):il—{1+2pcos(6’—y)} , 0<0<27 , -12<p<1/2 (43)
T

Dagilim Fonksiyonu;
o . 0
F@)==sin@—-pw)+— , 056<2rm (4.4)
V4 2
Momentler;
Ortalama yén DU

Ortalama bileske uzunlugu : p(<1/2)

Dairesel sa¢ilim -8 = _1_2_
2p
op=0,p=2
Bo=0,p=1

o — 0 iken, Cardioid dagilim diizgiin dagilima yakinsamaktadir.

4.1.3. Genel sarmal dagithmlar

X, gercek dogru lizerindeki herhangi bir rassal degisken ise, g(x) olasilik

yogunluk fonksiyonu ve G(x) dagilim fonksiyonu olmak tizere;

®= X [mod 27] (4.5)
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tanimlanarak, @ dairesel rassal degiskeni elde edilebilmektedir. & nin olasilik

yogunluk fonksiyonu f{6), birim yaricapli bir ¢emberin g¢evresi etrafina g(x)

fonksiyonu sarilarak elde edilmektedir;

f(6) = ig(9+2k7r) , 06<2r (4.6)
k=—0

ve dagilim fonksiyonu;

F(0) = i[G(Q +27k) - G2ak)] , 0<60<2x (4.7)

k=—o0

olacaktir.

Cember lizerinde birgok sayida dagilim bu yéntemle elde edilebilmektedir
(Fisher 1993).

4.1.4. Sarmal Cauchy dagilimi
Sarmal Cauchy dagilimi, tek-modlu ve simetrik bir dagilimdir. Dogru

lizerindeki Cauchy dagiliminin ¢ember etrafina sarilmasiyla elde edilmektedir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu;

1 1- p?
f(@)=— 5 , 0<6<2z , 0<p<1 (4.8)
27 1+ p* —2pcos(f - p)

Burada; p= e ° ’dur.

Dagilim fonksiyonu;

2 — —
F(Q):%COS_l (1+p")cos(@—p)-2p

5 , 0<60<2r 4.9)
T 1+ p° =2pcos(@ - )
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Momentler;
Ortalama y6n 7]

Ortalama bileske uzunlugu : p

2
Dairesel sagilim Ls=l=p
2,02

B=0,pz1

p — 0 iken, sarmal Cauchy dagilimi diizgiin dagilima yakmsamaktadlr.
p — 1 iken, sarmal Cauchy dagilimi g yoniinde yogunlasan nokta dagilima
yakinsamaktadir.

Uygun olarak secilen sagilim parametre degerleri igin, sarmal Cauchy

dagilimi; sarmal normal ve von Mises dagilimina olduk¢a benzemektedir (Fisher
1993).

4.1.5. Sarmal normal dagilim

Sarmal normal dagilim, iki parametreli, tek-modlu ve & = g’ye gore
simetrik bir dagiimdir. Dogru tizerindeki normal dagilimin ¢ember etrafina

sartlmasiyla elde edilmektedir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu,;

2 2

f(9)=zi[l+2 E p? cosp(@—;z)}059<2ﬂ,03psl (4.10)

2
p=l

Dagilim fonksiyonu, olasilik yogunluk fonksiyonunun ileriye dogru
integrasyonu ile elde edilmektedir.

Momentler;
Ortalama yén 7

Ortalama bileske uzunlugu : p
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_ 4
Dairesel sa¢ilim 0= ! /72
2p
2
B=0,p=1
A 6ynin, o® varyansh normal dagilimin sartlmasiyla elde edildigi
diistiniiliirse,
1 3
p=¢€ 2 yada o” =-2logp (4.11)
olacaktir.

p — 0 iken, sarmal normal dagilim diizgiin dagilima yakinsamaktadir.
p — 1 iken, sarmal Cauchy dagilimi g y6niinde yogunlasan nokta dagilima
yakinsamaktadir.

Uygun olarak secilen sagilim parametre degerleri i¢in, sarmal normal
dagilm ve von Mises dagilimi, sekil bakimindan birbirlerine oldukga
benzemektedir. Uygulamalarda daha uygun olan kullamiimalidir. Bu da, genel
olarak istatistiksel ¢ikarsamasi daha kolay olan von Mises dagiliminin

kullanilmas1 anlamina gelmektedir (Fisher 1993).
4.2. Von Mises (Dairesel Normal) Dagilimi
Von Mises dagilimina sahip bir @ dairesel rassal degiskeni;

f(Q;y,K)zi—il(—)eKcos(g—”),Os9<27[,KZO,OS,u<27z (4.12)
T 0 K

olasilik yoguniuk fonksiyonuna sahiptir ve bu fonksiyon VM(u,k) ile
gosterilmektedir. Burada, Iy(x); birinci tiir ve sifir sirasinda dontigtiriiimiis Bessel

fonksiyonunu ifade etmektedir ve
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2
IO(K)=i [excost#=m g (4.13)
27 0

biciminde tanimlanmr. Bessel fonksiyonlarina iliskin bilgiler EK-1’de
verilmektedir. 4 parametresi ortalama yonii ifade ederken, x parametresi
yogunlagma parametresi olarak tanimlanmaktadir.

Von Mises dagilimi, fizik alanina iliskin olarak 1905 yilinda Langevin
tarafindan tartigilmis, istatistiksel bir model olarak 1918 yilinda von Mises
tarafindan sunulmustur. Von Mises, Olgiilen atom agirhiklarinin integral
degerlerinden sapmalar tizerine yapmis oldugu calismalar sonucunda dagilimi
elde etmigtir. Dagilimin ¢esitli 6zelliklerine iliskin yorumlar getiren Gumbel ve
ark. (1953), bu dagilimin 6nemini ve dogru tizerindeki normal dagilimla olan
benzerliklerini  vurgulamak amaciyla Dairesel Normal dagilim olarak
adlandirmislardir. Bu ¢alismada, daha yaygin olarak kullanildig: i¢in von Mises
dagilimi ifadesi kullanilacaktir. Von Mises dagilimu izerine oldukea genis ¢aph
calismalar yapilmis ve bir ¢ok teknik gelistirilmistir. Dolayisiyla uygulamalarda
dairesel veri setleri i¢in kullanilan dagilim, von Mises dagilimidir. Von Mises

dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu;

F(6) = «910(/{)+2Z Lp(K)sin p(6 - 11

,0<0<2n (4.14)
27 Io( )

p=1 p

bigiminde tanimlanir. Burada; I,(x), birinci tiir p-inci sira doniistiiriilmiis Bessel

fonksiyonudur. Von Mises yogunluk fonksiyonunun gesitli ozellikleri asagida

verilmektedir:

o Simetri Ozelligi: Kosiniis fonksiyonunun simetrik olmasimndan dolay1, von
Mises yogunluk fonksiyonu g ortalama yoniine (ve de wutz yoniine) goére
simetriktir.

e 4 Noktasinda Mod Ozelligi: Kosiniis fonksiyonunun sifir noktasinda
maksimum degere ulasmasindan dolayi, von Mises yogunluk fonksiyonu &= u

noktasinda maksimumdur. Dolayisiyla, z;
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K

€
S A (4.15)

maksimum degeri ile mod yéniidiir.
e (u* 7 Noktasinda Antimod Ozelligi: Yine, cos u = —1, minimum deger
olmasindan dolayi, von Mises yogunluk fonksiyonu 6 = x4 + 7 noktasinda

minimum yogunluga sahiptir.

—K

€

Buna gore, 4+ 7 yonii antimod yéniidiir.
o «’'min Islevi: Esitlik (4.15) ve (4.16)’ya gore;

eK

f)  _2mle(x) _ ok
Sutr) e ®
27 1g(x)

oldugu goriilmektedir. Burada, x degeri ne kadar biiyik olursa, fu)
fonksiyonunun f{zz + 7) fonksiyonuna orani da o kadar biiyliyecektir. Bu da,
anakiitle ortalama yodnii ve mod y6nii olan u etrafinda daha biiylik bir kiimelenme
oldugunu goéstermektedir. Buna gore x, ortalama yon z’ye iliskin yogunlasmay1
Olgen bir parametre olmaktadir. Sekil 4.3.’te ¢esitli yogunlasma parametresi

degerleri icin elde edilen von Mises yogunluk fonksiyonlart S-Plus yardimiyla

¢izilmistir (Jammalamadaka ve Sen Gupta 2001).
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0.6
0.5
0.4-
0.3
0.2-

0.1q--

0.0

Sekil 4.3. x£=0°ve k=0.5, 1,2 ve 4 degerleri i¢in von Mises yogunluk fonksiyonlart

o Diger Dagilimlarla Karsilagtirmalar: x = 0 igin, Esitlik (4.12)’ye gore
VM(y,x), diizgiin dagilima, x’nin kiiciik degerlerinde ise cardioid dagilima
indirgenmektedir. B iiyiik « degerlerinde, & rassal degiskeninin dagihm bilinen
normal dagilima yakinsamaktadir. Ayrica, ¥ — oo iken, dagilim €= u noktasi
iizerinde kiimelenmektedir. Dolayisiyla, x genellikle yogunlasma parametresi
olarak tanimlanmaktadir.

Dogrusal veri setleri i¢in, normal dagilim, siklikla kullanilan bir dagilim
olarak goriilmektedir ve sekilsel istatistikse! analiz, ¢* degerine bakilmadan
yapilabilmektedir. Dairesel ya da kiiresel veri setleri i¢in ise, sekilsel istatistiksel
analiz « degerine bakilmadan yapilamamaktadir. Yogunlasma parametresinden
dolay: ortaya ¢ikan sorunlara ragmen, von Mises dagilimi dairesel veriler igin
cogu zaman kullanilan bir dagilimdir. Von Mises dagilimi, 6zellikle « = 2
durumu icin sarmal normal dagilima yakinsamaktadir. Uygulamalarda hangisi
uygunsa o kullanilmaktadir. Bu dagilimlar ve de dairesel diizgiin dagihm halen

dairesel veri analizinde kullanilan temel dagilimlardir (Fisher 1993).
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Von Mises dagiliminin diger dagihmlarla olan iliskileri incelendiginde,
A’'niin ortalama olarak kabul edilebilecegi ve 1/x’min von Mises dagilimindaki
etkisinin, ¢*’nin normal dagihmdaki etkisiyle ayn oldugu gorilebilmektedir.

Yogunlagsma parametresi & nin, dairesel varyans V ile olan iliskisi;

V=l-p=1-A®x) (4.17)

bigiminde tanimlanir (Mardia 1972).

Sekil 4.4.’te, incelenen dort énemli simetrik, tek-modlu dagilimin ayni k

degerlerine sahipken grafiksel olarak karsilastirilmast verilmektedir.

Cardioid Daglim
Sarmal Normal Dagilim
von Mises Dagilimi

Sarmal Cauchy Dagilimi

J I
—180° 0 180°
Sekil 4.4, 1=0° «x=1 iken, tek-modlu ve simetrik dagilimlarin karsilastiriimasi

Von Mises dagiliminin momentleri kisaca 6zetlenirse;

Ortalama y6n 7

Ortalama bileske uzunlugu : p= A4(x)

Dairesel sagilim = !
x4y (x)
o = Ap(K)
Br=0,p=1

EK-2 ve EK-3’te p'nun bir fonksiyonu olarak x degerleri ve x’nin bir

fonksiyonu olarak p degerleri tablolar verilmektedir.
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5. DAIRESEL VERILERDE TEK-ORNEKLEM ORTALAMA YON
TESTLERI

Bu boéliimde, dairesel verilerde ortalama yon igin tek Orneklem testi
incelenecek ve ardindan von Mises dagilimina sahip bir anakiitlede ortalama yon

testi verilecektir.
5.1. Tek Orneklem Ortalama Yon Testi

Belirlenen bir o anlamlilik seviyesinde u = y hipotezinin, z # 4 alternatif
hipotezine kars1 testi igin iki durum s6z konusudur. Birinci yontem, ortalama yon
icin gliven aralifimin belirlenmesi yardimiyla test uygulamak, ikincisi ise, n

orneklem hacmine dayali olarak dogrudan test uygulamaktir.
5.1.1. Giiven arah@inin belirlenmesi yoluyla test

Bu ydntemde, ortalama yoniin  dairesel standart hatasindan

yararlaniimaktadir. Buna gore sirasiyla;

n _ 1_
o)) =lZcos2(t9,- -0),6= _’022 ve o~=\/E
izt 2R n

degerleri hesaplanir. Bu islemlerden sonra, ortalama yon i¢in (1-a)’lik giiven

aralig1;
(4o — SN (za2 0) , o + sin” (Za2 0)) (5.1)

ile verilmektedir. Burada, z,,; standart normal dagilim tablosundan elde

edilmektedir. Kurulacak hipotezler;

Ho: pt= 1
Hy: e # 1o (5.2)
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oldugunda, ortalama yon degeri (5.1)’de verilen aralifin iginde ise, « anlamlilik
seviyesinde Hy hipotezi kabul edilir, araligin disinda ise Hy hipotezi reddedilir

(Fisher 1993 ve Inal ve Giinay 1999).
5.1.2. Orneklem hacmine dayah test

Uygun bir giiven araligmmn belirlenemedigi durumda dogrudan
uygulanabilen bu test orneklem hacmi 25 veya daha fazla oldugunda
kullanilabilmektedir. Bu yonteme goére, oncelikle dairesel standart hata o
yukaridaki testte verildigi gibi hesaplanmaktadir. Test istatistigi;

. é—

§ = S0 ~#o) (5.3)
c
olarak tamimlanir. Bu deger « giivenilirlik seviyesinde, standart normal dagilim
tablosundan elde edilen degerle karsilastirilir. |S| degeri tablo degerinden biiyiik
oldugunda z = 4 hipotezi reddedilir, aksi halde kabul edilir (Fisher 1993).

5.2. Von Mises Dagilimina Sahip Anakiitlelerde Ortalama Yon Testi

Incelenen anakiitlenin g ortalama yo6nii ve x yogunluk parametresi ile von

Mises dagilimia VM(y, k) sahip oldugu varsayilsin. Buna gore olasilik yogunluk

fonksiyonu:

1) = 2aly ()} explccos(@-u)} , 0<6<27, k20 (5.4)

ile verilir.

Bu kesimde, von Mises dagilimina sahip bir anakiitlede ortalama yoniin 24
gibi bir degere esit olup olmadig testi incelenecektir. [lk olarak, ortalama yon igin
giiven aralifinin belirlenmesi yontemiyle uygulanan test verilecektir. Dogrudan
test uygulanabilmesi i¢in ise, yogunlasma parametresi xnin bilindigi ve
bilinmedigi durum olmak iizere iki durum s6z konusudur. Bu durumlar da ayrn

ayr ele alinacaktir.
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5.2.1. Giiven araligimn belirlenmesi yoluyla test

Giiven araligl kullanilarak yapilan testte, ortalama yoén igin dairesel
standart hata degeri hesaplanmaktadir. Fakat, burada von Mises dagilimi igin 6zel

bir bigim alan standart hata formiilii kullanilmaktadir.

1
OVM = = (5.5)
nRk

A

Buna gore; ortalama yon i¢in (1-)’lik giiven aralig;
(o — it zar2 Ovw) 4o+ sin” (2a2 GvM) (5.6)

olacaktir. Ortalama yon degeri (5.6)’da verilen aralifin iginde yer aliyorsa, «

anlamlilik seviyesinde Hy hipotezi kabul edilir, araligin diginda yer aliyorsa Ho

hipotezi reddedilir (Fisher 1993).
5.2.2. Orneklem hacmine ve yogunlasma parametresine dayal test

Bu test, 6rneklem hacmi » ve yogunlagma parametresi £ tahmin degerinin

biiyiikliigiine bagli olarak uygulanmaktadir.
5.2.2.1. Yogunlasma parametresinin bilinmedigi durum

Von Mises dagilimi i¢in ortalama yoniin dairesel standart hatast ovm
Esitlik (5.5)’te tanimlandi3: sekilde hesaplanir. Test istatistigi isé;
3 sin(@ — Ho)

E, =——+0 (5.7)
OvM

olarak tamimlanir. Bu deger « giivenilirlik seviyesinde, standart normal dagilim
tablosundan elde edilen degerle karsilastirilir. Karsilastirmalar alternatif hipotezin

degisik durumlan igin agagida verildigi gibi yapilmaktadir:
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o Ho: pe= i, Hi: o # 1y testi igin |E,, i >z ise Hg reddedilir.

o Ho p=p , Hi: u< 1 testi igin gp —z2< 6 < pyy ve E, < -z, ise Hp
reddedilir.

o Ho:p=pp,Hy: > pptestiicin @ < g + nve E, > —z4 ise Hp reddedilir.

Test, » ve &’'nmin aldigr degerlere bagli olarak asagidaki durumlarda

kullanilmaktadir:

Cizelge 5.1. n ve xdegerlerine bagli olarak testin uygulanabildigi durumlar

K n
04<k<1.0 n=25
1.0k <15 n>15
1.5<k <20 n>10

£ 220 Biitiin #’ler

(Fisher 1993).
5.2.2.2. Yogunlasma parametresinin bilindigi durum

Yogunlasma parametresi x’nin xp gibi bilinen bir degere esit oldugu

varsayilsin.

kp 2 2 ise, Von Mises dagilimi igin ortalama yo6niin dairesel standart hatasi

OVM;

1

o) = (5.8)
VM =T

bicimindedir. Buradaki p degeri, EK-3’te verilen tabloda &y kullanilarak

hesaplanabilmektedir. Test istatistigi;

E, = S0 =) (5.9)
OvM
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olarak tanimlanir. Bu deger « giivenilirlik seviyesinde, standart normal dagilim

tablosundan elde edilen degerle karsilastirilir.

o Ho: p=p, Hy: p# pptesti igin IE,,| >z, 1se Hy reddedilir.

o Ho pu=pm , Hi:u< g testi igin gy —7< 6 < g9 ve E, < —z, ise Hp
reddedilir.

o Hopu=pp,Hy: > pytestiigin @ < uy + zve E, > —z, ise Hy reddedilir.

(Fisher 1993).
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6. OLASILIK ORANLARININ ARDISIK TESTI

Ardigik testi diger testlerden ayiran temel o6zellik, test igin gereken
Orneklem hacminin daha o6nceden belirlenmemis olup, bir rassal degisken
olmasidir. Bu nedenle 6rneklem hacminin beklenen degeri s6z konusudur.

Ardisik testin her asamasinda asagida verilen ii¢ karardan birine

ulagilmaktadir.

1- Hj hipotezinin kabul edilmesi,

2- Hj hipotezinin reddedilmesi,

3- Gozlemlerin yetersizligi karari.

Eger, ilk iki karardan birine ulasilmis ise, test sona ermektedir. Ancak, iiglincii
karara ulagilmis ise, bir gézlem daha eklenerek teste devam edilmektedir. Ardisik
testte Hy hipotezinin kabul ya da reddedilmesi kararlarindan birine ulasilmasi
kesindir ve olasilig1 1°dir.

Ardisik test, zaman ve para bakimmdan maliyetin yiiksek oldugu alanlarda
biiyiik tasarruf saglamaktadir. Aynica bazi durumlarda ardisik olmayan testler i¢in
gerekli rneklem hacminden %50 daha az gozlem degeri, ardisik test igin yeterli
olmaktadir.

Ardigik test yardimiyla dagilimi bilinen bir kitlenin parametrelerine iliskin
kararlar verilebilmektedir. Test igin gereken Hy ve H; basit hipotezleri test
edilmek istenen anakiitle parametrelerine bagli olarak kurulmakta ve Onceden
belirlenen birinci ve ikinci tip hata olasiliklarina gore test edilmektedir. Ornegin,
X rassal degiskeni normal dagilim gosteriyor ise, ardisik test ile anakiitle
ortalamast ya da varyansi test edilebilmektedir. Ancak anakiitle ortalamas: test
edilmek istendiginde anakiitle varyansinin, anakiitle varyansi test edilmek
istendiginde ise, anakiitle ortalamasinin bilinmesi gerekmektedir. Dolayisiyla
ardisik testte test edilecek anakiitle parametresi disinda tiim anakiitle parametre

degerlerinin bilinmesi gerekmektedir (Bacanh 1988).
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6.1. Kuramsal Tanim

Herhangi bir X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu (0.y.f.)
fix; ®) ile gosterilmektedir.

fix; ©) o.y.f.’daki ® parametresi test edilmek istendiginde basit hipotez;

Ho: ©= 6, ,
Hi: 0=6, (<)) 6.1)

bigiminde kurulmaktadir.
X rassal degiskeninin o.y.f., Ho hipotezi dogru iken f{x; @), H; hipotezi
dogru iken f{x; @;)’dir. X rassal degiskeninin aldig1 degerler x,, x;, ..., x, olarak

belirtildiginde,

fx; @) = flxy, X2, ..., Xn; O)
fx; O) = fxi, x2, ooy Xn3 ©f) (6.2)

X7, X2, ..., Xn degerleri birbirinden bagimsiz iseler,

f(xla X2y vevs Xns @0) =ﬂx1; @0)3 --',ﬂxn; @0)
f(x,, X2y eees Xy @1) =f(x,; @/), ...,f(xn; @/) (63)

olmaktadir. Tanimlanan bilesik o.y.f.’larinin birbirine orani genel olabilirlik oram

olarak bilinir.
n
f(xi;0y)
L,= H___; (6.4)

Ardisik testte Hy hipotezini H; hipotezine karsi test etmek icin, 6nce
birinci tip hata, o, (Ho hipotezi dogru iken reddedilmesi olasilig1) ve ikinci tip
hata, B, (H; hipotezi dogru iken reddedilmesi olasili1) olasiliklarina bagl olan
A ve B (B<A) pozitif degismezleri saptanmaktadir ve n-inci asamada genel

olabilirlik orani (L,) ile asagida belirtildigi gibi karsilagtiriimaktadir.
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1- L, < B ise, Hy hipotezi kabul edilerek siirece son verilir,
2- L, < A ise, Hy hipotezi reddedilerek siirece son verilir,

3- B <L, <A ise, gozlemlerin yetersizligine karar verilir ve bir gbzlem

daha eklenerek siirece devam edilir.

Burada,

4B g B (6.5)
-

dir.

Genel olabilirlik orani, 4 ve B degismezlerine dayanarak yapilan bu teste
Olasilik Oranlarwin Ardisik Testi veya Wald tipi ardisik test denilmektedir.

L, degeri belirsizlik durumunda (yani; fix; @) = fix; @) = 0 ise)
1 degerine esit olarak alinmaktadir. L, = o oldugunda ise (yani; fix; &) > 0,
Slxi, &) = 0 ise), Ho hipotezi reddedilerek siirece son verilmektedir.

L, degeri logaritma yardimiyla daha kolay bulunabileceginden
Esitlik (6.4)’lin logaritmas: alinarak,

oo | f(x;0))
InZ, =3 In| L3521 6.6
nln =2, n[f(xi;@o)} (©©)

elde edilir. Burada,

Z, =in| LE61) 6.7)
: f(x;560p)

ile gosterildiginde (6.6) esitligi,

n
i=1

olarak yazilabilmektedir.

Bu sekilde n-inci agsamada InL, bulunarak In4d ve InB ile asagida
belirtildigi gibi karsilastinlmaktadir:
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n
Z Z; <InB ise, Ho hipotezi kabul edilerek siirece son verilmektedir.
i=1

n
ZZ ; = In4 ise, Ho hipotezi reddedilerek siirece son verilmektedir.
i=1

n
3- InB< ZZi <1n4 ise, gézlemlerin yetersizligine karar verilir ve bir
i=l

gozlem daha eklenerek siirece devam edilir.
6.1.1. A ve B degismezlerinin saptanmasi

Ardisik testte amag¢ « ve £ hata olasiliklarimi agmadan en kiigiik 6rneklem
hacminde Hy hipotezi hakkinda giivenilir bir karar vermektir. Bu amagla, 6nceden
belirtilen hata olasiliklarina bagli olarak 4 ve B degismezlerini saptamak
gerekmektedir.

Bagimsiz » tane gozlemden olusan (x;, x;, ..., x,) Omekleminin #-inci

asamasinda Hy hipotezi kabul edilmis ise, L, < B kosulu saglanmigtir.

f(xz’gl)
H f(xz’@O)

f(xly xZa vy xn; @1) SBﬂXI, x29 cery xn; @0) (69)

Burada, f{x,, x3, ..., X,; ©@;) H, hipotezi dogru iken Hy hipotezinin kabul edilmesi
olasilig1 olan g degerine, flx;, x2, ..., X»; &) ise Hp hipotezi dogru iken Hp
hipotezinin kabul edilmesi olasilifn olan (1-@) degerine esittir. Bu degerler

(6.9)’da yerine yazildiginda;

B<B(l-a)
P <p (6.10)
-«

elde edilmektedir.
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(xs, x2, ..., xn) Omekleminde Hy hipotezi reddedilmis ise, L, = 4 kosulu

saglanmigtir.

f(xz’@l)
H (xt’QO)

ﬂx,, X2y eves Xiy @1) b Af()C1, X2y veey Xpy @0) (61 1)

Burada, f{x;, x2, ..., X»; ©)); H; hipotezi dogru iken H, hipotezinin reddedilmesi
olasiligi olan (1-fY’ya, fix;, x2, ..., x»; @) ise; Ho hipotezi dogru iken Hg
hipotezinin reddedilmesi olasilig1 olan @’ya esittir. Bu degerler (6.11)’de yerine

yazildiginda;
(1-p)24c

12554

(6.12)
[24

elde edilir.
Uygulamalarda 4 ve B degismezlerini saptamak ig¢in (6.10) ve (6.12)

esitsizliklerinde yalmzca esitlik isareti kullanmilmaktadir. Dolayisiyla, 4 = 1=/
a

ve B= A p olur (Cing1 1990).

6.1.2. Karakteristik islem fonksiyonu

Hoy: ® = 6 hipotezini kabul etme olasilifi @ nin bir fonksiyonudur. Bu

fonksiyona karakteristik islem fonksiyonu denilmektedir ve P(6) ile

gosterilmektedir.
P(®) = P(Hy kabul l H, yanlis ya da Hy yanlis) (6.13)

yazilabilmektedir.

Hy’1n kabul edilme olasiligini bulmak i¢in Wald’1n 6nerdigi yonteme gore;
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E{[x; O/ fix; On)]"} =1 (6.14)

olacak sekilde @ parametresi bulunmaktadir. Eger X rassal degiskeni siirekli ise,
+00
(7o) (00 f(x;6)dx =1 (6.15)
—o0

esitliginden yararlanilir. 2 = 0 oldugunda Esitlik (6.14)’deki beklenen deger
ifadesi 1’e esittir. Ancak A’nin diger degerleri i¢in de 1 degerini almaktadir. 4 # 0

icin f{x;®) fonksiyonu tanimlidir. 2 > 0 ya da & < 0 olabilir. Burada # > 0 oldugu

durum ele alinacaktir.

Bir ® parametresine karsilik gelen X rassal degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu;

g(x; @) =[fix; @)/ fix; O)Y fix; ©) (6.16)

olsun. Bu fonksiyona gore Hy ve H; hipotezleri,

Ho: f=flx; ©)
Hi: f=g(x; ©) (6.17)

Esitlik (6.17) bi¢iminde kurularak ardistk test uygulanabilmektedir. Bu

hipotezlere iliskin genel olabilirlik orani,

Ly =T]lg(x::0)! f(x:;0)] (6.18)

i=1

olmaktadir. g(x;; ®) degeri Esitlik (6.18) de yerine yazildiginda,

L, =TI Gs001 f(xi;00)] (6.19)

i=1

seklini almaktadir. L, oram A" ve B pozitif degismezleriyle karsilastirilarak

Kesim 6.1.’de tamimlanan {i¢ karardan birine ulasilmaktadir.
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A" ve B" degerlerine karsilik gelen birinci tip ve ikinci tip hata olasiliklari

o' ve P’ ile gosterildiginde,
A'=0-p) (6.20)
B'=p/(1-) (6.21)
bulunabilmektedir. Bu ifadelerden yararlanarak,
o =(1-B" 1 (4"- B"

olarak bulunur. Hy hipotezini kabul etme olasiligi ise,

P(O)=1-& (6.22)
h -—
P(®) = Ai;’_é% (6.23)

olur.

Esitlik (6.23) ile verilen esitlikte @ parametresi & (—oo0 < s < +c0) degerine
bagli oldugundan her bir % degeri i¢cin @ parametresinin ve karakteristik islem
fonksiyonunun (P(@)) alacag: degerler bulunabilmektedir (Cizelge 6.1.). h’in —oo,
0 ve +co noktalarinda P(@®) degerleri,

lim P(®)=1

h—©

lim P(@)=0

h——x

lim P(@) = —2A
h->0 nd-InB

olur (Wald 1947).
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Cizelge 6.1. Olasilik oranlarinin ardisik testi i¢in cesitli A degerlerinde @ ve P(6)

degerleri
h o - 0 1 -
e 2 &

P(®) 0 Yij In4 / (InA-InB) l-a 1

6.1.3. Ortalama drneklem sayis1 fonksiyonu

Ardisik testte Hy ve H; hipotezlerinden biri hakkinda karar verebilmek igin
gerekli olan 6rmeklem hacmi (n), test siiresince degisen bir rassal degiskendir. Bu
nedenle beklenen degeri s6z konusudur.

Test edilecek parametre @ oldugundan 6rneklem hacminin beklenen degeri
(E(n; ©)), &nn bir fonksiyonu oldugundan ortalama orneklem sayisi (0.0.5.)
fonksiyonu olarak adlandirilmaktadir.

Daha once Esitlik (6.7) ile tammlanan,

Z;=n [flx; ) / f(x; &)

degiskeni n < N varsayimi altinda,

N n
DZi=2Zi+ 2.7 (6.24)

olarak yazilabilmektedir. Esitligin beklenen degeri ise,

n N
NE(Z)= E(Z Z,-J+E[ ZZ,-J (6.25)
i=1

i=n+l

olmaktadir.

N
E( ZZ,-J = E(N -n)E(Z) = (N - E(n))E(Z)

i=n+l

= N E(Z) - E(n)E(Z) (6.26)



62

olur. Bu deger Esitlik (6.25)’de yerine yazilirsa,

i=1 E(Z) %0 (6.27)

="y

olarak elde edilmektedir. Test edilecek parametre & oldugunda Esitlik (6.27),

E(n,@) = W

(6.28)

olur.
Hy hipotezini kabul etme olasilign P(®) ve reddetme olasiligi (1- P(®))
oldugunda Esitlik (6.28),

P(@)El[fzi;ca}+<1—P(@))Ez(izi;@J
i=1 i=1

E(n©) = E(Z;0)

~ (6.29)

bigiminde yazilmaktadir.

n
Z’nin standart sapmasi ve IE(Z)] kiictik 1ise, E{ZZi;@}, InB’ye,

i=1

n
EZ[ZZZ-;@], In A’ya ¢ok yakin bir deger almaktadir. Bu degerler

i=1

Esitlik (6.29)’da yerine yazildiginda 0.6.s. fonksiyonunun yaklasik formiili;

P(@)InB+(1- P(O))ln 4
E(Z;0)

E(n;0) = , E(Z; ©)%0 (6.30)

olarak elde edilmektedir.
Boylece Orneklem hacmi bilinmedigi halde, Esitlik (6.30)’dan
yararlamlarak anakiitle parametre degerine gére, en az ve en ¢ok ne kadarhik bir

orneklem hacmine gerek duyulacagl hakkinda 6n bilgi elde edilebilmektedir.
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(6.30) fonksiyonu Hy hipotezi dogru iken,

(l-a)lnB+alnA

E(n;0y) = 6.31
(:6) E(Z:p) (6.31)
H; hipotezi dogru iken,
E(n;@1)=ﬂ1nB+(l_ﬂ)lnA (6.32)
E(Z;6,)
olarak yazilabilmektedir.
Esitlik (6.30)’da E(Z; ©®) = 0 ise 0.0.s. fonksiyonu,
- 1
E(n;0) = ﬂz"ﬂ (6.33)
E(Z“;0)

ile verilmektedir (Cing1 1990 ve Wald 1947).

6.2. Varyansi Bilinen Normal Dagilimin Ortalamasimin Ardigik Testi

6.2.1. Testin ¢cikarsamasi

X, varyanst bilinen (0%), ortalamasi (z) bilinmeyen normal dagilima sahip
bir rassal degisken olsun. Test edilecek parametre anakiitle ortalamas: oldugundan

hipotezler;

Ho: 1=t
Hytp=py 5 (po<pu) (6.34)

bi¢iminde kurulmaktadir.

X rassal degiskeni normal dagilima sahip oldugundan o.y.f.;

1

o227

flomo?)=

exp[—(x—,u)z/Zaz] , —wo<x<+w (6.35)
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Esitlik (6.35) bigimindedir. Hy hipotezi dogru iken, X rassal degiskeninin o.y.f.;

1
Pt =——espl- 3= o) 1207 (6.36)
H, hipotezi dogru iken;
1
fouq;02)=(sz;expL(x—Aq)z/Zaz} (6.37)

ile verilmektedir.

X rassal degiskeninin aldig1 degerler x;,x;,...,x, olarak belirtildiginde en

¢ok olabilirlik orani;

. _fﬁf@ﬁ#ﬁU%
=LA )
i1 f (i3 10;0%)

of S w]
L —

O i
0= 1; (6.38)
2
R
O =1
Esitlik (6.38) bi¢iminde elde edilmektedir.
n
InL, =Y Z
i=1
oldugundan,
n
" 2 xi(m = 1)
i n
> 2 = = (uf - 1) (6.39)
i=1 o2 20'

olarak elde edilir (Wald 1947). Bu deger In 4 ve In B ile karsilastirilarak asagidaki

ii¢ karardan birine ulasiimaktadir;
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n
1- Z Z; <InB ise, Hp hipotezi kabul edilerek siirece son verilmektedir.
i=1

n
2- ZZ ; 2 InA ise, Ho hipotezi reddedilerek siirece son verilmektedir.
i=1

n
3- InB< ZZ,- <1nd ise, gozlemlerin yetersizligine karar verilir ve bir
i=1

gbzlem daha eklenerek siirece devam edilir.
6.2.2. Karakteristik islem fonksiyonu

Varyans1 bilinen normal dagilimda, ortalamaya bagl olarak kurulan

Hy: 1= wp hipotezinin kabul edilme olasilig1 P(g);

h
A" 1
P(u)=———
Ah — ph

ile bulunabilmektedir. Bunun i¢in 6nce Kesim 6.1.2.’de verilen yénteme gore;

2 h

E{MJ _

RI
S G pg;07)

olacak sekilde y parametresinin elde edilmesi gerekmektedir. X rassal degiskeni

stirekli oldugundan bu ifade;

+°°[f(x;u1;02)

h
p 2)} f(xpu0%)dx =1
X; 100

—0

biciminde yazilabilmektedir. Iigili fonksiyonlar‘ esitlikte yerine yazildiginda;
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h
1
+o exz{——;(x—m)z]

20 1 2
I exp(——(x—,u) jdx=1(6.40)
= exp(_ 20;2 (e #0)2] 27o 202

olmaktadir. Bu integral /#’a gore ¢6ziildiigiinde;

po MLt H =24
H1 = Ho

(6.41)

elde edilmektedir (Wald 1947).
Bu esitlik yardimiyla ¢esitli # degerleri igin g parametresinin alacagi

degerler bulunarak P(u) degerleri hesaplanabilmektedir.

Cizelge 6.2. Cesitli # degerlerine karsilik gelen x ve P(z:) degerleri

h —0 -1 0 1 o
% o0 H (to+ 1) /2 Ho —o0
P(4) 0 i Ind / (lnA-InB) l-a 1

6.2.3. Ortalama 6rneklem sayis1 fonksiyonu

Varyans1 bilinen normal dagilima sahip bir anakiitlede, anakiitle ortalamasi
test edilmek istendiginde test icin gerekli olan 6rneklem sayisi fonksiyonu
Esitlik (6.30)’de verildigi gibi;

P()InB+(1—-P(u))ln A4

E(n,p) = E(Z)

(6.42)

yaklasik esitligi ile bulunmaktadir. Burada,

.
7 = Iog{f(x’#l’o-z):|
S (x5 p0507)



7 - log| SR = ) 1207)
exp(—(x— t9)* 126°%)

2 2
7 = 20— po)x + ph — pi
a 2

20

2pu1 = pro)p+ G — 1t
E(Z; ) = = Ho)H+ Ky — A

20'2

olarak bulunmaktadir. Bu deger, Esitlik (6.42)’de yerine yazildiginda;

P(#)InB+(1- P(u))In 4

2 2
204 — o)+ 1y — pi
262

E(n; 1) =

bulunmaktadir (Wald 1947 ve Bacanl1 1988).
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(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)
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7. DAIRESEL VERILERDE ORTALAMA YON ICIN ARDISIK
TESTLER

Bu boliimde, von Mises dagilimina sahip anakiitleler igin ardisik test
siiregleri incelenecek ve farkli bilim dallarinda dairesel veriler i¢in ardisik
stireclere iliskin bazi 6rnekler verilecektir. Ayrica, dairesel veri analizine iligkin
problemlerde kullanilan yontemler kisaca tartisilacaktir. Von Mises anakiitlesi
icin ortalama yonlerin karsilastirilmas: testinde uygulanan iki ardisik test siireci
incelenecektir. Bu siireglerden birincisinde, yogunlasma parametresi x’nin
bilindigi varsayilmakta ve testteki karakteristik islem fonksiyonu ile ortalama
orneklem sayilar1 tanimlanmaktadir. Diger testte ise « parametresinin bilinmedigi
durum s6z konusudur.

Dairesel verilere ardisik test uygulanmas: lizerine ilk caligmalar 1966
yilinda Vistelius ve ardindan 1975 yilinda Mardia tarafindan yapilmigtir. Gadsden
ve Kanji (1981), von Mises anakiitlesi igin bazi ardisik siiregler iizerinde
tartismiglardir (Gadsden ve Kanji 1982-83).

Jeoloji alaninda, fay (ya da kayalardaki ¢atlak) y6nlerine iligkin yapilan
calismalarda veri toplama sorunlar ortaya g¢ikabilmektedir. Ozel olarak, eger
lizerinde inceleme yapilan alan siirll bir kaya katmam ise, faylarin birgogu
kismen ya da tamamen gizlidir. Dolayisiyla, gbzlem degerlerinin elde edilebilmesi
icin kaz1 calismasi yapilmasi gerekebilmektedir. Jeoloji alamindaki ikinci bir
uygulama, okyanus yataginda bulunan kayalardaki artik manyetik vektorlerin
analizidir. Burada 6reklemlerin ve bunlara iligskin verinin elde edilmesi oldukga
pahalt ve zordur. Bundan dolay1, 6rneklemler teker teker ele alinmali, yani ardisik
stire¢ uygulanmalidir. Uglincti uygulama ise, biyoloji alaninda yapilmistir. Bu
uygulamada kus g6¢li incelenmistir. Biyologlar kuslarin ugus acilarini, ufukta
g6zden kaybolduklan noktay1 dikkate alarak 6l¢miislerdir. Burada amag, kuslarin
rassal bir yone dogru mu yoksa, go¢ edecekleri yerin bulundugu yone dogru mu
ugusa bagladiklarim arastirabilmektir. Bazi kuslar siirii ile go¢ etmek yerine teker
teker veya ikiser ikiser hareket etmekte ve birlikte u¢mak yerine, uzayan bir
zaman periyodunda ugus gerceklestirmektedirler. Boylece, veri seti ardigik hale

doéniigmiis olmaktadir. Biyoloji alaninda yapilan bir diger uygulama ¢alismasi
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orlimcek anakiitlesinin saptanabilmesi amaciyla Oriimcek aglarina iligkin
yapilmistir. Veri yeni bir ag orilldugiinde ardistk olarak elde edilmektedir
(Gadsden ve Kanji 1982-83).

6 degiskenine ait gozlem degerlerinin, ortalama ydn g4 ve yogunlasma
parametresi x olmak tizere von Mises dagilimina sahip bir anakiitleden g¢ekildigi

varsayllsin. Buna gére & nin olasilik yogunluk fonksiyonu;
£(6) =27 15(x)} expirccos(@— )} ,0< 0, u<27, x>0 (7.1)

ile verilmektedir. Burada, Io(x); birinci tiir ve sifir sirasinda doniistiiriilmiis Bessel

fonksiyonudur;

© (1 2r L,
mm=2&@<m
r=0

x degeri sifira esitken, olasilik yogunluk fonksiyonu diizgiin dagilim

olacaktir.
f(@=02r)"" , 0<o<2x (7.2)

Von Mises dagihmi, ¢cember iizerindeki normal dagilima esdeger olarak
kullamilmasina kargin, normal dagilimin ttim 6zelliklerine sahip degildir.
Ozellikle, 8; ~ VM(up,x1) ve & ~ VM(u,k3) iken, 8; + 6;’nin dagiliminin ~ von
Mises oldugu genellikle sdylenememektedir. Bu durum, hipotez testi i¢in dagilim
teorisi ¢alismalarinda bir ¢ok soruna yol agmaktadir. Fakat, bu dagilim ve bu
dagilimin ¢ok boyuta genellemeleri, dairesel veri analizinin kurulmasinda temel
teskil etmektedir.

Gadsden ve Kanji (1981) tarafindan, ortalama yon g i¢in iki ardigik test
gelistirilmistir. Birinci test olan U-festi yogunlagma parametresi x’min bilindigi
varsayimina dayanmaktadir. U-testinde Esitlik (7.1)’de verilen von Mises dagilimi
icin olasilik oranlarinin ardigik testi kullanilmaktadir. Test igin karakteristik islem
fonksiyonu ve ortalama 6rneklem sayisi fonksiyonu bulunmustur. Ikinci test olan

V-testinde ise, x’nin bilinmesine iliskin herhangi bir varsayim bulunmamaktadir.
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Fakat, 4 ve x parametrelerinin fonksiyonu igin test gelistirebilmek amaciyla Cox
teoremi kullanilmaktadir (Wetherill 1975). Bu testte, her bir adimda
degerlendirilmesi gereken karmagik bir fonksiyon gerekmektedir.

7.1. Yogunlasma Parametresi Bilindiginde Ortalama Yén I¢in Ardisik Test
(U-Testi)

7.1.1. Kuramsal tanim

Yogunlasma parametresi bilinen von Mises anakiitlesinde ortalama y&n

test edilmek istendiginde hipotezler;

Ho: = p
H,: M= (73)

bigiminde kurulur. Olasilik oranlarinin ardigik testi tekniginin uygulanabilmesi
icin n-inci gbzlem igin olabilirlik fonksiyonunun incelenmesi gerekmektedir.
Buradaki ardigik olarak gézlenen dairesel gozlem degerleri, sirasiyla 6,,6,,...,6, ile
ifade edildigi takdirde von Mises dagilimi igin n-inci gézlemden sonra Kesim

6.1.”de tanimlanan olabilirlik oran1 asagidaki gibi elde edilmektedir:

1 K'i cos(d; — o)
OO i0) = e =
27 Ip(x)]
1 ’(i cos(6; — )

i=1

S(O15sOp3 1) = —————¢
[27 19 ()]

i rcilcos(ef 1)
—_—¢ =
Lo H f@m) _Prlyw)
n n
i=1 PAC/H0) 1 kY cos(6; —uy)
e i=1

27 1,(0)]"



n n
InL, =x| Y cos(6; — py)— > cos(6; - ,uo):I

Li=1 i=1
[ |
=K Z(cos 0; cos pyy +sinG; sin )

Li=1

n
- Z (cosg; cos p +sin G, sin ,uo}
i=1

n
=k )_(cosb; cos py +sin6; sin g
i=1

—cos8; cos py —sin G, sin yg)

n
= KZ[COS 0;(cos py —cos ) + sin ; (sin g —sin ,uo)]
i=1

n —_—
K‘Z cosé’i{2sin(‘ul ilal ]sin('uo #1)
i=1 2 2

+ —
v = Lo Ul RS Vs =£07A Gisun.
2 2

n
InL, = ZKZ (cos@; sinvy sinv, +sing; sin(—v,)cosvy)
i=1

n
=2k (sinf; cosv| —cosd; sinvy)sin(-v; )
i=1

n
InL, =2x) sin(6; —vy)sin(-v,) (7.4)

i=1
(Jeffrey 1995). Olasilik oranlarinin ardisik testine gore;

InB<InL,<InA4 (7.5)

71
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esitsizligi  kullanilarak (7.3)’de verilen hipotezlerin test edilebilecegi

bilinmektedir. Burada 4 ve B degerleri (6.5) esitliginde tanimlandig1 gibi;

PR A
-«

olarak verilmektedir. Buna gore, n-inci gozlem elde edildikten sonra, (7.5)

esitsizliginde L, degeri yerine konuldugunda U-testi;

n
In B < 2x)_sin(6; —vq)sin(-v,) <In 4 (7.6)
i=1

bi¢iminde elde edilir.
7.1.2. Karakteristik islem fonksiyonu

Karakteristik iglem fonksiyonu von Mises dagiliminda g test edilmek

istendiginde, (6.23) esitliginde verildigi gibi;

A" 1

P(u) =
A — gt

(7.7)
tamimlanir. Burada /; Kesim 6.1.2.’de verilen yénteme gére,

f@:m)]'

SO 1)

olacak sekilde, u parametresinin elde edilmesi gerekmektedir. Buna gore;

h
5 1 X cos(@—p,)
{f(e : ,Ul):! _| 27l (x) = efHlcos(8- ) =cos(6-,)]
f(O: 1) 1 xcos(8-uo)

271 (K)
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h
E{ﬂaﬂﬂ} I{ﬂ@uﬂ] FO)d0=1
0

f:po) f@
2z
J' 1 o cos(@—,u)eKh[COS(e"‘ﬂl )—cos(6~p, )]dg =1 (7.8)
o 271y (x)

integral ¢oziimlendiginde,

[1+2h% - 2hcos(u— i) — 2hcos(u — po)

172 _

— 2h*cos(u — )] (7.9)

elde edilir. Burada g, gercek ortalama yonii gostermektedir. Bazi cebirsel ve

trigonometrik islemler sonucunda Esitlik (7.9)’dan 4 degeri;

_sin(u=v)

. (7.10)
sinv,

olarak elde edilmektedir (Gadsden ve Kanji 1981).

Dogrusal verilerde kabul etme olasiliklar1 ¢esitli /4 degerleri igin
hesaplanmaktadir. Dairesel verilerde ise, dogrusal verilerden farkli olarak,
karakteristik islem fonksiyonunun minimum ve maksimum degerleri
bulunmaktadir. Esitlik (7.7)’deki karakteristik islem fonksiyonunun g’ye goére
tiirevi alindiginda minimum deger 1= 90° + v; ve maksimum deger = 270° + v,
olarak elde edilir.

Ornek olarak, Sekil 7.1.’de, a = 8= 0.05 hata olasiliklar1 ile Ho: 14 = 0°,
Hi: 4 = 90° hipotezlerinin ardisik testi i¢in karakteristik islem fonksiyonu egrisi

verilmektedir.
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Maksimum Deger
05347

9
0.91
0.81
0.7
0.61
0.5
0.4
0.31
0.24

0.1

302 504 -z 304 -2 o4 0 @4 =2 3w« 5ud 3w

Sekil 7.1. g = 0, 1y = 90° ve a = £ = 0.05 iken U-testi i¢in karakteristik islem
fonksiyonu

(Gadsden ve Kanji 1982-83).
7.1.3. U-testi icin ortalama érneklem sayis1 fonksiyonu

U-Testi igin ortalama 6rneklem sayisi fonksiyonu;

_P(u)nB+ [1- P(u)]in 4

E(n; p1) Eon)

(7.11)

esitliginden elde edilir. Burada;

1 e/(cos(é?—yl)
S h{f(&m)} 1| 27 lo()
£ 10)

- __l_eKcos(G——yo)
21y (x)

z= Kk [cos(0— ) — cos(O— )]
dir. Buradan;

E(z;1) = E[x(cos@ cosyy + sinf singy — cos@ cosy — sin 6singp)]
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elde edilir. Von Mises anakiitlesi i¢in;
E(cos@) = A(x) , E(sinfd) =0 , A(x)=1i(x)/ (%)
olarak tanimlanir (Mardia 1972). Dolayisiyla,

E(z;14) = E[ k(cosf (cosy; — cosgyp) + sinf (singy— singy)]
E(z; 1) = A(x)(cospy — costp)

E(z:10) =A(1<){2 sin[ﬁlzﬂ) sin[&;f-“—ﬂ

E(z; 1) = 2A(K)sin v sinvy (7.12)

elde edilmektedir. Bu deger (7.11) esitliginde yerine yazildiginda, ortalama

orneklem sayisi;

_P(u)nB+ [1-P(u)]n 4

E(n;
;) 2A(x)sinvy sinv,

(7.13)

olarak bulunabilmektedir.

Dairesel verilerde ortalama 6rneklem sayisinin maksimum ve minimum
degerlerinin elde edilmesi miimkiindiir. Dolayisiyla dogrusal verilerde Hy ve H
hipotezleri dogru iken elde edilen ortalama 6rneklem sayisi degerleri dairesel
verilerde maksimum ve minimum degerler i¢in bulunmaktadir. (7.13) esitliinin

w’ye gore tiirevi alinir ve sifira esitlenir. Sonug olarak,

B 0).... = PGB+ 1= PG)lin 4
e 2 A(x)sinv;

E(n; () max =

elde edilir (Gadsden ve Kanji 1982-83).
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Ornek 7.1

Ghana Universitesi’nde yapilan bir calismada, ériimcek aglarinin diinya
yiizeyiyle yaptiklan agilarin dik oldugu gozlenmistir. Belli durumlarda, agilara
iliskin olarak yapilan bu ¢alismanin, aglari yapan Oriimcek tiirlerinin
belirlenmesinde gerekli olan siirecin ¢ok uzun  olmasini engellemesi

beklenmektedir.

Isoxya cicatricosa tiirlerine iligkin gegmiste yapilmis olan ¢ok sayida
gozleme gore aglarin ortalama agist 4 = 28.12° ve yogunlasma parametresi
x = 38.17 olarak bulunmustur. Araneus rufipalpis tiirleri i¢in parametreler ise,
1= 15.66° ve x=37.94"diir. Bir grup ag gozlenmis ve her bir agin orildigii sirada
yaptiklar agilar kaydedilmistir;

25°,12°,31°,26°, 17°, 15°, 24°, 10°, 16°, 12°

Bu aglar 6ren oriimcek tiirlerinin yukarida belirtilen iki tiirden birine ait oldugu

diigtiniilmektedir. Buna gore test edilecek hipotezler;

Hy: p#=28.12°
H: =15.66°
olacaktir.

Yukanidaki veriye, birlestirilmis x tahmini kullanilarak U-testi
uygulanmigtir. Ciinkii U-testinin varsayimina gére, yogunlagsma parametresi her
iki hipotez altinda da aymdir. Buna gore veriler birlestirildiginde, x = 38.05 degeri

elde edilir. = = 0.05 hata olasiliklar1 kullanildiginda, testin sinir degerleri;

n
—0.35635 <= sin(6; —21.89°) < 0.35635

i=l

olarak bulunur. Hesaplamalar sonucunda;
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Gozlem —>sin(6,— 21.89°)
1 —0.05425
2 0.11751
3 —0.04082
4 -0.11249
5 —-0.02725
6 0.09271
7 0.05589
8 0.26192
9 0.36454

elde edilmigtir. Buna gore, n = 9 gdzlemden sonra iist sinir asildig: igin siire¢ sona
ermektedir ve H; hipotezi kabul edilir. Sonug olarak, driimcekler ikinci tiir olan
Araneus rufipalpis grubundan gelmektedir. Bu sonucun dogrulugu, daha sonra

orlimcek smniflamasina uyarlanan genel yontemlerle ispatlanmistir (Gadsden ve
Kanji 1981).

7.2. Yogunlasma Parametresi Bilinmediginde Ortalama Yon I¢in Ardisik
Test (V-Testi)

Cogu zaman yogunlagsma parametresinin bilindigi varsayim: gercekei
olmayabilmektedir. Bu durumun giderilmesi amaciyla, Gadsden ve Kanji (1981)
tarafindan V-testi tasarlanmugtir. V-testi yogunlasma parametresinin bilinmedigi
varsayimi altinda ortalama yon i¢in uygulanan bir ardigik testtir.

Von Mises dagilimina sahip bir anakiitleden 6meklem gekildigi, fakat
yogunlasma parametresi £’ nin bilinmedigi varsayilsin. Burada amag, hipotezlerin
kurulup test edilmesine iliskin olarak uve & p arametrelerinin b ir fonksiyonunu
bulabilmektir. Bu fonksiyon, dagilimi bilinmeyen x parametresinden bagimsiz
olmalidir (Wetherill 1975). Dolayisiyla, testin ¢ikarimi Kesim 6.1.°de tanimlanan
olasilik oranlarinin ardigik testine dayali olarak yapilabilmektedir.

(7.1) esitliginde verilen von Mises dagilimmin z-inci gézlem igin

olabilirlik fonksiyonu (4,);



| KXcos®-4)
Ay =———e =
NGk

I(Z": (cos 8; cos u+sin g; sin )
=[xl " e =

K cos Y. cosd; +ksin ,ui sin 6,
= [27r Iy (K)]"n e = =l

n n
Burada, C = Zcos g;,,85= Zsin 6; , v=cosu, v=siny diir. Buna gore;
i=1 i=l

Ay =271y ()] XCHES (7.14)

elde edilir. C, §; u ve kx parametreleri i¢in yeterli istatistiklerdir (Mardia 1972) ve

bileske uzunlugu R =+C 2+ 8% *nin dagilimi, bu dagilimin g, x’dan bagimsiz
olmasini saglayan iki hipotez i¢in ardisik test bulmada kullanilabilmektedir.

| Yonsel veri dagilim teorisine gore, R’nin dagilimi, bu bagimsizlik kriterini
saglamamaktadir. Fakat, ardigik siirecin her asamasinda C bilindi8i igin, R lCc
kosullu dagiliminin bulunmas1 gerekmektedir. R | C’nin  olasilik yogunluk

fonksiyonu;

Ry (R?)eHRI =
f(R|C) = (7.15)

(e 0]
VR? - C? IcosCth(tz - )2 4y
0

olarak tanimlanir. Burada, R¢, (R 2 );

R¢,,(R2)=RjuJO(Ru)Jg(u)du
0

dur. J,(u) degeri; p-inci sira standart Bessel fonksiyonudur ve
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o0 2r+
T,)= Y (D' [r(p+r+Dr(r+ 1)]‘161,;) g

r=0
olarak tanimlanir. Aise,
A= kv= ksiny

olarak verilir (Mardia 1972).
Bu fonksiyon, 4 formu diginda, x ve x’dan bagimsizdir. Dolayisiyla (7.3)
esitligindeki hipotez,

H02A=Ao
H}ZA=A1

bi¢iminde tanimlanir.

Ardisik test icin gerekli olan olabilirlik orani;

Ry (RY)eAVR
VR? = C? feosCeIG(e* - 47)!/% di
_SRC4.m) 0
" f(RICl4g,m) %R¢n(R2)eA0\/R2—C2

o0
VR? - C? JeosCe1f (> - £)"2
0

0
(A =4GR ~C? IcosCth(tz Y NPy
0

L,=

x©
feosCrig(® - )" dt
0

olarak elde edilir. Esitligin her iki tarafinin logaritmalari alinirsa;
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InL, = (4 — 4)WR? - C? +ln|: foosCeyg® - 45)!? dz}

0

[e0]
—1{ foos e 152 —Alz)l/zdt} » (7.16)
0

bulunur. Buna gore test;

o
In B < (4 —AO)S+1n[ JeosCeif(e? - 4)!? dt}
0

[¢ 0]
—1{ jcosCng(t2 —A%)”zdt] <ln4 (7.17)
0

olmaktadir. Eger, —4;, = 4, ise, V-testi;
InB<(4—4)S<InAd , (7.18)

esitsizligine indirgenmektedir. Bu test, sifir yoniinden ve sifir yoniiniin tersinden

agisal olarak esit uzakliklardaki iki ortalama y6niin testidir (bkz. Sekil 7.2.).

a Sifir
a Yoni

Sekil 7.2. Zit yonlerde, fakat ortalama yonii agisal olarak esit hipotezler igin V-testi
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Uygulamada bu testin 4y = —4; durumu diginda kullanilmasi pek miimkiin

olmamaktadir (Gadsden ve Kanji 1981).

n
Ayrica, bu testte, E(S) = E(Z sin 91-]= 0 oldugu i¢in, ortalama 6rneklem

i=1

sayis! tanimsizdir.
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8. UYGULAMA

Bu béliimde, von Mises dagilimina sahip dairesel verilere iligkin
2. Boliim’de verilen 6nemli sematik gosterimlerin yapilmasi, 3. Béliim’de verilen
tanimlayici istatistiklerin elde edilmesi, 5. Boliim’de verilen ték orneklem
ortalama yon testlerinin yapilmasi ve 7. Boliim’de verilen ortalama yon igin
ardigik testin kullanimi uygulamali olarak incelenecektir. Ik olarak, von Mises
dagilimindan veri tiiretilerek yukarida belirtilen islemler yapilacak, daha sonra ise
meteoroloji alaninda elde edilen bir veri seti igin uygulama yapilacaktir.

Bu amagla, Oriana for Windows Version 1.06 ve S-Plus 6.1 for Windows
olmak lizere iki tane paket programdan yararlanilmistir. Oriana paket programi
dairesel veriler i¢in hazirlanmig bir programdir. Meniilerinde temel istatistiklerin
hesaplanmasi, F-testleri, Ki-kare testleri gibi testler bulunmaktadir ve dairesel
histogram grafik cesitleri ile dagilim grafikleri c¢izilebilmektedir. S-Plus paket
programinda ise, dairesel veriler igin CircStats Package yazilimindan
yararlanilmaktadir. Bu yazilim sayesinde veri doniistimleri yapilabilmekte,
dairesel grafikler cizilebilmekte, parametre degerleri hesaplanabilmekte, dairesel
yogunluk fonksiyonlarindan veri tiiretilebilmekte, c¢esitli hipotez testleri

yapilabilmekte ve Bessel fonksiyonlar: hesaplanabilmektedir.
8.1. Veri Tiiretimi Uygulamasi
8.1.1. Veri tiiretimi islemi

Von Mises dagilimindan veri tlretimi islemi igin EK-4’te verilen
programdan yararlamilmigtir. Burada, ortalama yon g = 100° ve yogunlagsma
parametresi &= 15 degerleri kullamilarak, von Mises dagilimindan N = 200
hacimlik veri tiiretilmis ve bu anakiitleden n» = 50 hacimlik 6rneklem se¢ilmistir.
Tiiretilen verilerden elde edilmis olan 6rneklem degerleri Cizelge 8.1.°de

verilmektedir:
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Cizelge 8.1. Von Mises dagilimindan tiiretilen verilerden segilen drneklem

141.89947 101.91036 114.17793 81.27442 116.84536 95.79061
82.29468 89.05286 108.41218 100.40679 100.31639 82.70915
77.53981 97.30467 105.58327 78.07436  82.48128 102.75578

119.83104 101.54473 110.72528 86.47231 92.18931 85.73791

104.25110 105.96573 120.21541 112.49771  92.46383  71.44693
89.65603 110.65147 95.67104 106.65362 113.05267 104.11281
77.82523  89.38608 122.65788 113.91254 113.63390 133.54389

125.16530 132.22788 108.29909 90.26493 125.26151 90.81131

104.10834  97.44142

8.1.2. Sematik gosterimler

Kesim 8.1.1.’de von Mises dagilimina sahip anakiitleden ¢ekilen 50
gozlem degeri i¢cin Oriana paket programi kullanilarak elde edilen dairesel
grafikler asagida verilmektedir.

Sekil 8.1.’de, 6rmeklem verilerinin 1. tiir ham veri grafigi goriilmektedir.

=r

Sekil 8.1, Von Mises dagilimindan tiiretilen verilerden secilen orneklemin ham veri
grafigi
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Sekil 8.2.°de, orneklemin 10°°lik grup genigligi segildigi durumdaki

dogrusal histogram: goriilmektedir.

ﬂ_F requency.

Ll T 1
] L] Degrees zm E

Sekil 8.2. Von Mises dagilimindan tiiretilen verilerden se¢ilen orneklemin dogrusal
histogrami

Sekil 8.3.’te, orneklemin 10°°lik grup genisligi secildigi durumdaki

dairesel histogrami goriilmektedir.

Sekil 8.3. Von Mises dagilimindan tiiretilen verilerden secilen orneklemin dairesel
histogrami
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Sekil 8.4.°te, 6meklemin 10°°lik grup genisligi se¢ildigi durumdaki giil

semas1 goriilmektedir.

Sekil 8.4. Von Mises dagilimindan tiiretilen verilerden segilen drneklemin giil semasi

8.1.3. Tanimlayici istatistiklerin hesaplanmasi

Kesim 8.1.1.°de von Mises dagilimindan tiiretilen 200 dairesel goézlem
degerinden segilmis olan 50 hacimlik Orneklem igin S-Plus ve Oriana paket

programlar kullanilarak elde edilen tanimlayici istatistik degerleri;

Ortalama Yon: 8 = 102.0746°

Bileske Uzunlugu: R =48.10479

Ortalama Bileske Uzunlugu: R = 0.9620959
Yogunlasma Parametresi tahmini: £ = 13.45585
Dairesel Varyans: V= 0.03790414

Dairesel Standart Sapma: v=15.91°

Dairesel Standart Hata: o= 2.25°

olarak bulunmugtur. Bu degerlerin hesaplanmasinda kullanilan S-Plus programlari

EK-4’te verilmektedir.
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8.1.4. Tek orneklem ortalama yon testleri

Kesim 8.1.3.te verildigi gibi, omeklem 102.0746° ortalama yoénii ve
13.45585 yogunluk parametresi ile von Mises dagilimma VM(102.07, 13.46)
sahiptir.

Guiven araliginin belirlenmesi yontemiyle ortalama yon test edilmek

istendiginde kurulacak hipotezler;

Ho: 2= 100°
H): p=100°

biciminde olsun. Esitlik (5.5)’e gére;

1 1
JnRZ  +/50(0.9620959)(13.45585)

=0.0393052

OvM =

elde edilir. Buna goére; ortalama yon g icin (1-)’lik giiven araligir (5.6)’dan

yararlanilarak;
(102.0746 — sin™'((1.9604)(0.0393052)) , 102.0746 + sin™'((1.9604)(0.0393052))

=(97.65535548°, 106.4938445°)

olacaktir. Burada « = 0.05 olarak alinmistir. Hy hipotezinde verilen 100° degeri
verilen araligin icinde yer aldifi igin, 0.05 anlamlilik seviyesinde Hy hipotezi
kabul edilir. Orneklem ortalama yonii 100°’ye esittir.

Dogrudan test uygulanmak istendiginde daha once de belirtildigi gibi,
yogunlasma parametresi x’nin bilindigi ve bilinmedigi durum olmak iizere iki
durum s6z konusudur.

Once «’nin bilinmedigi durum géz 6niine alinsin. Buradaki test istatistigi

(5.7) esitliginden;

_ sin(102.0746 —100)

: =0.9210153
0.0393052
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olarak bulunur. |0.9210153| < 1.9604 oldugundan 0.05 anlamlilik seviyesinde
Hj hipotezi kabul edilir. Ortalama y6n 100°°dir.
x'nin bilindigi durumda ise, &y = 15 degeri géz Oniine almnsin. xp = 2

oldugundan, von Mises dagilimi i¢in ortalama y6niin dairesel standart hatasi oy;

OCyM = ! = 0,0372272
/50(0.9620959)(15)
olarak hesaplanir. Test istatistigi;
_ sin(102.0746 —100) — 0.9724258

n

0.0372272

bulunur. |O.9724258| < 1.9604 oldugundan 0.05 anlamlilik seviyesinde Hp

hipotezi kabul edilir. Orneklem ortalama y&nii 100°’ye esittir.
8.1.5. Ortalama yon icin ardisik testler

Bu kesimde, von Mises dagilimindan tiiretilen veriler i¢in ilk olarak
yogunlasma parametresinin bilindigi durumda ortalama yon icin ardigik test olan
U-testi, ardindan yogunlasma parametresinin bilinmedigi durumda kullanilan
V-testinin uygulamalar1 yapilacaktir. Bu testlerin Dbilgisayar ortaminda
yapilabilmesi amaciyla, S-Plus’ta ayr ayr1 programlar1 yazilmistir. Bu programlar
yardimiyla, arastirmacilar onceden belirledikleri birinci ve ikinci tip hata
olasiliklarinda, kurduklar1 hipotez dogrultusunda U-testi ile V-testi igin sinir
degerlerini ve asama asama test istatistidi degerlerini gorebilmekte ve testi
sonuglandirabilmektedirler. Yazilan programlar EK-4’te verilmektedir. U ve V

testlerine iliskin algoritmalar asagida verildigi gibidir:
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U-testinin algoritmasi:

Adim 1: «, w, w1, o, f degerlerini belirle

Adim 2: v ve » degerlerini hesaplattir

Adim 3: Alt ve tist sinir degerlerini hesaplattir

Adim 4: i-inci gozlem degerini gir ( =1, ..., n)

Adim 5: Test istatistigi < Alt simir ise Hy kabul. i gozlemden sonra iterasyon
durur

Adim 6: Test istatistigi > Ust siur ise Hy red. i gézlemden sonra iterasyon durur

Adim 7: Alt sinir < Test istatistigi < Ust sinir ise bir gézlem daha ekle ve Adim

4’e git

V-testinin algoritmasi:

Adim 1: A4y, o, f degerlerini belirle

Adim 2: A; degerini hesaplattir

Adim 3: Alt ve iist sinir degerlerini hesaplattir

Adim 4: i-inci gézlem degerini gir (i =1, ..., n) |

Adim 5: Test istatistigi < Alt sinir ise Hy kabul. i gézlemden sonra iterasyon
durur

Adimm 6: Test istatistigi > Ust siir ise Hy red. i gézlemden sonra iterasyon durur

Adim 7: Alt siir < Test istatistigi < Ust simir ise bir gozlem daha ekle ve Adim

4’e git

Test edilecek hipotezler;

Hy: p=105°
H;: g=100°

bigiminde kurulsun.
K = 13.45585 degeri bilindigine gore; a = 0.05 ve f= 0.10 hata olasiliklan
secildiginde, U-testi i¢in elde edilen bilgisayar ¢iktist agagida verilmektedir:
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lower limit---> -2.25129179860649
upper limit---> 2.89037175789616

Observation No Theta Test statistics
1 87.62306 0.301384459497434
92.97328 0.495669153855559
3 76.55710 1.00920897291002
4 141.89947 0.264125071199501
5 96.74280 0.381879843757719
6 100.34360 0.426049597743889
7 104 .45389 0.386026267675253
8 97.99723 0.478183818011891
9 89.94386 0.733378961543391
10 83.82249 1.10930114679813
11 85.51894 1.45213699931688
12 101.91036 1.46421728858088
13 103.36845 1.44642532578375
14 92.89950 1.64220065658803
15 94.34748 1.80866595823194
16 114.17793 1.5710624486873
17 81.27442 1.99605192898612
18 110.32594 1.83621278118561
19 102.97693 1.82644168738494
20 117.73713 1.51793105947162
21 116.84536 1.22708542045037
22 107.73308 1.12001945101823
23 95.79061 1.25716701296877
24 114.78015 1.00749390854477
25 100.14020 1.05582765347201
26 72.45115 1.6436300891441
27 65.03213 2.35771565769417
28 82.29468 2.76315378924454
29 70.21753 3.39011130803455

Alternative hypothesis is accepted.

After 29 observations iteration is stopped.

Bu sonuglara gdre, n = 29 gozlemden sonra iist siir asildigt i¢in siire¢
sona ermektedir ve Hy hipotezi reddedilir. Sonug olarak U-testine goére ortalama
y6n 100° olarak bulunmustur.

Yogunlagsma parametresinin bilinmedigi varsayilsin. Buna gore V-testi

uygulamak gerekmektedir. Buradaki hipotezler 6rnegin,

Ho: 6=0.145
Hi: 6=-0.145

olarak kurulmus olsun. o= 0.05 ve = 0.10 hata olasiliklan se¢ildiginde, V-testi

icin elde edilen bilgisayar ¢iktis1 asagida verilmektedir:
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lower limit---> -2.25129179860649
upper limit---> 2.89037175789616

Observation No Theta Test statistics
1 87.62306 -0.289750483829972
2 92.97328 -0.579360096018346
3 76.55710 -0.861414701881168
4 141.89947 -1.04035721667345
5 96.74280 -1.32835135189326
6 100.34360 -1.61363847289753
7 104.45389 -1.89445963668165
8 97.99723 -2.18163932919708
9 89.94386 -2.47163918999699

Null hypothesis is accepted.

After 9 observations iteration is stopped.

Bu sonuglara gore, n = 9 gozlemden sonra alt siur asildifi i¢in siire¢ sona

ermektedir ve Hy hipotezi kabul edilir.

8.2. Meteorolojik Verilere Uygulama

Dairesel verilerin en ¢ok kullanildig: alanlardan birisi meteorolojik gbzlem
calismalandir. Calismada incelenen yontemlerin gercek veriler iizerinde
uygulanmas: amaciyla, Anadolu Universitesi Sivil Havacilik Yiiksekokulu
Meydan Meteoroloji Istasyon Miidiirliigti'nden, Anadolu Universitesi havaalam
icin Ol¢lilmiis olan riizgar yonlerinden olusan veri degerleri elde edilmistir. Bu
veriler ardigik agisal gozlemlerden olusmaktadir. G6zlemler 15°er saniyelik zaman
araliklarinda Olgtilmektedir. Dolayisiyla ardisik veridir. Bu kesimde, 6nce
Kesim 8.1.°de oldugu gibi, elde edilen veriler paket programlar yardimiyla
sematik olarak verilecek, tanimlayici istatistikleri elde edilecek ve ¢alismanin
temel amaci olan dairesel verilerde ardisik ¢6ziimleme konusu igerisinde verilen
U-testinden elde edilen sonuglarin degerlendirmesi ve yorumlari yapilacaktir.

Uygulamada ele alinan veriler 28 Eyliil 2002 tarihinde saat 12:00’dan
18:00’a kadar yapilan S’er dakikalik riizgar yont 6l¢limlerinden olusmaktadir.
Oncelikle bu gozlem degerleri icin inceleme yapilacak, ardindan 28 Eyliil 2002
tarihindeki g6zlemler temel alinarak 29 Eyliil 2002 tarihindeki ortalama yon i¢in

ardisik test uygulanacaktir.
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8.2.1. Riizgar yonii verilerinin sematik gosterimleri

28 Eyliil tarithinde saat 12:00°dan 18:00°a kadar toplam 73 riizgar yonii
elde edilmigtir. Bu gézlem degerleri igin Oriana paket program kullanilarak elde
edilen dairesel grafikler asagida verilmektedir.

Sekil 8.5.’te, verilerin 1. tiir ham veri grafigi goriilmektedir.

e

Sekil 8.5. Riizgar yonii verilerinin ham veri grafigi

Sekil 8.6.°da, riizgar yonii verilerinin 10°’lik grup genisligi secildigi

durumdaki dogrusal histogrami goriilmektedir.
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Sekil 8.6. Riizgar yonii verilerinin dogrusal histogram:i

Sekil 8.7.’te, riizgar yo6nii verilerinin 10°’lik grup genisligi segildigi

durumdaki dairesel histogrami goriilmektedir.

Sekil 8.7. Riizgar yonii verilerinin dairesel histogrami
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Sekil 8.8.°de, riizgar yonii verilerinin 10°’lik grup genisligi segildigi

durumdaki giil semasi goriilmektedir.

no—1

Sekil 8.8. Riizgar ydnii verilerinin giil semasi

Sekillerde goriildiigli gibi veriler 175°-294° araliginda degerler almakta ve

dagilimin sekli von Mises dagilimina uymaktadir.

8.2.2. Tammmlayici istatistiklerin hesaplanmasi

Belirlenen giin ve saat igin secilen 73 g6zlem degeri i¢in S-Plus ve Oriana

paket programlari kullanilarak elde edilen tanimlayici istatistik degerleri;

Ortalama Yon: 8 =240.968°

Bileske Uzunlugu: R = 64.46779

Ortalama Bileske Uzunlugu: R = 0.8831204
Yogunlasma Parametresi tahmini: £ = 4.576622
Dairesel Varyans: V= 0.1168796

Dairesel Standart Sapma: v=28.57°

Dairesel Standart Hata: o= 3.34°
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olarak bulunur.

8.2.3. Ortalama yon icin ardisik test

Bu kesimde, 29 Eyliil 2002 tarihinde saat 12:00°dan baslayarak 6lgtimler
ardisik olarak elde edilmigtir. Veriler i¢in yogunlasma parametresinin bilindigi
durumda ortalama yon igin ardisik test olan U-testi uygulanacaktir. Bu nedenle 14
degeri olarak 28 Eyliil 2002 tarihinde elde edilmis olan ortalama y6n kullanilacak,
29 Eylil 2002 tarihinde de ortalama y6niin bu degere esit olup olmadigi test
edilecektir. Bunun i¢in alternatif hipotez olarak z4 = 230° degeri alinsin.

Buna gore, test edilecek hipotezler;

Ho: 1=241°
H;: g=230°
olacaktir.

28 Eyliil tarihinden &= 4.576622 degeri bilindigine gére; « = 0.05 ve
[ = 0.10 hata olasiliklar1 secildiginde, U-testi igin bilgisayar c¢iktis1 asagida

verilmektedir:

T e Y N L
o U
Rl ey e o ¥
WEE G R
Ehr QRO
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lower limit---> -2.25129179860649
upper limit--->2.89037175789616

Observation No Theta Test statistics
1 251 -0.234448109529761
2 261 -0.612135304982304
3 231 -0.543303174886509
4 217 -0.264931939696171°
5 226 -0.120135747830682
6 240 -0.188967877926477
7 227 -0.0592947466996328
8 233 -0.0210274773922684
9 233 0.0172397919150959
10 241 -0.0668456445202896
11 250 -0.286503911705044
12 230 -0.202418475269658
13 235 -0.194762689523755
14 245 -0.339558881389244
15 251 -0.574006990919005
16 248 -0.763889368816257
17 243 -0.878399939712512
18 243 -0.992910510608767
19 243 -1.10742108150502
20 234 -1.08445605629382
21 , 221 -0.86479778910906
22 228 -0.750287218212805
23 255 -1.04313582867026
24 255 -1.33598443912772
25 234 -1.31301941391651
26 239 -1.3665772707391
27 246 -1.52645241692052
28 260 -1.89026261589827
29 248 -2.08014499379552
30 248 -2.27002737169277

Null hypothesis is accepted.

After 30 observations iteration is stopped.

Bu sonuglara gére, n = 30 g6zlemden sonra alt sinir asildig: i¢in siire¢ sona
ermektedir ve Hy hipotezi kabul edilir. Sonug olarak U-testine gére ortalama yon
241° olarak bulunmugtur. Buna gére 29 Eylil tarihinde de saat 12:00 ile 18:00
saatleri arasindaki ortalama riizgar yonii 241° olacaktir. Dolayisiyla 29 Eyliil
tarihinde Anadolu Universitesi havaalanindan kalkis ya da inis yapacak olan

ucaklar bu riizgar yonii bilgisinden de yararlanabileceklerdir.
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8.3. Sonuclar ve Tartisma

Onceki kesimlerde verilen test sonuglarindan da goriildiigii gibi, ardistk
test sabit Orneklem hacimli testlere gore Omeklem hacmi yéniinden daha
avantajlidir. Ozellikle verilerin ardigik olarak geldigi arastirmalarda bu tiir ardisik
testlerin kullanim kolaylik saglamaktadir.

Yapilan herhangi bir ¢aligmada elde edilen gézlem degerleri dogrusal ya
da dairesel olabilmektedir. Fakat, dairesel verilerin kullamldig1 arastirmalarda
bilinen istatistiksel yo6ntemlerin kullamlmasi arastirmaciyr yanlis sonuglara
gotiirmektedir. Bu c¢alismada, dairesel veriler icin istatistiksel g&sterim
yontemleri, tammlayici istatistiklerin hesaplanmasi, ortalama yon icin hipotez
testleri ve verilerin ardigik olarak geldigi durumlarda kullanilan ortalama y6n testi
incelenmistir.

Giinlimiizde yapilan arasgtirmalarin ¢ogunda orneklem hacmi onceden
belirlenen sabit bir degerdir. Sabit 6rneklem hacimli test siirecinde 6rneklemin
onceden belirlenmesi gerekir. Bu yontem uygulamada ¢ogu kez zaman kaybina ve
yiiksek bir maliyete neden olmaktadir. Ardisik test kullanildiginda bu zorluklar
giderilebilmektedir. Test i¢in, 6rneklem hacminin 6nceden bilinmesine gerek
yoktur. Omeklem hacmi bir rassal degiskendir. Test, tek bir gozlemle baslar ve
gerekli istatistikle karsilagtirilarak hipotezler hakkinda bir karara ulasilana kadar
devam eder. Boylece orneklem hacminde biiyiik tasarruf saglanmis olur (Peker
1998).

Calismada kullanilan meteorolojik veriler ardisik olarak geldigi igin,
Ol¢tim sonuglar1 seri halde elde edilmektedir. Bundan dolay1, sabit 6rneklem
hacimli testlerin kullanilmasi uygun degildir. Elde edilen birikimli verileri ardigik
olarak test etmek daha uygun bir yoldur. Bu amagla ¢alismada, verilerin ardisik
olarak geldigi dairesel riizgar yonii verilerinin testi i¢in gelistirilen U ve V testleri
incelenmistir. Uygulama sonuglarinda da goriildtigii gibi, U-testi uygulanmasi
sonucunda riizgar yonii verileri igin toplam 73 gézlemin elde edilmesini beklemek
yerine 30 gozlem sonunda ortalama yoniin ne olacagi bulunmustur. Bu da
havaalanindan kalkis ya da inis yapacak olan ugaklar i¢in bir 6n bilgi saglayacak,

ucuslarim bu test sonuglarim da kullanarak gergeklestirebileceklerdir. Ayrica,
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hazirlanmis olan programlar yardimiyla da istenen hata olasiliklarinda kag
g6zlemle testin sonuglandirilabilecegi gériilmektedir. Uygulanan test sonucunda
istenen verim elde edilememigsse, hata olasiliklar iizerinde degisikler yapilarak

program sayesinde kolayca sonuca ulasilabilmektedir.
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EKLER

EK-1  Bessel fonksiyonlarina iliskin formiiller

1. Birincti tiir, p-inci sira doniistiiriilmiis Bessel fonksiyonu

o0 1 P 2r+p
S ———
ol r+p+ DI (r+D\2
0 2r+p
= ——L—F) , p=1,2,..
ro(r+ PN\ 2
1 27 p
2. I,(x)=— |cospBe®"do
p () > Of p

3. Birinci tiir, sifirinci sira doniistiirilmiis Bessel fonksiyonu

© p 2r
Io(x) = Z (5)

o>

1 2 z
4. To(x)=— J’ekcosed9= J‘e/ccosé?dg
7 0

1
7
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p = 2 igin, I(x) ve A,(x) degerlerini hesaplamak amaciyla, bu
fonksiyonlarin p = 0 ve p = 1 i¢in degerlendirilmesi yeterlidir. Bundan sonra,

asagidaki iliskiler p = 2, 3, ... i¢in kullanilabilmektedir.

2(p-1)

5. Ip(K)ZIp_z(K')—- -

Ip~1(’()

2(p-1
6. Ap() = Ap 2 (0)-2E=D 1)
Ozel olarak,

7. L) =To() 1)
4
8. I3(’f)=11(’f)—-’;*12('<)

9. Ay(x) =1—£A1(K)
K



10. 43(6) = 4 () = = 4y (%)
11. Iy (6) = L (k)

12. i{rcll(K)} =xlp(x)
dx

13,17 (0= To () - -2 = Lfig (1) +1,0)]
I
14. A, (x) =If)’—((":_))- , p=0,1,2, ...

15. p-inci sira standart Bessel fonksiyonu

0 2r+p
Jp (&)= D () {T(p+r+DI(r +1)}“(§)

r=0
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EK-2  Von Mises dagihminda verilen R degerleri igin £ en ¢ok olabilirlik
tahminleri
R £ R £ R £
0.00 0.00000 0.35 0.74783 0.70 2.01363
0.01 0.02000 0.36 0.77241 0.71 2.07685
0.02 0.04001 0.37 0.79730 0.72 2.14359
0.03 0.06003 0.38 0.82253 0.73 2.21425
0.04 0.08006 0.39 0.84812 0.74 2.28930
0.05 0.10013 0.40 0.87408 0.75 2.36930
0.06 0.12022 0.41 0.90043 0.76 2.45490
0.07 0.14034 0.42 0.92720 0.77 2.54686
0.08 0.16051 0.43 0.95440 0.78 2.64613
0.09 0.18073 0.44 0.98207 0.79 2.75382
0.10 0.20101 0.45 1.01022 0.80 2.87129
0.11 0.22134 0.46 1.03889 0.81 3.00020
0.12 0.24175 0.47 1.06810 0.82 3.14262
0.13 0.26223 0.48 1.09788 0.83 3.30114
0.14 0.28279 0.49 1.12828 0.84 3.47901
0.15 0.30344 0.50 1.15932 0.85 3.68041
0.16 0.32419 0.51 1.19105 0.86 3.91072
0.17 0.34503 0.52 1.22350 0.87 4.17703
0.18 0.36599 0.53 1.25672 0.88 4.48876
0.19 0.38707 0.54 1.29077 0.89 4.85871
0.20 0.40828 0.55 1.32570 0.90 5.3047
0.21 0.42962 0.56 1.36156 0.91 5.8522
0.22 0.45110 0.57 1.39842 0.92 6.5394
0.23 0.47273 0.58 1.43635 0.93 7.4257
0.24 0.49453 0.59 1.47543 0.94 8.6104
0.25 0.51649 0.60 1.51574 0.95 10.2716
0.26 0.53863 0.61 1.55738 0.96 12.7661
0.27 0.56097 0.62 1.60044 0.97 16.9266
0.28 0.58350 0.63 1.64506 0.98 25.2522
0.29 0.60625 0.64 1.69134 0.99 50.2421
0.30 0.62922 0.65 1.73945 1.00 o
0.31 0.65242 0.66 1.78953
0.32 0.67587 0.67 1.84177
0.33 0.69958 0.68 1.89637
0.34 0.72356 0.69 1.95357




105

EK-3  Von Mises dagiliminda verilen x degerleri i¢in p = A(x) bileske
uzunluklar

K p K 0 K o

0.0 0.00000 3.5 0.84110 7.0 0.92553
0.1 0.04994 3.6 0.84616 7.1 0.92663
0.2 0.09950 3.7 0.85091 7.2 0.92770
0.3 0.14834 3.8 0.85537 7.3 0.92874
0.4 0.19610 3.9 0.85956 7.4 0.92975
0.5 0.24250 4.0 0.86352 7.5 0.93072
0.6 0.28726 4.1 0.86726 7.6 0.93168
0.7 0.33018 4.2 0.87079 7.7 0.93260
0.8 0.37108 4.3 0.87414 7.8 0.93350
0.9 0.40984 4.4 0.87732 7.9 0.93438
1.0 0.44639 4.5 0.88033 8.0 0.93524
1.1 0.48070 4.6 0.88320 8.1 0.93607
1.2 0.51278 4.7 0.88593 8.2 0.93688
1.3 0.54267 4.8 0.88853 8.3 0.93767
1.4 0.57042 4.9 0.89101 8.4 0.93844
1.5 0.59613 5.0 0.89338 8.5 0.93919
1.6 0.61990 5.1 0.89565 8.6 0.93993
1.7 0.64183 52 0.89782 8.7 0.94064
1.8 0.66204 53 0.89990 8.8 0.94134
1.9 0.68065 5.4 0.90190 8.9 0.94202
2.0 0.69777 5.5 0.90382 9.0 0.94269
2.1 0.71353 5.6 0.90566 9.2 0.94398
2.2 0.72803 5.7 0.90743 9.4 0.94521
2.3 0.74138 5.8 0.90913 9.6 0.94639
24 0.75367 59 0.91078 9.8 0.94752
2.5 0.76500 6.0 0.91236 10 0.94860
2.6 0.77545 6.1 0.91389 12 0.95730
2.7 0.78511 6.2 0.91536 15 0.96607
2.8 0.79404 6.3 0.91678 20 0.97467
2.9 0.80231 6.4 091816 24 0.97937
3.0 0.80999 6.5 0.91949 30 0.98319
3.1 0.81711 6.6 0.92078 40 0.98739
3.2 0.82375 6.7 0.92202 60 0.99163
3.3 0.82993 6.8 0.92323 120 0.99582
3.4 0.83570 6.9 0.92440 0 1.00000
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EK-4  S-Plus Paket Programinda dairesel veriler i¢in kullanilan fonksiyonlar

1. Von Mises Dagilimindan Veri Tiiretimi (rvin komutu)

function(n, mean, k)
{
vim <- ¢(1.:n)
a<-1.+(L.+4.*(K2)"0.5
b <-(a- (2. ¥ 2)*0.5)/(2. * k)
r<-(l1.+b"2.)/(2. * b)
obs <- 1.
while(obs <=n) {
Ul <-runif{(1., 0., 1.)
z <- cos(pi * Ul)
f<-(lL.+r*2z)/(r +2)
c<-k*(r-9
U2 <- rumif(1., 0., 1.)
iflc ¥(2.-¢)-U2>0.) {
U3 <- runif(1., 0., 1.)
vm[obs] <- sign(U3 - 0.5) * acos(f) + mean
vm[obs] <- vm[obs] %% (2. * pi)
obs <- obs + 1.

}
else {
if(logb(c/U2) + 1. - ¢ >=0.) { ‘
U3 <-unif(1.,0., 1)
vm[obs] <- sign(U3 - 0.5) * acos(f) +
mean
vmfobs] <- vinfobs] %% (2. * pi)
obs <- obs + 1.
}
}
}
vm
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circ.disp komutlari)

function(data)

{

n <- length(rad(data))

sinr <- sum(sin(rad(data)))

cosr <- sum(cos(rad(data)))

tho <- sqrt(sinr*2. + cosr*2.)/n
mean.dir <- deg(atan(sinr, cosr))
result <- data.frame(n, mean.dir, rho)
result

function(data, bias = F)

{
mean.dir <- circ.mean(data)
kappa <- Alinv(mean(cos(rad(data) - rad(mean.dir))))
if(bias =T) {
kappa.ml <- kappa
n <- length(rad(data))
if(kappa.ml < 2.)
kappa <- max(kappa.ml - 2. * (n * kappa.m)"
-1.,0)
if(kappa.ml >=2.)
kappa <- ((n - 1.)*3. * kappa.ml)/(n"3. + n)
H
kappa
}
function(data)
{

n <- length(rad(data))

¢ <- sum(cos(rad(data)))
s <- sum(sin(rad(data)))
I <- sqrt(c”2. +s"2.)
rbar <- r/n

var <- 1. - rbar
data.frame(n, r, rbar, var)
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2. Tanimlayici Istatistiklerin Elde Edilmesi (circ.summary, estkappa,



EK-4 (Devam)

3. U-Testi

function(theta, kappa, mu0, mu1, alpha, beta)

{

# circular library must be ioaded
nu1 <- (mu0 + mu1)/2

nu2 <- (mu0 - mu1)/2

A <- (1 - beta)/alpha

B <- beta/(1 - alpha)

alt <- log(B)

ust <- log(A)

cat("\n lower limit--->", alt, "\n", "upper limit--->", ust,
"\n")

cat("Observation No","  Theta",

Test statistics \n")
n <- nrow(theta)
i<-1
kosul <- 0
while(i <=n) {
kosul <- kosul + ((-2) * kappa * sum(sin(rad(theta[
i, 1) - rad(nu1)) * sin(rad(nu2))))
cat(" " i," ", theta[i, ]," "
kosul, "\n")
if(kosul <= alt) {
cat("\n Null hypothesis is accepted. \n")
cat("\n After", i,
"observations iteration is stopped. \n"

)

return()

if(kosul >= ust) {
cat("\n Alternative hypothesis is accepted. \n"

)
cat("\n After", i,

"observations iteration is stopped. \n"

)

return()

}

i<-i+1

}
cat("\n ADD AN OBSERVATION")
return()
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EK-4 (Devam)

4. V-Testi

function(theta, delta0, alpha, beta)

{

# circular library must be loaded
deltal <- -1 * delta0
A <- (1 - beta)/alpha
B <- beta/(1 - alpha)

alt <- log(B)

ust <- log(A)

cat("\n lower limit--->", alt, "\n", "upper limit--->", ust,
ll\n\nll)

cat("Observation No"," Theta", " Test statistics \n"

n <- nrow(theta)
i<-1
while(i <= n){
thetanew <- matrix(c(), ncol = 1, nrow = i)
for(j in 1:0) {
thetanew]j, ] <- theta[j, ]
}

kosul <- 2 * delta1 * sum(sin{rad(thetanew)))
cat(" ",i," ", thetanewl]i, ],
" ", kosul, "\n")
if(kosul <= alt) {
cat(™n Null hypothesis is accepted \n")
cat("\n After”, i,
"observations iteration is stopped. \n"

)

return()

if(kosul >= ust) {
cal("\n Alternative hypothesis is accepted \n")
cat("\n After", i,
"observations iteration is stopped. \n"

return()

}

p<-i+1
}
cat("n ADD AN OBSERVATION \n")
return()



