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OZET
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OLASILIK DAGILIMLARININ KARAKTERIZASYONU
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dali

1. Damigman : Prof. Dr. Ismihan BAYRAMOGLU
2. Damisman : Prof. Dr. Ersoy CANKUYER
2001, 72 sayfa

Bu tezde olasilik dagilimlarim1 karakterize eden, yani
onlarin belirlenmesini saglayan teoremler incelenerek yeni bazi
karakterizasyon sonuglar: elde edilmistir. Bu tiir sonuglar tek bagina
onemli oldugu gibi modelleme ile ilgili ¢alismalarda ve uygunluk
(goodness-of-fit) testlerinin gelistirilmesinde de 6nemli olabilirler.

Bazi dagilimlara ait 6zellikler incelenerek agagida 6zetlenen yeni

karakterizasyon teoremleri ispatlanmistir.
1) Xpom) = 160+ -€m,y & ~ U(0,1) ise F ~ U(0,1).
) Xim EViVa-+ Vi, Fy(z) =1i, 0<z < 1ise F ~U(0,1).

P 1-z%" | A>0icnz>1
3) X mzl "'maP ;< = - ’ .. -
) Xuem) péica € (e < 2) {m—ﬁl ,B<0icin0<z<1

B>0icinz >0
’ ,6<Oigin0<z5——% :
4) X L Wi+ Wo)%, Fu(z)=1~e" z>0ise
Flz)=e=", >0, §>0,
5) Xue) — Xva) <x L(2) ve F belli bir simftan ise F' diizgiin dagilimdir.

ise F(z)=1-(1 -i—,@cc)'ﬁ—1

Anahtar Kelimeler: Sira Istatistigi, Rekor Degeri, Karakterizasyon
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ABSTRACT

PhD Thesis-:
CHARACTERIZATION OF PROBABILITY DISTRIBUTIONS

GUVENC ARSLAN

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Statistics Program

Supervisor : Prof. Dr. Ismihan BAYRAMOGLU
Co-supervisor : Prof. Dr. Ersoy CANKUYER
2001, 72 pages

In this thesis, characterization of probability distributions, that
is theorems to determine distributions, has been investigated and
some new characterization results have been obtained. Such results
being of importance on their own may also be important in modeling
and in the development of goodness-of-fit tests.

By investigating properties of some distributions new
characterization theorems, summarized below, have been proved.

1) If Xpim) < €160+ €m, & ~ U(0,1), then F ~ U(0,1).
2) If Xiym = ViVa- - Vi, Fy(z) =2f, 0<z <1, then F ~ U(0,1).
3) I Xuwm L %5152---57,1, Ple; <z)= { i__ﬁ-l; ? : gii iffifoﬂ <0’

>0, i8>0
' 0<z< -4, fB<0"
4) If Xpm S (Wy+---Wo)7%, Fy,(z) =1—e"%, >0, then
Flz)=e*",2>0,6>0.

5) If Xuwe) — Xvq Lx L) and F belongs to some class of distributions,
then F' is uniform.

then F(z) =1— (1+Bz)""

Keywords: Order Statistics, Record Value, Characterization
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiziNi

. T{a+b a— -
Beta(a, b) : Beta dagiimy; f(z) = r—(f'zTF('l%x 11— z)b-1,
0€£2<1,a>0,6>0
EX : X rasgele degiskeninin beklenen degeri

Gamma(a,B) : Gamma dagihmi; f(z) = -f({l—)x“‘lﬂ’ae‘“/ﬂ,

z>0,a>0,8>0

O(f(z)) :  Belirli z degerleri (6rnegin a < = < b) icin |g(z)| < M |f(z)]
esitsizligini saglayan herhangi bir g(z) ifadesi !

R :  Gergel sayilar

Uf(a,b) : Diizgiin dagihm; f(z) = 75, a<z <b,a<b

X<y : X ve Y nin dagilmlan esittir

Xim :  k na sira istatistigi

XL(n) : n yinci alt rekor degeri

Xv(n) : n yinci st rekor degeri

1 Bu gosterimle ilgili daha ayrintih bilgi 8rnegin (Knuth 1968) kitabinda bulunabilir.



1. GIRIS

Bu ¢alismada 6zellikle son yillarda biyik gelisme goriilen ve literatiirde
olasihik dagilimlarimin karakterizasyonu olarak gecen konu incelenmistir.
Karakterizasyon ¢aligmalarinin amaci olasilik dagilimlarini belirleyen 6zellikleri
ortaya cikarmaktir. Boylece belli sartlar altinda sadece incelenen dagilima
ait olan ozellik (veya ozellikler) elde edilir. Bu tiir ¢ahismalarim hem kendi
basina hem de uygulamalar acisindan 6nemi biiyiiktir. Tabi elde edilen
sonuclar modelleme ile ilgili baz1 problemlerde kolaylik saglarsa sonuglar daha
da ilging olacaktir. Ornegin, dagilimlar iizerindeki varsayimlarin sonuclarina
151k tutan veya model varsayimlan igin hipotez testleri gelistirme potansiyeli
olan karakterizasyon sonuclar1 daha cok ilgi cekecektir. Buna iyi bir ¢rnek
olarak istel dagilimi karakterize eden su klasik sonug gosterilebilir: Herhangi
bir n pozitif tamsayis1 igin Xj, ..., X,, rasgele secilmis bir ¢rneklem olmak
izere X; (i = 1,...,n) rasgele degiskeninin tistel dagilmis olmasi icin gerek
ve yeter kosul her n pozitif tamsayisi i¢in X; ile n-min(X;, Xs, ..., X,,) rasgele
degiskenlerinin aym dagilima sahip olmalandir.

Modellemeyle ilgili olarak soylenenlere az da olsa agqkhk getirmek
amaciyla su ornek durumu ele alahm. Bir mihendis bir tiir lifin demet
halinde dayamikhligini 6lgmek istiyor. Demetteki herhangi bir lif koparsa
demetin giivenilirligi bozulacag icin ilk lif kopana kadar gecen siire 6zellikle
onemlidir. S6z konusu miihendis deneyler yapiyor ve sonunda kopmaya
kadar gegen sitirenin dagihmimin demetteki lif sayisindan bagimsiz oldugunu
gozlemliyor. Yani bir demette 5, 10 veya 15 adet lifin bulunmas: o demetin
kopma siiresini etkilememektedir. Bu lifin demet halinde dayanikhihg ile ilgili
cikarimlar yapabilmek icin her seyden once kopmaya kadar gecen siirenin
dagihimini bulmak gerekecektir. Bilinen bir karakterizasyon sonucuna goére
deney sonucunun bir Weibull modeline uygun oldugu ortaya cikmaktadir
(Arnold ve Huang 1995).

Goriildiigi gibi baz1 karakterizasyon sonuglan oldukga faydah bilgiler
saglamaktadir. Son Ornekte karakterizasyon ya.rdlmlyla incelenen dagihm

belirlenebilmistir. Bazen bunun tam tersi bir durum da s6z konusu olabilir.



Ornegin aym sistem igin az sayida bilesen ve ¢ok sayida bilesen durumlar
kargilagtirldiginda yasam egrileri birbirinden ¢ok farkh oldugu biliniyorsa
veya boyle oldugu tecriibelerden ortaya cikiyorsa aslinda bir ¢ok agidan cazip
olan iistel model kullanmaktan vazgecmek gerekecektir. Bunun nedeni de ilk
paragrafta belirtilen tistel dagilima ait 6zelliktir (bkz. s. 32, Teorem 3.13).

Bu caligmanin amac: literatiirde belli bir noktaya gelmis sonuglar
incelemek ve baz1 dagilimlara ait yeni karakterizasyon sonuclari elde etmektir.
Uzerinde c¢aligilmig olan dagilimlardan bazlar diizgiin, Frechét ve Pareto
dagilimlaridir. Sira istatistikleri ve rekor degerleri kullamlarak bu dagilimlar
icin bazi yeni karakterizasyon sonuglar: elde edilmistir.

Karakterizasyon caligmalarinda o6zellikle sira istatistikleri ve rekor
degerleri ¢ok tnemli bir yere sahiptir. Sonuglarin biiyiik bir ¢ogunlugunda
ya sira istatistikleri ya da rekor degerleri kullanilmistir. Bu nedenle ikinci
bslitmde baz temel kavramlar gozden gecirildikten sonra fi¢iincii bélitmde sira
istatistikleri ve rekor degerleri tammlanarak bunlarla ilgili temel dagilimlar

incelenmigtir.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Karakterizasyon ile ilgili caligmalarda rasgele'degiskenler iizerine getirilen
cesitli kogullar olmaktadir. Bunlardan en basiti rasgele degiskenlerin ya sadece
kesikli ya da sadece siirekli olmasidir. Ancak baz durumlarda daha genel haller
icin sonuglar da elde edilmektedir. Bu nedenle bu tiir sonuglar1 anlayabilmek
ve takdir edebilmek icin bazi kavramlarin bilinmesi gerekmektedir. Bu
diigiinceden hareketle burada rasgele degiskenler ile ilgili baz1 temel kavramlar

gozden gecirilecektir.

2.1. Olasihk Uzay:

2 bog olmayan herhangi bir kiime ve A da onun alt kiimelerinden olugan
bir kiimeler ailesi olsun. Eger ¢ fonksiyonu .4 da tamimh gercel degerli bir
fonksiyon ise ¢ bir kiime fonksiyonudur. Her A € A igin ¢(A) > 0 oluyorsa ¢
negatif olmayan bir kiime fonksiyonudur.

Bir €2 kiimesinin alt kiimelerinden olusan § kiimeler ailesi icin

1) 0eF,
2) A€FikenA°=Q—-A€F,

3) i=12,..icnA; € Fiken JA €T
ozellikleri saglaniyorsa § bir o cebridir. =
3§ bir o cebri ve ¢ de § iizerinde tanimh bir kiime fonksiyonu olsun. Bu
durumda ¢ asagidaki ozellikleri saglarsa toplamsal bir kiime fonksiyonudur:
) () =0 S
2) {4}, § de tamimh ayrik bir kimeler dizisi ise (| Ay) =3 o(A).
Herhangi bir ¢ cebri iizerinde tammh negatifzzcl)lmayariﬂbir kiime
fonksiyonuna ol¢i denir.
Q2 herhangi bir kiime olmak iizere § de ) kiimesinin alt kiimelerinden
olusan bir o-cebri olsun. P, § tizerinde tanumh bir 6l¢ii ve P(Q)=1 ise (2,§,P)

ticliisiine bir olasitk uzayr denir (Burrill 1972).



2.2. Rasgele Degigsken

(Q,5,P) bir olasiik uzay1 ve X : @ — R olsun. Eger ac R icin
X~([a,00)) kiimesi § ailesi icinde, yani {w € Q : X(w) > a} € § ise X
bir rasgele degiskendir. ‘

Uygulamalarda © kiimesi degisik olciimler yardimiyla gozlemlenebilen
bir deneyin sonuclarim gstermektedir. Bu 6lclimler deney sonuglarina sayilar
kars1 getirmektedir ve boylece rasgele degisken kavrami dogal bir bigimde
ortaya cikmaktadir.

Eger X bir rasgele degisken ise onun dagilim fonksiyonu

Fx(z) = P(X < z) (2-1)

olarak tamimlanir.
2.2.1 Mutlak Siirekli ve Tekil Degigkenler

(Q, €, 1) bir dl¢li uzayr olsun. @(E) = [, gdu ile tammlanan kiime
fonksiyonu toplamsal olup u(E) = 0 ise ¢(E) = 0 olur. 4 ile ¢ arasindaki bu
ozellik her toplamsal kiime fonksiyonunun bir integralden elde edilemeyecegini
hissettirmektedir. Bu nedenle stz konusu 6zellige sahip kiime fonksiyonlarim
karakterize etme problemi giindeme gelir.

Eger u(F) = 0 o6zelligini saglayan ve olgiilebilen her F kiimesi icin
©(F) = 0 oluyorsa ¢ fonksiyonu p ye gére mutlak siireklidir denir ve bu 6zellik
¢ < p ile gosterilir. Diger yandan 6lglilebilen her E kiimesi igin ¢(ENZ¢) =0
olacak sgekilde u olgiisii sifir olan bir Z kiimesi va-rsa, @ fonksiyonu p ye gore
tekildir denir ve buda ¢ L p ile gosterilir. O halde mutlak siirekli bir fonksiyon
u Olciisti sifir olan her kiimede sifir olurken tekil bir fonksiyon i¢in tam tersi stz
konusudur. Yani tekil bir fonksiyon ancak u élgﬁsﬁ sifir olan kiimeler iizerinde
sifirdan farkli degerler alabilir.

Agagidaki teorem (Lebesgue Decomposition Theorem) genel olarak
toplamsal bir kiime fonksiyonunun nasil oldugu hakkinda bilgi vermektedir.
Dagilim fonksiyonlar: 6zel toplamsal fonksiyonlar oldugu i¢in bu teorem aymi

zamanda dagihim fonksiyonlar i¢in de gecerli olacaktir.



Teorem 2.1. p 6lgiisti ve @ toplamsal fonksiyonu o sonlu olsunlar. O zaman
u ye gore @, mutlak siirekli ve o, tekil olmak izere tek olarak belirlenebilen ve
0 = @, + @, olacak sekilde @, ve @, toplamsal fonksiyonlars vardir. Ustelik
olciilebilen her F kiimesi icin

o.(6)= [ odu (2-2)

E
olacak bigimde sonlu degerler alan ve dlgilebilen bir g fonksiyonu vardar.

Bu teoremin 6zel bir durumu genelde Radon-Nikodym teoremi olarak
bilinmektedir.
Teorem 2.2. (Radon-Nikodym) p dlgtsii ve ¢ toplamsal fonksiyonu o
sonlu olsun. O zaman 6lgilebilen her E kiimesi icin

o (t) = / gdp (2-3)

E
olacak bicimde sonlu degerler alan ve dlgilebilen bir g fonksiyonu varder.

2.2.2 Kafes Tiirii ve Dejenere Dagilhimlar

X kesikli bir rasgele degisken olsun. a ve b gergel sayilar olmak tizere X
degiskeninin aldig: x; degerleri
zr=a+bk, k=12 .. (2-4)
seklinde ise X kafes tird (lattice) bir dagihmdir denir.
X kesikli rasgele degiskeninin tek bir noktada harig olasilhiklar sifir ise X

in dagilimi dejenere bir dagilimdir.



3. SIRA ISTATISTIKLERI, REKOR DEGERLERI VE KARAK-
TERIZASYON

Karakterizasyon ¢aligmalar: incelenirse ¢zellikle sira istatistikleri ve rekor
degerlerinin yogun bir gekilde kullamldig: gorilltir. Bu nedenle bu boliimde sira

istatistikleri ve rekor degerleri tamtilarak bunlarin dagilimlar: incelenmistir.

3.1. Tanmimlar ve Temel Dagilim Teorisi

3.1.1 Sira Istatistikleri ve Rekor Degerlerinin Tanimi

Sira istatistikleri bir c¢ok yerde ama oOzellikle de yasam analizi ve
guvenilirlik aragtirmalarinda dogal bir sekilde ortaya cikarlar. Burada
bunlardan bir kac tanesine ¢rnek vermek uygun olacaktir. Daha ¢ok bilgi
icin ornegin (Arnold ve ark. 1992) incelenebilir.

Ustel dagihm ile ilgili bir ¢ok 6ngérii probleminde ilgilenilen rasgele
degiskenler swra istatistiklerini icermektedir. Sira istatistiklerinin &nemini
vurgulayan bazi uygulamalar asagida siralanmigtir:

e Robust tahminciler: 6rnek ortalamasin aykir: degerlere kars: cok
hassas oldugu bilinmektedir. Oysa 6rnek medyan: veya merkezi sira
istatistiklerinin ortalamasi aykir1 degerlere karg: daha az duyarhdar.

e Aykin deger tespiti

e Censored sampling

e Malzemelerin dayanmkhlig

e Karakterizasyon ve uygunluk testleri
X1, Xa, ..., X, bir D C R kiimesi iizerinde taniml n adet rasgele degisken

olsun. Her w € D icin
Xin(w) ile X;(w), Xo(w), ..., Xn(w) lerin en kiiciik degeri,
Xom(w) ile X;(w), Xo(w), ..., Xn(w) lerin ikinci en kiiglik degeri,
(1)
Koin(w) ile X (w), Xo(w), ..., Xn(w) lerin en biiyiik degeri



gosterilsin. Bu durumda her w € D igin Xj,5(w) < Xpp(w) < ... < Xpn(w)
olacaktr.

Herhangi bir X;,(1 < ¢ < n) sra istatistigi X;, Xs, ..., X, rasgele
degiskenlerinin bir fonksiyonudur. Bunu daha iyi anlamak icin n = 3 iken
bir 6rnek incelenecektir (Sekil 3.1).

X(w)

1

f

v
=

Sekil 3.1. n=3 igin sira istatistiklerine bir 6rnek

i=1,..,7 olmak iizere A; = [w;_;,w;) olsun. O zaman

Xl(w),w € AT UAs U A7
Xl;g(w) = Xz(w),w € Ay U A; (3—2)
X3(w),w € Ay U As

Yani X, X5, ..., X, bir rasgele 6rneklemse ve artan sgekilde siralanirsa,
sira istatistikleri olarak adlandirilan yeni Xi.n, Xo.n, ---y Xnm rasgele degigkenleri
elde edilir.

Malzemelerin dayanmikhlig ile ilgili calismalarda ”"Ne kadar basing veya
kuvvet uygulanirsa incelenen malzeme dayanacaktir?” gibi sorular aragtirilir.
Bu gibi durumlar rekor degerlerinin incelenmesini gerektirir. Ornegin bir
malzemenin en disiik dayanma s tespit edilmek isteniyor. Bunun igin
ilk @irtin X, birim basing veya daha azina dayanana kadar test edilir. Eger
X: birim basing veya daha azina dayanmazsa basing kayit edilir aksi halde
ise ikinci tirtine gegilir. Ikinci tiriin igin ancak dayanma basinci X; den kiigiik

olursa kayit yapilir aksi halde bir sonraki tiriin test edilir. Bu sekilde genel



olarak m inci tiriin i¢in ancak X, < min(Xj, ..., X;n-1), m > 1 saglanirsa kayit
yapilir. Kayit edilen basing degerleri alt rekor degerleri olmaktadir.

Genel halde uygulamadan bagimsiz ola:r‘ak. rekor degerleri su sekilde
tammlanir. n > 1 i¢in Y, = max(Xj,...,X,) olsun. Eger Y; > Y, ,j > 1
oluyorsa Y; degerine {X,,n > 1} dizisinin bir ist rekor degeri denir. Yani
{Xn,n > 1} dizisindeki iist rekor degerleri ilk dizinin ardigik azami degerleridir.
Azami degerler yerine asgari degerler alinirsa alt rekor degerleri elde edilir ve

dizideki alt rekor degerleri ilk dizinin ardigik asgari degerleri olmaktadir.
3.1.2 Sira Istatistiklerinin Dagilimm

Yukarida verilen tamim oldukga geneldir. Bu haliyle sira istatistiklerinin
dagilimlanm incelemek ¢ok giictiir. Bu nedenle bundan sonra X, X, ..., X,
rasgele degigkenlerinin birbirinden bagimsiz ve aym F(z) birikimli dagilim
fonksiyonuna sahip olduklan kabul edilecektir.

Burada sira istatistiklerine ait dagilim ve 6zellikler (Arnold ve ark. 1992)
kaynagina bagh olarak yazilmmstir. Ancak baz yerlerde stz konusu kaynakta
verilmemis ayrintilar eklenmistir.

Rasgele degiskenlerin siirekli olsun. Sira istatistiklerinin dagilimlarim
elde etmek i¢in {z < X;., < z + éz} olaym ele alahm. Bu olay, X;, Xo, ..., X,
lerden i — 1 tanesinin z den kiigiik veya esit, bir tanesinin (z, z+ 6z} araliginda
ve n ~— ¢ tanesinin de z + 6z den biiylik olmas1 demektir. §z yeterince kiiglik
ise

nl . .
= 1)!(.n — [F(z))]" 1 - F(z + éz)]"*
x[F(z + 6x) — F(z)] + O((62)%)) (3-3)

yazilabilir. O((6z)?) , (z,z + éz] arah@inda birden fazla X, elemanimn

Plz < Xin<z+éz)=

bulunmas: olasiig olup (6z)? mertebesinde bir terimdir. Son ifadede limit

almarak X;., nin olasiik yogunluk fonksiyonu elde edilir;

fi:n(x) = ];[EO { = }
n! i »
= Ao Tim it @I - FE) (), (3-4)

-0 <<



Burada f(z), F(z) fonksiyonunun tiirevini yani olasilik yogunluk fonskiyonunu
gostermektedir.

Qimdi de iki sira istatistiginin ortak dagilimim bulalim. Bunun igin,
1 <4 < j < nolmak tizere, {z; < Xin < ; + 625,z < X < z; + 625}
olayim ele alalim. Bu olay, X7, Xs, ..., X, lerden ¢ — 1 tanesinin z; den kiiglik
veya egit, bir tanesinin (z;, z; + 6z;] araliginda, j —¢ — 1 tanesinin (z; + 6z;, ;]
arahiginda, bir tanesinin (z;,z; + dz;] arahginda ve n — j tanesinin z; + §z;
den biiyiik olmas1 demektir. O halde éz; ve 6z; yeterince kiiclik ise

P(l‘i < Xi:n <z + (5$i,$j < ij < Z; -+ 6.’13])
n! i-1
T G=DG—i- D) [F ()] |
x[F(z;) — F(z; + 6z;) "Y1 — F(z; + 6z;)]" (3-5)
X[F(CEi + (527,,) - F(Il:z)][F(CE] + (51']) - F(IJ)]

yazilabilir. O ((6z;)%6z;) ve O (6z:(6z;)?) sirasiyla, (z;, z;+6z;] ve (z;+6z;, 7;]

araliklarinda birden fazla X bulunmas: olasihiklaridir. Limit alinarak X;., ve
Xjn (1 €1 < j < n) sira istatistiklerinin ortak dagilim
fi,j:n(mia-’rj) =

_ lim P(a:, < X’i:n < T+ 5ilfi,$j < ij < Z; + 6.’13])
6.’17151’]'

62;—0,62;—0
nl

=GOl e 59)
x{F(z;) — F(z:) "Y1 = F(z;)}* 7 f(z:) f(z;) ,

—00<T; <T; <0

seklinde bulunur. O halde genel olarak 1< k < nvel <n; <ny, < .. <

ng < n olmak tizere Xn,m, Xnym, --» Xnem Sira istatistiklerinin ortak yogunluk

fonksiyonu
n!

Fraima s e (1,82, 00, T) = (ny — 1)!(ny — ng — 1)L..(n — ny)!
x F=(ay) f(21)[F(z2) = F(2)]™ ™7 f(22)-.[1 = F(@e)] ™™ f(zi) , (3-T)

21 S22 < ... ST

olarak bulunur. zg = —00, Zx11 = +00, ng =0, ngy; = n + 1 tammlanirsa
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fn1m2 y enEn (:L‘l,ﬂ?z, mk) =

T I

yazilabilir.

Kesikli rasgele degigkenler i¢in sira istatistiklerinin dagilimi genelde daha
karmagiktir. Tek bir sira istatistiginin dagilimindan baglayalim. Bunun igin
herhangi bir X gozlem degeri i¢in su tig farkli olay1 goz oniine alalim; {X < z},
{X =z}, {X > z}. Bu olaylarin olasiliklar: sirasiyla P(z—), p(z) ve 1 — P(z)
dir. {X.n} olay1i(n — ¢ + 1) farkh sekilde meydana gelebilir; » = 0,1,...,i—1
ve s =0,1,...,n — i olmak tlizere (i — 1 — 7) tane gozlem degeri z den kiigiik,

(n — i — s) tanesi z den biiyiik ve kalanlar1 ise = degerine esittir. O halde

)= ST RPEP TP

fin(z ,
o (f=1=r)(s+r+1l(n—1i-3s)!
olacaktir.
Slmdl 1 < 4 < 43 < ... < 4 < n ign Xil:n;Xiz:n, -~-7Xik:n

sira istatistiklerinin bilegik yogunluk fonksiyonu incelenecektir. Bunun igin
de once X1, Xom, ..., Xnn sSira istatistiklerinin ortak yogunluk fonksiyonu
bulunacaktir. 1 < m < n olmak iizere z; < z3 < ... < z, degerleri icin
(z1= .. = 2) < (Try41 = ... =Zp,)
< ol@rp i1 =Trpy) < (Tpp 41 = o =2Zr) (3-10)
1<rm<rm<...<rm=n

gecerli olsun. O zaman ry = 0 kabul edilirse

e [p(z, )]st (3-11)

fr2,.un(T1, T2, ooy Tn) = N S P
elde edilir. Bu son ifade bir integral olarak yazilabilir. Bunun igin ‘
D = {(u1,.up):u Sup <o < Up, (3-12)
P(z,,—) <w < P(z,,),1<s<m,rs_1 +1 <t <1y}
tanmimlanirsa
fie,. nn(Z1,Z2, ., Tn) = n!/duldu2...dun (3-13)

olur. 1 < s < m ve rg = 0 olmak {izere

Ag= {(ur,._1+1aur,,_1+2a "')uT'a) FUrg 41 < S Uy, Ve
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Up,_y+1 < t <y, igin P(zy,—) < up < P(zr,)} (3-14)
ise D = |-, As yazhabilir. Her bir A, kiimesinde belli sayida = degerleri
esittir; 2,,_,41 = .. = z,. DBu kiimelerdeki integraller agagidaki gibi
hesaplanir:

/durs L +1dUr, _y 2. AUy,

P(z,-s ur, 143 Urg_1+2

= / / / / dur, _;+1dUr, _ 1o...du,, (3-15)

P(xrs —) P(xrs"') P(x‘"s P(zr.s

O halde
/du,,s_lﬂdun_ﬁg...dun
As
P _ P . Tg—Ts~1 . Ts—Tgm1
— [ (:E"'a) (SE E] )] — [p(x s)] (3‘16)
(rs = T5-1)! (rs —rs_1)!
dir.
Simdi (3-13) kullanlarak 1 < 43 < 4 < ... < 4 < n

icin X, Xigin, .-y Xipm Sira istatistiklerinin bilegik yogunluk fonksiyonu

hesaplanacaktir. k <mnisez;, <z, <... <7y, i¢in

fiviizriwm(Tiys Tigy vy Tiy,) = Zf1,2,...,n;n(531,$2, ey Tn) (3-17)
Buradaki toplam z;,,2;,,...,z; hari¢ z; < 73 < ... £ z, kosulunu saglayan
x, degerleri tizerinden alinmigtir. O halde, D; kiimeleri z, degerlerinin degisik

bicimlerde egitlik durumularimi géstermek tizere

firvizsrinn (Tiys Tigy veey Ti ) ——n'Z/dU1du2 Adu, , (3-18)

U B,
UDz {(u1yortn) tur Sup < Sy, F(2,2) Sug, < Fzy,), 1 <r < K}

B«,- = {(uir—1+1’u’ir_1+27 -~-,u7',,.._1) .
Ui 41 S U 42 S e S S Uir} (3—-19)

icin

Ui Uip—1 Yip_1+2 Yip_1+2

/duz, (1% o duy o = / / / / du;, 4 1dus,_ 2. du; 1

Yip g Yip_y Yip_y  Uipy

_ (uir _uir—1)zr—zr ! :
B (Zr - ir—l - 1)' (3-20)
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oldugundan

fil,ig,...,ik:n(milrxiz, teey xik) = C(ilv i27 reey Zk: TL)

k
X / {H(u - ui,_l)ir"ir—l-l} (1 — u )" *dus, ...du;, (3-21)

B r=1

olarak hesaplanir. Burada ig = 0, ug =0,

k
C(il,ig, ...,ik;n) = n'/ {(TL - Zk)' H(lr - '1:7._.1 - 1)'} (3-—22)

r=1
ve
B = {(uiy, .y us) Uy S uiy < Sy, (3-23)
F(z,—-) <u, < F(z,),r = 11,42, ..., ik }- (3-24)

3.1.3 Sira Istatistiklerinin Momentleri

Mutlak siirekli bir dagilim fonksiyonuna sahip bir anakiitleden ¢ekilmis
bir 6rneklem igin sira istatistiklerinin momentleri (3-4) ve (3-6) formilleri
kullanilarak

(m) _ nl m i—1 . n—i B
Wy = ey | RN - F@P @ (32)
1<i<n, m=12,..
ve
(miymj) _ n!

Fogmn = = DG =i — 1)l(n — )
x / / 2T (@)Y F(z;) - F(z)}~dzdz;  (3-26)

—00<Lz; <T; <00

olarak bulunur.

Standart diizgiin dagilima ait swra istatistikleri kullanilarak (3-25)
formiilii daha sade bir bi¢imde yazilabilir.  Bunun igin ilk ©6nce sira
istatistiklerinin Snemli bir 6zelligi ifade edilecektir. '

Uin, Uzin..., Un.p siirekli standart diizgiin dagihmdan rasgele secilmig bir
ornekleme ait sira istatistikleri olsun. Eger F(z) stirekli ise U = F(z)
doniigiimii ile X rasgele degiskeni U standart diizgiin rasgele degiskenine
doniigiir. Bu durumda F(X;.,) ile U;., rasgele dagskenlerinin dagilimi birbirine
egittir. Bu kisaca

4

F(Xi:n) Ui:n , 1= 1, 2, ey (3_27)
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seklinde gosterilecektir.

F dagilim fonksiyonunun ters fonksiyonu

F~Y(y) = sup{z : F(z) <y} (3-28)
olmak {izere herhangi bir F' dagilim fonksiyonu igin
FY UYL X , i=1,2,..,n (3-29)
F~1 siralamay: koruyan bir fonksiyon oldugundan
FYUin) £ Xin » i=1,2,..,n (3-30)
olacaktur.
O halde (3-30) kullanlarak
T Y. (=) /{F )} (1~ )
1 < i<n, m= 1,2, (3-31)

Bu ifadede beta fonskiyonu bulundugu gézdniine ahnirsa g;.,(u) , Beta(i,n +

1 — ) yogunluk fonksiyonunu gostermek tizere

™ = /{F "gin(u)du, 1<i<n, m>1 (3-32)
yazilabilir.
3.1.4 Rekor Degerlerinin Dagilimi

Rekor degerlerinin dagihmlarini elde etmek igin X, Xs, ..., X,, rasgele
degiskenlerinin birbirinden bagimsiz ve aym birikimli dagihm fonksiyonuna
sahip olduklar1 kabul edilecektir.

Ust rekor degerlerinin olustugu indisler U(n), n > 1 ile gosterilirse,
U(l)=1veU(n) =min{j | j > U(n — 1), X; > Xy(n-1), n > 1} olacaktir.

[k once kesikli rasgele degiskenler ele alinacaktir. Bu durumda P(z)

birikimli dagilim fonksiyonu ve p(z) de olasilik fonksiyonu olmak tizere

. p(z1) p(z2) P(Tn-1)
f(xlvx% "‘)xn) - 1— P(.Tl) 1— P(Q?Q)l _ P(:L‘n_l)p(xn)’
—0 < 1 <T3< ... < Ty KOO (3-33)

Bunu gorebilmek igin n = 3 iken formiiliin nasil elde edildigi gosterilecektir.
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Sekil 3.2. Rekor degerleri i¢in 6zel bir durum

Sekil 3.2 deki durum igin
P(X, = z,Xyp) =22, Xye) =23 |[U(2) =2)

oo

— plavplen)ples) Y [P(a)} 339
= ple)p(Ep(e) S IPE) = p(eple)plen) T =57

Simdi U(2) =k, k£ > 2 olsun. Bu durumda U(3) = j ise j > k olmalidir.

Xj: X,

Sekil 3.3. Rekor degerleri i¢in érnek bir durum.
Ornegin Sekil 3.3 deki durum icin
P(X: = z1,Xyp) =22, Xue) =23|U(2) =k, U(3) =3)
= P(X =z, X< z1,..,X3_1< 11,
X = 23, X 1< g,y Xjo1< T, Xj= 23) (3-35)

= p(1)[P(21)]**p(z2) [P(2)~**Vp(zs).
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O halde
P(Xy = x1,Xu@) = T2, Xum) = z3)
= P(Xi1 =21, Xv@) = 22, Xv@) = 23|U(2) =2) (3-36)
+ ZP(X1 = 1, Xvup) = T2, Xue) =23|U(2) =k, U(3) =j).
k>2ve j, > k oldugundan
P(X: = z1,Xvue) = %2, Xy@) = 23)

= p(z1)p(za2)p(zs3) (3-37)

_ 1

1-—- P(l‘g)

+p Z Z -’131 k 2[P )]3-—(k+1)’
k=3

ve gerekli islemlerden sonra

P = 21, X = o0, X = ) = T2 g B p(a) (359

elde edilir. Genel halde aym yol izlenir ancak ayrintilar ve hesaplamalar daha

uzun olmaktadir.
Simdi rasgele degigkenler stirekli olsun. R(z) = —In(1 — F(z)), r(z) =

% = lfgff(z) tanimlarsak 0 < F(z) < 1 olmak tizere Xyq), Xv), - Xv(n)

rekor degerlerinin ortak yogunluk fonksiyonu
flz1,z2,..20) = r(z)7(22)..7(Tn=1) f(Zn),
-0 < 21<22<...< T, < OO (3-39)
olarak elde edilmektedir.

Bu formiiliin nasil elde edilebilecegini gormek icin Xy, Xu), Xu)
rekor degerlerinin ortak yogunluk fonksiyonunun elde ediligsi agagida
gosterilmigitir. Bunun igin ilk énce

P(X, < z1, Xy(e) < 12, Xy3) < 23)
=P (X1 <z, Xk, > X1, Xy > Xiey |U(2) = k2, U(3) = k3, ko =2,k3=3)
+P (X1 < zy, Xiep, > X1, Xieg > Xiy,

Xipr1 < Xigy ooy Xeg—1 < Xtgy Xz > Xiy [U(2) = ko, U(3) = k3, k2 = 2)

+ Z Z P(X: <21, X0 < X1, o0y Xigym1 < Xq, X, > Xy,
k=3 ka=kp+1 '
Xk2+1 < sz, ...,Xk3_1 < ng,Xka > Xk2| U(?) = ko, U(3) = k‘3),
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yani
P(X1 < 21, Xy(2) < 22, Xugz) < 23)
= > > P <z, Xa < Xpyy Xipo1 < X1, Xip > X1, (3-40)
ko=2 kz=ko+1
Xk2+1 < sz, ...,Xk3_1 < sz,Xk3 > szl U(2) = kz, U(3) = k3)
yazilirsa,

D= {(tl,tz,t;;) 100 <t <ty <i3 < 7Z3,t1 <21, < 272} (3—41)
olmak {izere

P(X; < 21, Xu(a) < 2, Xuz) < 23)

— i i Fre=2(t) ) Fra~(et (1) d F (¢, )d F (t5)dF (t3) .
/]

elde edilir.

Toplam icindeki integralin sinirlar: incelenirse integral bélgesinin
t; < min(¢g, z;)

t, < min(ts, ) (3-42)

ot
IA

Z3
olarak belirlendigi goriiliir. Yani

/ / / Fre=2(t,) Fra=(eat D) (£ VA F (4, d F (t5)dF (t3)
/5 :

z3 min(tz,z2) min(tz,z1)
- / / / Fk2—2(tl)Fka-(k2+1)(t2)dF(tl)dF(tz)dF(t3)(3-43)

-0 ——00 -0

Diger yandan
min(tz,z1) 1 sz"l( ) <t
_ = 1), 2
FR=2(4)dF () = { kz—liF"rl(h),m > o (3-44)

ko—1
-0

oldugundan z; < s icin
min(t3,z2) min(t2,z1)

Fr2=2(t)) Fra=(k2+ D) (1)) AP (¢, )d F (t2)
min(t3,z2)

- 7€——1—1F’°2‘1(:rl)F’““("?”Ll)(tg)dF(tg) (3-45)
—



ve 1 > ty igin
min(t3,z2) min(t2,z;1)

Fre=2(3) ) Fra=(ketD) (1)) d P (¢, )d F (t5)

min(t3,z2)
1
= w1 P () PR (1) dF (t) .

-0

Slmdl To < t3 icin
min(t3,z2)

1
ky—1

Fra1(g)) Fre=(at (1) F (1)
_ Fk2—1(1‘1) Fk3—k2($2)
T k=1 kys—ko

min(t3,z2)
1

7€____1_};1k:2—-1(tz)l;vk:g—(kz-kl)(tg)dljv(t2)
9 —

_ Fksl(gy)
= =D =) (71 2 %2 den)

, (z1 <ty den)

ve o > 13 1(;11’1

min(ts,z2)

1

k2 ~ 1sz—l(Il)Fka—(k2+1)(t2)dF(t2)

—0o0

_ Fra=l(g,) Fra=ka(t,)
T k=1 k3—k

min(t3,z2)
1

ko —1

_ )
(kg — 1)(k33_ 1)’ (z1 >ty den)

, (zy < t3 den)

Fra=Ll(ty) Fra=Cat D (1)) d P (85)

bulunur.

Sonugta
Dy = {(t1,t2,t3) 1 —00 <ty < t2 < z1,t3 < T3},
Dy = {(t1,tq,t3)
(
(

1 t—o0 <t <71 <ty <tz <2},
Dy = {(t

Dy = {tl,tg,tg .—'OO<t1<£E1<t2<$2<t3<$3}

t ,t2,t3) oo <t <t < 71,29 < I3 <.’133},

17

(3-46)

(3-47)

(3-48)

(3-49)

(3-50)

(3-51)



18

ve f(ty,ty) = Fo2(t )F’c3 (k2+1)(t5) olmak iizere

/// F2—2 Fka (k2+1)(tg)dF(tl)dF(tz)dF(t3) (3_52)

i ( I+ JJf+JIf ) ressaercrcasecs

elde edilir. Buradan da

/ / F(t1, t2)dF (t1)dF (t2)dF (t3) = / / / F(t1, t2)dF (41)dF (t2)dF (t5)

—00 =00 —00

1 Fk3"1(.’l,'1)

e e F(z) (3-53)
///f (1, t2)dF (t)dF (t5)dF (t5) = ///f t, t2)dF (t1)dF (t2)dF (t5)
-0 T] —O0

_ Fk2=1(g)) Fa=ka+1(7,)
T k=1 (ks — ko) (ks =k + 1) (3-54)

///ftltzdFtldthdth, ///ftltZdFt1dFt2)dF(t3)

Ty —00 —00
1 Fks

- ey - Pl

(3-55)

T3 T2 I3

// F(t1,12)dF(t)dF (t2)dF (t5) // / F(t1,t2)dF(t)dF (t2)dF (t3)

2 r1 —Q

_ sz ( )st kz( ) Fk3 k2(:171)
- ko —1 ks — ko

[F(z3) — F(z2)] . (3-56)

O halde
F(z1,22,%3) = P (X1 < 21, Xug) < 22, Xy < 73) =

_ Z Z ( 1 F 3'1(x1)F(x2)+ Fr2=1(z,) Fhra=ke+1(g,)

ka2 k3=kg+1 k=1 ks—1 ky—1 (ks —ko)(ks—Fka+1)
sz—l Fkg—kg - st—k2
+ (z1) (z2) (z1) [F(z3) - F(xz)]) , (3-57)
ky —1 ks — ko

— 0L T <2< 23 .-
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Simdi bu iki katli serinin yakimsak oldugu gtsterilecektir:
Ik seri

Fka 1(1.1)
Z Z kz——l ks —1

ko=2 kz=ko+1

= FR (o) F($1)+F2($1) F3($1)+
“k2_2 kz—-l ko ky +1 ko + 2

Fk21$1 F2.’L‘1 FBCL'l
<k22_2 k2_(1)< 1) + ;)+ é)+...>

=3 B0 (i pey) = (~ln Fan)’ (3-58)

ko=2

0 < F(z;) < 1 igin yakinsaktir. Yani

Z Z 2_1F,;__(?)F(wz)=G(:r1,:c2). (3-59)

=2 kg=ko+1
Ikinci seri igin

Z Z Fk2- 1 (z1) st—k2+l(x2)
ko=2 ky=kp+1 ky—1 (k3 —ko)(ks — k2 +1)
S FRl(a) [FR TR (e | PR ()

Z Z k=1 [ ks — ko _kg—-k‘z-l-l}

0= k3"k2+1
®_ fka— 1 ( ©  pka- k2+1 (z2) ©  pha—ka+1 232)
Z P v sl D oy weriy
=2 kz=ka+1 3T M2 ka=ko+1 2+

_ Z F 1:2 _31”1 F(22)In F(zs) + F(z2) + In F(z5))

e sz—l(x]_)

= (~Fl@)nF(z:) + F(e2) +nF(@)) 3- ——

= (F(z5)In F(z3) + F(2)) (—In F(z1))
bulunur.

Uclincti seri

Z i sz 1 xl st k2($2)—Fk3—k2<.’L'1)
k‘g—l k3“k2

ko=2 k3 -k2+1

ka1 _ B
= Z Fo () (=InF(z2) + In F(z,))
= ky —1

= (=InF(z;) + In F(z1)) (= In F(z1)) . (3-60)

seklinde hesaplanir.
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Sonunda
F(zy,z2, z3) = G(z1, z2)
+ (F(z2) In F(23) + F(z2)) (—1In F(z1)) (3-61)
+ (= InF(zs) + In F(z1)) (- 1In F(z1)) [F(z3) — F(z2)]

ve buradan da
83
f(3317372,$3) = m

f(z1) f(z2)

F($1,$2,$3)

=T Fa)1- F(mz)f(xa) , (3-62)
veya kisaca
f(z1,z9,23) = r(z)r(ze) fz3) , —00 <z < T3 < 3 (3-63)
elde edilir.
Alt rekorlar igin de benzer bir formiil gegerlidir. H(z) = —InF(z),

0 < F(z) < 1ve h(z) = —£H(z) ise X101), X1(2), s Xr(n) Tekor degerlerinin
ortak yogunluk fonksiyonu
fray,..omy(T1, - Zn) = h{z1)h(z2)..h(Tno1) f(T0), (3-64)
-0 < Tp < Tpoy<...<T; <00,
(3-64) elde edildikten sonra Xipm) nin veya Xpp ile X rekor
degerlerinin ortak yogunluk fonksiyonlarim elde etmek icin integral almak
yeterli olacaktir. Ornegin X, nin olasiik yogunluk fonksiyonu,

A={(z1,..,Tn-1) 1 Tpn < Tp-1 < ... <Tp < 21} (3-65)
olmak tzere '

FX 1y (Zn) =/ h(z1)...h(zp_1) f(zn)dz;...dTny

A
=f(a:n)/ / .../.h(:r:l)...h(:z:n._l)da:l...d:z:n_gdacn_l. (3-66)

O halde - o; ) )
freole) = £(a2) [ Wan)izars [ Aanaddzas.. [ har)ie,
@ {CwFE
= f(zn) -1 1] flzn) (3-67)

olarak hjesaplamr.
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3.2. Dagilimlarin Karakterizasyonu

Swra istatistikleri ve rekor degerleri y'ardlmlyla karakterizasyon
sonuglarina gegmeden 6nce karakterizasyon ¢aligmalarinin énemini vurgulamak
icin burada baz bilgiler verilecektir. Ozellikle moment problemi ve kosullu
matematiksel beklenen deger bu anlamda ¢ok ¢nemlidir. Ancak daha once
normal dagilim ve istel dagihma ait baz1 6zelliklerin verilmesi konuya girig

bakimindan uygun olacaktir.
3.2.1 Genel Bilgi

Bilindigi gibi birbirinden bagmsiz ve normal daglmig iki rasgele
degiskenin toplami olan rasgele degisken yine normal dagilmaktadir. Daha
da 6nemli bir sonu¢ bunun tersi incelenerek elde edilmistir. Yani biribirinden
bagimsiz iki rasgele degiskenin toplami olan rasgele degigskenin normal dagilnmsg
oldugu biliniyorsa acaba bilegenler hakkinda bir geyler soylenebilir mi? P.
Lévy bilesenlerin de normal dagildigini 6ne stirmiisse de bunlarin gercekten de
normal dagildigini Cramér (1936) kamtlamstir. Bu sekilde normal dagilimmn
karakteristik bir ozelligi elde edilmigtir.

Negatif olmayan rasgele degigkenler araglarin veya canhlarin yasam
stirelerini modellemek icin kullamilirlar. Zaman gectikce degisik etkenlerden
dolayr birimlerin zayiflamas: beklenir. Ug¢ bir durum ise yaslanmadan
etkilenmeyen sistemlerdir. F' birikimli dagihm fonksiyonunu gostermek iizere
F=1 — F yasam fonksiyonu olarak diistiniilebilir. Eger

Vz,yigin F (z+y)=F (z) F (y) (3-68)
saglaniyorsa boyle bir sistemin y birim kadar dayandig: biliniyorsa z birim
kadar daha dayanma olasihg sistemin z birim kadar dayanma olasihgina
egittir. Yani sistemin gec¢misi 6nemli degildir, dolayisiyla sistem gecmisini
hatirlamiyor denilebilir. Cok zayif kogullar altinda siirekli dagilimlar ailesi
icinde bu o6zelligi sadece iistel dagihmin sagladify gosterilebilir (bkz. 3.2.5).
Kesikli dagilimlar ailesinde de sadece geometrik dagihim gecmisini hatirlamaz.
O halde gecmisi hatirlamama 6zelligi tistel ve geometrik dagihmlarim

karakterize eden bir ozelliktir. Ustel dagihm icin bu 6zellige bagh bir ¢ok
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karakterizasyon sonucu elde edilmigtir.
Bu iki sonucun ve buna benzer bagka sonuglarin ¢énemini gorebilmek icin

simdi moment problemi gozden gegirilecektir.
3.2.2 Moment Problemi

Bir rasgele degiskeni belirlemek icin ilk akla gelen yaklagim rasgele

S P

degiskenin aldig1 ”ortalama” degerdir. Fonksiyonlarin ortalama degeri integral
ile bulundugundan bu tir integrallerin olasilik ve istatistik teorisinde 6nemli
olduklar: diigiiniilebilir. Gergekten de bu tiir integraller énemlidir ve moment
kavrami bunlara dayanmaktadir.

k herhangi bir pozitif tamsay1 olmak tizere dagilim fonksiyonu F' olan X

rasgele degiskeninin k£ mertebesindeki momenti
e

me = E(X*) = / dF(z) (3-69)

-0

olarak tanimlamr. Ozel olarak mg = E(X°) = 1 kabul edilecektir.

Momentlerin ilging bir 6zelligi [mk]é dizisinin k ya gére artan olmasidir.
Bu ayni zamanda bir rasgele degiskenin momentlerinin keyfi olamayacagin
gostermektedir.

Burada bir rasgele degiskenin karakteristik fonksiyonunu hatirlatip
onunla ilgili bazi Ozellikleri gozden gecirmek faydali olacaktir. X
rasgele degiskeninin birikimli dagihim fonksiyonu F(z) ile gosterilirse X in
karakteristik fonksiyonu

oy (t) = E(e®X) = / e®XdF(z), t>0 (3-70)

seklinde tanimlanir.

F, ve F, iki birikimli dagihm fonksiyc;nu olsun. Eger bunlarin
karakteristik fonksiyonu ayni ise o zaman Fj ve F5 dagilimlan biribirine egittir.
Yani birikimli dagihm fonksiyonlar: ile onlarin karakteristik fonksiyonlar:
arasinda bire-bir bir bagint1 vardur.

Agagidaki teorem karakteristik fonksiyonlar ve momentler arasindaki

iliskiyi vermektedir.
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Teorem 3.1. Egjer E[X"| tamamh ise k < n igin @y in k mertebesinden

tirevier: vardir ve

oP(0) = *E[XY ;- (3-71)
ayrica
S gk 00
px(t) =Y E[X o+ Ba(8). (3-72)
Burada . = -
R.(t) = (zt)”/% /x"ei"tzdFX(x) ds (3-73)
olup ° n—oo
1)1 < U mxr (374)
gecerlidir.

Bu teoremden sonra, momentler biliniyorsa karakteristik fonksiyon da
biliniyor, dolayisiyla birikimli dagilim fonksiyo;m da elde edilebilir diye
disiintilebilir.  Ancak bu diisiincenin dogru olmadig: degisik 6rneklerle
gosterilmistir. Ornegin C.C. Heyde log-normal dagilimin momentleri

tarafindan tek olarak belirlenemedigini g&stermistir.

Ornek 3.1. X pozitif bir rasgele dejisken olmak iizere log X normal dagslmas
ise X log-normal dagilima sahiptir denir. Standart normal dagulvm icin X in

olasilik yogunluk fonksiyonu

1
f(CL') — @x—le—%(logx)z, >0 ) (3_75)

seklindedir. —1 < a <1 igin
fo(z) = f(z)[1 + asin(2r7 log )] (3-76)
tamamlanirsa f, man tiim momentler: f nin momentler: ile aymdir. f, > 0

oldugundan
oo

/x’“f(m) sin(2rlogz)dz =0, k=0,1,... (3-77)

0
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. logz =t = y + k donisimi ile son

integral

1 i ~1e2 4kt 1 lk2/ -1y
— ez sin(2wt)dt = e? e~ 29 sin(2my)d: 3-78
=/ (2rtydt = —= ey (37)
—o0 —00

olur. Integral altindaki fonksiyon tek olugu igin bu da sifira egittir.
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Bagka bir 6rnek Burrill’in kitabinda bulunabilir (Burrill 1972).

Momentler yardimiyla birikimli dagilim fonksiyonunu belirleyebilmek
icin baz sartlar gereklidir. Bu y6ndeki en iyi sonuglardan birisi Carleman
kosullar1 adiyla literatiire gegmistir. Bu teoreme gére F' dagilim fonksiyonunu

my = E(X*) momentleri ile tek olarak belirleyebilmek icin

> ! = o0, (3-79)

n=1 (man) 2=

yani sol taraftaki serinin iraksak olmasi gerekir. Buna gére

k 1 .
me. = E X = —m > 3-8()
k ( ) m+1’ 1 ( )
dizisi F' nin standart diizgul" 1,
my = E(‘(k) ‘3!7 m21 (3'81)

dizisi ise F’ nin standart iistel dagilim olmasim gerektirir.

O halde genel olarak bir dagilinu tek olarak belirleyebilmek icin sonsuz
sayida momentin bilinmesi gerekmektedir. Ancak sira istatistiklerinin ve rekor
degerlerinin momentleri kullanilarak daha zayif kogullar altinda dagilimlar

karakterize etmek miimkiindiir. Ornegin Huang (1975)

o0

1
{E(Xp;m;) i =1,2,..}, n1 <ny < ..ve Z— = 00 (3-82)
=1
ve o
1
{BE(X1n;) 1§ =1,2,..}, m;<ng<..ve » — =00 (3-83)
=1

dizilerinin dagihmi tek olarak belirledigini gostermigtir.
Momentler yardimiyla karakterizasyon konusunda daha ¢ok bilgi 3.2.4 de

verilecektir.
3.2.3 Kosullu Matematiksel Beklenen Deger

Daha sonra kosullu matematiksel beklenen deger
kullanilarak karakterizasyon sonuglar1 verilecektir (bkz. 3.2.7). Bu nedenle
burada kendi bagina da ¢nemli olan kosullu matematiksel beklenen degerin
tanmimim vermek uygun olacaktir. |

¢, {92,9,P} olasihk uzayinda tammh F(z) birikimli dagihm
fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken ve B € $ herhangi bir olay olsun.
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Simdi
F(a|B) = P{¢ < 2|B} (3-84)

tanimlayalim. Buna goére

E(£|B) = / 2dF(|B) (3-85)
olacaktir.
B = {Bj, By, ..., By} ailesi su ozelliklere sahip olsun: B; € < olmak iizere
i# jicin B;NB; =@ ve LnJBi=Q. O zaman

i=1
n

=2 _P{£<2lB} P(B) =) F(z[B)P(B) (3-86)

i=1

ve buradan

E¢ = /xd(}:FxlB > ZP /mdF z|B;)

= ZP(B»E(&B» = EE(¢|®B). (3-87)

O halde ¢ = E(¢|®B) tanmlanirsa £ ile tanimlanan yeni bir rasgele degisken

elde edilir ve bu yeni degiskenin olasilik dagihm asagidaki gibi olup
§ : E(|Bi) E(|B:) .. E(§|B)

-~

P(§) : P(B)) P(B) .. P(Bn)
E¢ = Eé gecerlidir.
B € S igin
E(E1B) = [ ¢w)P(dulB) = 55 [ P (89
B

yazilir ve
B(&B) = [ ¢w)P(du) (359)
gosterimi kullanilirsa ?
E(¢|B) = E}%f)’_) (3-90)

olur ve bu ifadeye & rasgele degiskeninin B olaymna gére tamimlanmg kosullu
matematiksel beklenen degeri denir.

Buraya kadar sadece sonlu bir aile i¢in kosullu matematiksel beklenen
deger tamimlanmugtir. Bu tamim bir adim daha ileri gotiriiliirse sayilabilir
sayida elemandan olugan bir aile i¢in benzer bir tanim elde edilir. S6z konusu

aile {A;, Az, ..., Ay, ...} olsun. $ ile bu ailenin dogurdugu o-cebri gosterilsin;
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yani 3 = o(A1, Az, ..., Ap, ...). Simdi w € Ag igin

w) = = B4 = [ odPisldn (3-91)
tanimlanirsa
E(w) = F}g—f’z‘j)i)uk (w) olur. (3-92)

k
(3-92) ile tanimlanan & rasgele degigkenine ¢ rasgele degiskeninin <
o-cebrine gore kosullu matematiksel beklenen degeri denir ve E(£|Sy) ile
gosterilir:
2 E(&; Ax)

§(w) = E(§|S) = “P—(Z;)—IAk (w). (3-93)

O halde ¢ rasgele degigkeni Q da tammhdir ve su dzelliklere sahiptir:

1) VA€ S igin E(§;A) = E(&; A).
2) € rasgele degiskeni & olgiilebilendir.

Bu 6zel durumlar genel halde kogullu matematiksel beklenen degerin
saglamasi gereken ozellikleri gostermektedir.

3y C & ve € de (2,3, P) olasihk uzayinda taniml bir rasgele degisken
olmak iizere &, < nin herhangi bir alt o-cebri olsun. Yine (22, S, P) uzayinda

tammlanan é rasgele degiskeni

1) &(w),S Slgiilebilen

2) VA€ 9 icin E{¢; A} = E{¢; A}
szelliklerini saglarsa & rasgele degiskenine ¢ rasgele degiskeninin S, o-cebrine
gore kogullu matematiksel beklenen degeri denir ve &(w) = E(£|S) ile
gosterilir.

Buradaki é‘ rasgele degiskeninin, yani & rasgele degiskeninin &y o-
cebrine gore kosullu matematiksel beklenen degerinin varligy Radon-Nikodym
teoreminden (bkz. s. 5) ¢ikmaktadir.

Kosullu mafematiksel beklenen degerin 6nemli olan ve karakterizasyon

caligmalarinda kullanilan ¢zelliklerinden birisi agagida ifade edilmigtir.

Ozellik 3.1. 2, tim S, olgilebilen rasgele degiskenlerin sinafs olsun. a(w) €
A, olmak tizere A, smafs icerisinde E(§ — a(w))? ifadesini minimum yapan
a(w) rasgele dejiskeni a*(w) ile gosterilirse

a"(w) = E(§[S1) - (3-94)
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3.2.4 Momentler Yardimiyla Karakterizasyon

X1, X2,..., X, Dbirbirinden bagmsiz ve aym birikimi F dagihm
fonksiyonuna sahip rasgele degigkenler olsun. X,., nin dagihm F' yi tamamen
belirler. Bu hemen goriilmektedir. Her z igin F,.,(z) = [F(z)]" oldugundan

F(z) = [Fn:n(:c)]%. Aymni sonug Fi., icin de gegerlidir. Bunu gérmek igin
F(z)

Fim(x) =

n! . .
R i)!t“l(l — t)""dt (3-95)

formiiliinii incelemek yeterli olacaktir. Iki F ve F dagilimi bir zy noktasinda
farkh degerler aliyorsa o zaman bunlara 'kar§1hk gelen X;, ve X!, swra
istatistiklerinin dagilimlan da aym noktada farkh degerler alacaktir.

Daha o6nce ii¢lincti boliimde bir dagilimin momentlerinin o dagilim tek
olarak belirleyebilmesi igin bazi sartlarin gerektigi gosterilmigti. Acaba sira
istatistiklerinin momentleri igin ne sdylenebilir? Hoeffding (1953), u,, =
E(X;n) olmak tizere {y;, : ¢ = 1,2,..,n;n = 1,2 ...} dizisinin F~! ve
dolayisyla da F yi belirledigini ispatlarmugtir. Daha sonra Huang (1975)

— 1
{E(Xn;m;) 15 =1,2,..}, ny <my < ... ve — =00 (3-96)
; -
{E(lej) j = 1,2, } ny <ng <..ve Z ‘}— = 00 (3-97)
=11

dizilerinin F' dagilimim tek olarak belirledigini g(‘jste;mi§tir.

O halde genelde herhangi bir dagihimi belirlemek icin sira istatistikleri
de kullanilsa sayilabilir sayida sonsuz momentin bilinmesi gerekiyor. Ancak
Lin (1988a) sadece iki moment yardimiyla standart diizgiin ve standart tstel
dagilimlarim karakterize etmeyi bagarmistir. Bunu da sira istatistikleri ve rekor
degerlerinin momentleri arasinda bagntilar elde ederek gerceklestirmistir.
Sz konusu galigmada sira istatistikleri ve rekor degerlerine ait teoremler
arasmda parallelik oldugu i¢in burada sadece sira istatistiklerine ait teoremler

verilmigtir. Ayrintilar igin (Lin 1988a) incelenebilir.
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Teorem 3.2. EX? < oo olsun. O zaman k ve n, 2 < k < n kosulunu

saglayan sabitler olmak izere

(BXin) < ka_ 5 (XL 1m0) (3-98)

FEsitlik olmasy i¢in gerek ve yeter sart F nin x = 0 noktasinda dejenere veya

F ~U(0,c) olmasidir. Burada

() E ()} >0 (399

Teorem 3.3. a bir gercel sayr ve m de pozitif bir tamsayr olmak tizere

E(X?™) < 0o olsun. O zaman sabit her n > 2 icin

B - B < [a- 17+ G B, aco)
Esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart F nin x = 0 noktasinda dejenere veya
F(z)=[na+c 2™/ zer (3-101)
olmasidir. Burada
¢ = [(a _qz4 (B2 1)2} B B(X?™) (3-102)
2n—1

ve
(i) egermtekvea<Oise ¢>0vel=((—ac)’™ (c(n—a))™),
(it) egermgift vea>nise ¢<0vel= (—(—ac)’™ —(c(n—a))*/™).

Teorem 3.2 nin bir sonucu olarak (0,1) de diizgiin dagilim su sekilde

karakterize edilmistir.

Sonug 3.4. E(X?) =3 ve E(Xs0) =2 & F~U(0,1).

Teorem 3.3 den ise agagidaki sonug elde edilmistir.
Sonug 3.5. EX =u,EX? = /L2+% ve EXpg = p+45 & F ~U(u—c,u+c).
Bu teoremlerde sira istatistikleri bulunan yerlerde rekor degerleri
yazilarak benzer esitsizlikler elde edilir. O zaman sadece sabitler ve esitlik
durumlarina karg: gelen dagihimlar degismektedir. Bunlar yardimiyla 6rnegin

standart iistel dagihm icin agagidaki sonug elde edilimigtir (Lin 1988a).
Sonug 3.6. E(X?)=2ve E(Xyp) =2 & F(z)=1-¢7%, 2>0.
H;., momentleri yerine bunlar arasindaki bazi bagintilar verilmis olabilir.

Boylece bu tiir bilgiler dagilimi ne ¢lciide karakterize eder sorusu gilindeme

Anadoly Uerroronye
Wieiliez Ml
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gelir. Ornegin, i < j olmak tizere her n > 2 i¢in
E(Xjn — Xim),i < j
sira istatistiklerinin farklarimn beklenen aegerleri verilmigse dagilim
belirlenebilir mi? Bu soru olumlu olarak yamitlanmigtir. Gergekten de
" A{E[Xin — Xicin]In =141+ 1,1+ 2,... } (3-103)

dizisnin F' dagilhmim karakterize ettigi gosterilmistir (Govindarajulu ve ark.
1975). Xin — Xi_1., orijini kaydirmakla defismeyecegi igin ¢ = 1 (Xp.,, =
0) durumu disinda F dagilimi ancak konum parametresi hari¢ karakterize
edilebilir.

Sira istatistikleri ve rekor degerlerinin momentlerini kullanarak
karakterizasyon sonuclar1 bir ¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. N

herhangi sabit bir pozitif tamsay: olsun.

(1) Beklenen degeri sonlu olan dagilimlar iginde {EX,,.,,n > N} dizisi
F dagihimim karakterize eder (Chan 1967).

(2) Her nigin r, < n olmak iizere herhangi bir {EX, _.,,n = 1,2,...}
dizisi F' dagihimin karakterize eder (Pollak 1974).

(3) Eger k tek ise herhangi bir {EXF, ,r =1,2,..,n,n=1,2,...} dizisi
F dagilimim karakterize eder (Arnold ve Meeden 1975).

(4) Birden biiyiik herhangi sonlu momente sahip stirekli dagilimlar icinde
{EXy@m),n = N} dizisi F dagaihimim karakterize eder (Kirmani ve
ark. 1984). Bu sonug kesikli dagihmlar igin gegerli degildir (Ahsan-
ullah ve Holland 1984).

(5) Her k > 0 igin {EXpi1n, — EXpq1:n;41) dizisi sonlu momente
sahip ve F~! mutlak siirekli olan tiim siirekli dagilimlar icinde
konum parametresi hari¢ F' dagihmim karakterize eder. k, m poz-
itif tamsayilar olmak iizere herhangi bir I > 0 i¢in E|X|™" ise
{(n + k) ETpny) — NEXT,} dizisi F' dagihimim karakterize eder
(Lin 1988D).

(6) Yy(n ile Y1,Y?, ... dizisine kargs1 gelen n yinci rekor degeri gosterilirse

ve ¢ bir sabit olmak tizere her n > N igin EXynm) = EYy(n) + ¢/n!
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saglaniyorsa X ve Y aym dagilima sahiptir (Lin ve Too 1994).

Bunlara ek olarak Bairamov ve Aliev (1998) {E(X;., — Xin),n > 1}
ve {E(Xy(n) — Xvu(n-1)),n > N} dizileri yardimyla karakterizasyon sonuglar
elde etmislerdir. &, ile a noktasina gore simetrik olan siirekli dagihimlar ailesi

gosterilsin. Bairamov ve Aliev (1998) deki sonuglar asagida 6zetlenmistir.

Teorem 3.7. Her n pozitif tamsayst i¢in 7, < n olsun. Bu durmda
{E(Xnerpnt+1n — Xrom),n > 1} dizisi a € R igin &, ailesinde sonlu beklenen

degere sahip dagilimlar iginde F dagulimint karakterize eder.

Teorem 3.8. F ve Q sonlu beklenen degerl: sﬁrekli dagilimlar olsun. Bu
durumda ¢ sabit bir sayr olmak tzere her z igin F(z) = Q(z — ¢) olmast
icin gerek ve yeter kogul belirli bir i ve n = Ni, N, ... degerleri (burada
SN; < 00) dgin

E(Xi+1:n - Xi:n) = E(Yz‘+1m - Y;:n) (3'104)
olmasidar.

Teorem 3.9. {X,} ve {Y,} birbirinden bagimsiz siraswyla ayns F ve Q
dagilimana sahip rasgele degiskenler dizisi olmak dzere k > 1 igin E|X |k,
E|X[* < oo olsun. {Xum} ve {Yvm} karst gelen rekor degerleri ve c bir
sabit sayr olmak tzere F(z) = Q(z —c¢) olmast i¢in gerek ve yeter kogul N > 0
tasmsayist i¢in .

E(Xum) = Xum-1)) = EQFv(y = Yin-1)n 2 N (3-105)

olmasidar.

Bairamov (2000) asagidaki dagihmlar ailesini tanimlayarak ilging bazi
sonuclar elde etmistir. Bunlardan bazilar burada tzetlenmistir.
X negatif olmayan F dagilim fonksiyonuna sahip stirekli bir rasgele
degisken ve a da pozitif bir gercel say1 olsun. Her z > 0,y > 0 icin ya sadece
F(a(z +y)) 2 (F(z))*(F(y)* (3-106)
ya da sadece
F(a(z +y)) < (F(2))*(F(y)" (3-107)
saglaniyorsa F' € §, yazilacaktir. Eger a = 1 ise F' ya NBU (new better
than used) ya da NWU (new worse than used) olmaktadir. §; smufi igin tistel
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dagilima ait bir ¢ok karakterizasyon sonucu elde edilmistir (Ahsanullah 1977;
Huang 1981; Krishnaji 1971; Ramachandran 1979; Shimizu 1979 ve Xu ve
Yang 1995).

X1, X2, ...y Xn, Xn41, ... birbirinden bagimsiz ve aym F dagihmina sahip
rasgele degiskenler olmak tizere a pozitif bir gercel say1 olsun. £,(a),&,(a), ...
dizisi
1, Xpy1<a zn: X;
0, dd.

§a(a) =

olarak tammlansin.

,n=1,2 ... (3-108)

Teorem 3.10. X rasgele degiskeni negatif olmayan ve inf{z : F(z) >0} =0
kosulunu saglayan strekli bir F daguim fonksiyonuna sahip olsun. O zaman
asagidaks iki onerme birbirine denktir.

a) X ustel dagilima sahiptir;

] =z
_ ] gee, 220 ]
fo(z) { 5 44 >0 (3-109)
b) n > 1 kogulunu saglayan bir n i¢in F{,(a) =1 — (‘aill)_n ve F € F,.
F strekli olmak tizere Xy(my+1, Xum)+1,-- ile Xy den sonra

gozlemlenen degerler gosterilsin. Xy(n), Xv(n)+1, XU(n)+2, --- lerin birbirinden
bagimsiz ve aym F' dagilimina sahip olduklan gosterilebilir. Herhangi bir n
icin

L Xumysi < Xuwm

l8) = { 0, XU(n)+i 2 XU(n) b2 (3_110)

tammlansin.
Teorem 3.11. X rasgele degiskeni negatif olmayan ve inf{z : F(z) > 0} =0
kosulunu saglayan sirekli bir F dagilim fonksiyonuna sahip olsun. O zaman
asagidaki iki onerme birbirine denktir.

a) X (3-109) daki gibi dstel dagilvma sahiptir.

b) n > 1 kosulunu saglayan bir n i¢in E€,(1) = En,(1) ve F € §.

3.2.5 Gecmisi Hatirlamama Ozelligi

Daha 6nce de belirtildigi gibi (bkz. 3.2.1) ge¢misi hatirlamama ozelligi
sozkonusu ise Vz,y igin F (z + y) =F (z) F (y) gegerlidir.
¢(z)=log F(z) ,z >0 (3-111)
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tammmlanirsa R* da tammh Cauchy fonksiyonel denklemi elde edilir:

$(z +y) =¢(z) + ¢(y) , 7,y 2 0. (3-112)
¢ lzerinde oldukga zayif kogullar konursa (('jfnegin sagdan siireklilik gibi)
sadece

dz)=czx,ceR (3-113)
seklinde ¢oziimler garanti edilmis olur. F bir yagsam fonksiyonu oldugundan ¢
sagdan siireklidir ve ¢(0) = 0. O halde A > 0 igin

F(z)=e,220. (3-114)
Yani siirekli dagilimlar ailesi icinde gegmisi hatirlamama 6zelligi sadece iistel

dagilima ait bir ozelliktir.
3.2.6 Dagihimlar Arasinda Bagintilar ile Karakterizasyon

Xon = 0 olmak tizere

D = (n —k+ 1) (Xk:n - Xk—l:n) , k=1,2,...,n (3-115)
tanumlayalim. O zaman
k
Z;.
= — k= -
Xion Zn—i—%—l’ 1,2,...,n (3-116)

i=

yazilabilir. Bu ifadeye dayanan tstel dagilima ait ¢nemli bir 6zellik ilk defa
Sukhatme (1937) caligmas: ile literatiire gecmigtir.

Teorem 3.12. Eger F standart istel dagumas ise herhangi bir n = 1,2, ... i¢in
Zrm, kK = 1,...,n rasgele degiskenleri birbirinden bajimsiz ve aynt F dagilim
fonksiyonuna sohiptir. O halde her bir X, swra istatistigi (3-116) de ifade

edildigt gibi birbirinden bagimsiz Ustel rasgele defiskenlerin toplamadr.
(3-115) esitliginde & = 1 ahmrsa
Zim =nX1in (3-117)
olacaktir. Ustel dagihm icin
| Zom L Xy yani nXpm £ X1q,n=2,3, ... (3-118)
gegerlidir. Bunun tersinin de dogru oldugu ilk defa net bir sekilde Desu (1971)
tarafindan ifade edilmistir.

Teorem 3.13. (3-118) ézelligini saglayan ve dejenere olmayan yegane daglim

tstel daglimdur.
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(3-118) ozelligi bu tir farklar arasindaki bagintilarin 6zel bir durumu
olarak dusiinilebilir. Bu farklarla ilgili daha genel ¢ahsmalar yapan ilk
aragtirmacilardan ikisi Puri ve Rubin (1970) dir.

Teorem 3.14. X; ve X, birbirinden bagimsiz ve ayny F dagilim fonksiyonuna
sahip rsagele degiskenler olsun. Eger
X11 = X — X1 (3-119)
ise F' ya kesikli, ya mutlak stirekli ya da tekildir; bunlarn karisima soz konusu
degildir;
(1) F nin yogunluk fonksiyonu varsa X; ler tstel dagilmastir.
(2) F nin destek kimesi (support) sinarly ise dagim ya dejeneredir ya

da X =0 ve X = a, a > 0 noktalarinda kitlesi 1/2 dir.

(3) F kesikli ve (0,00) araliganda her yerde yogun degilse F nin orijinde
kitlesi pg (0 < po < 1/2) olup kiitlenin kalani da pozitif o < 2a <

3a < ... noktalarinda geometrik olarak dagilmastir.

Bu farklarla ilgili en dikkat gekici sonuglardan birisi Rossberg (1972)
tarafindan elde edilmigtir.
Teorem 3.15. Eger F kafes tird bir dagulim degil ve k > 1 olmak tzere bir
n tamsayist i¢in L., g Zen tse F istel dagilimdar.
Daha yiiksek mertebeden farklarla ilgili bir karakterizasyon Gather
(1989) tarafindan verilmistir.
Teorem 3.16. F her z > 0 igin kesin artan bir dagilvm fonksiyonu olsun. O
zaman F nin ustel olmast i¢in gerek ve yeter kosul j nin farkls ki ji ve jo
degeri ve 1 <1 < j; < jo < n, n > 3 kosullarine saglayan i,n degerleri icin
Xjimi L Xjun — Xim (3-120)
olmasider.
(3-118) ozelliginin biraz degisik bir dﬁrumu su sekilde ifade edilebilir;
her n pozitif tamsayisi i¢in X;., 2 On + b, X171 . (3-121)

Bu ozelligi saglayan sadece ii¢ tane dagihm vardir. Bunlar
Fi(z;0) =1—-e 97" 7 <0, >0 (Frechét)
Fy(z;a)=1—-e2",2>0, a>0 (Weibull) (3-122)
Fi(z)=1-¢"*, —oc0o<z <00
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Bu ti¢ dagihm bir dagihmlar ailesinin elem.anlarl olarak diigtiniilebilir.
Bunun i¢in F(z;0) agagidaki gibi tammlansin.

Fz;0)=1-e 07207 1 _ 267150, — 00 < < 0. (3-123)
6 > 0 icin F(z;0) ile Fy(z;0) ve 0 < 0 icin F(z;0) ile Fy(z;6) aym tiir dagihm
olmaktadir. Ayrica § — oo igin de F(z;0) — F3(z) gegerlidir.

Bunlardan farkl olarak bir tarafinda bilinen bir dagilim veya dagilimlara,
ait ifadelerin bulundugu bagintilar yardimiyla karakterizasyon sonuclar1 da
vardir. Simdi kisaca bunlara bazi ¢rnekler verilecektir. Ornegin Kotz ve
Steutel (1988)

X2 U(X; + X) (3-124)
bagintisint incelemiglerdir. Burada X; ve X, négatif olmayan birbirinden
bagimsiz, U da X; ve X, den bagimsiz rasgele degiskenler olmak iizere
X, X, ve X, rasgele degiskenlerinin hepsi ayni dagihm fonksiyonuna sahiptir.
Soz konusu c¢aligmalarinda (3-124) bagmtisinda U ~ U[0,1] ise X in istel
dagihma sahip oldugu gosterilmistir. Alamatsaz (1985) ise (3-124) de U yerine
U%, 0 < oo £ 1 alindiginda bu bagintiy1 saglayan dagilimlar incelemistir.

(3-124) bagintis1 aslinda daha genel bir bagintinin 6zel bir hali olarak da
diistiniilebilir. X,Y herhangi rasgele degiskenler olmak tizere U nun destek
kiimesi (support) [0, 1] ve kendisi Y den bagimsiz olsun. Bu kogullarda

x<uy (3-125)
bagintis1 bir ¢ok alanda 6nemli bir yere sahiptir. Alzaid ve Al-Osh (1991)
de belirtildigi gibi ornegin ekonomik modellemede Y bir bireyin gercek geliri
iken X kayitlara gecen geliri olarak yorumlamir. Givenilirlik ¢alismalarinda
(reliability theory) ise Y, belli bir kismi bozulma meydana geldikten sonra
bir sistemin X degerine diisen émrii olarak yorumlamr. Bu bagmtiya dayah
karakterizasyon ¢alismalar: yapanlar arasinda Krishnaji (1970) ve Olshen ve
Savage (1970) sayilabilir.

Alzaid ve Al-Osh (1991), (3-124) bagintisim inceleyerek agagidaki teoremi
elde etmislerdir.

Teorem 3.17. X,;,Xs ve U negatif olmayan birbirinden bagimsiz ve ayne

dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olmak tzere U nun destek
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kimesi de (0,1) olsun. Ayrica X in momentleri: sonlu degerler almak tzere
(3-124) bagintise saglansin. O zaman X ile U nun momentleri biribirilerini
tek olarak belirler.

Bu teoremin bir sonucu olarak Kotz ve Steutel (1988) sonucunun daha

genel bir halini elde etmiglerdir.

Sonug 3.18. X, X,, X ve U Teorem 3-17 deki gibi ise U ~ Beta(a, a) olmas:
igin gerek ve yeter kosul herhangi bir A i¢in X ~ Gama(a + 3,) olmasidar.

Ahsanullah ve Bairamov (1999) ise Y3y = Y 3£ istatistigini kullanarak
=1

bir karakterizasyon sonucu elde etmiglerdir.

Teorem 3.19. Uy,...,U, birbirinden bagimsiz ve (0,1] de dizgin dagilmas
rasgele degiskenler olsun. Ayrica X azalmayan mutlok sirekli bir F dagilim

fonksiyonuna sahip pozitif bir rasgele degisken olsun. O zaman

L 0<z<
fﬂﬂ:{a’dd = (3-126)

olmas: i¢in gerek ve yeter kosul m > 1 olmak dzere n =m ve n =m+1 i¢in
n—1
Yo =1+ U (3-127)

i=1

olmasidzr.

3.2.7 Kosullu Matematiksel Beklenen Deger ile Karakterizasyon

X ve Y rasgele degigkenleri icin X bilindiginde Y nin en kiiciik kareler
kriterine gore yansiz en iyi tahmincisi E(Y'|X) dir. E(Y|X) ifadesi X in bir
fonksiyonudur; bunu g(X) ile gosterelim. En basit durum diigiiniiliirse bu
g(z) = az + b geklinde dogrusal bir ifade olacaktur.

Ustel dagilimdan secilmis bir 6rneklem icin j > i ve z > 0 olmak tizere

E(Xjm|Xin=12)=c+z,csabit (3-128)
oldugu goriilir. Bu ozellik acaba sadece tistel dagihm igin mi gegerlidir?
Ferguson (1967) ¢ = 1, j = 2 6zel durumu igin bu soruyu olumlu olarak

yanitlamistir.

Ferguson’un sonucundan sonra genel olarak
E (X‘i+k:'n. |in) = CXi:n. + d (3-129)
ozelligini saglayan dagihmlar aragtirilmigtir. Wesolowski ve Ahsanullah (1997),
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k = 2 durumunu mutlak siirekli dagilimlar icin ¢éziimlemislerdir. Blazquez ve
Rebollo (1997) ise k defa tiirevlenebilen F dagihimlan igin

E(Xitgn|Xin) =cXpn+d,1<i<i+k<n (3-130)
ozelligini saglayan dagilimlar1 karakterize etmiglerdir. Ancak Dembiniska
ve Wesotowski (2000) ye gore kullamulan ispatta bazi siipheli noktalar var.
Dembifiska ve Wesolowski (1998) aym sonucu F iizerinde daha zay:if kogullarda

ispatlamiglardir. Burada bu sonug verilecektir.

Teorem 3.20. X1, Xs, ..., X, birbirinden bagimsiz ve ayns strekli F' birtkimli
dagilvm fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler ve E(|Xiirn]) < o0 olsun. a
ve b gercel sayilar ve k < n — r olmak dzere

E (Xktrin [ Xen) = aXin + b (3-131)
ise o zaman asagidaki ¢ durumdan birisi gegerlidir:

9
1. O<a<liseF(:E)=(:—:§> ,—oo<u<v<oo,z€ (ur),d<b,
2. a=1lise F(z)=1-e 2 4 <z,0< ),

3. 1<aise F(z) = (%)0,O<u+6,u<x,0<0.

Aymi calismada agagidaki sonug da elde edilmistir.
Teorem 3.21. X, Xy, ..., X, birbirinden bagimsiz ve ayns sirekli F' birtkimls
dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler ve E(|Xk.n|) < 0o olsun. c ve
d gercel sayilar ve k < n —r olmak izere
E (Xkm | Xksrm ) = cXitrm + d (3-132)
1se 0 zaman asagrdaki U¢ durumdan birisi geg:erlidz’r:

6
1. 0<c<lise F(z)= @%ﬁ <o,z € (——a,—ﬂ),% <4,

2. c=1lise F(z) =1-e*® < —v,0 < ), (3-133)
3. l<cise F(z) = (£2£)°,0< p+v,2 < —p,0<8.

Benzer caligmalar rekor degerleri kullanilarak da yapilmistir. Bu konuda
Nagaraja (1977 ve 1988) calismalarinda 6zel durumlar: incelemistir. Daha
sonra Dembinska ve Wesolowski (2000) bu sonuglar1 kullanarak genel halde

¢coziime gitmiglerdir. Bu sonuglar iki teoremle burada tzetlenecektir.

Teorem 3.22. X, Xo,... birbirinden bajimsiz ve ayni sirekli F' birikimli

daglim fonksiyonuna sahip rasgele defiskenler olsun. Ayrica m ve k sabit
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pozitif tamsayilar ve E(|XU(m+k)’) < oo olsun. a ve b gergel saylar olmak
uzere
E (Xu(m+k) [ Xvm)) = aXym) +b (3-134)

ise o zaman asagrdaki i¢ durumdan birisi gegerlidir:
1. a=1lise F(z )—l—e’\(”") < —7,0< A= %,

2. 1<aise F(z)= ('E{IE) O<p+bpu<z,0<4, (3-135)
6
3. O<a<1iseF(a:)=(l‘:_—:> Ju<v,z € (u,v),0<86.

Teorem 3.23. X, Xs,... birbirinden bagimsiz ve aymi surekli F birikimli
dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olsun. Ayrica m sabit pozitif
bir tamsayr ve E(IXU(m)l) < oo olsun. a ve b gergel sayilar olmak iizere
herhangi pozitif bir k tamsayist i¢in
E (Xy(m) I.XLy(m+k)) = cXy(m+k) + d (3-136)

ise o zaman asagidaki i¢ durumdan birisi gegerlidir:

1. c=1lise F(z)=1- e < —4,0 <,

2. 0<c<lise Flz)=1- e’(%:_})e,o <a-7v,z<a0<6, (3-137)

3. 1<cise F(z)=1- e'(:“:ﬁ)g,p <v,u<z0<8.

Biitiin bu sonuglar regresyonun beklenen degerinin dogrusal oldugu
durumlara kargilik gelmektedir. Ghitany ve ark. (1995) yasam analizinde
kullamilan baz siirekli dagilimlarn karakterize eden genel bir teorem elde
etmislerdir. Bunun icin de su sekilde tamimlanan mutlak siirekli bir dagilimlar
ailesi gtz oniine almglardir; her 8 € © igin ¢(z; 8) gergel degerli bir fonksiyon
ve ¢'(z;0) # 0, ¢"(z;6) de (0, <) araliginda tammh olmak iizere

f(z;6) = e79=0 £ >0, (3-138)

Teorem 3.24. X mutlak sirekli negatif olmayan bir rasgele degisken ve
r(z,0) = f(z)/ F (z) olsun. Bu durumda X’in 3-138 seklinde bir olasilik
yogunluk fonksiyonuna sahip olmas: igin gerek ve yeter kosul bitin y > 0
degerleri ve her 6 € © igin g(z;0) # 0 ve (0,00) aralfinda ¢'(x;0) tanimh
olacak sekilde gercel degerli bir g(x;8) fonksiyonu igin

EHH[_‘I_(QZE] g(x;0) =2 g(X;6) 1X > } 9:(3”2)7«(3,;9) (3-139)

7(X;0)] 7(X;0) 7 (y; 0)
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saglanmasidar.

Adi gegen gahigmada bu teoremin bir uygulamas: olarak gamma, Weibull
ve Gompertz dagilimlan karakterize edilmi§tif. Daha sonra Bairamov ve
Apaydin (2000) daha genel ve bir ¢ok siirekli dagilimu karakterize etmeyi

saglayan bir teorem elde etmislerdir. S6z konusu teorem agagida verilmistir.

Teorem 3.25. X sirekli bir rasgele degisken ve h da h(z) < oo olacak sekilde
tirevi tanimls ve

z € (0,1) icin K(z) # -’il-i{ﬁ@ (3-140)
kosulunu saglayan gercel degerli bir fonksiyon olsfm. O zaman X rasgele
degiskeninin dagilim fonksiyonunun G olmast i¢in gerek ve yeter kogul her

z € (0,1) igin

B{(G(X))6(X) > 2} = M RE) (3141)

olmasidar.

Bu teorem yardimiyla sira istatistikleri icin asagidaki sonucu elde

etmiglerdir.

Teorem 3.26. g(z) = h'(G(z)) olsun. Teorem 3-139 nan kogullar: altinda X .
rasgele degiskeninin dagulim fonskiyonunun G olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her ax <y < bx i¢in

E { n i . Z 9(Xin) | Xpin = y} = h(li - Z((C;)(y)) (3-142)

olmasidwr. Burada ax = inf{z : F(z) > 0} ve bx =sup{z: F(z) < 1}.

Goriildugi gibi h fonksiyonun teoremlerde belrtilen kosullar diginda nasil
secilecegi soylenmemistir. Boylece h uygun secilerek degisik dagilimlar icin
karakterizasyon sonuclar1 elde edilebilir. Ornegin F, (0,1) arahgnda tanmmbh

ve
n+1

h(z) = 7f+ -, yeni W(z) = 2" (3-143)

olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 3.27. X rasgele dejiskeninin (0,1) araliginda dizgin dagimas olmas:
i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir n > 1 icin
1

saglanmasidar.
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Sonug 3.28. X rasgele degiskeninin (0,1) araligainde dizgin dagulmig olmas

t¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir k > 1 igin
1
n —

Z X | X } = —1——(1 +Xpm+ .o+ XE),0<z <1 (3-145)
T i=r-+1 k + 1

saglanmasider.

B{
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4. BULGULAR

Bu boliimde ¢aligma sonunda diizgiin, Frechét ve Pareto dagilimlar icin

elde edilen yeni karakterizasyon sonuglar: verilecektir.

4.1. Alt Rekorlar ile Diizgiin Dagilima ait bir Karakterizasyon

X1, Xa, ... Ve €1, ...,Em rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve (0, 1)
araliginda diizgiin dagilmis rasgele degiskenler olsun. O zaman m > 1 igin
Xim) L3 £1€2...Em (4-1)
bagntis: saglanir.

Gergekten de 6nce sol tarafin dagilimi yazilirsa

F(z)

[—In F( u) _ [—Ino]™
P{Xym <z}= / dF(u) = mdv, (4-2)
0
O0<z<ligin F(z) =2z oldugundan
—Inv™!
P{Xim <z} = / 'u] dv O0<z<l. (4-3)
Sag tarafin dagilhimim elde etmek icin
Uy =&
(4-4)
Um—1 = Em—1
Um = €1£2.--Em
déniisiimii uygulanmistir. Bu durumda ¢, = _ Um0 < g <1,
UIU... Um—1
i=1,...,m oldugu igin
___ﬁ"____ <]l= __E'.Tf___. <u < 1,
UIU... Um—1 UgU3... Um—1
U U
— T <l —" <uy <,
U2UZ... Um—1 U3U4... Um—1
: (4-5)
Um
<l= < Um_o < 1,
Um—2Um—1 Um—1
<1=Un <Up-1 <1,
Um—-1
O<unm <z
olacaktir.
1
S6z konusu doniistim igin |J| = ————— . O halde

UIU2... Um—-1



P{eies...6m < z} = / f(e1)...flen)der...dem, (4-6)

{(e1,62,...Em):€162...6m<}

oldugundan yukaridaki doniigiimden sonra

P{eieq..em <z} = ///

0 up YUm
Um—1

1
/ / — 1y dun, (47)
p p UrU2.. Uy -1

UZ .. Um—1 U...Um—1

elde edilir.

ik once

/ / / / dqjt:.;dﬁ - = E;lzml_)lg [In (um)]™ " (48)

u3.. um_.1 ug.. um_

oldugu gosterilecektir. Bunun icgin de tiimevarim yontemi kullamilacaktir.

Islemleri takip etmede kolaylik saglamasi bakimmndan n < m — 1 igin

u
Up = i Ve U = U, olsun. Bu durumda
UnUn 1. Um—1
1
1
——dul —du; = —In(vs)
Uy
uR ..um_l

1
/ / du,duy = / [ln (——uﬁl——) - IH(U2)} duz
U1Usz U3...Um~1 Us

u3.. um 1 u2.. um_ 'u.g...um_.l
1

=—/[ln(v3) In(us)] — ” =§[1n(U3)]2

v3
_ L In Yrm : _1
- 2 Uu3...Um—-1 - 2

hesaplanir.

(4-8) in dogru oldugunu gostermek igin n < m — 3 iken dogrulugu kabul

edilsin; yani
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1 1 1
/ / / dul...dun_l
Ur... Up-—-1
Um, Um Um
UnUn+1.. - Um—1 Un—-1Un... Um—1 U2...Um—1

(-1

— In (v,)]* "t -
oy I ()] (+11)
saglanmaktadir. O zaman
1 1 1
[ ) -]
Um, Um, Um,
Un+1Un42.. . Um—1 UnUntl-.-Um -1 U2...Um~1
RS YO +12)
- n! n+1 .. ( =
oldugu gosterilmelidir.
(4-11) hipotezinden,
1 1 1 iy d p
/ / / Up...dUn_1 | dup (4-13)
U... Up—] Un
un+lun+1;-~-um—-1 unun-f-l’:’ium—l 1"2-""-7:71.—-1
1 ( 1)1’1.—1 d
- U
o (v 2 4-14
| e (419)

_Ym
Un+1Un+2.--Um—1

] e N ey | -

: .
-1)*! ey dln
- [ Eomee-ner e

Un41Un42..-Um—1

[ IS () e cmy]

n

—Um
Un41Un4-2--- Um—1

(4-17)
n—1 n—1 !
— dun,
: [ ("7 ) o [ e
" %=0 Y "
Un+1Un42... Um-~~1
n 1 n—-1 k+1
n - 1 n—1—k k (Invpgr)
— n -1 (-1)———r— 4-18
(n_1)| k=0 k ]Il’U +1) ( ) ( ) E+1 ( )
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elde edilir. Dolayisiyla

1 1 1

/ / / dul...dun_l dun (4_19)
Uy...Un-1 Up

un+lun1-l’|—-"2L~~-um—1 Unun;:.'-rf-um—l u2-:t-1'1:nm—1
()" Kn - 1) (—1>k+1} n
= (Invpe)™. (4-20)
(n—1)! pos k kE+1

Diger yandan o
%—XW ; [(n A 1) (;ﬁﬂ 0 _nl i Z [ o 1’_1_;)})16 i 1)k+1]
-5 s 1)!(“”“1} S Z [
T[] B

— n!
- (=047 _ (<)
(—1) n—1\ (- -1)"
(n—1)!k§=:0[( k ) k+1 }z nl (421)
oldugundan
1 1 1
duy...du,_1 | du,
/ / / UpolUno1 | Un
e e e
= ED ) (4-22)
nl n+1 .

Son ifadede n = m 2 almlrsa

[ ] ] et
- =R b )]
(=1

= [In U — Ity J™2 (4-23)

ve buradan da

1
/ / dul...dum_2 dum_l
Uy.. Um—2 Um—1

um—-l Um-—2um— u2.. u—rn—
1
(—l)m_z m—2 dum—1
= (m — 2)' [ln Um — In Um-]_] 'Z——:;— (4—24)

Um
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bulunur.

Benzer iglemler ile

(_1)m—2 m—2 QUm_1
f (m gy (e e TR

m—2 m—2 du
m—2—k k m—-1
(m = 2)' [( ) (Inuy,) ( lnum_l)] e =
m—2 m~2

1
2
(m —2)! { e ) Inu,,) m‘z—k/(--lnum_l)’c dum__1:|
k=0 Um—1

um

m_ 2 /m-2 — k Inu,_q)*?
!Z < b )In“"‘) T )(_15?1)‘—}
1 m—2 m—2 )m—-l (_1)k+1
i I

/ E;li 2—)! [0 Up — N Up_y]™ 72 Cz::l _ E;lzml")! (In )™ (4-25)

hesaplanir. O halde

/ // / / e

yani

0 um
um..]_’u.m..2’llm—1 u2.. 'Urm 1
[ (=1 -
Em 1 o] (Inup) ™ du, (4-26)
ve
1 m m-—l
P{e1e3..6m <z} = /———ni———dum. (4-27)

Buise 0 < z < 1igin P{X(m) < z} ile aymdxr Yani standart diizgiin dagihim
icin
Xi(m) £ £1€9...Em (4-28)
bagintis1 saglanir.
Simdi (4-28) 6zelliginin diizgiin dagilimin karakteristik bir 6zelligi oldugu

ispatlanacaktir.
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Teorem 4.1. X, X,... birbirinden bagimsiz ve ayni mutlak sirekli F(z)
dagilimina sahip negatif olmayan rasgele degiskenler ve Xy, i > 1 ler de
karg: gelen alt rekor degerleri olsun. Eger €; (i =1,...,m) ler (0,1) aralifinda

dizgiin dagulmas rasgele degiskenler iken
X1(m) 2 €162...€m , M > 1 (4-29)
gegerli ise F ~ U(0,1).

ispat:

Diizgiin dagilimin (4-29) bagintisim sagladifi az once gosterilmisti.
O halde teoremin kogullari altinda (4-29) nin standart diizgiin dagilim
belirledigini gostermek yeterlidir. '

2)

P{eiez..6m <z} = / f(e1)...f(em)der...dem (4-30)

{(e1,62,....em)€1€2...cm <z}

integralinde (4-4) doniistimii uygulanirsa
flur).of (um-2) f(2—)

Ur... Um—2Upm—-1

gluy..upm) = (4-31)

olmak lizere

P{eie9..6m <z} = // / / / U ) U .. AUy, (4-32)

0 um

um—l us.. um. 1 u2.. urn 1

/ / / / / ot dum (4-33)

0 um Ym_
Um-—1 u3.. Um—l u2.. u'm, 1

Daha 6nce bu 1ntegral hesaplanarak

lnu,)™?

P{eieg..6m < 2} = /————dum. (4-34)

oldugu gosterilmisti.

b) Diger taraftan
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F(:c)[ ™
—Inv
= St I i
/ T (4-35)
¢) Xi(m) 4 £1€2...Em oldugu igin
F D) ey g
~1)(Inu - no)™
™y, = .
/ (m 1)1 u / D) dv (4-36)
veya 0
z F(z)
/(lnum)m‘ldum = / (Inv)™ dv . (4-37)
0 0
0 <z <1 olsun. Eger z < F(z) ise
z z F(z)
/ (Int)™ dt = / (Int)™ 'dt + / (Int)™ 'dt , (4-38)
0 0 z
veya
F(z)
/ (Int)™ 't =0 . (4-39)

Buradan da 0 < z < 1 i¢in F(z) = z elde edilir. 0 < z < 1 olmak iizere
z > F(z) icin benzer sekilde yine F(z) = z elde edilir. Bu geligkiden z > F(z)
olamayacag goriilir. O halde 0 < z < 1 i¢in F(z) = z olmalidir. |

4.2. Rekorlar ile Diizgiin Dagilima ait bir Karakterizasyon

Buradaki sonugta hem alt rekor degerleri hem de iist rekor degerleri
kullamilacaktir. Ust rekor degerlerinin ortak yogunluk fonksiyonuna gerek
duyuldugundan ¢nce bu konudaki bilgiler hatirlatilacaktur.

Biribirinden bagimsiz ve mutlak stirekli rasgele degigkenler icin Xy,

Xu) ---» Xu(n) rekor degerlerinin ortak yogunluk fonksiyonu
flz1, 20, ..., z,) = r(xl)r(xg)...r('a:n_l)f(zn),

-0 < I1<T9< 0 < Ty < 00 (4-40)

idi (bkz. 3.1.4). Bu formiilden, Xy ile Xy (1 < i < j) rekor degerlerinin

ortak yogunluk fonskiyonunu bulmak igin integral almak yeterlidir. Buna gore

Flas, ;) = ( / r(t)dts... / r(ti_l)dti_l) r(z:)

Anadolu Unives

v
Ui e

Merkez Kiitliphane
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« ( / F(tio)dtins / r(tj_l)dtj_1> f(z) (4-41)
—00 < 2; < T; < 0

Parantez icindeki integralleri hesaplamak icin

I = /r(tl)dtl.../r(ti_l)dti_l (4-42)
ve '
L= / P(tio)dties.. / r(ty1)dt; s (4-43)
olsun. Buna gore
to i3 ti—1 o
L= / r(ty)dty / r(ty)dts... / P(tio)dtis / rlt)dty,  (4-44)

-0 <h<ty<.<ti_ 1<z

Son inetgralde gerekli islemler yapilirsa
[R(z)]

I = oD (4-45)
bulunur. Benzer sekilde
tit2 tit3 ti—1 zj
IQ = / T(ti+1)dti+1 / T'(ti.,_g)dti_,_z... / T'(tj_z)dtj_g/T(tj_l)dtj_l, (4-46)
‘ T < tip1 <tipa < 1 < tj-1 < Z; .1
Gerekli iglemler yapildiktan sonra
[R(z;) — R(z:)]'
= 4-
SRR A
elde edilir. O halde _ o
_ [R@)) . \[R(z;) = Rz~
fowwo (ats) = F= @) =y @), (4

~o00 < z; < z; < 00.
Simdi ikinci sonug icin kullamlacak 6zellik ifade edilebilir. Bairamov ve
Eryilmaz (2001), X1, X2, ... birbirinden bagimsiz ve X; ~ U(0,1) ise
Xvky — Xv(k-1) < Xy » k21 (4-49)
olduguna dikkat cekmislerdir. Aslnda X, X, birbirinden bagimsiz ve
X; ~ U(0, B) ise Xy = 0 olmak iizere
Xvgy — Xvg-1) = X1 » k> 1 (4-50)
saglanir. Bunu gostermek igin once Xygy — Xuyk-1) rasgele degiskeninin

dagihm bulunacaktir.
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(4-48) de U = Xy(j) — Xy ve V = Xy donisiimii uygulanirsa
B~u

fulu) = / fowwe (v, +v) 1] do
0

B—u . L
R t—1 R _ R j—i-1
= | [(z(i)-)]l)' 'r(v)[ (v -'(—jvi — 51))')] fu+v)dv (4-51)
olur. ¢ =k — 1 ve j = k segilirse
AW
fowy-vr-1)(u) = mr(v) fu+v)dv (4-52)
olacaktir. O halde X; ~ U(0, 8) icin
B—u
—In[l - F(v)]))*?
fuy-v-1)(v) = / ( n[(k - 2()"")]) - f(;_)’)(v)f(u + v)dv
0
B—u
Mm@ -o))f? 1 1=
B / (k—2)! 1—vd”_B (k—1)! (453)
0
ve bu da fru(u) degerine esittir.
Bu noktada
Xuwy — Xv-1) £ Xrwy » k>1 (4-54)

ozelliginin diizgin dagihm icin karakterisitk bir 6zellik olup olmadig: sorusu
akla gelmektedir. Dagilhim fonsliyonlar1 belli bir aileye sirlandirildiginda
k = 2 igin bu 6zelligin gercekten de diizgiin dagihmin karakteristik bir 6zelligi
oldugu gosterilmistir. Bunun i¢in agagida tammlanan dagilimlar ailesi goz
Oniine alinmigtr.
X rasgele degigkeninin dagilim fonksiyonu
F(z;0,8,7) =1-8"(a+B8~-2z)7, (4-55)
a<z<a+f, a<fB, 0<a 0<y
seklinde ise F' € §, yazilacaktir.

Teorem 4.2. X, Xs, ... birbirinden bajimsiz ve aynt mutlak sirekli F' € §,
dagrlim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olsun. O zaman F ~ U(0,B)
olmas: i¢in gerek ve yeter kogul

Xv@) — Xvq) L Xp (4-56)

olmasidr.
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Ispat: F ~ U(0,0) ise (4-56) bagintisinin saglandigi zaten gosterilmigti. Bu
durumda teoremin sartlan altinda (4-56) bagintis1 saglaniyorsa F' ~ U(0, §)
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bunun igin 6nce (4-56) bagintisimn her

iki tarafindaki rasgele degiskenlerin dagilimlar1 yazilacaktir. Buna gore
z at+f-u

P(Xy@) — Xvaq) <2) = / / Té%}—)f(u + v)dvdu
z a+fB—u _ 7—: -
-/ / 7[;—7((21%1?)7 W7ot B (o)l dvdu (457)
z atf-u A 1
= Y et B (ut )] dvdu
a/ a/ a+0-v

ve
z

P(X) <) = / f(u) In F(u)du

[24
z

- / V(e + B — ) In [1 = B+ B — v)"] du (4-58)

olacaktir. Simdi (4-57) ve (4-58) birbirine esitlenir ve z degiskenine gore tiirev

alimirsa
at+B-z -1
v [ F - —? Ct gy = ~(@t6-2)n[1 - f(a+ 6~ 2)]

a3

(4-59)
bulunur. Sol tarafta t = a + § — v donisiimi uygulanirsa
8
— 1
7/ Et—_?——~dt = —(a+B-2z) " m[1-Fa+B-2)], (460)
a<z<a+pf, a<pB 0<a 0<y
elde edilir.

- Son esitlikte z = [ segilirse

0=—-a"'ln [1 - 5"704“’] (4-61)
ve buradan « = 0 bulunur. Buna gore
s ,
— )71
7/9——?———& =—(6— z)'In [1 -B77(B - x)“’] , (4-62)

T

0<z<fB,0<B 0<n.

Bundan sonra v = 1 oldugu gosterilerek diizgiin dagilim elde edilecektir.
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Bu ise v # 1 degerleri icin celigki elde edilecerek kamtlanacaktir.
(4-62) egitiliginde z = g secilir ve uygun dontisiimde sonra
B/2

2 Bryr1ynq— L
7/“_%,@:—(5)7 (1~ ) (4-63)

olur.

Simdi 0 < 7 < 1 oldugu varsayilsin. O zaman k =1~ > 0 olmak {izere

T B 1
7/—_—~tk(t+g) =~Ey—ma- ) (4-64)
0 2
v o2 %
/ @ s / a _ T (4-65)
_dt @ T
") ) "70 1 =7 T
Bu ise '
Bytppq - L
-Gy - L) < oo (460

olmas ile geligmektedir. Demekki v > 1 olmak zorundadir.

Egerl<vyise0<vy—1ve

B/2 -1 ﬁ/2ﬂ_1 B/2 p ‘
dt >y | t—dt =~ [ 7% = —L—(5) 1, .
7/t+§ 27 [ — 7/ 7_1(2) (4-67)
0 0
Buradan da
,B ¥—1 1 g B -1
ad —y> 1 (B ,
veya
Cm(l-a)> T s (4-69)
27" T =1
elde edilir. Diger yandan
1 1 1
—— > => 2 1 47
1>1 5 5 = >1_517_> (4-70)
ve buradan
' 1
1n2b>ln(1_§1;> => 1n2>—1n(1—-27>, (4-71)
veya
—In 1—51; <In2<1. (4-72)
Bu ise (4-69) ile geligmektedir. O halde ancak v = 1 olabilir. Boylece
f@B)=p"",0<z<p (4-73)

olmaktadir. H
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4.3. Sira Istatistikleri ile Diizgiin Dagilima ait bir Karakterizasyon

X ~ U(0,1) olmak iizere bu ana kiitleye ait birbirinden bagimsiz n adet

gozlem degerine kars: gelen sira istatistikleri de Xi.,, Xoun, ..., Xn:m Olsun. Eger

-X'i'n . )
M: - . 3 1 = 1’2’...,77/—1 ve Vn=Xn;n (4"74)
X'H—l:n
tanumlamrsa Vi, Vs, ..., V, birbirinden bagimsiz olup ¢ = 1,2,...,n igin Vi ~
U(0,1).

a) Once V1, V4, ..., V,, lerin birbirinden bagimsiz oldugu gosterilecektir.

n!
fi,i+1:n($i, $i+1) = (7, __ 1)!(n i 1)!
x [F(z)] ™ [ = Fzao)]" ™ f(=:) f (i), (4-75)

—00 <K T; < Tiyp <O
idi. Simdi 1 <¢<n-—1igin
Xi:n
Xi+1:n
déniistimii uygulamrsa J = v olur. O halde
f('Ui,’U) = fi,i-{—l:n(vivav) |J|
n! i— n—t-—
= —— [F(v)] T 1 = F@)"™7 flow)fo)v,  (477)

(i — Dl (n—1i—1)!
O<y; <1, 0<vx1

Vi =

y V= Xi-i-»l:'n. (4_76)

olacaktir. 0 < z < 1 igin F(z) = z oldugundan

flv,v) = ( ! vttt (1 — o) (4-78)

i—Dln—i=1!"
elde edilir. O halde

fu(z) = [ f(z,v)dv
/

1

= ot il —v) N d 4-79
=] iomo oy VAT (+79)
2 .
ve gerekli islemlerden sonra

fr(z) =iz, 0<z <1 (4-80)
bulunur. '
b) Y = V;} dontsiimi uygulandiginda V} ~ U(0,1) oldugu hemen

gorillmektedir.
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Burada Vi, V;, ..., V,, rasgele degiskenlerinin ¢arpimi incelenirse
Xin =WV V, (4-81)
oldugu goriiliir. Demekki V; lerin olasilik yogunluk fonksiyonu (4-80) deki gibi
ve Xy ~U(0,1), k=1,2,...,n ise
Xin EVWVa- Wy (4-82)
olmaktadir. Tabi bu noktada ilk akla gelen soru bunun tersinin de dogru olup
olmadigidir. Yani V; lerin olasilik yogunluk fonksiyonu (4-80) deki gibi ve Xj,
k=1,2,...,n birbirinden vbaglmsm ve negatif olmayan rasgele degiskenler iken
herhangi bir pozitif n igin |
Xin 2 ViVs-- -V, (4-83)
gecerli ise X ~ U(0,1) ?
Bu sorunun yamtim aragtirmak icin ¢nce U, = ViV, -V, nin dagilim
fonksiyonu incelenecektir. Bunun igin
Uy =
(4-84)
Un—1 = Un-1
Up = V1V Up

déniistimii uygulanirsa J = (uitg - - ua_;)  ve buradan da
1

z 1 1
P(U. < . 1p,~ T, 11, 2—n -2 n—ld d
(U, <z)= nlul™uy Uy e Up s Up AU ...du,
0 un

Xp un_
Yn—1 U2 Un—1

(4-85)

elde edilir.
Gercekten de buradaki 6zellik diizgiin dagihmi karakterize eden bir
ozelliktir. Ancak bunu gosterebilmek igin agagidaki yardimei teoreme ihtiyac

olacaktir.

Yrd. Teorem 4.3. k <n —2 i¢in
k+1

II (=7

I=1

Xk:(—l)"f—jf‘——— =1 (4-86)

Ispat: Bu bagint1 tiimevarim ile gosterilecektir.
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a) Onerme k = 2 icin dogrudur;
3
11 (t-n)
Z( 1)’ ‘*’“ ET =1.

b) k < n — 3 olmak tizere onerme k igin dogru iken & + 1 igin dogrudur.

k icin dogru olduguna gore
k+1

[T (1—n)

k 1=1
l#]+1

E L AL

o - 7)!

dir. Buradan

k .
(—1) 1 1
> - = (4-87)
1—-njlk—j )t k1
veya =t
k .
1 (-1y 1 1
, , = 4-88)
ey D I e e A= (
(k+2-n) =z j+1-njlk-j) T1(—n)
=1
yazilabilir.

1 1 1 1
(k+2—n)(j+1-n) _k+1—j<j+1—-n_k+2—n)
oldugu goz ontine alimirsa

i (-1)7 1
j=0j+1—nj!(k+1-—j)!

k .
1 (-1)7 1
- E - — = . (4-89)
_ ] — i1 k+2
(k+2-n) = JUk+1—3)! Tl =)
=1
Son ifade diizenlenirse
k+2
[T (1=n)

Z;( ) s M— ‘9(7:;1_ —1+Hl—n§:—m (4-90)

J=

Diger yandan
k+2
k+1 zsnl (t=n)
1\ 1£j+1 —
Z( 1 JUk+1—7)!

=0
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k+2

l—n k+1
“( SN (B
= J J " +1
Z ik+1-71 Y wr o (4-91)
idi. O halde (4—90) 1fade51 (4—91) denkleminde yerine yazilirsa
k+2
k+1 z=Hl (t=n)
(1) g
;( ) gk +1— )
k+1
k+1 k (~1)7 . 1H1U - n)
+ ! — _ —1)eri=t
E( n)JZO]'(k+1-—]) +(=1) (k + 1)0!
k41 k
(=1 (=D
=1 -
+g( n) jzz:oj!(k+ 1= " k¥ D)0l
k+1 k+1 ;
(=1
=1+ [-n TN
E( );]!(k‘-l-l—])!
k1 .
elde edilir. Y 7= = 0 oldugundan
7=0
k+2 ,
k+1 z=Hl (t=n) _
-1 J__‘ﬂi______ =1.1
Z‘S( ) E+1—=3)

Teorem 4.3. Xi,..., X, birbirinden bagimsiz negatif olmayan mutlak strekli
F daglim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olmak tzere V1, ....,V, ler de
biribirinden bagimsiz ve

Fy(r)=1,0<z <1 (4-92)
dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olsun. Eger herhangt pozitif bir
T $aylst 1IN

Xin 2 ViVa---V, (4-93)

saglanwrsa F ~ U(0,1) dir.

Ispat : Gosterim ve hesap kolaylig1 nedeniyle dnce
Un

k=1,2,...,n— 2 igin V¢ = vk(Ugs1, ey Un) =
Ug4+1Uk+2 " * " Un—1
ve
Up—~1 = Up

tanimlansin.
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Ispat ii¢ temel adimda gosterilecektir.

1) Ik 6nce
1 1
—n, —n+l, —n+2 . -3
/ v /ul nu2 n u3 n LR un-—-Zdul .. dun_2

— 1 (’n—3)' n-2 n—3 B ]Ur,z_—-g _
) "ﬁQ(z_n)Jr;(i*l-)( R (4-94)

oldugu kanitlanacaktir. Bu bagint1 da tiimevarim kullanilarak gosterilecektir.

(4-94) egitligininin saglandigini géstermek igin 1 < k£ < n—2 olmak tizere
1 1

- —n4 (k-1
/ /ul mup g™ gy, - duy

Vi v1

1 k-1 (k-1 i
BRCER) ( )+Z<j_1>("1)’j_n (+-85)

oldugu gosterilecektir.

(4-95) esitliginin ¥ = 1 icin gecerli oldugu hemen goriilir. Onerme
1 < k < n— 3 igin dogru kabul edilsin. Simdi &£ + 1 i¢in dogru oldugu
kanitlanacaktir.

1 1 1
-n, —n+1, —n+2 —n+(k—1) —n+k
/ (//U1 ug " Trug T Uy duy -+ dug | ugly dugg

Vk+1 Vk v1

1 i
1 (k - 1 ’U.IZ:_‘n —n+k
= / (k—1) | k +Z(]_1) j—n Upry QUi

1 (k=1)! (k=1 (=1 (oo V| oo
= nd
/ (k—1)! " Z (j - 1) J =71 \Urs1 e @

1

—n k 7 1-j
1 (k—1)! wi + Z k-1 (1) vl uen
- ' , ] j—nk+1—3j

Uk+17Vk+1
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(k- 1)! Ay | 1 (=1 .
——k+-1-—-—v’;21i - Z . .(. _) v,'ﬁﬂ . (4-96)
Yardimel teoremden

1 (=1 (=1)F
—kZ(J—l)k+1——jj—-n—’°+1 Ck+1-n (+97)

elde edilir. (4-96) denkleminde (4-97) kullantlir ve gerekli sadelestirmeler

yap1hrsa

1
- -n+{k—1 -
/ (/ / “rys Ly uy +2"'uk ( )dul---duk> Ukn+kduk+1
V41 v

1 k! k+1 k . ,Uj—n
w2 (j._l)(“l)’f‘lg
| II=n) 5=
=1

bulunur. Bu da zaten ispatlanmasi istenilen sonug idi.
2) Simdi

/ (/ / Sty -~u;f2du1---dun_2> - %

oldugu gosterllecektlr.

Birinci adimdan

1 1 1
—n, —~n+l, —n+2 -3 -2
/ //U1 Uy Ug ceuntoduy o dun_g | uplidun

Un-—1 n—2 v

1 .
1 (n — 3)! n—3 U s | o

== -1y === dup—

/ (n =3 |n=? +. (j——l)( )j—n Un—18Un-1

1

n

1 (n—3)! w7l ’{5 n=3) (-1 ;. i
- j—n n—1-j

I=1 Un—1=Un
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=(n—lz)! 1£[n(; ) (n - QLZj(]—l)J—;nfjig

('n—Q)l n—2 n—3 (——1)j -
G I SRS o |
H(l-) =1(.7“1>]—nn——1_.]

elde edilir.

e (-

J=1

ve yardimci teoremden de

S (n-2) (=Y _ (=2 (=)™
;( i M- 7077

oldugu goz oniine alinir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

1 1 1
—-n, —n+l, —n+2 -3 -2
/ / /U1 uy " T rug T e oduy s dug o | U S dun

Vn-1 n-—~2 v1

1 (n —2)! . 2 fn—2\ (—1)+ .
(n—2) | n=2 j

yazilabilir. O halde

1 1 1
urt / (/ -.-/ul‘"ugn“ug"““?---u,‘ﬁzdul-~-dun_2) u 2 du,_y
Vn-—1 n—2 U1

= (4-98)
3) Sonunda X;., 2 V1V -+ V, bagintisindan

n / - F@O " dF(t) = n 0/ (1 )™ 'du,

0
veya
F(z) z

n 0/(1—t)""1dt=n0/(1—1.t)"“1dt

elde edilir. Buradan da F(z) =z. W
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4.4. Alt Rekorlar ile Frechét Dagilimina ait bir Karakterizasyon

X1, Xa, ... birbirinden bagimsiz ve agagida verilen dagilim fonksiyonuna
sahip rasgele degigkenler olsun;
Fx,(z) = e (34)” ,z>p,0>0,6>0. (4-99)
Ayrica Wiy, Wy, ... birbirinden bagimsiz ve standart {istel dagilmig rsagele
degiskenler olsun;
Fy,(z)=1-¢e",z>0. (4-100)
O zaman n > 1 igin

X n) — -1
—’%——“ LWyt .+ W75 (4-101)

(4-115) bagmtisinuin dogru oldugunu gostermek igin ilk dnce sol tarafin
dagimi bulunacaktir. H(z) = —InF(z) olmak iizere X () nin yogunluk

fonksiyonu o
o) = 10) (4102

dir. O halde (4-99) den H(z) = (3"'—;1)—5 ve buradan da

5 (z__E)—(n5+1) s

Ve ) (%) 4-1
o) = = e (4103
elde edilir. Simdi
Xitm) — B
Yimy(z) = -———-L(; = (4-104)
doniisiimii uygulanirsa
61:——(571-!—1) -
fYL(n)("L‘) = (n _ 1)' € ’ z> O (4‘105)
olacaktir.
(W1 + ...+ Wn)_% nin dagilimim elde etmek igin ¥, = W) + ... + W,
rasgele degigkenin dagilimi elde edilecektir. Bunun igin de

yr=w
Y2 = w1 + W
: (4-106)
Yn—1 = W1 + ... + Wn
Yn = Wy + ot Why W,
doniigiimii uygulanacaktir. yo = 0 taumlanirsa w; =y —y:-1 > 0,1 =1,..,n

ve buradan da

0<y <¥Yoror < Yno1 < Yn. (4-107)
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Istenen dagilim

P(Y,<z)= /f(wl)...f(wn)dwl...wn (4-108)
D
olup burada
D = {(wy, ..., wn) w1 + ... + wy, < 7}, (4-109)
O halde

/ / / / e~ dyr...dyn. (4-110)

. Yn=0yn-1=0 y2=0y:1=0
Diger yandan
¥3 ¥

/ / / e7¥dy;...dy,1 = o v D1 (4-111)

Yn—1=0  y2=0y1=0

oldugundan
1
P <o) = otgy [ e, (4112
yn=0
ve
1
fr.(z) = . 1)'.’13”—16—2 , x>0 (4-113)

olarak hesaplanir. Simdi Y = Yn—% (yani Y=W+..+ Wn)’%) doniigiimii
uygulanirsa |J| = 6y~5~! olur. Boylece

fr(z) = %e“‘_a , x>0 (4-114)
bulunur. .
(4-105) ve (4-114) birbirne esittir. Yani
f(i@clr—— (Wit ...+ W,)7% . (4-115)

Bu noktada style bir soru akla gelmektedir. Acaba (4-115) ozelligi
Frechét dagilimini karakterize eden bir 6zellik midir? Bu sorunun yaniti olumlu

olarak cevaplanabilmistir ve burada bir teorem olarak ifade edilecektir.

Teorem 4.4. X1, X5, ... birbirinden bajimsiz negatif olmayan ve ayni mutlak
strekli F dagilim fonksiyonuna sahip rasgele dejiskenler ve Wi, Wy, ..., W,
birbirinden bagimsiz ve standart Ustel dagilmas rasgele degiskenler olsun;

Fw,(z)=1-¢€",2>0. (4-116)
O zaman herhangi bir n > 1 igin

Xim & Wi+ .+ W) 73 (4-117)
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gecerli ise

Flg)=e*", >0, §>0. (4-118)

Ispat: Ispatin bir yonii zaten gosterilmigti. O halde teoremin hipotezleri
altinda (4-117) bagntis: gegerli ise F' nin standart Frechét dagilimi oldugunu
gostermek yeterli olacaktir.

Daha 6nce (W) + ... + Wn)—% nin dagiliminin (bkz. (4-114))
5x—(5n+1) g

oldugu gosterilmigti. Diger yandan H(z) = —In F(z) olmak tizere X, nin

yogunluk fonksiyonu

[H )™

fale) = 7 2 @) (+120)

oldugundan (4-117) bagintisina gore
FIHE! [ 6t=n+l)
/L—(—)]——f(t)dt=/——————— 4t 2> 0. (4-121)
0

(n—1)! (n—1)!

Son esitligin sol tarafinda y = —In F(t) ve sag tarafinda ise y = ¢t~° doniigtimii
uygulanirsa

0 o yn 1

e ¥dy = e ¥d 0. 4-122
/ (n ¢ W= / Y,z > (4-122)
—In F(z)
Burdan da —In F(z) = 7% veya
F)=e2",z2>0 (4-123)

elde edilir. W

4.5. Yukar: Rekorlar ile Pareto Dagilimina ait bir Karakterizasyon

Bir rasgele degisken asagidaki gibi bir dagihm fonksiyonuna sahip ise
genellestirilmis Pareto dagilim:dir;
-1
1 x— U ~(1+67) B>0icinx > p
feammo8) =2 18 (S4)| L G0 2
(4-124)
1 (==
fro(zimo,B) = ~e" (%), B=0igne > p. (4-125)

€1, €2, ..., € birbirinden bagimsiz ve agagidaki dagilim fonksiyonuna sahip
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rasgele degiskenler olsun;
_ _ﬁ-l . .
Pla<a)={ %5 ~O>0knz2l
T , B<0icin0<z<l1
O zaman B # 0 ve Xi, Xa,... rasgele degigkenleri genellestirilmis Pareto

(4-126)

dagilimina sahip iseler
ag (23 s
Xym < g+ e (4-127)
=1
oldugu bilinmektedir 3, s. 90] .

Egero=1ve p=0ise

—(143-1y B>0iginz >0
fra(@;my0,8) = (1+ fz)" (7). B<0 igin z< -1 (4-128)

olacaktir ve bu durumda (4-127)
I« (4-129)

seklini alacaktir.

Bu sartlarda (4-129) bagmtisimin gergekten de saglandigini gostermek

icin &nce % I] € rasgele degiskeninin dagilimu bulunacaktir. Bunun i¢in
i=1

Uy =€
Ug = €2
(4-130)
Um~1 = €m—1
Uy = %61...6m_16m ,8<0
doniigiimii uygulanirsa
J = ——-——ﬂ———— (4-131)
Uy...Um—1

olacaktir.

8 < 0 igin €, = ﬁ? ve 0<en, <1 oldugundan % < U, < 0 olmak

lzere
U
_ﬁﬂ_ < ul < 1,
u2b'um—-1
U
rm o < Uy < 1,
Uz... Um—1
U
Bum < Umog < 1,
Um—1

B < Um_1 <1,
1 1
——<um<a:,—ﬁ—_<_:v<0

3 <
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olacaktir. O halde

g(uh ---:um) = fPa(ul)---fPa(um-—l)fPa <—"6—%—"‘) (4—132)
Uy... Um—1
tanimlanirsa
€m
P ( < 9:) / / / / g(uy, ..y um) |J| duy...duy,
l/ﬂﬁum ﬁ::rrcn‘——-_l‘ ug.- "-m-

(4-133)

dir. Burada

/ / / ul, IJl du1 dum_l =

B ﬁum ﬁum
p )

/ / / . ulﬂz:)_l( (=B)duy..dupm_;  (4-134)

Bum Bum Bum

U3 Um—1 U2---Um—1

— (_p-1ym-1 u )" 1+3 [_ln(ﬁum)]m‘~1
= (=67)" (Bum)43)

oldugu gosterilebilir. Boylece

P(El'"e’”é‘”) - ](ﬂu>( ) 16 h16“1qu, (4-135)

g / (m— 1)
B
l < <0
elde edilir.
Diger yandan
-1
~In F (u
P (Xupm < 2) / o 1 dF(u),0 <z (4-136)
0
oldugundan
ARy .
P (Xy@m <z) = / : G (1+8t)~ O g, (4-137)

0
ve fu = 1 + Bt dontiglimii ile
m—1
(1+87%) [ A" In (Bu)]

(m—Dr

P(Xom<s) = [ (B (4-138)
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Bu da 8 < 0 igin Xpm) < % 1’[ e; oldugunu gosterir.

B> 0igin ¢, = T Ve En > 1 oldugundan % 5 < Um olmak iizere
Urn
IB > uy -~ > 1
Ug.. . Um—1
__'Bim_ > up > 1,
Uz...Um—1
U
)6 > Um-2 > 1,
Um—-1
:Bum 2 Um—1 > 11
1
<unpn<z,=-<r=2
g B
olacaktir. O halde
Eum Eum
z Bum UZeo U] UDeoi U1
€1...€
P( lﬁ =< z) = / / / g(uy, )| duy...dum,
1/8 1 1 1
(4-139)
dir. 8 < 0 durumuna benzer gekilde
Bum ua--ez:nq uzﬁma
/ / / g(ug, ooy um) | duy..dum—y =
1 1 1
Bum Bum,
,Bum U3 Um 1 U UM ] (1+_)

/ / / g 5uzm - é(—-ﬁ)dul...dum_l (4-140)

_(1+3) [87'n (Bum)] ™™
(m—1)!

= (Bum)

oldugu gosterilebilir. Buradan da

P(el';’" g:c> = ](ﬂu) (r+3) 18~ m(ﬁ“)}m ldu, (4-141)

(m—1)!
1
B
1
r > —=
- B
elde edilir. Buda z > 0 igin &%= £ Xy, yani 8 > 0 igin de Xygmy < & [] &

1

-,
If

oldugunu gosterir.
Simdi bu 6zelligin fp,(z;0,1,8),8 # 0 icin karakteristik bir 6zellik

oldugu gosterilecektir.
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Teorem 4.5. X;,Xs,... birbirinden bagimsiz negatif olmayan rasgele
degiskenler olmak izere bunlarin ortak dagelum fonksiyonu F(z), x > 0 olsun.

€; ler (4-126) de tanamlandigy gibi olsun. ﬂ < 0 olmak tizere

Xym) 5] Hez (4-142)
gecerli ise
| Flz)=1—(1482)"" ,0<z< —% . (4-143)
ispat:
Y [— InF (u)] ™
P (Xyem < 7) = / ) 0 <z (4-144)
0

a) B <0 igin —é— [1 €: rasgele degigkenlerinin dagilim
i=1

P <€1”'€"‘ < :c) = ](,Bu)”(1+291') 57 In (ﬂu)}m—ldu, (4-145)

B “(m —1)!
B
1
- < <0
3 =
olarak bulunmustu. O halde Xy () < %61...6m bagintisina gére
- m—1 iz
= [~ 0 F ()] ? ) [ m g™
(1+ n (Bu
[ —mm—rw = [ 6w L, (146)
° 3
1
0<z< —=
- B

olmalidir.
(4-146) esitliginde sol tarafta ¢ = —In F (u) doniisiimii ve sag tarafta da
t= l“(%‘l doniigimii uygulanirsa

—Infi(2) )
/ 7 tgr = / "7 it 0<z<—L  (a147)
(m—1)! B (m—1)! ’ - p
0 0
olur. O halde
F(z)=1-(1 +,Ba:)—ﬁ—1 ,0<z < ——;— (4-148)

bulunur.
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b) 8 < 0 igin % I1 €: rasgele degigkenlerinin dagilim

=1

Em [ ey [B I (Bw)]™
p (61 ,86 < m) = /(,Bu) (1+3) [ﬂ (7:: (f%;;! du, (4-149)
/ !
1
T > -
- B
idi. Xy(m) £ %61...6m bagintisina gore
“owp ) 67 1n (6u)] ™
d = -(1+3) Doy
/ (m —1)! Fw) /(m) A o
1
B
z > 0 (4-150)
olacaktir.
(2) kisminda uygulanan aym doniistimler ile
- In(1+3z)
i) tm—-l H tm—l
/ (m = 1)!e‘tdt = / = 1)!e—tdt , 0Lz (4-151)
0 0 .
elde edilir. O halde
Fiz)=1-(1+82)"" ,0<z (4-152)

olmalhdir. W
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5. SONUC VE TARTISMA

Elde edilen sonuglar incelendiginde ozellikle rasgele degiskenlerin

carpimina ait karakterizasyon teoremleri dikkat gekiyor. Bunlar
1) Xim 4 €162 Em, & ~U(0,1) ise F ~ U(0,1).
2) Xim EViVa-- Vi, Fylz) =1, 0<z < 1ise F ~ U(0,1).

1-z%" | B>0i¢inz>1
3) X milee---m,P,«< = s ’ ) -
) Xum) = 5€162---¢€ (e < 2) {x—ﬂl , B<0icin0<z<1

B>0iginz >0
» f<0ign0<z<~5"
4) XpmyE Wi+ W,o)"%,6>0, Fa,(z) =1—e~%, >0 ise
Flz)=e*",2>0, 6§>0.
5) Xy — Xvq) <x L2y ve F belli bir simftan ise F' diizgiin dagilimdr.

seklinde idi.

ise F(z)=1-(1+ ﬁ:::)“ﬁ_1

Hem alt rekorlar hem de iist rekorlar icin ¢arpim iceren sonuglar elde

edilmigtir. Ozel olarak (3) de 8 = —1 ahmrsa

Xv(m) L gy Em, F.(z)=z,0<z<lise F(z)==x
elde edilir. Buradaki ve (1) deki e;e5---€,, carpimi hem fizikte hem de
Markov zincirleri icin bir prototip olmasi bakimindan onemlidir. Fizikte
belirli carpigsma siireglerine uygun kullanimina ait basit bir 6rnek (Feller 1971)
kitabinda bulunabilir. '

(1) de elde edilen sonug (4) sonucu ile birlikte 2-6 Mayis 2001 tarihinde
Antalya’da diizenlenen II. Istatistik Kongresinde sunulmustur. S6z konusu
bildiride (1) deki sonucun ispat: daha kisa bir sekilde yapilmistir. Ustel
dagims rasgele degiskenlerin toplaminin Gamma dagildig: bilinmektedir. Bu
ozellik kullamlarak daha cabuk sonuca varilmistir. Daha ayrmntili bilgi icin
(Bairamov ve Arslan 2001) incelenebilir. Ancak tezde gosterilen ispatin
avantajl da bagka sonuglar ic¢in ipuclan saglamasidir. Bu nedenle uzun da
olsa tezde gosterildigi gibi ispat yapilmigtir.

(2) de elde edilen sonug incelendikten sonra benzer bir sonucun X,., icin
de gegerli olup olmayacagi hemen akla gelmektedir. Ayrica dikkat edilirse
F ~ U(0,1) ise Fx,,(z) = [F(z)]) = z* = Fy,(z) olmaktadir. Yani
X1, X, ..., X, birbirinden bagimsiz ve & = 1,..,n igin X ~ U(0,1) ise
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Xin < x 1:1X2:2 - - Xn:n bagintisi gecerlidir.

(5) sonucunun ispatmda belli bir dagilimlar ailesi ele alinmasina kars:
ayn1 sonucun daha genig bir simfta gecerli olabilecegi diigtiniilmektedir. Zira,
bu ispatta kullamlan bilgiler ¢ok fazla degildir.

Bu sonuglar 3.2.6 da anlatilan sonuglar kapsaminda ele alinabilir. Ancak
hi¢ birisinde ¢arpimlar iceren bir teorem yoktur. En yakin teorem Kotz ve

Steutel (1988) tarafindan elde edilen sonugtur.
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