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ÖNSÖZ 

Bu çalışmada levha sistemlerde uygulanması anlatılınaya 

çalışan sonlu elemanla~ metodu oldukça yeni bir metoddur. 

Bilgisayarların kısa sürede gelişimine paralel olarak 

sonlu elemanlar metodu da hızla yeni uygulama alanları bul­

muştur. 

Klasik çözüm metodları ile çözülmesi pratik olarak çok 

karışık hatta olanaksız olan taşıyıcı sistemler kolayca 

çözülebilir hale gelmiş ve hesapların hassasiyet dereceleri 

artmıştır. 

Bu çalışmada levhaların statik yükler altında çözümünü 

içeren bir bilgisayar programı verilmiştir. Programda dış 

yükler ve verilmiş deplasmanlar etkisindeki levhanın geril­

meleri, ayrıca düğüm noktalarındaki deplasmanları da hesap­

lanabilmektedir. 

Program hazırlanarak Amstrad CPC 6128 de test edilmiş-

tir. 

Çalışmalarıma yardımcı olan Sayın HocamYard.Doç~Ahmet 

TOPÇU'ya teşekkürü borç bilirim. 

Nihal ESENGÜR 
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ÖZET 

Bu çalışmada deplasman fonksiyonu 2° polinarn olan 12 

serbestlik dereceli bir üçgen levha elemanı geliştirilerek 

rijitlik matrisi verilmiştir. 

Hazırlanan bir levha programı ile elemanın sayısal kar­

şılaştırılması yapılmış ve elde edilen sonuçların yeter de­

recede doğru olduğu gösterilmiştir. 



SUMMARY 

In this study a triangular 12 degree of freedem 

displacement type plate element is developed by using a 

second order polynomial for displacement function and the 

stiffness matrix is given. 

V 

A computer program is developed for the element 

explained above and some nurnerical test problems are solved 

and the results are compared with the other solved problems 

in the literature. As a result it has been seen that our 

solutions are within reasonable accuracy. 
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1. SONLU ELEMANLAR METODU 

1.1. Giriş 

Sonlu elernanlar metodu nümerik bir hesap yöntemidir. 

Metodun esası, sistem ne denli karmaşık olursa olsun daima 

sisternin idealize edilmiş ve özellikleri bilinen elernanla­

rın çözümüne dayanır. Bu metod ile her türlü karmaşık sis­

tem çözülebilir. Sonlu elernanlar metodu, iki ve üç boyutlu 

sürekli ve süreksiz ortamın gerilrne ve yer değiştirme prob­

lemlerine de uygulanacak şekilde genelleştirilrniştir. Sonlu 

elernanlar metodu ilk olarak mühendislik alanında uçak sana­

yiinde kullanılmış, bu dalda karşılaşılan çok sayıda karma­

şık yapıdaki problemierin çözümünde yararlanılmıştır. 

Bilgisayar tekniğinin gelişmesine paralel olarak başta 

yapı mekaniği olmak üzere diğer bilim dallarında da hızlı 

bir şekilde uygulama alanı bulmuştur. Sisternin sonlu sayı­

da elemanlardan meydana geldiği düşüncesi metodun esasını 

oluşturur ve buna sisternin idealizasyonu denir. 

Bu elernanların sonlu sayıdaki düğüm noktalarında bir­

birine bağlandığı varsayılır. Sisternin denge denklemleri­

nin kurulmasında oluşturulacak denge rnatrisinin boyutu, 

sisternin düğüm noktası sayısına bağlıdır. 

Bir sisternin veya tipik bir çerçeveden oluşan yapının 

idealize edilmesinde yapılması gereken tek kabul, deplasrnan 

fonksiyonunun iki düğüm noktası arasında ve elastik eksen 

boyunca sürekli olduğudur. 

Yapı sistemlerinin analizinde en büyük gelişme, sonlu 

elernanlar metodunun sürekli ortarn problemlerinin her türlü 

geometri, sınır şartı ve yük haline uygulanabilmesidir. 

Levha, kabuk ve plakları iki boyutlu elernanların bir­

leşimi şeklinde temsil etmek mümkün olduğu gibi üç boyutlu 

elernanların birleşmesi ile de sürekli bir ortarnı temsil 

etmek mümkündür. Çözüm sırasında yapılan kabuller fiziksel 

karakterde olup idealize edilmiş sistem gerçek ortarn yerine 



kullanılır. İdealizasyon sonucu oluşan hata miktarı kabul 

edilebilir sınırlar içinde kalmaktadır. 

ETemanların farklı ve değişik malzemelerden oluşması 

durumunda da bu metod geçettli olup uygulanabilir. Bu da 

sonlu elemanlar metodunun geniş bir uygulama alanına sahip 

olduğunu ifade eder. 

1.2. Sonlu Elemanlar Metodu İle Sistem Analizi 

2 

Sistemin sonlu elemanlar metodu ile analizi yapılırken 

yapının idealize edilecek elemanlarının özelliklerinin be­

lirlenmesi ve idealize edilmiş olan yapının analizi olmak 

üzere kısırnlara ayırmak mümkündür. Sürekli ortam özellik­

leri bilinen tipte elemanlara ayrılarak idealize edilir. 

Bundan sonra sürekli ortamın analizi yerine, idealize edil­

miş olan sistemin analizi ile çözüm yapılır. 

Çözümün doğru ve kesinliği, idealize edilmiş sistemin 

sürekli ortamı ne kadar hassasiyetle temsil ettiğine bağlı­

dır. Genel olarak idealiz~ işi zor bir işlem değildir. Sık 

bir ağ şeklindeki idealizasyonun çok daha iyi sonuç verdiği 

gösterilmiştir. 

Ana problem sistemi oluşturan elemanların elastik özel­

liklerini belirlenmesidir. Düğüm noktasına etkiyen kuvvet­

ler ile bu kuvvetlerin neden oldukları deplasmanlar arasın­

daki bağıntının kurulması ve eleman rijitlik matrisinin he­

sabı ana problemdir. 

Verilmiş yükler (dış kuvvetler, mesnet çökmesi, ısı vs.) 

altında sistemin deplasmanlarının, eleman kuvvetlerinin ve 

elemanlarda oluşan gerilme ile deformasyonların hesabı her 

zaman karşımıza çıkabilecek bir problemdir. 

Sistemin idealize edilmesi sistematik olup metodun esa­

sı her türlü karmaşık sistem için geçerlidir. 
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2. SİSTEMİN İDEALİZASYONU 

2.1. Sistem Hakkında Genel Bilgiler 

Sonlu elemanlar deplasman metodu ile levhalarda oluşan 

iç kuvvetler (gerilmeler) ve mesnet reaksiyonları düzlem 

gerilme ve düzlem deformasyon halleri için hesaplanacaktır. 

Sürekli bir ortam olan levhaların çözümü için sistem 

önce sonlu sayıda elemana bölünür. Burada üçgen levha kul­

lanılacaktır. Eleman sayısı arttıkça çözümün doğruluk de­

recesi de arttığından mümkün olduğu kadar çok elemana böl­

mek esastır. Ayrıca gerilmelerin büyük olacağı tahmin edi­

len bölgelerin (tekil yüklerin, mesnetlerin, boşlukların 

ve ısı farkının olduğu bölge) mümkün olduğu kadar küçük bo­

yutlu elemanlara bölünmesi faydalıdır. Eleman sayısının 

üst sınırı sadece kullanılan bilgisayarın bellek kapasitesi 

ile sınırlıdır. 

Levhanın elemanlara bölünmesine sistemin idealize edil­

mesi denir. Şekil 2.1'de görüldüğü gibi sistemin geometrisi 

idealize edilirken süreklilik gösteren sınır şartları ve 

yayılı yükler de idealize edilir (Topçu, A., 1987). 

y 

..-x 

Verilen levtıa Idealize edilmiş levha 

Şekil 2.1. Sistemin idealize edilmesi 
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Düğüm Noktaları: İdealizasyon sonunda oluşan noktalar­

dır. İdealize edilmiş levhada tipik bir f. elernanını ele 

alırsak (Şekil 2.2): 

m 
k~--------~J 

n 

Şekil 2.2. İdealize edilmiş tipik bir elernan 

Elernan tarif edilirken, herhangi bir köşe noktadan 

başlayarak. sıra ile, diğer noktaları (saat yönünün ters 

istikametinde), daha sonra ana noktalar göz önünde tutul­

malıdır. 

Numaralama işlemi sisternin genelinde yapıldığı için 

numaralama sonunda herhangi bir tipik elemanın nokta numa­

ralarının farklarının mümkün olduğu kadar küçük kalmasına 

özen gösterilmelidir. Şekil 2.3a'da verilen numaralama ye­

rine Şekil 3.3b'de verilen numaralama tercih edilmelidir. 

8 

11 

~ 33 35 5 

~ 

3 

(b) 

Şekil 2.3. Sisternde elernan ve nokta nurnaraları 

Şekil 2.3a'da taralı olan elemanın nurnaraları 1,3,17, 

2 10 9 ve nurnaraları arasındaki fark 17-1=16 halbuki, Şekil 
' ' 

2.3b de 1,11,13,6,12,7 için ise 13-1=12 dir. Bu fark ne 

kadar küçük kalırsa, problem için harcanan bellek ve hesap 

süresi de o oranda azalır. 
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Elemanlar: Sistemin idealize edilmesi sonucunda olu-

şan üçgen elemanlardır, sıra ile numaralanırlar (Şekil 2.3b). 

Sistem eksen takımı: Sistemin x ve y eksenleridir. 

Yön söz konusu olduğunda x yönü 1 ile, y yönü 2 ile adlan­

dırılır. 

Mesnet Şartları: Mesnet noktalarında verilmiş deplas­

manlardır. 

Dış yükler: Düğüm noktalarında ve eksenler yönünde et­

kiyen tekil kuvvetler, elemanlarda ısı etkisi ve mesnet çök­

meleri dış yük olarak verilebilir. Sürekli yükler statikçe 

eşdeğer ve sadece düğüm noktalarına gelen yük halini alır. 

Koordinatlar: Düğüm noktalarının seçilen eksen takımı­

na göre koordinatlarıdır. 

Deplasmanlar: Verilen yüklerden düğüm noktalarında olu­

şan hareket miktarlarıdır. Her noktada x ve y yönünde olmak 

üzere iki deplasman vardır. Her elemanda ise 6 nokta ve 

6x2=12 deplasman mevcuttur. 

Gerilmeler: Elemanlarda verilen yükler nedeni ile olu­

şan gerilmelerdir. oxx veo normal gerilmeleri ile o yy xy 
kayma gerilmesi mevcuttur. Söz konusu gerilmeler eleman 

içinde her noktada şabittir. Gerilmelerden pozitif yönleri 

Şekil 2.4 de elemandan alınan bir dx, dy elemanı üzerinde 

gösterilmiştir. 

,~ 
~y 

~ 
ç,,..___l ~~ 

~- iç~ 
dx 

Şekil 2.4. Elemanda oluşan normal ve kayma gerilmeleri 



Reaksiyonlar: Mesnet noktalarında ve rnesnet şartı ve­

rilmiş do~rultularda dış yUklerden oluşan kuvvetlerdir. 

6 

Sisternin ve yüklernelerin simetrik olması: Bu dururnda 

sisternin yarısı ile hesap yapılabilir. Sirnetriden bellek 

tasarrufu için mutlaka yararlanılrnalıdır. Şekil 2.5'de si­

metrik bir sisternin idealizasyonu örnek olarak gösteril­

miştir. 

y 

p 

Simetrik sistem 

y 

hesalu esas sistan 

1 
1~ 

~ 

Şekil 2.5. Sisternin simetrik olması hali 

X 

Yukarıda bahsedildi~i gibi idealizasyonu yapılan bir 

sisternde artık sisternin rijitlik rnatrisinin kurulması gere­

kir. Burada üçgen elernan ve alan koordinatlarından yarar­

lanılmıştır. 



3. ÜÇGEN ELEMAN VE ALAN KOORDİNATLARı 

3.1. Üçgenin Geometrik Özellikleri 

/ 
! 

z 1 q 

1 ~/ 
1 3 

Şekil 3.1. Üçgen elemana ait eksen takımında ağırlık 
merkezi 

7 

Üçgenin ağırlık merkezi olan P(XP,YP) noktasının koor­

dinatlarının hesaplanması için a,b ve h değerleri bilinme­

lidir (İnan, M., 1981). 

XP= a +b 
3 

h 
ve YP=3 olur (3.1.1) 

Üçgen elemana ait (X,Y) koordinat sistemine göre ele­

man P(XP,YP) değerleri, sisteme ait (x,y) koordinatlarına 

dönüşttir~rür. 

1 

\ 
i 

1(Xı,Yı) 

2(X 2, Y2) 

3(X3,Y3) 

Şekil 3.2. Üçgen eleman ve düğüm noktaları 

Şekil 3.2'deki üçgenin i noktasının koordinatları 

X.,Y. olmak üzere üçgenin alanı, 1,2,3 köşe noktaları cin­
ı ı 

sinden (Przemieniecki, J.S., 1968) 
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X 
ı 

J. 

A = 
-~ 2 l: x2 Y, ı y2 (3. ı. 2) 

x3 y3 

ile verilir. 

3.2. Alan Koordinatları 

2 1 

\~ 
L2= ı 

\ 

3 

Lı= ı 

-X (t) ( a) 

Şekil 3.3. Üçgende alan koordinatları 

Üçgenin içinde teşkil edeilecek herhangi bir P noktası 

ile üçgen A , A2 ve A3 den oluşan alanlara ayrılabilir. 
ı 

Şekil 3.la da.P noktasının üçgeni bölmesi ile üç alan oluş-

muştur (Cook, R.D., 1974; Gallegher, R.H., 1976). 

Üçgenin kenarlarından P noktasına çizilen dik uzaklık­

lara s ' s2 ve s3 denir. Şekil 3.3b deki üçgenin yüksek-
ı 

likleri her kenar için h , h 2 , h 3 olur. 
ı 

P noktasının üçgen içinde konumu değiştikçe A
1

, A2 ve 

A3 alanlarının da büyüklükleri değişmektedir. Şekil 3.3c 

de P noktasının ayırdığı üçgenlerin kenar çizgileri görül­

mektedir. Şekil 3.3c'de A2 alanının büyüklüğünü belirle­

yen L 2 çizgisi gösterilmiştir. L ve L 2 ve L 3 bölünen 
ı 

alanların toplam A alanına oranıdır. 
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(3.2.ı) 

olmaktadır. 

Bir kenarı ortak iki üçgende yüksekliklerin oranı alan­

ların oranına eşittir. Şekil 3.3b'de ı. kenarda s /h =A /A 
ı ı ı 

olmaktadır. Alan koordinatlarının teşkilinde P noktası üç-

genin merkezine yerleştirilir. Bu durumda oluşan üçgenler 

eşit büyüklükte ve 

ı L =L =L =­
ı ı 3 3 

(3.2.2) 

olur. P noktasının alan koordinatları cinsinden koordinat­

ları P(L ,L 2 ,L 3 )=P(ı/3,ı/3,ı/3) olur. 
ı 

Şekil 3.3a daki üçgen elemanı ele alınırsa (Topçu, A., 

ı986) 

.A 
A nın tarifi ı 2 3 

A 
A " 2 3 p 
ı A 

A2 " 3 ı p 
.L:>.. 

A3 " ı 2 p 

ve P noktasının koordinatları (x,y) olmak üzere alanlar 

(3.ı.2) den 

ı X 
ı 

y 
ı 

ı 
A= 2 ı x2 y2 = ~ {X

1 
(Y 2-Y 3 )+X 2 (Y 3-Y

1
)+X3(Y

1
-Y2)} 

ı x3 y3 
(3.2.3) 

ı X y 

A=l._ ı x2 Y, ı"~ {(X,Y 3 -Y,X, )+x(Y,-Y 3 )+y(X,-X,)l 
ı 2 

ı x3 y3 (3.2.4) 

[ 
ı X 

~:ı ı 
ı x3 = ~ { (X 3Y1 -X1 Y3 )+x(Y 3-Y1 )+y(~ -X3)} A=-2 2 
ı X (3.2.5 

ı 

) 



ı o 

ı X y 

A3=..!_ ı X y ı =z{(X Y2-X 2Y )+x(Y -Y 2)+y(X 2-X )} 2 ı ı ı ı ı ı 

ı x2 y2 (3.2.6) 

olarak yazılabilir. 

Alan koordinatlarının tarifi (3.2.ı den) 

dir ve alanların oranının toplamı üçgenin alanına eşittir: 

(3.2.7) 

Burada alan koordinatlarının lineer ba~ımlı oldu~u gö­

rülür. Lı için, Lı=l-(L 2 +L 3 ) şeklinde lineer ba~ımlık ya­

zılabilir. 

Formüllerde kısaltınalar yapılırsa: 

cı . . =X.Y.-X.Y. 
ıJ ı J J ı 

X .. =X.-X. 
ıJ ı J 

Y .. =y.-y. 
ıJ ı J 

2A =XıY23 +X2Y32+X3Yı 2 
2Aı=cı.23+xY23+yX23 

2A2=cı.3ı+xY3ı+yXı3 

2A3=cı.ı2+xY12+yX2ı 

olarak ifade edilebilir. 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

(3.2.ıO) 

(3.2.ıl) 

(3.2.ı2) 

(3.2.ı3) 

(3.2.ı4) 

AJan koordinatları ile kartezyen koordinatlar arasındaki 

ba~lantı matris şeklinde yazılabilir: 



ll 

Lı ()( 23 y23 x32 ı 

L2 
ı ()( 

y32 xl3 (3.2.15) =--2A 31 X 

L3 ()( 12 Yı2 Y2ı y 

Alan koordinatları yardımı ile eleman global koordinatlar-
dan bağımsız olarak tariflenebilir. 

3 (0,0,1) 

( 1,0,0) 1 

2 (0,1,01 

x,u 

Şekil 3.4. Noktaların alan koordinatları 

Elemana ait P noktasının üçgenin üzerindeki 1,2,3,4,5 

ve 6 noktalarının herhangi birinin üzerine kaydırılması du­

rumunda, alan koordinatları bu noktalar için Şekil 3.4 de 

(Lı,L 2 ,L 3 ) olarak tariflenmiştir. 

P noktası 1 noktası ile çakıştığında A =A ve A2=A 3=0 
ı 

dır. Bu durumda Lı=l, L 2=0, L 3=0 ve 1 noktasında olan P 

noktasının koordinatları P(l,O,O) olur. 
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4. DEPLASMAN FONKSİYONU SEÇİMİ, SÜREKLiLİK ŞARTLARI 

4.1. Üçgen Elemanın Düğüm Noktalarındaki Deplasrnanları 

İdealize edilen herhangi bir levhanın i inci elernanın­
da düğüm noktaları ve deplasrnanlar aşağıdaki şekilde göste­
rilmiştir. 

y,v 

x.u 
Şekil 4.1. Düğüm noktası deplasrnanları 

Levhaların sonlu elernanlar metodu ile hesabı yapılır­

ken her elernandaki mevcut noktaların (1,2, ... ,6) yatay ve 

düşey deplasrnan değerleri bulunur. Her elernan iÇin nokta 

sayısı ve bir noktada bulunan deplasrnan adedi çarpılarak 

serbestlik derecesi elde edilir. Şekil 4.1 de i. inci 

elemanın 6x2=12 serbestlik derecesi vardır. Elemanın yapa­

cağı deplasrnan sayısına serbestlik derecesi denir. Elernan 

bu deplasrnanlar doğrultusunda serbestçe hareket edebilir. 

4.2. Deplasrnan Fonksiyonunun Seçimi 

Elemanın deplasrnan vektörü D ile tanırnlanırsa her 

elernan için sınır şartlarını sağlayan deplasrnan fonksiyonu 

~ için: 
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v= d U (4.2.1) 

(4.2.2) 

yazılabilir (Topçu, A., 1986). 

4.2.2 deki ifade açık olarak yazılırsa: 

. 

~ = [ ~: ] = [d ı~ _d_~ _d_
4

_d_s_d -+' 1-d-ı _d_2_d_3_o_d_ -4 -d-s -dJ ~; 
(4.2.3) 

olur. 

Buradaki dı, d 2 , ... d
6 
katsayıları olan koordinatları cin­

sinden deplasman fonksiyonunu belirler. Deplasman fonksi­

yonunun tesbiti için yatay ve düşey deplasmanlara birim 

deplasmanlar verilerek d. 'ler hesaplanır. Örnek olarak 
ı 

u =1 ve bütün diğer u.=O, v.=O (i> 1) iken d hesaplana-
ı ı ı ı 

bilir. 

4.3. Üçgen Elemanda d. Değerlerinin Hesabı 
ı 

4.3a. Yatay deplasman katsayıların belirlenmesi 

Şekil 4.2. Elemanın 1 noktasına yatay birim deplasman 
uygulanması 
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1. noktasındaki yatay deplasmana birim deplasman verilir. 

Burada u =1 ve di~er u.=O, v.=O (diger noktalarda verilmiş 
ı ı ı -

deplasman bulunmamaktadır). Aynı zamanda dı sadece A
1 

ile 

tariflenir ve 1 2 ve 1 3 den bagımsızdır. Şekil 4.2 deki 

elemanın yüzeyi 2° bir paraboldur. 

2° parabol için 3 bilinrneyenli denklem kurulur: 

(4.3.1) 

1 =1 ve P noktasının yeri P(ı,O,O) olur. L 2 ve 1 3 sıfır 
ı 

oldu~undan d sadece L in fonksiyonudur. Sınır şartı ola-
ı ı 

rak u =ı, u 2 =0 ve u4 =0 alınırsa denklemler: 
ı 

ı 

2 d (O ı O)=u 2 =a =O 
ı ' ' ı 

( 1 ı ' ı ı d ,_2 . -2 • O 1 =u , -= a + -0 a 2 + -- a 3 =O 
ı . . ~ ı .... 4 3 

olur. Bu denklemler çözüldü~Unde a =0, a 2 =-1, a 3 =2 bulunur. 
ı 

d =-L +21 2 =1 (21 -1) 
ı ı ı ı ı 

(4.3.2) 

Di~er 2 ve 3 noktalarının deplasrnan fonksiyonları aynı 

yöntem ile bulunur. 2 noktasına yatay birim denlasrnan uygu­

landıgında P(O.l,O) ve d 2 =a +a 2 1 2 +a 3 L/ olur. Sınır şartla­
ı 

rı yerine konursa fonksiyonun ifadesi aşagıdaki gibi olur. 

1 

Şekil 4.3. Elemanın 2 noktasına yatay birim deplasman 
uygulanması 

(4.3.3) 



ı ı; 

15 

. 3 noktasına yatay birim deplasman uygulanması durumun­

da P(O,O,l) ve d 3 =a +a 2 1 3 +a 3 L~ için: 
ı 

2 

Şekil 4.4. Elemanın 3 noktasına yatay birim deplasman 
uygulanması 

(4.3.4) 

olarak hesaplanır. 

Şekil 4.5. Elemanın 4 noktasına yatay birim deplasman 
uygulanması 

4 noktasındaki yatay deplasman katsayısının hesaplanması 

P( ~ , ~ ,0) noktası üçgeni 

d 4 =d 4 (L ,1 2 ) dir ve 2° 

için birim deplasman uygulanır. 

iki eşit alana böler. Bu nedenle 

denklemin katsayıları 6 adettir. 
ı 

Deplasman fonksiyonu 

(4.3.5) 

olur ve sınır şartları u 4 =1, u 1 =u 2 =u 3 =u 5 =u 6 =0 için denklem­

ler: 

ı 

2 

3 



ı6 

4 d ( O O ı ) = U3 = a =O 4 , , ı 

5 ı ı ı ı 
d 4 (O , 2 , 2 ) = Us= a ı+ 2 a 3 + 4 a 5 =O 

6 

ve katsayılar aı=O, a 2 =0, a 3 =0, a =O, a =0, a =4 olarak 
4 5 6 

elde edilir. Sonuçta 4 noktası için deplasman fonksiyonu: 

(4.3.6) 

olur. 

Benzer şekilde 5 ve 6 noktalarına yatay birim deplas­

manlar verilerek d 5 ve d 6 katsayıları hesaplanır. 

1 

Şekil 4.6. Elemanın 5 noktasına yatay birim deplasman 
uygulanması 

(4.3.7) 

elde edilir. 

Şekil 4.7. Elemanın 6 noktasına yatay birim deplasman 
uygulanması 
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d 6 =d 6 (Lı,L 3 ) ve sınır şartları u 6 =l, uı=u 3 =u 4 =us=O için 

d 6 =4Lı.L 3 (4.3.8) 

bulunur. 

4.3b. Düşey deplasman katsayılarının belirlenmesi 

V. =1 
1 

Şekil 4.8. Elemanın ı noktasına düşey birim deplasman 
uygulanması 

P(ı,O,O) ve d =a +a 2 L +a 3 L 2 denklemi için sınır şartları 
ı ı ı ı 

vı=ı, v 3 =0, v 6=0 uygulanırsa: 

ı 

2 

3 

olur ve sistemin çözümünde 

d =L (21 -1) 
ı ı ı 

(4.3.9) 

bulunur. 

Benzer şekilde 2 noktası için d 2 =d 2 (L 2 ) dir. 

1 

Şekil 4.9. Elemanın 2 noktasına düşey birim deplasman 
uygulanması 



3 noktasında deplasman fonksiyonu: 

. V= 1 
3 
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(4.3.10) 

Şekil 4.10. Elemanın 3 noktasına düşey birim deplasman 
uygulaması 

(4.3.11) 

Elemanın 4 noktasına birim deplasman uygulanması duru­

munda deplasman fonksiyonu L 1 ve L 2 ye bağımlı olmaktadır. 

Sınır şartı olarak v 4 =1, v 1 =v 2 =v 3 =v 4 =v 5 =0 alınırsa 

şeklindeki deplasman fonksiyonunun çözümü: 

3 

ı 
Şekil 4.11. Elemanın 4 noktasına düşey birim deplasman 

uygulanması 

(4.3.12) 

olur. 

Benzer şekilde diğer noktalar için: 
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3 

1 

2 
Şekil 4.12. Elemanın 5 noktasına düşey birim deplasman 

uygulanması 

(4.3.13) 

1 

Şekil 4.13. Elemanın 6 noktasına düşey birim deplasman 
uygulanması 

d6 =411 13 

elde edilir. 

Hesaplanan d. katsayıları D matrisinde ifade edilirse: 
ı 

~=[dı d 2 d3 d 4 d 5 d 6] 

~=[1ı(21ı-1) 1 2(21 2-1) 1 3 (21 3-1) 41ı12 41213 41ı13] 

~ matrisi yatay ve düşey deplasmanlar için birbirine eşit­

tir. 4.2.1 den deplasman ifadesi: 

şeklindedir. Buradaki [ ~]ma trisinin transpazesi yazılırsa: 

[QT Y.T] -- { u u u tı u } ı 2 3 4 U s 6 V ı V 2 V 3 V 4 V s V 6 

olur. 
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4.4. Süreklilik Şartları 

Eleman deformasyonları ile deplasman fonksiyonu dife­

ransiyel bağıntı: 

ı 
E· .=-2 (v .. +v .. ) (4.4.1) 
lJ ıJ Jı 

ya da 

olarak yazılabilir. 

Levha elemanında şekil değiştirme matrisi: 

ô 
E: 

ÔX 
o xx D o 

E: o ô 
= ay YY u 

a a 
E: - o D xy ay ax 

.§: b_ d 

.§: =~ v= ~ d U 

aD o ax 
aD -

.§: = o !J = D u a 
a~ ô~ 

ay ax 

D matrisini oluşturan ax ' ifadelerinin hesabı: ay 

~~ı-· a x a x ax [~ ax 
aD 
-= 

ax 
aL ı 

--- =(4L -1) ax ı 
--= 

(4.4.2) 



2ı 

ôd. 
ı ôx lerin hesabında Lı, L2 ve L3 ifadelerinin tUrevi 

yer almaktadır. 3.2.ı5 den: 

Lı Cl. y X ı 2 3 2 3 3 2 

L2 ı 
y3 ı Xı, = 2A o., ı X 

L3 Cl. ı 2 yl2 x2 ı y 

ve 

Lı 
ı Co.2 3 +xY2 3 +yX, 2) =--2A 

L2 = 2ıA (o. +xY +yX ) 3 l 3 l ı 3 

L3 ı = ZA Co.ı2+xYı2+YX2ı) 

olarak yazılabilir. 

o. .. =X.Y.-X.Y., 
ıJ ı J J ı 

ÔCI.. • Ôo. .. 
--=ı=-.L..ı = ı 1 O olduğundan 

ÔX ôy 

ôLı 1 
-- =-- y23 ôx 2A 

bulunur. 

ôd l y 2 3 

-- =--(4L 1 -1) 
ôX 2A 

ôd 2 ôL 2 

-- =(4L -1)--
ô X 2 ÔX 

ÔX 

(4.4.3) 



22 

ad 2 y3 ı 
ax = ZA(4L 2-l) (4.4.4) 

(4.4.5) 

ad 4 a 
ax- = ax- C4LıL2) 

ad 4 aL 2 aL
1 

-ax =4Lı --+4L ax 2 a X 

(4.4.6) 

a d5 aL 3 a L2 

---=4L 2---+4L ---ax ax 3 ax 

(4.4.7) 

ad, a 
ax= ax (4LıL3) 

ad 6 aL 3 aL1 

-ax = 4Lı -- + 4L3--a x ax 
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(4.4.8) 

Deplasman fonksiyonunun y parametresine göre türevi alınırsa: 

aD [ ad~ ad2 ad 3 ad4 ads ad 6 ] 

ay = --ay ay ay ay ay Ôy 

ad~ a aL ı 
-=- (2L 2-L )=(4L -1) -ay ay ı ı ı ay 

aLı a [ l } ay= a y ZA C~2 3 + xY 2 3 +yX 3 2 ) 

aLı x32 

ay-=2A 

ad X32 
_ı_=-- (4L -1) 
ay ZA ı 

ad2 aL2 
-- = (4L -1)--ay 2 ay 

ad 2 xl3 

-- = --(4L -1) ay 2A 2 

(4.4.10) 

(4.4.11) 
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ad 3 aL 3 

-- =(4L. -1)--
aY 3 ay 

aL 3 a [ 1 ay = ay 2A ( a ı 2 +xYı 2 +y-\ ı ) ] 

(4.4.12) 

(4.4.13) 

(4.4.14) 

(4.4.15) 

ôD 
-= 
ay 

(4.4.16) 

olur. 



e: xx 

..s;,= e: = yy 

e: xy 

ôD 

ÔX 

o 
an 
ay 

o 
aD 

ay 
an 
ax 

25 

Süreklilik şartının açık ifadesi aşağıdaki gibi olmak­

tadır. 



27 

4.5. Toplam Potansiyelin Minimum Olma Prensibi 

Herhangi bir elernan için toplam potansiyel 4.4.2 nazara 

alınarak yazılırsa (Topçu, A., 1986). 

~' Q yönUndeki kuvvetler olmak Uzere 

T -T e: • E • e: d v-U . s 

-T "'T U D E D U dv-ÜT s 

U sabit olduğundan 

yazılabilir. 

!5= f !? E D dv 

denir se 

Ô1t 

au = o minimum şartı uygulanarak 

s=K U 

(4.5.1) 

(4.5.2) 

(4.5.3) 

(4.5.4) 

(4.5.5) 

elde edilir. Böylece elemanın denge denklemleri bulunmuş 

olur. Burada !5 elemanın rijitlik matrisidir ve K=KT (si­

metrik), det ~=O (singuler) geçerlidir. 

4.6. Elastisite Matrisi 

Hooke kanununda o=E e: dur. Buradaki ~ rnatrisinin 

düzlem gerilrne ve düzlem deforrnasyon halleri için iki 

farklı tanım mevcuttur (Cheung, Y.K., Yeo, M.F., 1979). 
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Düzlem gerilme hali için elastisite modülü: 

ı V o 
ı- v2 ı-v 2 

E=E V ı o (4.6.ı) 
ı-v 2 ı-v 2 

• ı o o 2 (ı+ v) 

Düzlem de formasyon hali için elastisite modülü: 

( ı-v 2 V o 
(1 +v ) (1- 2v ) (ı+v)(ı-Zv) 

E=E 

V (ı-v) o (4.6.2) 
(ı+v)(l-2v) (ı+v)(l-2v) 

o o ı 
2(ı+v) 

Düzlem gerilme ve düzlem deformasyon hallerini içeren or­

tak bir E matrisi 

B c o 

E = C B o (4.6.3) 

o o F 

şeklinde yazılabilir. 
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5. RİJİTLİK MATRİSİNİN HESABI 

5.1. Elemanda Rijitlik Matrisinin Kurulması 

Üçgen elemanda 4.5.3 deki hacim üzerinden olan integ-
ral 

~= j It DT E D 
A O 

d dA I ~DT E ND dA x 3 =t 
A 

olarak yazılabilir. Burada t sabit ve elemanın kalınlığıdır. 

Elemanda 4.4.17 deki matris kısaltma ile 

N ,..., 
"' 

,.., ,.. (V 

dı d2 d3 d4 d5 d6 o o o o o o 
,.., ı "" "' "' "' "" "' D=- o o o o o o dı da d9 dı o dıı dı2 (5.1.1) - 2A 

""' 
...., ... "" "' "' - ....,. ,.., 

"' "' 
dı ds d9 dıo dıı dız dı d2 d3 d4 ds d6 

şeklini alır. 4.6.3 deki elastisite matrisi ile D nin çar­

pımı: 

'Vl 1"\J N"-~,..,-,..., rv,..., ,_,.., rv rw 

g !2= ZA Cd ı Cd2 Cd3 Cd4 Cd s Cd 6 Bd7 Bd 8 Bd 9 Bd ı o Bdıı Bd 12 

Fd7 Fd8 Fd 9 FdıuFd11 Fdı 2 Fd1 Fd2 Fd3 Fd4 Fds Fd6 

dı o d7 
d2 O d8 

~3 
O ~ 9 Bdı Bd2 Bd3 Bd4 Bds Bd6 Cdı Cds Cd9 Cdıo Cdıı Cd12 d4 o dııı 

d
5 

O <\ı· c~L Cd2 Cd3 Cd4 Cds Cd ı. B~fı Bela Bd9 BeL o Bc't ı Bd12 .dA 

d 6 O ~2 Fd 7 Fd8 Fd9 Fdıo Fdıı Fd12 Fc'İı Fd2 Fd3 Fd4 Fd 5 Fd6 

o d7 dı 
o d8 d2 

o ~ d3 ,.. .,.. 
O dıo d4 

., ,.., 
O d11 ds 

o dı2 d6 



t 
K=-· 
- 12.A 

- ~ 

2 3 4 s 6 7 8 9 10 11 12 

~~ -- -- ................ ~- ,....._.. ~<Vt-vtv~ .... &d1d1-t- Bd1d2"~' Sd1d3+ Bd1dJt+ Bcltc/5+ Sdfd~+ Cdtds+ Cd1dıo+ Cd 1 dtt+ c;ıd,2-i 
_,..., -- -- r"r-J _,... ...... ..., ('OJf"V '-.J........, /"'V"-' ~"""'J 

Fd7d7 Fd.,d& Fdrd"f Fd1d10 Fdtdıı Fd1dı2 F~ e_~7_d_5 E_<5hcl6_ 

S da dı+ SJzk+ 8dz da+ BdzJ4+ Sdzds-r ed';_d6-. Cd2.d1t C ~dg+ C~d9~ C. dıd.",'o.-. Cd2:b.- Cd2cfı.ı+12 
FJ'ad'7 r=dede Fd11_d9_ Fdsd.o Fdedh FdBdr2 FJ' d1 Fda.d:ı Fds;J; FdB:ltı_ Edsd-r FJ'..ll. 

ed'ad1+ Sd3d'";+ B d3dıt ed.ıd4 t- ecGd', ... 8d3d~+ Cd3dTt c~ds+ c ,h~+ c~J:o .. c~J;ı .. C~2-.13 
Fd~d 7 Fd9da ~J9dot f'dqdıo Fd?dn Fd9dr2. Fdqd1 F:Jq.f2. Fdq;b Fdqd,ıı F;[qdı; Fd1J6 

8dııdt+ Sd~d2+ Bdııdat8d11 d..,+ 8d4d51" iJ4 j6-t Cd4d7+ cJ"fJs+ Cd4d1 Cdı,dıo"~"CJ4d,tc:J4d(:l"ı 4 
f' dıod'T F d;o ds Fdıo J; F Jiodo Fdıo J,, F dı o J:z F' drod Fdrod-ı Fdıod~ FJ':od4 Fd,, JS F;;:ho.J;. 

ad:5~-+ ad"sd;-t s~~a+ B~~+ B~~~~+ cc!!;r;+ c~~+ c?J;!J+ c:Jid:o+ cd~d~-t- c~c0+15 
F dııd7 F.Jiıde Fdııdq Fduclıo Fdııclıı Fdııdıı. Fdııdı Fd11d2 Fd~rcb Fd~1d4 Fa',ds- Fdıı d6 

B ds~+ BJ'8J; .. B~~+ B~cd!-t l3.J'~~5' B~&~+ Cd&~1 Cd6d!4- Cd6dq. .. Cd6~it Cdbdjt cc4.J:z4ı6 
rdııad~ rdı:zds J:dı~d? Fdı:ıdıo Fdııdu Fdr~dız F;x-ı.d1 F.;(.:ı.d2 Fdı:ı.d3 Fdt:ı.dLJ Fdı:ı.d«; FJ'iıd6 .dA 
-~ ~~ N- -#"'tt ,..,_ ,..__.., -,.... 'VN ,..,._ rw rv"""' ~-

CJrdı-t Cd7d:ıt Cc:hdJ+ Cdr~+ ccl.,ds Cd1d6+ Bd7d7+ Bdıds+ 8drdıt-t- 8d7 clıo+ Bdrd,t BJ7dı:ı.~ 17 
F J; dr f d1 ds F :J. dq F d".;dıo F J:. du Fdt dt'l F J; dı t= dı dz Fdl d~ F dt .;}4 Fd""; ds F dt db 
c.d'g~+ C~ad1.+ Cded3+ Cds~• Cdsdst c.dadt.+ ed'ad"7 Bdsdsf sd9~+ eJsd.o-t" Bdsd~ı-t BdsJ2~8 
Fd'.adT J=d:ı.ds FA-:ı.d., _ _EdıJıo Fd2.dıı Fd2dt:ı. Fd2dı FJzck Fd:ıd!ı fdzdt. Fd'-:ı:b Fdzd1. 
c J, dı+ c d'9:iT cJ9J,.,. c J, ~-~- cJ9~+ c~ct,-4 sd'9d'7., Bd.,d"'gt s{,J;, sd'qd,o .. BJ91.1+ Sd~dr.z-f19 
F d3_d_7 Fd3dtit FJ'a_d"; "Fdidro FJ3dıı Fd3J',7 Fd_-..dt pJ'_,d.ı_ Fcüd~ Fd-:314 Fd~d"'s FJS:J, 
C dı oJ;-+ C d1oJ'ıt- Cdro;+ cJır.'J4+ C dto;.,. C~ o db+ 8 d:odTf Bd. oda+ Bd ı c:;d/ Bdıodro"~" Bd. o Jı,+ Bc!od';':i'ııo 
Fdttdr Fd11ds Fdi13lf FJ'ı,J.o FJ4Jıı Fd4J:2 Fd4dT ~J'43; F~d?, F~d4 F:Ji,d; F~db 
Cdtıd,... cd'uch~ cd;,d; cd;,~., cd;,Js+ ~ıd6t s dı, ch.+ a&rd"'~ .. ad;d;-t sd;,J,'b+ Bd";;Jfı.-+ &lnd-;1-fın 
F d':;, d7 .F~dB 1=~ d<? Pd!! dıo Fd:;d'ıt F~ dr-ı F ds dr F J"~dz. Fds-d.J FJ'S-Ji pcfÇd1. F~ di. 
Cdıed,+ Cdızdı.,.cdı.2d:J+Cdi2dtc.f cJ'ld; ... cZzd't.+ 8dtld~ 8dız-tiıt ad,2dıp+ Bdnlor BJ'2Xı+ Bd:.ıJı~""ııı 
Fd&d-r Fdbdt Fd6dtt Fd&d1o Fdodrı p&,tfız. F"d&dı Fdf.aı. FJ6d'3 rd6d""~,> FJ6J's Fdbd6 

v..ı o 



3ı 

5.ı.4 de K matrisi içinde bulunan notasyonları inceler-

sek: 

ı. B,C,F değerleri düzlem gerilme veya düzlem deformas­

yon için katsayılar değiştirilecek ve programın çalışması 

sırasında verliecektir. 

2. d 1 , d 2 ••••• d 12 değerleri de K matrisinde sistema­

tik olarak değişmektedir. 

3. ~ matrisi simetriktir. Bu durumda rijitlik matri­

si terimlerinin yarısını hesaplamamız yeterli olacaktır. 

di değerleri, rijitlik matrisi terimierindeki yerleri­

ne yazılırsa integrali alınacak terimierin birbirine benze­

diği görülür. Dolayısı ile ~ integrallerini tip integrai­

lere indirgeyerek hesaplama da kolaylık sağlanabilir. 

integral değerleri aşağıdaki formüle göre alınır 

(Holand, I., Bell, K., 1972). 

I k .. = 
ıJ 

~ rijitlik matrisinde 7 tip integral vardır: 

ı. IC4Li-1) 2 dA= I (ı6Li 2 -8Li+ı)dA 

'- 2! ı! 
= ı6. 4T 2A-83T 2A+A 

=(~-~+l)A 
IC4L.-1)2dA=A 

ı 

2. I (4Lı.-1)(4LJ.-l)dA =I cı6L.L.-4L.-4L.+l)dA 
ı J ı J 

I (4L.-ı)(4L.-ı)dA ı J 

= 16. ~i ZA-4. ~i 2A-4. ~i 2A+A 

4 4 4 
=(-----+ı)A 3 3 3 

(5.1.7) 
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3. J(4Li-ı)(aL1.+bL.)dA= { (a4L. 2 +b4L.L.-aL.-bL.)dA 
J . ı ıJ ı J 

4. 

6. 

7. 

2! ı! ı! ı! 
= a.4.4!- 2A+b.4.4T 2A-a.y2A-b.y2A 

2 ı ı ı 
=(a.3+b3- a3 -b3 )A 

f (4L.-ı)(aL.+bL .)dA=a. A
3 ı ı J 

fC4Li-ı)(aLj+bLk)dA == f (a.4LiLj+b4.LiLk-aLj-bLk)dA 

- ıı ıı ıı ıı 
- a.4.4f 2A+b.4.4f 2A-a. 3 ! 2A-b.3f 2A 

= (i!. +_Q_ - i!. - _Q_ )A 
3 3 3 3 

- 2 2 ! 2A b 2 2 ! 2A 2 b ı ! 2A -a ·4T + 4T + a. 4T 

=( ~ + _Q_:__ + ab )A 
6 6 6 

f(aL.+bL.) 2 dA=(a 2 +b 2 +ab) A
6 ı J 

f(aL.+bL.)(eL.+dT~ )dA= f(aeL. 2 +adL.T~ +beL.L.+bdL.T~ )dA 
ı J ı -k . ı ı-k J ı J-k -

2! ı! ı ı ı ı 
=ae4T 2A+ad4T 2A+be4T 2A+bd4T 2A 

2 ı ı ı 
=(ae12 +act12 +beiT +bctrr>A 

A 
J(aLi+bLj)(eLi+dLk)dA=(2ae+ad+bc+bd)T2 

r (aL.+bL.)(eL.+dL.)dA= f (aeL. 2 +adL.L.+beL.L.+bdL. 2 )dA 
J ı J ı J ı ı J ı J J 

2! ı! ı! 2! 
=ae 4T 2A+ad4T 2A+be4T 2A+bd4T 2A 

2 ı ı 2 
=(aerr +ad ı2 +be ı2 +bd ı2 )A 



j(aL.+bL.)(cL.+dL.)dA=(2ac+ad+bc+2bd) 1A2 ı J ı J 

Kısaltılmış integral terimleri özet olarak: 

fC4L.-1) 2dA=A 
ı 

fC4L.-1)(4L.-l)dA=- A
3 ı J 

fC4L.-l)(aL.+bL.)dA=a. A
3 ı ı J 

j(4L.-l)(aL.+bLk)dA=O 
ı J 

f(aL.+bL.) 2dA=(a 2+b 2+ab) A6 ı J 

fCaLi+bLj)(cLi+dLk)dA=(2ac+ad+bc+bd) tz 

f(aL.+bL.)(cL.+dL.)dA=(2ac+ad+bc+2bd) 1A2 ı J ı J 
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şeklinde yazılabilir. Böylece rijitlik matrisi terimlerini 

hesaplarken yukardaki kısaltılmış integrallerden yararlanı­

labilir. 

5.2. Rijitlik Matrisi Terimlerinin Hesabı 

fk2 ı dA=B f d 2~LdA+Ffda d, dA 

=Bf (4L 2 -1)(4Lı-l)Y31.Yn .dA+F f (4L 2 -1)(4Lı-l)Xl3X3:.ıdA 

A 
=-(BY3ı y23 +F Xı3 X32) "3 

fk 2 2dA=B f d2d2dA+F f dads dA 

=B I (4L2-ı) 2 . Y3ı 2 dA+F f (4L2-ı )Xl3 2 dA 

=(BY31 2 +FX132 )A 



I k3ıdA=BI d3dı dA+F I d9d7 dA 

=BYı2Y23I C4L3-1)(4Lı-1)dA+FX21 X32 I (4L3 -1)(4Lı-1)dA 

=-(BYl2 Y23+FX21X32) ~ 

=BYı2Y aı I (4L3-1)(4L2-1)dA+F X21 X
13 

I (4L3-1)(4L2-1)dA 

A 
=- (BY ı 2 y n+ F X2 ı X ' ) 3 

=-(BYı2Y3ı+FX2ıXı3)~ 

=BY 2 I (4L -1)2dA+F X 2 I (4L -1) 2 
ı 2 l :lı .L 

=4.Y::ııBI (Y 3ıLı+Y23L2)(4L2-1)dA+4FXı3 I (Xl3Lı +X32q·(4L2-1)dA 

A 
=4(BY3ı.Y23+FXı3X32):f 

=O 

I ~4dA=BI d4d4dA+Fjd10d10 dA 

=16 BI (Y L +Y2 3L2) 2dA+F. 16I (X L +X3 2L2) 2dA 31 ı 13 ı 

. A 
=16[B(Y3r +Y223 +Y3ıy23)+F(Xı; +X3/ +Xı3X32)] 6 

34 
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=O 

J ks3dA=BJ dsd3dA+F fdıJ.d9dA 

=4B Y J. 2 f (Y u12+Y 3113) ( 413-ı )dA+FX2 J. f (X2ı12 +X ı3 1 3) ( 413 - ı )dA 

=O 



,... ,., ,..., ,..., 
Jk6 3 dA=B f dı. d 3 dA+F f dı 2 d 9 

dA 

=4BY J (Yı 1 +Y 231 3)(413-l)dA+4FX J(X 1 +X 321 3)(413-l)dA 
12 :l ı 2ı 2ı ı 

f k64dA=BJ d6~LdA+F f d d dA 
.L2 .LO 

f k12dA=Cf d1d 2dA+F f d1d8 dA 

=CX32Y31 f (411 -1)(412-l)dA+FY23Xı 3 f (41
1 
-1)(412-l)dA 

A 
=- [(CX3 2 Ysı +FY23Xu )] 3 
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f k 73 dA=Cf d7d3dA+F f d1 d9 dA 

=CX32Y12 f (4L1 -1)(4L3-ı)dA+FY23X21 f (4L1 -1)(4L3 -ı)dA 
A 

=-[(CX32Yı2+FY23X2l)] ~ 

f k 7 ,.dA=Cf d7d,.dA+F f d1d10 dA 

=CX3 24 f ( 4L1 - ı )(YHLJ. +Y 2 3L2 )dA+FY 2 34 f (4L1- ı) (X1 3 L1 +X3 2L2 )dA 

A 
=4[C.X3 2Y31 +FY23Xı~ 

=O 

=CX 13Y23 f (4L 2-ı)(4L 1-ı)dA+FY 31X32f (4L2-ı)(4L 1-ı)dA 

. A 
=-(CX 13Y23+FY3ıX32)~ 

=X Y (C+F)A 13 31 
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=CX13 4 J· ( 4L2- ı) (Yı 
2
L

1 
+Y 2 3L3 )dA+FY 31 4 f ( 4L2- ı) (X;l 1L 1 +X3 2L3 )dA 

=O 

=BX12X32 f (4L2-ı)(4L1 -ı)dA+FY31Y23 f (4L2 -ı)(4L 1 -ı)dA 

A 
=-(BXı 3X32+FY31y23)~ 

=(BX 2 +FY 2 )A 13 31 
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=O 

=C~ ı 4 f (4L3-l)(Y12 L2 +Y3 ı L 3 )dA+FY12 4 f (4L3 -ı)(X2 ı L2+X 13L3)dA 

A 
=4(CX2ly3ı+FYı2Xı3):f 

=X~ 1X3 2B f (4L3- ı) (4L1 -l)dA+FY 21 Y2 3 f ( 4L3- ı) ( 4L1- ı )dA 

A 
=-(BX21 X::ı2+FY12Y23)~ 
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f k 9 HdA=Bjd 9dHdA+F f d3 d2dA 

=BX 2 ıXı::ı f (4L3-1)(4L2 -l)dA+FY 1 ~Y 3 ı f (4L3-1)(4L2-l)dA 

=-(BX 2 ıX 13 +FY 1 ~y 3 J ~ 

f k 9 ~dA=B f d 9d ~dA+F f d3 d3dA 

=BX;ı f (4L3-1) 2dA+FY l.ı: f (4L3 -l) 2dA 

I"'J ,..J ,...., ,.., 

f k 1 u 1dA=C f d 1 0d 1dA+F f d 4d 7dA 

=C4Y2 3 f (XuL 1+X32L2)(4LJ.-l)dA+F4X32 f (Y 31L 1+Y23L2 )(4Lı-l)dA 

=4(CY23Xı::ı+FX32y 3ı) ~ 

J k ı o 2dA=C J ~u d2dA+F J d 4d HdA 

=C4Y3 ı f (X 1 ::ıL 1+X 3 2L2) ( 4L2-1 )dA+F4X ı 3 f (Y3 ı Lı +Y2 3L2 )( 4L2- 1 )dA 

- ( A -4 CY3ı x32+F'Xı 3 Y23 >3 

N ,.., #'4 N 

f \.u 3dA=Cf dıod3dA+F f ~clgdA 

=C4Y1 , f (X13 Lı+X32L2 )(4L3 -l)dA+F4X:,ı 1 f (Y3 ıl..ı +Y23L2)(4L3-l)dA 

=O 

,_ ,.ı N /IJ 

f k 1 u 4 dA=C f d1 u d4 dA+F f ~ dıo dA 
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=Cl6 f (X 1 j. 1+X3 2L2 )(Y::ıı Lı +Y 2 3L2 )dA+Fl6 f (Y3 ı Lı +Y2.3L2) (X,. 1 L ı+X3 2L2 )dA 

A 
=16(C+F)(2~ 3 Y3 ı +)\::ı Y23+X32Y3 ı +2X~2y23) 12 

J kıus<JA=CJ d10 d5 dA+F J d4 d11 dA 

=Cl6 f (X13 L1 +X3 2L2) (Yı 2 L2 +Y::ı 1 T..ı 1 )riA+Fl6 f (Y3 ı L1 +Y2 3L2) (X..: ı L 2 +Xı 3 L3 )dA 

A 
=16[ C(X1 ::ı Y1 ~ +X1 ::ı Y3 ı +2X3 2 Y1 2 +X3 2 Y3 ı )+F(Y3 ı~ ı +Y3 ı Xı ::ı +2Y 2 3~ ı +Y 2 3Xı ::ı )] 12 

N N N ,_i 

J k10 ı;CiA. = C J d1 u d6 dA+F J d .. d2dA 

=Cl6 f (X
1 

::ı L1 +X3 2L2 )(Yı 2 Lı +Y 2 3 L3 )dA+Fl6 f (Y3 ı L1 +Y 2 3 L2 )(~ 1 Lı +X3 2L3)dA 

=16[C(2Xı 3 '\ 2+Xı 3 Y23+X32Yı2 +Xı2 Y,3 )+F(2Y 3 ıX2ı+Y3ıX32+Y,3X2ı+Y,3X::ı2)] { 2 
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I kıu7dA==Bidı 0 d,dA==Fid4dıdA 

==4X 32BI (X 131ı+X3212 )(41ı-ı)dA+F4Y23 I (Y 1 +Y231 2)(41 -ı)dA 
3 ı ı ı 

A 
==4(BX3~~3+FY23y3ı)~ 

I kıusdA==Bid~od~dA+F Id 4d2dA 

==4BX~ 3I (X~ 31~+X3212 )(41 2-ı)dA+F4Y 3 ~I (Y3 ı1ı+Y231 2 )(41 2-ı)dA 

- ( A -4 BXı3X32+FY;oıY23 )~ 

I,· kı u 9dA==B I dı ud9 dA+F I ~Lci3dA 

==4BX2ı ICXı31ı+X3212 )(413 -l)dA+F4Y12 ICY3 ı1ı+Y23L2 )(413-ı)dA 

==O 

I kı o ı u dA== B I dı u dı udA+F {d4d4 dA 

==16B ICXl31ı+X3212) 2dA+Fı6I (Y:Jı1ı+Y2312) 2dA 

==16[B(Xıt +X3l +X~3X32)+F(Ya! +Y2f +Y3ıy23)] ~ 

I kı.tıdA==CI dı~dıudA+FJ'dsd,dA 

==C4Y23 ICX:l 1 12+X.L313)(41ı-ı)dA+F4X3:l ICYı:l12 +Y"ı1;;)(41ı-l)dA 

=O 

I k~ı:ldA==C Id.ııd2dA+FI d!>dBdA 

==C4. y3 1 I (X2l 12 +Xı3 1;; ) ( 412-ı )dA+F4Xı3 I (Yl2 1:.! +Y3 ı 13 )( 412-ı )dA 

A 
==4(CY3ı ~ı +FXu Yı:.ı )~ 

I k ıl3dA==CI d ııd 3dA+F I ds d gdA 

==C4Y.ı 2 I (X2;.. k +Xı 3 1;; ) ( 413-ı )dA+FX:l j(Y .. 2 L:l +Y3 ı 13 ) ( 413-ı )dA 

A 
==4(CYı :.1 X u+~ ı Y3 ı )3 

,.. llltJ N~ 

I kıudA=C I dııd4dA+F I d 5dı 0dA 

=C .ı 6 I (X2 .ı.12+Xl3L~) (Y3 J.Lı +Y2 3qdA+F16 I (Yı212 +Y 3ı L) (Xl31ı +X3 212 )dA 

A 
=16[C(X"ı Y::ı ı +ZX21 Y2 3+Xı 3 Y" ı +X~ 3 ~;;)+F(Yı" Xı ;;+2Y ı2X3 .,+Y 3 .ı X ı ::ı+Y 3 .ıX3 2)] ız 



f kıısdA=Cfdıı~L dA+F fd 5dı 1dA=(C+F) fdııd~ dA 

=(C+F)16 f (X2 ıL 2+Xı 3L3 ) (Y 1 2L2+Y 3 1 L3 )dA 

=ı6(C+F) (2X 2 ıY ı.ı+X 2 S 3 ı +X 1 ~y 1 .ı +2X 1 ~y 3 ı) ı~ 

f kı udA=C f dı ıd 6 dA+F f d~d12dA 

42 

=Cı6 f (XHL2 +X 1 31;) (Yı 2Lı +Y 2 3 L3 )dA+Fı6 f (Yı 2L2 +Y 31L) (X2 1 Lı +X3 2L3 )dA 

A 
=ı6LC(X2ıYı2+X2ıy2~+Xı3Yı.ı+2Xı3y23)+F(Yı2X2ı+Yı2X32+Y3ıX.ıı+2Y3ıX32)] ı2 

f kı11dA =Bfd 1 ıd7 dA+Ffd5 d1 dA 
=B 4 X3 2 j(X21 L2 +X13 L3 ) (4L1 - ı )dA+FY2 3 f (Y

1 2L2 +Y
31 

L3) ( 4L
1

- ı )dA 

=O 

fkııs dA=Bf dı 1 d~ dA+F f d5 d2 dA 

=4BX1 3 f (X2 ı L2 +Xı 3 L) ( 4L1 - ı )dA+FY3 1 f (Yı 2 L2 +Y3 ı L3 ) ( 4L2- ı )dA 

A 
=4(BXJ.3X:u+FY ::ı 1Y ı 2)3 

~ N N I'Y 

I kııgdA=BI dııdgdA+FI d5d3dA 

=4BX 2 ıf (X
21

L 2 +X 
13

L 3) ( 4L 3- ı )dA+4FY 
12

f (Y 
1 2L 2 +Y 

3 1
L 3) (4L3-ı )dA 

A 
=4(BX2 ıXı 3+FY ı 2y 3 J3 

,.., ,., -,.., 
J k 1 ı 1 udA=B I d11 d1 0 dA+F I d 5d 4 dA 

=16B I cx.a ı 4 +X 13L3 )(x 1 3L1 +X 3 2L)dA+F J CY ı 2L2 +Y 3 1 L::;) CY 3 J.Ll +Y 2 3L)dA 

A 
=ı 6 [B (X 2 ı X ı 3 + 2X 2 ı X 3 2 +X ı 3

2 +X ı 3 X 3 2 ) + F (Yı 2 y ::ı ı+ 2Y ı 2 y 2 3 + y ::ı ı2 + y 3 ı y 2 ) ] ı 2 

,... N N N 

IkııııdA=B I dııdııdA+F fd5d5dA 

=ı6B I (X2 J. L2 +XJ. 3L2) 2 dA+Fı6 J (Yı 2L2+Y3 J. L3) 2 dA 

A 
=ı6[B(X.ıı 2 +Xı3 2 +X2ıXı3)+F(Yı2 2+Y3ı 2+Yı2y3ı) ~ 

l"tJ . N ~ ,.., 

I kı 2 ı dA=C I dı 2 dı dA+F J db d7 dA 

=C4Y23 j(X2 ıL1 +X32 L3 )(4L1 -ı)dA+4FX32 j(Yı 2 Lı+Y23 L3 )(4Lı-ı)dA 
A 

=4(CY2 ::ıx2ı +FX3 2 Yı 2 )3 



f kı 2 2dA=C f cL 2~LdA+F f ~td' adA • 

=C4Y31 f (XzıLı+X3zL3)(4L2 -l)dA+F4Xuf (YızLı+Y23 L:)(4L2 -l)dA 
=O 

J kı 2 3dA=Cf d ı A3dA+F f db d9dA 

=C4Yu f (M ı Lı +X3 2 Li ( 4L3 -l)dA+F4X2 ı f (Y1 2 Lı +Y2 3 L3 ) ( 4L3- 1 )dA 

A 
=4(CYı 2~2 +F~ 1 Y2 3 )3 
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=16C f (X21Lı +X3 2L 3) (Y 3 ıLı +Y 2 3L2 )dA+F16f (Yı 2L ı +Y 2 ~L 3 ) (X ı 3L ı +X 3 2L 2 )dA 

=16[C(2XzıY3ı+XzıYz3+X32Y3ı+X32y23)+F(2Yı2Xı3+Y12X32+Yz3Xı3+Yz3X32)] ~ 

,...,-.~ #W,W 

f k 125 dA=C fdı 2 d 5 dA+F fd
6 
dııdA 

=C16 f (X21Lı +X3 2L3)(Yı 2L2 +Y3 ıL3 )dA+F16 f (Yı L +Y L ) (X L +X L )dA . 2 ı 23 3 21 2 13 3 

=16[C(X Y +X Y +X Y +2X Y )+F(Y X +Y X +Y X +2Y X )] lAZ 2J. ı2 21 31 32 12 32 31 12 2J. ız 13 23 21 23 13 

~ ~ ~ N - H 

Jk126 dA=C Jd12 d 6dA+Ff d 6 d 12dA=(C+F) fd 12d 6dA 

=(C+F)16 f (X 21L 1+X 32L)(Y12L 1+Y23L 3)dA 

~ ,.,J rJ ,_.) 

f k 127dA=Bfdı 2d 7dA+F fd
6
d 1dA 

=4BX 32 f(X 21Lı+X32L 3 )(4Lı-l)dA+F4Y23 f(Y 12L 1+Y 23L 3 )(4Lı-l)dA 
A 

=4(BX3zX2ı+FY23yız)3 

N f'J ,.JW 

fk 128dA=B J d 12d 8dA+F J d 6d 2dA 

=4BX f (X L +X L )(4L -l)dA+F4Y f (Y12L 1+Y23L 3)(4Lz-l)dA 13 21 ı 32 3 2 3ı 

=O 

f k 12 9 dA=B f dı2d9+F {d6d3dA 

=4X
21 

B f (X
2 1 L1 +X3 2 ~)(4L3 -l)dA+F4Y12 f (Y12L1 +Y2 3L) (4~3 -l)dA 

A 
=4(BXzıX32+FYı2yz3)3 
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f kı<tıudA= jBdı 2dıudA+F jd 6
d

4
dA 

=l6jBCX2ıL ı+X ::ı 2L 3) (X ı ::ıL ı+X 3 ;tL 2)dA+Fl6 f (Yı 2L ı+Y ;t 3L) (Y 3 ıL ı+Y"' 3 L"' )dA 

= 16 [B ( 2X ;t ı X ı 3 +X 2 ı X:; 2 +X ::ı2X .ı 3 +X 3
2 J + F ( 2Y .ı 2 Y n+ Y.ı 2 ~ 3 + ~ 3 Y 3 ı+~ 3 

2) ] :ı 

~ N M f'iJ 

f K .ı 2 .ı ıdA= B f dı 2dııdA+F f d 6d 5dA 

=16 f B(X21L 1 +X 3 2L 3 ) (X 21L2+X 13L )dA+F16 f (Yı 2L
1 

+Y 2 3L 3) (Yı 2L2 +Y 
3 
ıL 

3 
)dA 

=16[B(X1\ +XnX 13 +X 
3 2X2 .ı +2X

32
X1 ::ı )+F(Y ı2<t +Y 12Y 3 ı +Y 2 3Y 12 +2Y 2 ::ıy 3 )] tz 

f kı2ı<tdA=Bf d12dı 2dA+F f d6dbdA 

=16B f (X 21L 1+X 3 ıL ::ı )2dA+ 16F f (Y 12L1 +Y 2 3L3 )2dA 

=16[B(X;t~+X3 ~+X;t 1 X32 )+F(Yı~+Y2 ~+Yı 2Y23 )] ~ 

t 
!5= 4A 2 

k .12 k 1 ••• 
::ı 

k 
ı .ı ı 

k 
.ıl<t 

kı·>ı k k ••• k k 
~ J.2:l ı;t3 l2J.l l2J.2 

(5.2.1) 

Rijitlik matrisinin 7. satır, 3. sütunundaki elemanını ele 

alırsak: 

K __ t_ k 
73-4Az 13 

S= l~A olmak üzere kısaltına yapılırsa: 
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olur. Üçgen elemanda rijitlik matrisi 

. . K_=s.k_. (4 2 3) 

ile ifade edilmiş ve 46. sayfada verilmiştir. özetle 

u ı uz u3 u4 vs V b 

kı.ı kı2 k ı 3 k 14 • •••• k ııı k 1 ı 2 u ı 

k2l k22 k 23 k 2 4 ••••• k 21 ı k 2 ı 2 u2 

k3ı k32 k 3 3 k 3 4 • •••• k 3 ı ı k 312 u3 

~=s 

kı ı ı klı2 kıı3 k ı14 ~ııı k 1 ı 12 vs 

kızı k122 kı23 k ı24 ls.2ı1 k ı 2 ı 2 v6 

olarak yazılabilir. 
~ matrisi şematik olarak aşağıdaki gibi gösterilir. 

V V V V 
'"' s 5 1 2 '1 ~ fe., v6 

u~ 

K= S 

1 

V 

~ matrisinde yatay ve düşey deplasmanlar matrisin farklı bö­

lümlerinde yer almaktadır. Aynı zamanda, K. 1 2xl2 mertebeden 

kare bir matristir. Bu matris, elemanın uç noktalarındaki 
yer değiş tirmelere göre gruplandırılır sa u 1 , v 1 , u2 , V2 , u 3, v 3, 

... u6 , v 
6 
şeklini almalıdır. 



~ 

~~=S. 
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3lCBlY23* 
v:::+FlX32 

tx32l 

' 
-T [ ] ' 
Q= ~ı u2 u3 •·······• v4 v5 v6 ye 

-CBlY31 ı ı 3J CBn::ı.t 
'f::?:::+FUt:::; Y3\~F!_X13 

tX.32l <ı".) karşılık :_elen rijitlik matrisi. 

-<BtYı2ı ı-<B«Yı:!t 
Y2:::+FıX:ı Y3ı+FJX2ı 

U32l «X 1 3> 

4l(BtY2::tl4t<B«Y31« 
V3ı+F.t:X32 Y23+F.X13 
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tY31 > ı t'f23l 

() 

4«1CtY31 t 
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tYI 21 
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tY3ll '2«Yl2tX::.:+v:::t Xı3>:Y31l JX32+Y:::ln2t+:: tY12l tY31l Yt::tv::::<-Y::t* 'il 2 +YC'-ltt':::J+ 
1 ı ı nı"C+Y31tx32l tY31*-X32l Y":!+'r'3\"tY:::'"";J Yl2tY::;tı , 
1 <lt1CtC2tX2lıY oıtCCtiX2ltYl:C 'lt(8f12tX2tn . .ı 1 ıB*ıx 2 ııx::ı~ 

4 ırCt'll2tl·:.ı+X2ltY23+<} +XZıtY3l+X-32t l«IC+Fl tl::'tX21 <HIB*X-7-2t .JtCBtX~ı-t t3+X_?tn:c.:+':::. i21lXl:::C+Y32t 
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-·"""~-.- ·- >+Ftl~t'IL2 ... Y. +-F.-<YL~~~21+ .,~,... -...,·-.tv--. -. 1 ., _, . ..·.:..." ..... ·~'- +Ft<~ıYt~ıy·:ı-+-c\..('ı'1:;1Yl'2+ 
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3tXtS•-Y.:3tX32J,_<21+2f'(::'3!f.l.3 ıY:?li Y.3l+Y?.3n:.?3l Yl2-!::1iY23:t-Y3\ 

4tıcıv2:t 

x::PF*X321 ı) 
l fl::?l 

E'tCB*<ı:::ır. 
-x:: ı +X3:":t x-:.:-+ 
x:·ııx-:::;:ı+F) 

(Yl::'IY12~Y::3. 

• Y23+Y l :'t Y:'3 

.ı:. 
a.ı 
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K matrisinin satır ve sütunlarının yerlerinin değişti­

rilmesi ile levha probleminin çözümünde kullanılacak rijit­

lik matrisi elde edilir. 

Aşağıda ~ matrisi görülmektedir. 

U V U VU V U VU V U V 
1 ı 2 2 3 '3 4 1. . ., 

ı; '6 '6 

ı i 

ı 
i 
ı 

1 

1 1 

i 1 r i 
1 1 1 

lK )::S 
! 

i 1 
1 1 

i 1 1 

ı 1 

i ' : ! V~ 
1 

! 

i 1 ! 
! 

1 

ı 
1 l 
i ı i 
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+Flll2tYI2J +FIY231YI2ı +Ftl2UY23J +FIY121Y231 +Fli21YI2lXI3tn2U32 +FH2lYI2lY3l+Y12lY2 l+FltYI2ll2l+YI2liıJ+ +FSIYI2SYI2+Yl21YJI+ IJ2 z Yll+YılnZl+YIZIY231l 
+Y23U 13+Y23tX32J l +Y23SYJI +Y23lY23ll Ylln2l +llY2JlX13l) Y23tY12+2tY231Y3'1J 1 tY ll •------'-----'------'-----.._ ___ __....__ ___ ~------··--~----------- -- ..... --·-- ----·----------'---------

12 

1 2 3 4 5 6 7 8 .9 '10 11 . 12 
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6. GERİLME HESABI 

6.ı. Levhanın Orta Noktasında Gerilmeler 

e: xx 

e: 
yy 

e:xy 

e: 
xx 

e: 
yy 

e:xy 

1 

.. ı ı 
Şekil 6.ı. Uçgen elemanda gerilme değerlerinin 

hesaplandığı nokta 

P(x,y) noktası üçgenin orta noktası ise: A1 =A 2=A 3 ve 

A1 A2 A3 ı 
L1 =L 2=L 3=--x-=--x-=--x-=3 olur. 

ı L1 ,L 2 ve L3 için 1f değeri verilerek E hesaplanırsa: 

(4L1 -ı)Y2 3 (4L2-ı)Y 31 ......... o 
ı Q 

= 2A o o 1 •••••••• • 4(X21 L1 +X3 2L3) 

(4L1-l)X32 (4L2 -ı)X13 j •••••••• 1 4(yı2Lı+Y23L3) 

y23 ~ y31 Y:ız ' 4(Y31 +Y23) ;4CYız+Y3ı) 4(Y 12+Y23) ! 

-3-· -3- --· 
3 3 3 3 

ı i o i o o o o = 2A o 
X32 xl3 x2ı 4(X 13+X32) 4(X21 +X ) 4(X2ı+X32) 
-3- -3- ·-3- 3 3 3 

o o o o o o 

x3 2 xl3 x2ı. 4(X13 +X32) 4(Xzı+Xl3) 4(X2l+X32) 
-3- -3- -3- 3 3 3 

y23 Yn Yız : 4(Y3ı.+Y23) . 4(Y ız+Y 3 ı) • 4(Yız+Y23) 
-3- -3- ~-3- 3 3 3 

Q 
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y23 
! 

y31 E xx o U ı - 3 
............................... . 

3 u2 
ı 

4(Xıı +~) t;ı3 E = 2A o o ..................... yy .......... 
3 

Exy 
x32 Xı3 4 (Yj2 + y23) Vs 
3 T ........ ·-· ................ --

3 v6 

Düzlem gerilme veya düzlem deformasyon hali için ~-~ ba­

ğıntısı (Cheung, Y.K., Yeo, M.F., ı979). 

CJ B c o E 
xx xx 

CJ = c B o E yy yy 

Qxy o o F Exy 

E 

CJ xx 
~ 

D CJ = E yy 

CJ :&y 

Vs 

U
1
,u 2,u 3,u

4 
,us ,u

6 
,v

1
,v 2 ,v 3,v

4 
,vs ,v

6 
ifadelerini her 

nokta için yatay ve düşey deplasman olarak sıra ile tanım­

larsak U
1 
,'i,u 2 ,v 2 ,u 3 ,v 3 .... ,u

6 
,v 6 olur. 

u ı u2 u3 u V V V u ı 
4 4 5 6 

ı 2 3 4 ıo ll ı2 u2 

CJXX u3 

O yy = E 

vs 
(Jxy v6 

u
1 

,v
2

; u 2,v 2 ; ••• şeklinde ifade edebilmek için~ matri­

sinde sütunların yerleri değiştirilmelidir. 



sı 

u ı V ı u2 v2 u3 v3 u b v6 U ı 

ı 7 2 8 3 9 6 12 V ı 

a u2 
xx 

v2 
a = yy E 

a u b 

xy 
v6 

Gerilme matrisinin elemanlarının elde edilebilmesi 

için önce ~ matrisi oluşturulur. Aşağıda ~ matrisi veril-

miştir. Bu ~ matrisinin ~ matrisi ile çarpımından 

ve a ifadeleri yazılabilir. 
xy 

a , a xx yy 



B C O 
y23,y3ı:Yı2 

1

4 • 4 1 4 i 

"""")1 -3-.-3-:3(Y3ı+Y23): 3 (Yı2+Y31): T (Y12 +Y23 ) o o o o o o 

ı E=-IC B O - 2A o o o 
' i 

o o o • xl 2 ~~· x2 ı ~~ + !i_ 4 _ 
' 3 i 3 · 3 ; 3 (Xl 3 X3 2) · 3 (X 2 1 +Xl 3) -j<X2 ı X3 2) 

ı 
~=zA 

X i X •x i 
32i 13i 21' O O F 4 i 4 y 23 'Y31 : Yız, 4 , 4 · 4 

3CX2ı+X13) ıT CX2ı+X32) - 3-
1
- 3- 1- 3- j- (Y2ı+Y23), 3CYı2+Ylı) ı3 (Y12+Y23) 
! ' : . 

-·-· i4 3 i 3 -3-,~3 X13+X32) 
1 1 ' 
. 1 

.. . . T - r .. . i . . . .. f ' . . l ! ' 

Y23 i YJl 1 yı2 4 ; 4 4 · x 32 · xı 3 x2ı 4 ' 4 . ! 4 
B-3-,B-3-:B-3- BT(Y31+Y23) :BT CYı2+Y3ı) .B3 CYı2+Y23) .c-3-; c-3-ı c-3- c 3 cx13+X32). cT (Xıı+Xl3) c3 CXız+X32) 

ı - ı-- . ; i 

Y23: Y31 i Yıı • 4 : 4 . 4 x32 xl3 . x,.ıı 4 . 4 4 
c-3-;C-3-ic-3-ıcT (Y3l+Y23) C3(Yl2+Y31) c3 (Yl2+Y23) .B-3-: B-3-' B-3- B3 (Xl3+X32) BT (Xzı+Xll) B3 (Xzı+X32) 

! .. . i ' . 

x3 2 ! xı 3 ! xz ı • 4 : 4 • 4 Y 2 3 Y 3 ı ; Yı 2 : 4 : 4 4 
F-3-~F-3-:F-3- F3 (X13 +X32 ): F3(X21 +X13 ) iF3(X21 +X32 ) F-3 - F-3-. F-3-

1 

F3 (Y31 +Y23 ) F3(Y12+Y 31 ) F3(Y12 +Y23 ) 
ı ' ' -L---- __ __ __ ___ __ ... L 

2 3 4 5 6 7 8 9 ıo 11 

vı 

N 

12 
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Programda deplasmanlar U ,U2,U3,U4 ••• U ,u olarak adlan-
ı ll l 2 

dırıldıklarından o , cr , cr ifadeleri:. 
xx yy xy 

(U6CXıı)+(Uı(4B(Y3ı+Y23 )))+(UH(4C(Xı3+X32 )))+ 

(U9 (4B(Yıı+Y3ı)) )+(U ı o (4C(Xıı +Xı·i)) )+(Uıı (4B(Yı:t+Y23 )) )+ 

ı cryy= 6A ((UıCY23 )+(U2BX32 )+(U3CY3ı)+(U4BXı3)+(UsCYı:t)+ 

(U6BXzı)+(U7(4C(Y3ı+Y2 3)))+(Us(4B(Xı3+X32)))+ 

(U9(4C(Yı:t+Y3ı)))+(Uıu(4B(Xıı+Xı3)))+(Uıı(4C(Yı:t+Y23)))+ 

(Uıı(4B(Xzı+X32)))) 

ı cr xy = 6A ( (UıFXJ 2 )+CU2FY2 3 )+(U3FX13 )+(U4FY3ı )+(U sFXıı )+ 

(U6 FYıı)+(U7(4F(Xı3+X32)))+(Us(4F(Y3ı+Y23)))+ 

şeklindedir. 
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7. SAYISAL KARŞILAŞTIRMA 

7.1. Cook ÇöztimUnUn Sonuçları 

Programın test edilmesi için mevcut çozurn yöntemleri 

ile yeni geliştirilen yönternin karşılaştırılması gerekir. 

Burada test elernan olarak bir konsol kirişe iki farklı 

ytiklerne yapılarak deplasrnan ve gerilrne değerleri karşılaş­
tırılmıştır. 

Robert Cook'a göre test edilen levhaya ait sonuçlar 
aşağıdadır (Cook, R.D., 1974). 

2 
1000 fs-6.25 -IP 

D [ 

1P --x t1s1.so 

- ~6.25 
1000 t t c 

A B r 5"2-10 ı 
ı 

Şekil 7.1. Problernin tanımı (Cook, R.D., 1974) 

Test edilen dtizlern elemanda E=1500, v=0.25 alınmıştır. 

SONUÇLAR 

Elemanın Elemanın Dış Ser- Uyum- C noktasında D r:dd:asırda 
Çöztim sertestlik testlik luluk dtişey deplasrnan (J Cer:iJrresi xx yöntemi derecesi YüklEIYE A Yüklare B YtiklEITE A Yükls:re B 

Q4 8 8 Var 70.6 72.3 -2188 -2954 

Q5 10 8 Var 75.7 77.7 -2270 -3056 

Q6 12 8 Yok 100.0 101.3 -3000 -4050 

~ 100.0 103.0 -3000 -4050 
Teorisi 
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7.2. Levhada İdealizasyon Şekilleri 

Cook (1974) tarafından sonuçları verilen konsol levha 

problemi rijitlik matrisi kurulan elemanın test edilmesi 

için kullanılacaktır. Bu nedenle Cook'un çözümünü yaptığı 

levha aşağıda idealize edilmiştir. 

( a) (b) 

Şekil 7.2. 4 elemanlı idealizasyon 

{b) 

Şekil 7.3. 8 elemanlı idealizasyon 

(b) 

Şekil 7.4. 12 elemanlı idealizasyon 

Programın test edilmesi için yukarıdaki idealizasyon­

ların düzlem gerilme hali için sonuçları alınmıştır. Bu so­

nuçlarda önce düşey yük, sonra yatay yük durumu incelenmiş­

tir. Fakat Cook 'a göre yapılan incelemede konsolun üst yü­

zündeki D noktasının gerilmesi ile programdaki idealizasyonu 
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yapılan levhalardaki gerilrnelerin koordinatları farklıdır. 

Dolayısı ile gerilrnelerin (Cook, R.D., 1974) ile karşılaştı­

rılması yanıltıcı sonuç verir. (Cook, R.D., 1974)'de hesap­

lanan c noktasının deplasrnanı karşılaştıracak, fakat geril­

meler kiriş teorisinin sonuçları ile rnukayese edilecektir. 

7.3. Levhanın Polinamlarla Çözümü 

Elastisite teorisinde basit konsol kirişe ait polinam­

larla çözüm şöyledir (Holand, I., Bell, K., 1972). 

h 

h 
'/ 
, 

l 

Şekil 7.5. Elastisite teorisinde çözümü yapılan levha 

Levhada sınır şartları: 

x=O için o =O xx 

y=±h için o yy= O 

ve 

ve o =O xy (7.3.1) 

olarak alınmıştır. Burada x=O kesitinde 0 gerilrnelerinin xy 
dağılışı yerine, toplam değeri hakkında bir şart koşulrnuş-

tur. Bu şartın yardımı ile elementer fonksiyonlarla bir çö­

züm bulunmuştur. Problerne dördüncü ve ikinci dereceden iki 

pelinernun toplamı ile cevap bulmak mümkündür. 

F=F +F =D xy 3 +B xy 4 2 4 2 

Buna göre gerilmeler: 

o =6D 4 xy xx 
o =O yy 

0 xy=-B:.ı-4D4y 2 

(7.3.2) 

(7.3.3) 
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bulunur. Levhadaki sınır şartları yardımıyla 

(7.3.4) 

olur. B2 nin bu değeri 7.33 de yerine konur ve diğer x=O 

ucundaki şarttan faydalanılırsa, 

elde edilir. 

Buna göre gerilme fonksiyonu ve gerilmeler: 

0 _ 3P 
xx- 2h 3 xy 

o =O 
yy 

(7.3.5) 

(7.3.6) 

(7.3.7) 

Normal ve kayma gerilmeleri hesaplanmak istenen nokta­

nın x ve y koordinatlarının değerleri bilinmelidir. Bu ko­

ordinatlar 7.3.7. deki denklemlerde yerlerine kanarak geril­

me değerleri hesaplanır. 

7.4. Levhada Deplasman Sonuçlarının Karşılaştırılması 

C noktasında hesaplanan düşey deplasman Cook ile aşağı­

da verilen tabloda karşılaştırılmıştır. 

Levhada eleman sayısı arttıkça sonuçlar birbirine ya­

kın hal almaktadır. Düşey yüke maruz, 12 elemana bölünmüş 

levhanın Q.6 ya göre çözümünde V =101.30, kiriş teorisinde c 
V =103.00, levhada ise V =101.59 olarak elde edilmiştir. 

c c 
Yatay yük halinde de sonuçlar birbirine çok yakındır. Do-

layısı ile levha programından hesaplanan deplasman değerle­

rinin doğru olduğu kabul edilebilir. 



Çizelge 7.1. Düşey deplasman değerlerinin 
karşılaştırılması 

Yön te- Şekil No Sistemin Eleman C noktasında düşey 
min adı Serbestlik Sayısı 

deplasman 

Derecesi Düşey yük Yatay yük 
hali hali 

7.1(Q4) - 8 72.30 70.60 

7 .l(Q5) - 10 77.70 75.70 
7.1(Q6) - 12 101.30 100.00 

~ 
o 7.1(~ o - 10 103.00 100.00 
u 

7.2.a 30 4 81.95 100.56 

r-1 7.2.b 30 4 81.80 100.56 
E 
co 7.3.a. 50 8 $-ı 99.08 100.47 
0.0 
o 
ı..ı 7.3.b 50 8 98.99 100.46 

ı::ı... 

co 7.4.a 70 12 101.59 100.11 ,.!:: 
:> 
Q) 

7.4.b 70 ...:ı 12 101.51 100.40 
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7.5. Gerilme Değerlerinin Kiriş Teorisi (Llastisite Teorisi) 

İle Karşılaştırılması 

Şekil 7.4.b deki idealize edilmiş levha elemanlarının 

gerilme değerleri, elastisite teorisinin polinom çözümleri 

ile karşılaştırılarak sonuca varılmıştır. 

~~------------~~------------~-------------3-45 fıs 
12 fs o 

34 

~:-----!"--~~-----~~-------=~f1so 
33 f 
32 so 

~---~---~~--------~~----------~~~---6 16 26 31 X 
3.ll3 3.3 33 3.333 ~ 

Şekil 7.6. 12 elemanlı idealizasyonda düşey kuvvet 
uygulanması 



1 SAVE "BONED",a:RUN"levha 
6000 DATA ~NA VERILER 
60!0 DATA J~IKI ELEMANLI LEVHA YUK DUSEY SEKIL 7.4.t 
6020 DPTA 12,35 
6030 DATA 5.6, Cı 

6040 D~TA 1500 .. :5,1,0 
6050 DATA ELEMANLARlN TARIFI 
~061 DATA !.1~11~3~6~7~2 

6062 DAT!l. 2,3, !1, 13, 7, 12.8 
6063 DATA 3,3,13.5,8,0,4 
6064 DAT~ 4,5,13, !5. 9,14,10 
b06S DATA 5~11~21,13.16~17,12 
6066 DATA 6~13~21~23.17~22,18 
6067 DATA 7,13.23,!5,18,19,14 
60bE DATA 8.!5~:3~~5,19,24,20 
6069 DATA 9~21~31~23~26.27~22 
6070 DATA 10,23~31,33~27,32,28 

~071 D~TA 11,23,33,25!28,29,24 
6072 DATA 12~25~33~35~29,34,30 

6080 DATA KOORDINATLAR 
6081 DATA 1~0~0,2~0~.5~3~0,1,4,0~1.5~5,0.2 
6082 DATA 6!1.6t.7,0,7~1.t;67~.5,S!1.667~1~7·!1.667,1,3,10~!.6t..7~2 

6083 DATA 11~3.333,0,12~3.333,.5,13,3.333~1~14.3.333,1.5,15~3.333~2 

6084 DAT~ 16~5,0.17,5~,5~18~~~1~19~5,1,5~20~5,2 
608~ DATA 21.6.667,0,22~6.667,.5~2:~f.667,1~24~6.667,1.5~25~6.667~2 
b08~ DATA 26,8.333.0~27,8&333~.~~22,8.333~1~29~8,333~1.5~30,8,333,2 
6087 DATA :.i~ 1Ci,0~32~ 10~ .5~33~ 10~ 1,34~ 10, 1.5,35~ 10,2 
6100 DATA rUVVETLER 

613C DATA SINIR SARTLARI 

tı50 DRTA SQN 

LEVHALARIN STATIK HESABI 
SONLU ELEMANLAR METODU 

(Deplasman Metodu) 

PROBLEM: 
ONIKI ELENANLl LEVHA YUK DUSEY SEKIL 7.4.b 
(DUZLEM SEP.ILHE HALI) 
eleman sayisi •••••••••••••••• = 12 
no~ta sayisi •••••••.••••••••• = 35 
~.uvvet sayisi ................ = 5 
sinir sarti sayisi ••••••••••• = b 
elastisite aodulu •••••••••••• = 1500 
poisson orani •••••••••••••••• = 0.25 
levha kalinligi •••••••••••••• = 1 
isi etkisindeki eleman sayisi= O 
isi uzama {kisal•al katsayisi= O 
sistemin serbestlik derecesi.= 70 

59 
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ELE!'!ANLAF!!.l TAR!F! 
el m i -:~o i.·· 3-nc~·: [·-~~ı: 1-nw\: m-"ıcık n-nc:k 

11 
.., 1 7 ~ ·) D 

" ı 1 p 7 12 D 

i. ,. .-' u 

"! ı::. s 8 9 ~ 

4 5 13 15 ü 14 10 
~ !1 :1 ,.., 16 17 12 
J ~ .~· 

6 13 21 23 17 2~ ıs 

7 p '"·~ 15 18 19 14 - ,. i..·-' 

8 15 '"'"" ')C: 19 2t 20 
ı...:.· .:..J 

9 21 31 
.,.,. 26 'li 22 ,1...,;. 

10 '"'" 31 't~ '':0"7 <'l '10 

i.·-· ........ .... ,.. .. ~ 
11 ":i1' ~1' 25 '10 29 24 

ı..·-· 
.._: . ._. 4U 

12 ')ı:" 
..,.., 35 29 34 30 

.... ~ ..:.•.:: 

DENKLEM SA~'! SI ..... = 64 
F:EAKS! YON SAY! SI. .. = 6 
YA~ I BA'ii• 5ENIS~IE!= "'"' i. i. 

NOKTALAF IN KDOPD!NATLAF:I: 
rwkt a. X y 

o o 
2 o 0.5 
"'/ o " 
4 o 1.5 
r ü 2 .J 

6 1.66.7 o 
7 1. 667 0.5 
B ı. 667 
9 ı. 667 1.5 
10 ı. 667 2 
11 3.333 o 
12 3.333 0.5 
13 ' ,..,..,. 

..; ...... :.•-.) 
14 3.333 1.5 
15 3.333 2 
16 5 o 
17 5 0.5 
18 c: 

.J ı 

19 5 1.5 
20 5 2 
21 6.667 o 
22 6.667 0.5 
?"' • .J 6.667 1 
24 6.667 1.5 
25 6.667 2 
26 8.333 (l 

27 8.333 0.5 
28 8.333 ı 

29 8.333 1.5 
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30 8.333 2 
31 10 o 
32 lO 0.5 
33 10 1 
34 10 1.5 
35 10 "' i. 

VERILMIS KUVVETLER: 
nokta yon kuvvet 

31 2 25 
32 2 50 
33 2 150 
34 2 50 
35 2 25 

VERILMIS ISI DESERLERI 
isi etKisi yok 

VERILMIS SINIR SARTLARI: 
nokta yon deplasun 
1 ı o 
ı 2 o 
2 ı o 
3 ı o 
4 ı o 
5 1 o 

DEPLASMNLAR: 
nokta 1-yonu 2-yonu 
1 0.00000 0.00000 
2 0.00000 -0.13717 
3 0.00000 -0.13776 
4 0.00000 -0.01378 
5 0.00000 0.24097 
b 4.38563 4.27860 
7 2.14594 4.06048 
B -0.03320 3.99895 
9 -2.20699 4.08693 

10 -4.43151 4.32981 
11 8.32614 15.42079 
12 4.09108 15.21427 
13 -0.02687 15.12934 
14 -4.14284 15.17181 
15 -8.37246 15.34354 
16 11.07529 32.01943 
17 5.49716 31.88581 
18 -0.02476 31.84908 
ı9 -5.54684 31.90624 
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20 -11.12528 32.05419 
21 13.32326 52.89513 
22 6.59367 52.78556 
23 -0.02373 52.73582 
24 -6.64371 52.74742 
25 -13.37560 52.82473 
26 14.41663 76.44224 
27 7.16394 76.40184 
28 -0.02622 76.39752 
29 -7.21735 76.42543 
30 -14.46066 76.48046 
31 15.01999 101.51834 
32 7.43145 101.47311 
33 -0.03731 101.46459 
34 -7.48311 101.42791 
35 -15.03872 101.43589 

6ERIL11ELER: 
Ele11an Sig111a-xx Sigma-yy Sigma-xy 
ı 2571.15979 137.67782 141.12900 
2 1169.03736 23.46962 179.37687 
3 -1319.49333 35.44703 161.35843 
4 -2420.70294 -12.30933 118.14474 
5 1588.96961 -15.70789 115.27506 
6 661.29703 12.20450 183.93947 
7 -838.83202 11.71720 184.61089 
B -1411.43393 -12.50830 116.18149 
9 593.72709 -12.00797 114.60802 

10 159.57962 4.38293 178.13594 
11 -342.60105 14.62597 184.03236 
12 -410.70534 -6.96771 123.22395 

REAKSIYONLAR: 
Nokta Yon Reaksiyon 
1 1 -879.35001 
1 2 -300.00460 
2 1 -1282.84272 
3 1 15.12738 
4 1 1335.61926 
5 1 811.44565 

------H E S A P s o N u-------

Levha programında gerilme değerleri hesaplanan eleman­

ların ağırlık merkezlerindeki koordinatlarından yararlanarak 

7.3.7 deki formül ile kiriş teorisine ait gerilmeler hesap­

lanmış ve 7.2~ de gösterilmiştir. 



Çizelge 7.2. Elemanlardaki gerilrne değerlerinin 
karşılaştırılması 

Elernan Kiriş Teorisi Prograrn 
No o o yy ox:y 0 xx o yy xx Ox:y 

ı 2668.03 o 124.89 2571.15 137.67 141.12 

2 1165.38 o 200.04 1169.03 23.46 179.37= 

3 -1332.01 o 200.04 -1319.49 35.44 161.35 

4 -2334.27 o 124.89 -2420.70 -12.30 118.14 

5 1667.33 o 124.89 1588.96 -15.70 115.27 

6 665.93 o 200.04 661.29 12.20 183.93 

7 -832.41 o 200.04 -838.83 11.71 184.61 

8 -1333.86 o 124.89 -1411.43 -12.50 116.18 

9 666.93 o 124.89 593.72 -12.00 114.60 

lO 166.48 o 200.04 159.57 4.38 178.13 

11 -332.96 o 200.04 -342.60 14.62 184.03 

12 -333.46 o 124.89 -410.70 -6.96 123.22 

oxx gerilrne değerlerinin karşılaştırılması: 
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oxx normal gerilrnelerin karşılaştırılmasında ortalama 

0.048 oranında değer sapması görülmüştür. Bu sapma miktarı 

kabul edilebilir sınırlar içerisindedir. 

o gerilrne değerlerinin karşılaştırılması: yy 
Polinamlarla çözüm yapıldığında o değerlerinin sıfır y 

olduğu kabul edilmiştir. Levhanın çözümünde elde edilen 

değerler de sıfıra yakındır. Sadece rnesnet bölgesindeki 

elemanda o değeri sıfırdan büyüktür. Bunun da sonucu da-
YY 

ha olumlu yönde etkidi~i belirtilebilir. Çünkü rnesnette x 

ve y yönünde tepkiler mevcuttur. Aynı tepkilerin rnesnet 

bölgesinde o ve o gerilrnelerini meydana getirmesi gere-
xx yy 

kir. Bu nedenle levhada elde edilen sonuçlar gerçeğe daha 



yakındır denilebilir. 

a gerilme de~erini mesnette y yöntinde tepkisi bulun­yy 
mayan başka bir test levhada araştırırsak a =O olması ge­

yy 
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rekir. Bu nedenle aynı levhaya yatay kuvvet uygulayarak ge-

rilmeler elde edilmiştir. 

10.000 

Şekil 7.7. 12 elemanlı idealizasyonda yatay kuvvet 
uygulanması 

1 SAVE "BONEY",a:RUN"levha 
6000 DATA ANA VERILER 
6010 DATA ONIKI ELEMANLI LEVHA YUK YATAY SEKIL 7.4 b 
6030 DATA 2,6,0 
6040 DATA 1500,.25,1,0 
6050 DATA ELEMANLARIN TARIFI 
6061 DATA 1,1,11,3,6,7,2 
6062 DATA 2,3,11,13,7,12,8 
6063 DATA 3,3,13,5,8,9,4 
6064 DATA 4,5,13,15,9,14,10 
6065 DATA 5,11,21,13,16,17,12 
6066 DATA 6,13,21,23,17,22,18 
6067 DATA 7,13,23,15,18,19,14 
6068 DATA 8,15,23,25,19,24,20 
6069 DATA 9,21,31,23,26,27,22 
6070 DATA 10,23,31,33,27,32,28 
6071 DATA 11,23,33,25,28,29,24 
6072 DATA 12,25,33,35,29,34,30 
6080 DATA KOORDINATLAR 
6081 DATA 1,0,0,2,0,.5,3,0,1,4,0,1.5,5,0,2 
6082 DATA 6,1.667,0,7,1.667,.5,8,1.667,1,9,1.667,1.5,10,1.667,2 
6083 DATA 11,3.333,0,12,3.333,.5,13,3.333,1,14,3.333,1.5,15,3.333,2 
6084 DATA 16,5,0,17,5,.5,18,5,1,19,5,1.5,20,5,2 
6085 DATA 21,6.667,0,22,6.667,.5,23,6.667,1,24,6.667,1.5,25,6.667,2 
6086 DATA 26,8.333,0,27,8.333,.5,28,8.333,1,29,8.333,1.5,30,8.333,2 
6087 DATA 31,10,0,32,10,.5,33,10,1,34,10,1.5,35,10,2 
6100 DATA KUVVETLER 
6110 DATA 31,1,1000,35,1,-1000 
6120 DATA ISI DEGERLERI 
6130 DATA SINIR SARTLARI 
6140 DATA 1,1,0,1,2,0,2,1,0,3,1,0,4,1,0,5,1,0 
6150 DATA SON 



SONUÇLAR 

LEVHALARIN STATIK HESABI 
SONLU ELEMANLAR METODU 

(Deplasman Metodu) 

PROBLEM: 
ONHI ELEIIANLI LEVHA YUK YATAY SHIL 7.4 b 
(DUZLEII BERILllE HALI) 
eleaan sayisi ................ = 12 
nokta sayisi ................. = 35 
kuvvet say isi ................ = 2 
sinir sarti sayisi .•••••••••• = b 
elastisite todulu •••••••••••• = 1500 
poisson orani .••••••••••••••• = 0.25 
levha talinligi •••••••••••••• = 1 
isi ettisindeki eleman sayisi= O 
isi uzama (kisalma) katsayisi= O 
sistemin serbestlik derecesi.= 70 

ELEMANLARlN TARIFI 
elııı i-nok j-no~. 

1 1 11 
2 3 11 
3 3 13 
4 5 13 
5 11 21 
6 13 21 
7 13 23 
B 15 23 
9 21 31 
10 23 31 
11 23 33 
12 25 33 

DENKLEM SAYISI ••••• = b4 
REAKSIYON SAYISI .•• = 6 
YARI BAND GENISLISI= 22 
NOKTALARlN KOORDINATLARI: 
nokta X y 
1 o o 
2 o 0.5 
3 o ı 

4 o 1.5 
5 o 2 
6 1.6b7 o 
7 1.6b7 0.5 
B 1.667 ı 

9 1.667 1.5 
10 l.b67 2 
ll 3.333 o 
12 3.333 0.5 
13 3.333 ı 

k-nok 
3 
13 
5 
15 
13 
23 
15 
25 
23 
33 
25 
35 
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1-nok a-nok n-nok 
b 7 2 
7 12 B 
B 9 4 
9 14 10 
1b 17 12 
17 22 1B 
1B 19 14 
19 24 20 
2b 27 22 
27 32 2B 
2B 29 24 
29 34 30 



14 
ıs 

16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
3S 

3.333 
3.333 
s 
s 
5 
5 
5 
6.667 
6.667 
6.667 
6.667 
6.667 
8.333 
8.333 
8.333 
8.333 
8.333 
10 
10 
10 
ı o 
ı o 

VERIL~IS KUVVETLER: 
nokta 
3ı 

35 

yon 
ı 

VERIL~IS ISI DESERLERI 
isi etkisi yot. 

VERIL~IS SINIR SARTLARI: 
nol;ta 
ı 

1 
2 
3 
4 
5 

yon 
1 
2 
1 
1 
1 
1 

DEPLASHANLAR: 
nokta 
ı 

2 
3 
4 
s 
6 
7 
B 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

1-yonu 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
3.33311 
1.66651 

-0.00007 
-ı.66655 

-3.33303 
6.66649 
3.33304 

-0.00037 
-3.33299 

1.5 
2 
o 
0.5 
ı 

1.5 
2 
o 
0.5 
1 
1.5 
2 
o 
0.5 
ı 

1.5 
2 
o 
0.5 
ı 

1.5 
2 

kuvvet 
1000 

-ıooo 

deptasiian 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

2-yonu 
0.00000 

-0.18749 
-0.24995 
-0.18747 
0.00001 
2.77730 
2.58978 
2.52730 
2.58984 
2.77735 

11.10941 
10.92183 
10.85908 
10.92149 
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15 -6.66577 11.10900 
16 9.99774 24.99926 
17 4.99990 24.81200 
18 0.00144 24.74930 
19 -4.99910 24.81152 
20 -9.99950 24.99920 
21 13.32626 44.43669 
?" ~ı. 6.66718 44.25144 
23 0.00358 44.19691 
24 -6.66932 44.26238 
25 -13.33686 44.45196 
26 16.76663 69.49648 
27 8.35718 69.29881 
28 -0.00694 69.25904 
29 -8.35660 69.31802 
30 -16.75325 69.48195 
31 20.33867 100.40944 
32 9.82906 100.22513 
33 0.00239 100.11497 
34 -9.82811 100.18037 
35 -20.34726 100.43785 

6ERILMELER: 
Eleman Sig•a-xx Sigaa-yy Sigma-xy 
1 2000.08402 0.01381 -0.03863 
2 999.92278 -0.15696 -0.14121 
3 -1000.07519 0.04205 0.04712 
4 -1999.93088 -0.00347 0.14000 
ı:; 1998.67315 -0.02391 0.56434 
" 
6 1002.06624 5.22536 1.09965 
7 -998.95368 -0.32681 -0.69609 
B -2001.78510 2.44768 -0.96218 
9 2066.41450 1.37049 -21.42437 

10 881.42877 -6.42798 19.92634 
11 -1014.69231 -8.17654 21.55494 
12 -1933.15065 6.01788 -20.05676 
REArSIYONLAR: 
Nokta Yorı Reaksiyon 
1 ı -499.97741 
1 2 -0.00369 
2 1 -1000.00044 
3 1 -0.06926 
4 1 1000.00555 
5 ı 500.04119 

------H E S A P s o N u-------
Şekil 7.7 deki levhaya etki eden kuvvetler x yönündedir. 

Gerilmeler x yönünde -2000 kg/cm 2 ile +2000 kg/cm 2 arasında 

değişmiş, y yönünde ise sıfıra yakın sonuÇlar elde edilmiş­

tir. Bir önceki örneğin sabi tı ı.mesnet bölgesinde meydana ge-
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len o gerilmesinin uygulanan kuvvetin yönü ile ilgili oldu­
YY 

ğu da Şekil 7.7 deki örnekle doğrulanmıştır. 

o kayma gerilmelerinin karşılaştırılması: xy 

Kayma gerilmelerinin elastisite teorisinden bulunan de­

ğerlerle karşılaştırılması sonucunda 0.097 oranında bir de­

ğer sapması olduğu görülmüştür. Bunun kabul edilebilir hata 

sınırları içinde kaldığı belirtilebilir. 
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8. SONUÇ 

Levha problemlerinin çözü:nü için 12 serbestlik derece­

li bir üçgen elemanın rijitlik matrisi geliştirilmiş ve 

hazırlanan programda nümerik testinin karşılaştırmalı ola­

rak yapılması sonucunda rijitlik matrisinin doğru değerler 

verdiği görülmüştür. 

Bilgisayarın bellek kapasitesi yeterli olmadığından 

levhadaki elemanın sayısı yeteri kadar arttırılamamıştır. 

Fakat Tablo l'de de daha yakın sonuçlar elde edilmektedir. 

Bu nedenle büyük bellek kapasitesine sahip bilgisayarlarla 

çalışıldığında program çok daha iyi sonuçlar verecektir. 



EK- 1 

BİLGİSAYAR PROGRAMI 
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10 REM Test icin kullanilan bilgisavar 
20 REM AMSTRAD CPC612B Personel Computer. 
30 REM Bu bilgisayarda vazirinin kanal numarasi Kal=B dir. 
40 REM ekran O~ yaziri B kanal numarasi 
50 REM ile acilmatta veeiktilar kagida 
60 REM PRINT IKa!=B 
70 REM deyimi 1le yazilaaktadir. 
BO REM Degisik bilgisayarlarda bu lfadelerin yerine 
90 REM geeerli karsiliklari kullanilmalidir. 
100 INPUT 1 !EKRAN=O YAZICI=Bl 1 ;KA~ 

110 INPUT "DATALARIN BULUNDU6U KUTUK ADI= 1 ,DATS:DATS=UPPER$!DAT$l 
120 INPUT "06-DUZLEM GERILME DD- DUZLEM DEFORMASYON= 1 ~TIP$:TIP$=UPPER$!TIPSl 

130 IF TIPSC)"DG" AND TIP$() 1 DD" THEN GOTO 120 
140 60SUB 5770 
160 PRINT IKa!, 
170 PRINT IKa~, 
180 PRINT IKa!, 1 LEVHALARIN STATIK HESABI 1 

190 PRINT IKa!, " SONLU ELE~MlLAR METODU 1 

200 PRINT IKa!, • !Deplasman Metodul 
210 PRINT IKA!, 
220 IF ka!=B THEN PRINTIB,CHR$!15l 
230 REM HATA LISTESI 
240 HataOS="------->verilerde hata var ı• 

250 Hata1$=~------->eleman no hatali !" 
260 Hata2$=~------->noktano hatali !" 
270 Hata3S="------->verilerin sirasi yanlis !" 
280 Hata4s=·------->hatali yon tarifi !" 
290 Hata5S="------->daha once de verildi ı• 

300 Hata6$="------->sistee labil ı• 

310 D1$="ANA VERILER" 
320 D2S="ELEMANLARIN TARIFI" 
330 D3S="KOORDINATLAR" 
340 D4S="KUVVETLER" 
350 D5S="ISI DEGERLERI" 
360 D6S= 1 51NIR SARTLARI" 
370 D7$="SON" 
380 REM onemli degiskenlerin tarifi 
390 REM ES4=eleman sayisi 
400 REM NS!=nokta sayisi 
410 REM KS!=verilmis kuvvet sayisi 
420 REH SS=verilmis SINIR sarti sayisi 
430 REM IE!=isi etkisindeki eleean sayisi 
440 REII SD!=si st emin serbestl H derecesi 
450 REM E=elastisite aodulu 
460 REH NU=Poisson orani 
470 REM t=levha kalinligi 
480 REM ALFA=isi uzama kisal1a katsayisi 
490 REM ED 1atrisi=eleman datalari 
500 REH XY matrisi=noktalari koordinatlari 
510 REM LR 1atrisi=ele1anir. lokal rijitlik matrisi 
520 REM GR •atrisi=eleaanin global rijitlik matrisi 
530 REM SI6 1atrisi=geril1e 1atrisi 
540 REM SR •atrisi=sistea rijitlik 1atrisi 
550 REM P 1atrisi=kuvvet vektoru 
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360 REM U aatrisi=elemanin deplasman vektoru 
570 REM DEP=verilais deplasman 
580 REM NSD=bir noktanin serbestlik derecesi 
590 REM ENS=elemanin no~ta savisi 
600 REM band!+l=yari band genisligi 
610 Nsd%=2 
620 Ens%=6 
630 REM ana veriler 
640 HataS="YOK" 
650 INPUTI9, DOS 
660 IF D0$<>01$ THEN PRINT 1Ka7., HATA3S : GOTO 2820 
670 INPUTI9, Problemadi$ 
680 PRINT IKaZ, "PROBLEM:" : PRINT IKaZ, Problemadi$ 
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690 IF tip$="06" THEN PRINTikal,"IDUZLEM GERILKE HALil" ELSE PRINTikal,"IDUZLEM DEFORMASYON HALil" 
700 INPUTI9, Es%: INPUTI9,Nsl: INPUTI9,Ksl: INPUTI9,Ss4: INPUT19,Ie7. 
710 INPUTI9, E: INPUTI9, Nu: INPUTI9, t: INPUTI9, Alfa 
720 Sd!=Ns7.ıNsd7. 
730 PRINT IKaZ, "eleman sayisi •••••••••••••••• =";Es7. 
740 PRINT IKaZ, "nokta sayisi ••••••••••••••••• =";Ns/. 
750 PRINT 1Ka7., "kuvvet sayisi •••••••••••••••• =";Ks! 
760 PRINT IKaZ, "sinir sarti sayisi ••••••••••. =";SsZ 
770 PRINT IKaZ, •eıastisite modulu •••••••••••• =";E 
780 PRINT IKaZ, "poisson orani •••••••••••••••• =";Nu 
790 PRINT IKaZ, "levha kalinligi •••••••••••••• =•;t 
800 PRINT IKaZ, "isi etkisindeki eleman sayisi=";ABS!Ie7.l 
810 PRINT IKaZ, "isi uzaaa Ikisalmal katsayisi=";Alfa 
820 PRINT IKaZ, "sistemin serbestlik derecesi.=";Sd7. 
830 IF Es7.<1 OR Ns%<6 THEN HataS="VAR" 
840 IF Ks7.(0 OR KsZ>Sd7.-Ss7. THEN HataS="VAR" 
850 IF Ss7.<3 OR SsZ>SdZ-Ksi. THEN HataS="VAR" 
860 IF E<=O OR Nu<O OR Nu>=O.S THEN HataS="VAR" 
870 IF D<=O THEN HataS="VAR" 
880 IF Ie7.=-Es7. 60TO 900 
890 IF le7.<0 OR Ie7.>Es7. THEN HataS="VAR" 
900 IF Ie7.<>0 AND Alfa=O THEN HataS="VAR" 
910 IF Alfa<>O AND Ie%=0 THEN HataS="VAR" 
920 IF HataS="VAR" THEN PRINT IKaZ, HataO$ : 60TO 2820 
930 DlM Ed!Es7.,7l,Xy!Ns%,2l,6rl12,12l,U(12l,SIG!3,1l 
940 REM elemanlarin tarifi 
950 INPUTI9, DOS 
960 IF DOS<>D2$ THEN PRINT IKaZ, Hata3$ : 60TO 2820 
970 BandZ=O 
980 PRINT IKaZ, "ELEMANLARlN TARIFI" 
990 PRINT IKaZ, "elm","i-not•, "j-not·,·~-nok","l-nok","m-nok","n-nok" 

1000 FOR J7.=1 TO Es! 
1010 INPUT19, ElZ: INPUTI9,InZ: INPUTI9,JnZ: INPUTI9,Knl.: INPUTI9,Lnl.: INPUTI9,Mnl.: INPUTI9,NnZ 
1020 PRINT IKaZ, ElZ,lnZ,JnZ,KnZ,LnZ,MnZ,NnZ 
1030 IF El/.(1 OR Eli.>EsZ THEN PRINT IKaZ, Hata1$ : Hata$="VAR" 
1040 IF In7.<1 OR In7.>Ns7. THEN PRINT IKaZ, Hata2$ : HataS="VAR' 
1050 IF Jnl.<l OR JnZ>Ns7. THEN PRINT IKaZ, Hata2S : Hata$="VAR" 
1060 IF KnZ<1 OR Kn7.>Ns7. THEN PRINT IKaZ, Hata2$ : HataS="VAR" 
1070 IF LnZ<l OR Lni.>Nsl. THEN PRINT IKaZ, Hata2S : HataS="VAR" 
1080 IF Mn7.<1 OR MnZ>NsZ THEN PRINT IKaZ, Hata2$ : Hatal="VAR" 
1090 IF Nn%<1 OR Nni.>Nsl. THEN PRINT IKal., Hata2$ : Hata$="VAR" 
1100 IF Ini.=Jnl OR InZ=Kn% THEN PRINT IKaZ, Hata2$ : HataS="VAR" 



1110 IF Lnt=Hnl OR Lnl=Nnl THEN PRINT IKal, Hata2$ : HataS="VAR" 
1120 IF Hnl=Nnl THEN PRINT IKaZ, Hata2S : HataS="VAR" 
1130 IF Lnl=Inl OR Hnl=Inl THEN PRINT IKaZ, Hata2$ : HataS="VAR" 
1140 IF Jnl=Knl THEN PRINT IKaZ, Hata2S : HataS="VAR" 
1150 IF Ed!Ell,ll)O THEN PRINT IKaZ, HataSS : Hata$="VAR" 
1160 IF HataS="VAR" GOTO 2820 
1170 Ed!Ell,1l=Inl 
1180 Ed!Ell,2l=Jnl 
1190 Ed!Ell,3l=Kn% 
1200 Ed!El4,4l=Ln% 
1210 Ed!Ell,5l=Hnl 
1220 Ed!Ell,6l=Nn7. 
1230 I1l=ABS!In%-Jnll 
1240 J1l=ABS!Jnl-Knll 
1250 K1l=ABS!Knl-Inll 
1260 L1l=ABSlLnl-Mnll 
1270 H1I=ABS!Hnl-Nnll 
1280 Nll=ABS!Lnl-Mnll 
1290 12l=ABS!Inl-Lnll 
1300 J2l=ABS!Jnl-Lnll 
1310 K2l=ABS!Knl-Hnll 
1320 L2l=ABS!Lnl-Kn7.l 
1330 H2Z=ABSlHnl-Inll 
1340 N27.=ABS!Nnl-Inll 
1350 J3l=ABS!Jnl-Hnll 
1360 K3l=ABS!Knl-Nnll 
1370 N3l=ABS!Nnl-Jnll 
1380 IF I1l>Bandl THEN Band%=I1l 
1390 IF J1l>Bandl THEN Bandl=J17. 
1400 IF K1!>Bandl THEN Bandl=Kll 
1410 IF L1l>Bandl THEN Bandl=Lll 
1420 IF H1l>Bandl THEN Bandl=H17. 
1430 IF N1l>Bandl THEN Bandl=Nll 
1440 IF I2I>Bandl THEN Band%=12% 
1450 IF J2I>Bandl THEN Bandl=J2I 
1460 IF K2l>Bandl THEN Bandl=K2Z 
1470 IF L2l>Bandl THEN Bandl=L2l 
1480 IF H2l>Bandl THEN Bandl=H2l 
1490 IF N2l>Bandl THEN Bandl=N2l 
1500 IF J3l>Bandl THEN Bandl=J3l 
1510 IF K3l>Bandl THEN Bandl=K3l 
1520 IF N3Z>Bandl THEN Band%=N3l 
1530 NEXT Jl 
1540 Bandl=!BandZ+1ltNsdl-1 
1550 PRINT 1Ka7., "DENKLEM SAYISI ••••• =";Sdl-Ssl 
1560 PRINT IKaZ, "REAKSIYON SAYISI ••• =";Ssl 
1570 PRINT IKaZ, "YARI BAND 6ENISLIGI=";Band7.+1 
1580 DIM Sr!Sd7.,Band7.+1l 
1590 DIM P<Sdl+Band7.+1,1) 
1600 DlH Ss!Sdl+Band%+1,3) 
1610 REM noktalarin koordinatlari 
1620 INPUTI9, DO$ 
1630 IF D0${)03$ THEN PRINT IKaZ, Hata3$ : GOTO 2820 
1640 PRINT 1Ka4, "NOKTALARIN KOORDINATLAR!:" 
1650 PRINT IKal, "nokta•,•x•,•y• 
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1660 FOR J%=1 TO Ns% 
1670 INPUTI9~ K%: INPUTI9,X: INPUTI9,Y 
1680 PRINT IKaZ, KX,X,Y 
1690 IF K%<1 OR KZ>Ns% THEN PRINT IKa%, Hata2$ : Hata$="VAR" 
1700 IF XyiKZ,li<>O THEN PRINT IKaZ, HataS$ : HataS="VAR" 
1710 IF Xy!KZ,2l<>O THEN PRINT IKaZ, HataS$ : HataS="VAR" 
1720 IF HataS="VAR" GOTO 2820 
1730 Xy!KZ,1l=X 
1740 Xy!KZ,2l=Y 
1750 NEXT JX 
1760 REM KUVVETLER 
1770 INPUT#9, DO$ 
1780 IF DOS<>D4S THEN PRINT IKaZ, Hata3S : 60TO 2820 
1790 PRINT IKa%, "VERILMIS KUVVETLER:" 
1800 IF Ks7.=0 THEN PRINT IKaZ, Hata3$ : GOTO 2820 
1810 PR!NT IKaZ, •nokta•,•yon","kuvvet• 
1820 FOR JZ=l TO KsZ 
1830 INPUTI9,K/.: INPUTI9,YonZ: INPUTI9,Kuv 
1840 PRINT IKaZ, KZ,YonZ,Kuv 
1850 IF KZ<l OR KZ>Ns% THEN PRINT IKaZ, Hata2$ : Hata$="VAR" 
1860 IF YonZ<l OR YonZ>2 THEN PRINT IKaZ, Hata4$ : HataS="VAR" 
1870 D2Z=NsdZlKi.-NsdZ+Yon% 
1880 IF PID2Z,li<>O THEN PRINT IKaZ, HataSS : HataS="VAR" 
1890 IF HataS="VAR" GOTO 2820 
1900 PID2Z,1l=Kuv 
1910 NEXT JZ 
1920 REM elemanlardaki isi degerieri 
1930 INPUT 19, DO$ 
1940 IF DOS<>DS$ THEN PRINT IKaZ, Hata3$ : GOTO 2820 
1950 PRINT IKaZ~ "VERILMIS ISI DEGERLERI" 
1960 IF Ie%=0 THEN PRINT IKaZ, "isi etkisi yok" : GOTO 2130 
1970 PRINT IKaZ, "eleean","isi" 
1980 FOR IZ=1 TO ABSIIeZl 
1990 INPUT#9,ELZ: INPUTI9, T 
2000 PRINT IKaZ, ElZ,T 
2010 IF El%<1 OR EIZ>Es% THEN PRINT IKaZ, HatalS : HataS="VAR" 
2020 IF Ed!El%,71<>0 THEN PRINT IKaY., HataSS : HataS="VAR" 
2030 IF HataS="VAR" 60TO 2820 
2040 IF Ie7.=-EsZ 60TO 2080 
2050 60SUB 4870 
2060 NEXT IZ 
2070 GOTO 2130 
2080 PRINT IKaX, "butun diger elemanlarda da ayni isi etkisi var • 
2090 FOR El%=1 TO Es% 
2100 60SUB 4870 
211 O NEXT El% 
2120 REM sinir sartlari 
2130 INPUTI9, DO$ 
2140 IF DOS<>Db$ THEN PRINT 1Ka7., Hata3$ : 60TO 2820 
2150 PRINT 1Ka7., "VERILKIS SINIR SARTLARI:" 
2160 PRINT IKai., •no~ta•,•yon","deplas•an• 

2170 FOR l%=1 TO Ss7. 
2180 INPUTI9, KZ: INPUTI9,Yonl: INPUTI9,Dep 
2190 PRINT IKaY., KZ,YonZ,Dep 
2200 IF Kl<l OR Kl>NsZ THEN PRINT IKai., Hata2$ : HataS="VAR" 

74 



2210 IF Yon%<1 OR Yon%>2 THEN PRINT IKaZ, Hata4S : HataS="VAR' 
2220 Jt=NsdtıKI-NsdX+Yon% 
2230 IF Ss!J%,1l<>O THEN PRINT #Ka%, HataSS : HataS="VAR" 
2240 IF HataS="VAR" GOTO 2820 
2250 Ss!J%,1l=Yon% 
2260 Ss!J%,2l=Oep 
2270 NEXT I% 
2280 INPUTI9, OOS 
2290 IF DOS<>D7S THEN PRINT IKaZ, Hata3S : GOTO 2820 
2300 REM sistemin rijitlik matrisi 
2310 GOSUB 4530 
2320 REM deplasaan kuvvetleri 
2330 FOR J%=1 TO Sd% 
2340 Dep=Ss!J%,2! 
2350 IF Dep<>O THEN GOSUB 5080 
2360 NEXT n 
2370 REM sinir sartlarinin islenmesi 
2380 FOR J%=1 TO Sd% 
2390 IF SsiJ%,1l=O GOTO 2420 
2400 Dep=Ss1Jt,2l 
2410 GOSUB 5180 
2420 NEXT J't 
2430 REM denkle• sisteainin cozumu 
2440 GOSUB 5250 
2450 GOTO 2490 
2460 FOR I%=1 TO Sd% 
2470 PII%,1l=PII%,1l/E 
2480 NEXT IX 
2490 IF Hata$="TEKIL" THEN PRINT #Kal, HatabS : GOTO 2820 
2500 PRINT 1Ka7., "DEPLASMANLAR:" 
2510 PRINT IKaZ, •nokta","1-yonu","2-yonu• 
2520 FOR I%=1 TO Ns% 
2530 PRINT IKaZ, I%,P!2JI%-1,1l,PI2ıi7.,1l 

2540 NEXT I% 
2550 REM gerilmeler 
2560 PRINT 1Ka7., "GERILMELER:" 
2570 PRINT IKaZ, "eleaan","Sig•a-xx","Sigaa-yy","Sigaa-xy• 
2580 GOSUB 3940 
2590 REK reaksiyonlar 
2600 PRINT IKaZ, "REAKSIYONLAR:" 
2610 PRINT IKaZ, "nokta•,•yon","reaksiyon• 
2620 FOR I%=1 TO Sd7. 
2630 Sr m, 1l =O 
2640 NEXT IZ 
2650 GOSUB 4530 
2660 FOR J%=1 TO Sd% 
2670 Yon%=5s(Ji.,1l 
2680 IF Yon%=0 60TO 2800 
2690 A=O 
2700 FOR K%=2 TO Bandi.+l 
2710 J2%=J%-1+Kl 
2720 A=A+Sr!J7.,K7.llPIJ2%,1l 
2730 IF JX<K% GOTO 2760 
2740 Jll=J%+1-K% 
2750 A=A+Sr!J1t,K%llP!J1I,1i 
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2760 NEXT K% 
2770 A=!A+Sr!J%,1llP!J%,1ll+Ss!J%,3l 
2780 K%=!J%-Yon7.+2l/2 
2790 PRINT 1Ka7., K%,Yon!,A 
2800 NEXT J7. 
2810 PRINT 1Ka7., •------H E S A P S O N U-------• 
2820 END 
2830 REM ele1anin geometrik ozellikleri 
2840 REM ucgen eleman 
2850 In%=Ed!El7.,11 
2860 Jn7.=Ed!El%,2l 
2870 Kn7.=Ed!El7.,31 
2880 Ln!=Ed!El%,41 
2890 Mn7.=Ed!E17.,51 
2900 Nn7.=Ed!El7.,6l 
2910 XI=Xy!In7.,1l : Y1=Xy!In%,2l 
2920 X2=Xy!Jn7.,1l : Y2=Xy!Jn7.,2l 
2930 X3=Xy!Kn7.,1l : Y3=Xy!Kn7.,21 
2940 X13=X1-X3 : X32=X3-X2 : X21=X2-X1 
2950 Y31=Y3-Y1 : Y23=Y2-Y3 : Y12=Y1-Y2 
2960 A=0.5tiX32tY12-X21tY23l 
2970 RETURN 
2980 REM elemanin global rijitlik 1atrisi 
2990 REM ucgen eleaan 
3000 IF TIPS="D6" THEN B=E/!1-NUtNUl : C=EtNU/!1-NUtNUl : F=E/12t!l+NUll 
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3010 IF TIP$="DD" THEN B=Et!l-NUl/!!1+NUlt!1-2tNUll : C=EtNU/1!1+NUltll-2tNUll : F=E/12t!l+NUil 
3020 R0=0.375 
3030 S=t/!12tAI 
3040 6RI1,1l=Sl3t!BtY23tY23+FtX32tX32l 
3050 6RI2,1l=St3t!C+FltX32tY23 
3060 6R!2,2l=Sl3l!BtX32tX32+FtY23tY231 
3070 6R!3,1l=-St!BtY31iY23+FlX13tX32l 
3080 6R!3,21=-StiCtX32tY31+FtY23tX13l 
3090 6RI3,3l=St3tiBtY31tY31+FtX13tX13l 
3100 6RI4,1l=-Sl!ClX13tY23+FlY31tX32l 
3110 6RI4,21=-St!BtX13tX32+FtY31tY231 
3120 6RI4,3l=St3tiC+FllX13tY31 
3130 6R!4,4l=St3t!BtX13tX13+FtY31tY311 
3140 6R!5,1l=-SliBtY12lY23+FtX21tX32l 
3150 6RI5,21=-St!CtX32tY12+FtY23tX211 
3160 6R!5,31=-St!BtY12tY31+FtX21tX13l 
3170 6R!5,41=-Sl!CtX13tY12+FtY31tX21l 
3180 6R!5,5l=St3t!BtY12tY12+FtX21lX211 
3190 GR!6,11=-St!CtX21tY23+FtY12tX32l 
3200 6R!6,2l=-Sf!BfX21tX32+FlY12lY231 
3210 6R!6,3l=-Sl!CtX21tY31+FlY12tX131 
3220 6RI6,4l=-St!BtX21tX13+FtY12tY311 
3230 6R!6,5l=St3t!C+FitX21tY12 
3240 6R!6,61=St3t!BlX21tX21+FlY12tY12l 
3250 6RI7,1l=St4tiBtY23tY31+FtX32iX131 
3260 6R!7,21=St4t!CtX32tY31+FtY23tX13l 
3270 6R!7,3l=Sl4t!BtY31tY23+FtX13tX321 
3280 6R!7,4l=St4t!CtX13tY23+FlY31tX321 
3290 6RI7,5l=O 
3300 6R17,6l=O 



3310 6R!7,7l=St8t!Bt!Y31tY31+Y23tY23+Y311Y23l+Ft!X13lX13+X32lX32+X13lX32ll 
3320 6R!B,1l=St4t!CtY23tX13+FtX32tY31l 
3330 6RIB,2l=Sl4l!BlX32lX13+FlY231Y31l 
3340 6R!B!3l=St4t!CtY31tX32+FtX13tY23l 
3350 6R!B,4l=St4t!BSX13SX32+FtY31SY23l 
3360 6Rl8,5l=O 
3370 GR!B,bl=O 
3380 6RIB,71=St4l!C+Flt!2tX13tY31+X13tY23+X32lY31+2SX32SY23l 
3390 6R!B,Bl=StBt!Bt!X13tX13+X32tX32+X13tX32l+FS!Y31tY31+Y23tY23+Y31tY231l 
3400 6R!9,1l=O 
3410 6R!9,2l=O 
3420 6R!9,3l=St4l!BtY31tY12+FtX13tX21l 
3430 6RI9,4l=St4t!CtX13tY12+FtY31tX211 
3440 6R!9,5l=Sl4t!BtY12tY31+FtX21tX13l 
3450 6R!9,6l=St4t!CtX21tY31+FtV12tX131 
3460 6R!9,7l=St4t!BS!Y12tY31+2tY12tY23+Y31tY31+Y31tY231+FS!X21tX13+2SX21tX32+X13tX13+XI3tX32ll 
3470 6R!9,8l=St4t!Ct!X13tY12+X13tY31+2tX32tY12+X32tY31l+Ft!V31tX21+Y31tX13+2tY23tX21+Y23lX1311 
3480 6R!9,9l=StBl!Bt!Y12tY12+Y31tY31+Y12SY31l+Ft!X21lX21+X13lX13+X21lX13ll 
3490 6R!10,11=0 
3500 6R!10,21=0 
3510 6R!10,3l=St4t!ClY31tX21+FtX13tY12l 
3520 6R!10,4l=St4t!BtX13tX21+FtY31lY121 
3530 6R!10,5l=St4t!CtY12tX13+FtX21tY31l 
3540 6R!10,bl=St4t!BtX21tX13+FtY12tY31l 
3550 6R!10,7l=St4t!Ct!X21tY31+2tX21tY23+X13tY31+X13tY23l+Ft!Y12tX13+2lV12tX32+Y31lX13+Y31tX32ll 
3560 6R!10,8l=St4t!Bt!X21tX13+2lX21tX32+X13tX13+X13tX32l+Ft!V12lY31+2tV12SY23+Y31tY31+V31tY23ll 
3570 6R!10,9l=St4t!C+Flt!2tX21tV12+X21tV31+X13tY12+2tX13tY31l 
3580 6R!10,10l=St8t!Bt!X21tX21+X13tX13+X21tX13l+Fl!Y12lV12+Y31tV31+V12tY31ll 
3590 6R!11,1l=Sl4t!BtV23tY12+FtX32lX21l 
3600 6R!11,21=St4t!CtX32tV12+FtV23tX211 
3610 6R!11,3l=O 
3620 6R!11,4l=O 
3630 6R!11,5l=St4t!BtY12tY23+FtX21tX32l 
3640 6R<11,6l=St4t!CtX21tV23+FtV12tX32l 
3650 6R!11,7l=St4t<Btt2tY12tY31+V12tY23+Y23tV31+V23tY23l+Ft!2tX21lX13+X21tX32+X32tX13+X32tX32ll 
3660 6R!11,8l=St4t!Ct(2tX13tY12+X13tY23+X32tV12+X32tV23l+Ft!2tY31tX21+Y31tX32+Y23tX21+V23tX32ll 
3670 6R!11,9l=St4t!BttV12tY12+V12tY31+Y23tY12+2tV23tY31l+Ft!X21tX21+X21tX13+X32tX21~2tX32tX13ll 
3680 GR<11,10l=St4t!CttX21tV12+X21tV23+X13tY12+2tX13tV23J+Ft!Y12tX21+Y12tX32+Y31tX21+2tY31iX32ll 
3690 6R!11,11l=Sl8t(Bt!V12tY12+V23tY23+V12tV23l+FttX21tX21+X32tX32+X21tX32ll 
3700 6R!12,1J=St4i(CtY23tX21+FtX32tY12l 
3710 6R!12,2l=St4t!BtX32lX21+FtV23tY12l 
3720 6Rt12,3l=O 
3730 6R!12,4l=O 
3740 6R!12,5l=St4t!CtY12tX32+FtX21tY23l 
3750 GR!12,6l=St4i!BiX21tX32+FiV12tY23l 
3760 6R(12,7l=St4t(Ci<2tX21tY31+X21tY23+X32tV31+X32lY23l+Ft(2tV12tX13+Y12tX32+Y23tX13+V23tX32Jl 
3770 6R!12,8l=St4t(Bt!2tX21tX13+X21iX32+X32tX13+X32tX32l+Fl!2tV12tY31+V12lV23+V23tY31+Y23tY23Jl 
3780 6Rt12,9J=Sl4ttCt!X21tY12+X21tV31+X32tV12+2iX32tY31l+FttY12tX21+Y12tX13+Y23tX21+2tY23tX13ll 
3790 6Rt12;10l=St4t(BttX21tX21+X21tX13+X32tX21+2tX32tX13l+Ft(V12lY12+V12tY31+Y23tY12+2tY23tV31ll 
3800 6R!12,11l=St4t!C+FJtt2tX21tY12+X21tV23+X32tV12+2tX32tV23l 
3810 6R!12,12l=St8t!BttX21tX21+X32tX32+X21tX32l+Ft!Y12tV12+Y23tY23+Y12tV23ll 
3820 FOR ll=l TO 12 
3830 FOR J%=1~+1 TO 12 
3840 6r<IX,JlJ=6r!J%,1%l 
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3850 NEXT JX 
3860 NEXT IX 
3870 RETURN 
3880 FOR JX=1 TO 12 
3890 PR1NTIKAX,US1NG"I##.II";Gri1X,Jtl; 
3900 NEXT JX 
3910 PR1NTIKAX, 
3920 RETURN 
3930 REM gerilme hesabi 
3940 FOR El%=1 TO EsX 
3950 GOSUB 2850 
3960 GOSUB 4450 
3970 REM ESIG matris elemaniari 
3980 GR!1,1l=BtY23/6/A 
3990 GRI1,21=CtX32/6/A 
4000 6R!ll3l=BtY31/6/A 
4010 6R!1,41=CtX13/6/A 
4020 6R!1,5l=BtY12/6/A 
4030 6R!1,6J=CiX21/6/A 
4040 6R!1,7l=Bt4t!Y31+Y23l/6/A 
4050 GR!1,81=Ct4i!X13+X32l/6/A 
4060 6RI1,91=Bi4t!Y12+Y311/6/A 
4070 GRI1,101=Ct4t!X2l+X13J/6/A 
4080 GRI1,11l=Bt4ı!Y12+Y23J/6/A 
4090 6RI1,12l=Ct4ı!X21+X32l/6/A 
4100 6R!2,1l=CtY23/6/A 
4110 6R!2,21=BtX32/6/A 
4120 6R!2,3J=CtY31/6/A 
4130 GRl2,41=BtX13/6/A 
4140 6R!2,5J=CtY12/6/A 
4150 6R!2,61=BiX21/6/A 
4160 6R!2,7J=Ct4t!Y31+Y231/6/A 
4170 6Rl2,81=Bt4t!X13+X321/6/A 
4180 6R!2,9l=Ct4ı!Y12+Y311/6/A 
4190 6R!2,101=Bt4ı!X21+X131/6/A 
4200 GR!2,111=Ct4t!Y12+Y231/6/A 
4210 GR!2,12l=Bt4t!X21+X321/6/A 
4220 6R!3,11=FtX32/6/A 
4230 6R!3,21=FtY23/6/A 
4240 GR!3,3l=FtX13/6/A 
4250 GR!3,41=FtY31/6/A 
4260 6R!3,51=FtX21/6/A 
4270 6R!3,6l=FtY12/6/A 
4280 6R!3,7J=Ft4t!X13+X321/6/A 
4290 GR!3,8J=Ft4tiY31+Y23l/6/A 
4300 6R!3,9J=Ft4t!X21+X13l/6/A 
4310 GR!3,10l=Ft4ı!Y12+Y31l/6/A 
4320 6R!3,11l=Ft4t!X21+X321/6/A 
4330 GR!3,121=Ft4t!Y12+Y231/6/A 

, 4340 REM gerilae matrisi carpimi 
4350 FOR 1X=1 TO 3 
4360 516!1!,11=0 
4370 FOR J!=l TO 12 
4380 SI6!1!,11=SI6!1!,11+6R!I%,JtltU!JXJ 
4390 NEXT J% 
4400 NEXT II 
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4410 PRINT IKaZ, Elt,SI6<1,1l,SI6!2,1l,SI6!3,1l 
4420 NEXT El% 
4430 RETURN 
4440 REM ele1an deplasmanlari 
4450 FOR It=l TO Ens% 
4460 11%=Nsd%tEd!El7.,IIl-1 
4470 J1%=NsdllEd!El%,I7.l 
4480 U!Nsd%tiX-ll=P!I17.,1l 
4490 U!Nsdi.tl%l=P!Jlt,1l 
4500 NEXT 17. 
4510 RETURN 
4520 REM sistel rijitlik matrisi 
4530 FOR Eli.=l TO Esi. 
4540 60SUB 2850 
4550 60SUB 3000 
4560 REM eleman rijitliginin sistel rijitligine eklenmesi 
4570 117.=Nsd%tlni.-Nsd% 
4580 LlZ=Nsdltlni.-Nsd% 
4590 J1%=NsdltJn7.-Nsdl 
4600 M1X=Nsd7.tMnl-Nsd7. 
4610 K1Z=Nsd7.tKn!-Nsdl 
4620 HlX=NsdltNn!-Hsdt 
4630 U!1l=I17.+1 
4640 u !2) =11%+2 
4650 U!7l=L1!+1 
4660 U!Bl=U%+2 
4670 U!3J=J17.+1 
4680 UW=J17.+2 
4690 U!9l=t11l+1 
4700 U!lOl=Ml%+2 
4710 U!5l=K1I+l 
4720 U!6l=Kl%+2 
4730 U!11J=N17.+1 
4740 U!l2l=H17.+2 
4750 FOR 11%=1 TO 12 
4760 14=U!IUl 
4770 FOR J17.=1 TO 12 
4780 Jl=U!JlZl 
4790 IF JZ<Ii. GOTO 4820 
4800 J2%=JI-I7.+1 
4810 Sr!IZ,J2Xl=Sr!I7.,J27.l+Gr!IlZ,Jl%l 
4820 HEXT Jl% 
4830 NEXT I 1% 
4840 NEXT El Z 
4850 RETURN 
4860 REM isidan olusan kuvvetler 
4870 GOSUB 2850 
4880 A=EtAlfatT/!1-Nul 
4890 Ed!Ell,7l=-A 
4900 A=A/2tD 
4910 02%=NsdltinZ-NsdZ 
4920 P!02I+l~ ll=P!D27.+1,1l+AtY32 
4930 P!D2Z+2,1l=P!D27.+2,1l-AtX23 
4940 Ss!D2I+l,3J=Ss!D2Z+l,3l-AtY32 
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, 4950 Ss!D2%+2,3l=Ss!D27.+2,3l+AtX23 
4960 027.=Nsd7.tJn%-Nsdl 
4970 P!D27.+1,1l=P!D27.+1,1l-AtY13 
4980 P!D2l+2,1l=PID27.+2,1l+AtX31 
4990 Ss!D27.+1,3l=Ss!D27.+1,3l+AlY13 
5000 SsiD2%+2,3J=SsiD2%+2,3J-AtX31 
5010 D27.=Nsd%tKn%-Nsd7. 
5020 P!D2%+1,1l=P!D27.+1,1l+AtY21 
5030 PID27.+2,1l=P!D27.+2,1l-AtX12 
5040 Ssl027.+1,3l=Ss!D27.+1,3J-AlY21 
5050 Ssl027.+2,3l=Ssl027.+2,3J+Ant2 
5060 RETURN 
5070 REM verilmis deplas1anlardan olusan kuvvetler 
5080 T=EtDep 
5090 FOR K%=2 TO Band%+1 
5100 J27.=J7.-1+K7. 
5110 PIJ27.,1l=P!J27.,1l-Sr!J7.,K7.ltT 
5120 IF Jk(K% 60TO 5150 
5130 J17.=J7.+1-Kl 
5140 PIJ1Z,1l=PIJ17.,1l-Sr!J17.,KZllT 
5150 NEXT KZ 
5160 RETURN 
5170 REK sinir sartlarinin islenaesi 
5180 FOR K7.=2 TO 8and7.+1 
5190 SriJ7.,KZJ=O 
5200 IF JZ>=K% THEN Sr!J7.+1-K%,K7.l=O 
5210 NEXT KZ 
5220 Sr!J7.,1J=1 : PlJ7.,1J=EtDep 
5230 RETURN 
5240 REK denkle• sistelinin COZUIUICHOLESKYJ 
5250 G=O : AS="DUZENLI" 
5260 REI'! nor11 
5270 FOR 17.=1 TO Sd% 
5280 IF Sr!I%,11)6 THEN 6=Sr!IZ,1l 
5290 NEXT I% 
5300 IF 6<=0 GOTO 5750 
5310 G=6to.ooooooo1 
5320 L7.=Band7.+1 
5330 REM carpanlara ayiraa 
5340 FOR N%=1 TO Sd% 
5350 T=SriN7.,1l 
5360 IF T<6 GOTO 5750 
5370 T=SQR!Tl 
5380 FOR J%=1 TO Ll 
5390 Sr!N%,J%J=Sr!N%,JZJ/T 
5400 NEXT J4 
5410 FOR J%=1 TO Band7. 
5420 IZ=NZ+JX 
5430 IF II>SdZ GOTO 5500 
5440 T=SriN%,JZ+1l 
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5450 FOR K7.=J7. TO Band7. 
5460 11t=1+K7.-JI 
5470 Sr!II,I17.l=Sr!I7.,117.l-Ti5r!Nl,K7.+1l 
5480 NEXT K% 
5490 NEXT J7. 
5500 NEXT HI 
5510 REM ileri hesap 
5520 FOR N7.=1 TO Sd7. 
5530 P!N7.,1J=P!N7.,1l/Sr!N7.,1l 
5540 FOR J7.=1 TO Band7. 
5550 I7.=N7. +J7. 
5560 IF I7.>Sdt GOTO 5600 
5570 T=Sr!N7.~J7.+1l 
5580 P!I7.,1l=P!It,1l-TiP!N7.,1l 
5590 NEXT J7. 
5600 NEXT N! 
5610 REM geri hesap 
5620 P!Sd1,1l=P!Sd7.,1l/Sr!Sd7.,1l 
5630 FOR 17.=1 TO Sd!-1 
5640 K':t=Sd%-li. 
5650 T=O 
5660 FOR J'%=1 TO Band7. 
5670 I17.=JI+K7. 
5680 IF Sd!<Ill 60TO 5710 
5690 T=T+Sr!K7.,J7.+1ltP!I1'%,1l 
5700 NEXT J1 
5710 P!K7.,1l=!P!K7.,1l-Tl/Sr!K7.,1l 
5720 NEXT 17. 
5730 RETURN 
5740 REM ~atris tekil veya negatif tarifli 
5750 A$="TEKIL":PRINTIKA7.,'MATRIS TEKIL !":PRIHTIKA!, N!;T:STOP 
57ô0 RETURN 
5770 REM DATA CONVERSION 
5780 OPENIN DAT$ 
5790 OPENOUT "D.DAT' 
5800 LINE INPUTI9,S$ 
5810 17.=INSTR!l,SS,' 'l:SAT$=LEFT$!SS,I7.-1l 
5820 IF MIDS!SS,I7.+1,4><>"DATA' GOTO 5800 
5830 I7.=INSTR!1,S$,"DATA"l:Li.=LEN!SSJ 
5840 S$=RIGHTS!SS,L7.-I7.-4l 
5850 L7.=LEN!S$l:J7.=1:IF L7.=0 GOTO 5930 
58ô0 17.=INSTR!J7.,SS,","l:IF 17.=Ji. GOTO 5930 
5870 IF 17.=0 THEN I7.=L7.+1 
5880 LS=MIDS!SS,J7.,I7.-J':tl:PRINTI9,L$ 
5890 J7.=17.+1:IF J7.<=L7. 60TO 5860 
5900 IF LS<>"SON" GOTO 5800 
5910 CLOSEIN:CLOSEOUT:OPENIN "D.DAT" 
5920 RETURN 
5930 PRINT IKAl, "DATALARDA HATA VAR!": END 
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