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Veya entegral denklem sistemi ile, sonlu serbestlik dereceli slireksiz
sistemlerin ¢Ozimi ise cebirse] bir denklem takimi ile elde edilir,

tir. Zamanimizda ise R.V. Soutwelt'in "RELAXATiON METHODS" adli yayinin-
da genis bir uygulama alany bulmugtur (24),

Bu konuyla ilgili yapilmis tezleri s0yle Siralayabiliriz; 1972 yi-
linda M. Istiklal INAN tarafindap "DIKDORTGEN PLAKLARIN SONLU FARKLAR
YONTEMIYLE ANALIZI", 1972 yilinda Zafer AKKAYA tarafindan "DUZ PLAKIARIN
EGILMESI", 1973 yilinda M. Istiklal INaN tarafindan "BETONARME DOSEMELFR~
DE SONLU FARKLAR YONTEMININ KULLANILISI", 1979 y1linda Biilent YILMAZ ta-
rafindan "SU DEPOLARININ SONLU FARKLAR YONTEMiYLE ANALIZI" calismalary
yapilmistar, '
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SEBMOLLERIN LISTEST

Sembol

X, V, z Kartezyen koordinatlar

r, Polar koordinatlar

X ry Bir plagin orta ylzeyinin sira ile xz ve vz dizlemlerin--

deki egrilik yaricaplari
h Plagin kalinligi
q Stirekli yayilmig bir yikiin giddeti
E Malzemenin elastik modiilii

v Poission orani

€ Birim uzama

iX; iy‘ Ortalama ylizeyin x ve y dogrultularindaki egimi

ch X ve y eksenlerine gore ylizey burulma

Ox, Gy, °, Gerilmenin x, y ve z eksenlerine paralel normal bilesenleri

N - " Bir plagin egilme rijitligi

T Kayma gerilmesi

Txy’ TXZ? Tyz Kartezyen koordinatlarda kayma gerilmesi bilesenleri

u, V,w Yerdegistirmelerin bilesenleri

o? Laplace operatorii

G S+ o Kayma modiili

£ Ty Ortalama ylizey ile o« agisi yapan dogrultunun. egriligi

ot Yiizey ile n ve t dogrultularina gore burulmasi

MX, My ' Bir plagin sira ile x ve y eksenlerinin birim uzunluguna
isabet eden egilme momentleri

Mxy ' Bir plagin, x eksenleriné dik kesitinin birim uzunluguna
isabet eden burulma momenti

Mn’ Mht Bir plagin, n dogrultusuna dik kesitinin birim uzunluguna
isabet eden egilme ve burulma momentleri

V&, VY Bir plagin z eksenine paralel dogrultuda sira ile x ve v
eksenlerine dik kesitlerinin birim uzunluguna isabet eden
kesme kuvvetleri

X Absis lizerindeki g6z araligidir.

€ ey, e, X, ¥ ve z dogrultularindaki birim uzamalar
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A Ay X ve y dogrultularindaki gtz aralig:
« (A /k )2 degerini gosterir.
n B1r plagln z eksenine parale dogrultuda n dogrultusuna
dik kesitinin birim uzunlufuna isabet eden kesme kuvveti
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BOLUM 1

KIRISSIZ DOSEMELER VE TEZIN AMACI
1.1 GIRis

Kirigsiz dogemeler, kolonlarin iizerine baslikli veya bagliksiz ola-

rak dogrudan oturan ve bunlara rijit ya da mafsalla bagli olan plaklardir
(20).

Kirigsiz dogemeler diger doseme tiirlerine kiyasla agagldaki.évantaj—
lara sahiptir ve bu avantajlar uygulama icin birer tercih sebebi olmakta-
dair. ’ '

~ Kirigsiz dosemelerde alttan diizgiin bir goriiniis elde edilir.
- Kalip, demir ve beton isgilikleri daha kolaydir.

Betonarme yapilarain hesap ve yapim kurallari ile ilgili sartname

TS 500 incelendiginde; kirigsiz dosemelerin son teknoloji karsisinda &ne-
minin bilindigi ve bu konu iizerinde kabul edilmesi‘gereken degerlerin de
sik sik degi§tigi goriilir. Eski TS 500 (1969)'da kirigsiz dosemelerin ko-
lonlar iizerinde genisletilme yapilmadan kullanilmasina miisaade edilmemig-—
tir. Yeni TS 500 (1978)'de bu konu yeniden ele alinarak statik hesaplar
ve mimari esaslarda ¢nemli degisiklikler yapilmistir. Yeni sartnameye. go-
re kirigsiz dogemeler kolon baglari genigletilmeden de yapilabilmektedir.
Bu durumda kolon baslarinin iizerinde kayma gerilmelerinin tahkiki yapil-
makta ve gerekli kayma donatisi hesaplanmaktadir.

Kirigsiz dégemelérin ¢oziiminde ele alinan degerleri goyle ozetliye-
biliriz;
1. Kolon Bagligi Olan Dogemeler:

Mesnet baglarindaki genisletmenin yarigapi 0,3 min. 1 ve geniglet-
meyi meydana getiren koni ve piramidin plak orta diizlemine nazaran egimi
1/3 den kiiciik olmalidir. Genigletmenin egimi »1/3 ise, egilme donatisi-
nin hesabindan bu egimle elde edilen yiikseklik faydali yiikseklik olarak

alinir.
e
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Plak alt kenarina aciklik momenti ig¢in konmus donatinin en az % 50'si
mesnet eksenine kadar diiz olarak siiriilmelidir.

Bir kirigsiz doseme bir kenarindan devamli olarak mesnetli ise, bu
mesnedin direk olarak yari baslik ve buna komsu olan agiklik geridi dona-

tilari, bir ic acikligin aciklik seridine nazaran % 25 azaltilabilinir.

Plak kalinligi genel olarak 15 cm den kiigiik olmamalidir. Ancak cgati
alti dogemelerinde 12 cm ye kadar alinabilir.

Plak ve kolonlarin egilmeye dayanikli baglantisini saglamak amaci i-
le kolon kesitinin agiklik ybnindeki genigligi, ayni yondeki eksen agikli-
g1 2 in 1/20 sinden ve 30 cm den kiiciik olmamalidir. Kolon kesiti kenarla-
rinin ayrica kat yiksekliginin 1/15 inden de kii¢ikk olmamalidir.

Bu tip dogemelerin kenarlari siirekli olarak mesnetlendirilmigse mes-
net dogrultusuna paralel ve 3/4 £ genigliginde plak seridine donati normal
bir i¢ gozdeki agiklik geridinin birim genigligindekinden 1/4 az alinabi-
linir.

2. Kolon Bagligi Olmayan Dosemeler:

Genelde yayili ve hareketsiz yiikkler altinda bu tip dogemelere miisa—
ade edilir. Fabrika, atolye dogemeleriyle, 750 kg dan fazla tekerlek yiikii

olan vasitalarin gececegi dosemelerde bu tip uygulanmamalidir.

Plak kalinligi /30 dan ince secilmemeli ve gerilmelerin hesabinda
kolon seridi 0,2 g, acaklik seridi 0,6 ¢ olarak alinmalidir.

Kolon geritlerinde hesaplanan donatinin en az % 50 si kolon basinda,
kolon genigligine plak kalinliginin iki kati eklenerek bulunan genigligi
dagitilmalidir. Kolonun yari plak kalinligr kadar disarisindan gegirilen
gcepe cevre kesitteki kayma gerilmesinin t = 3Q/2b0 . d formild ile tah-
kiki gereklidir. Burada bO kesitin gevre boyu, Q ilgili kattan gelen en
biiyiikk yikii gosterir.

Baslikli veya bagliksiz kirigsiz dogemelerin yaklagik ytntemle ¢o-

zimiinde agagida agiklanan tzelliklerin bulunmasina dikkat edilir.

. — Her yonde en az ii¢ agiklik olmalidar.
- Uzun kenarin kisa kenara orani ikiden fazla olmamaladar.




Genel denklem E = o/e = sabit (Hooke Kanunu)
. o VG
= X _ Y :
€y 5 B | : 1.1l.a
9y Vo _
=B "5 =0 | 1.1.b

E: Malzemenin elastisite modiilii

v: Poission orani

Egilme esanisnda y.dogrultusundaki yer degistirmeler ve uzama oran-
lara sifirdir, c¢ilinkii plak y dogrultusunda sonsuz uzun alinmigtir. Bu su-

retle silireklilik sarti saglanmis olur.

1.1.b denkleminden Gy = V.o bulunur. Bu degeri de 1.l.a da yerine

koyarsak ey = (1 - vz).oX / E ve Hooke Kanununda yerine koyarsak

. , 2 , '
5 = x ... E.z d3w 1.2

1 -2 1 - V2 dx?

elde edilir.

Dogemenin kalinligi (h) sabit kabul‘edilérek, kalinlik boyunca lineer

olarak dagildiklarindan efilme momentini gerilmeye bagli olarak ifade eder-

sek;
h/2  n2
\ 2 . 42
M= ‘J o .z .dz = J B .z . d V dz
X 1 - v dx?
-h/2 -h/2
Eh?3 d2w
M=- . : 1.3
12(1'- v?) dx?
_ Eh3 o e ‘ . o
N = egilme rijitligi olarak tarif edersek, plagin
12(1 - v3)

elemanter geridine ait elastik egri denklemi

d3w

M= N g

1.4

olarak bulunur. Plaga normal yik tesir ediyorsa ve sehim husule geldikge
kenarlar serbestge birbirine yaklagabiliyorsa M egilme momenti, elastik eg-

ri denklemini entegre ederek elde edilir.



1.3. BASIT EGILME TESIRINDEKI DUSEMELERDE OZEL DURUMLAR

Normal yiik tesiri altinda bulunan ddsemenin egilme esnasinda xy diiz-
lemi ig¢inde bulunan noktalar, bu diizleme dik dogrultuda w yer degistirme—
sine maruz kalarak plagin ortalama ylizeyini meydana getirirler. Plagin or-

talama diizleminin bu yer degigtirmelerine bir plagin sehimleri denir.

Plagin xz diizlemine paralel normal bir kesitinde; ortalama yiizeyin
x dogrultusundaki egimi iX = 8w/dx,ortalama yizeyin y dogrultusundaki egi-
mi i = 3aw/dy dir.
y ' . ‘ :
4 . R ‘ . . > x

Sekil 1.3. Gerilmelerin Yonleri

x ekseni ile « agisi yapan herhangi bir a, dofrultusunda iki komsu a
ve a; noktasindaki sehimler farka,

= _ow _ oW
dw pel s S oy dy 1.5

seklinde gosterilir. Buna tekabiil eden egim ise;

oW _ _ow_ ow T 1.6
o pr Cos o + By Sin «
oW _ W \2 , (OW vz 1.7
on max \/( ax )t ()

dir. 1.6 denklemini sifira esit kilarak egimi sifir olan ylizeyin dogrultu-

sunu buluruz.
Sifir egimli ve maksimum egimli dogrultular birbirlerine diktir.

Plak yiizeyinin herhangi bir dogrultudaki egimi, yiizeyin bu dogrul-

tudaki tefeti ile xy arasindaki ac¢i olarak alinabilir.



Yiizeyin xz diizlemine paralel bir diizlemdeki egriligi,

1.9 0w y _ _- 02w
" T ax - By T ax 1.8
X
Yiizeyin yz duzlemine paralel bir diizlemdeki egriligi,
1 : 3 oW 32y
—_— = —— . (F) = - = 1.9
T : 0 Ovy?2
y Y Y Y
ortalama yiizeyin herhangi bir noktasindaki burulmasi;
1 8%
= 1.10
r 0x9
Xy y
denklemlerinden elde edilir.
Herhangi bir o« agisi igin;
to. —l;—'Coszu - Sin2a #* Sin? « 1.11
- - Sl .
n X - Xy y
Lol sinze + -1 simpe + Cos?a 1.12
r r r
t X Xy y
1L sinza . (- - 1) + cos2e . L= 113
nt _ X y Xy

Maksimum burulma o = ®/4 oldugu zaman, yani asal diizlemler arasindaki

agilari ortalayan iki dik dogrultu aldigimiz zaman husule gelir.

a_ ve a, dogrultulari asal diizlemlerde bulundugu takdirde, bunlara
karsilik gelen l/rnt burulmasi sifirdir. l/rX ve 1/ry egriliklerinin her
ikiside pozitif ise yiizey konveksligi agagl dogru olur. Her ikiside negatif
ise ylizey konveksligi yukari dogru olur.

Biitin diizlemlerdeki egrilikleri ayni isarette olan yﬁieylere SIKLAS-

TiK, iki asal egrilikten biri negatif olursa boyle yiizeylere de ANTILASTIK
yiizey denir.

Egriligin -ﬁ;— = —%l— olmasi halinde;
y X

o= /4 ve o= 3n/4 icin epgrilik O ve burulm;‘a:'l/rX olur.
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E.z 1 1
g =
T T —— V) 1.15.a
-V X y
g = b2 (r1 +v‘g) 1.15.b
. ].—\)2 Yy X

Gerilmeler tarafsiz ylizeyden z uzaklifi ile orantili olup, egilmis
plagin egriliklerinin siddetine baglidir.

Egilme momentlerinin genel denkleminden faydalanarak egrilikler cin-
sinden gerilmelerin deferini yazmak istersek;

h/2 h/2
deyﬂ= ng.z.dydz ve Mydx = J oy.z.dxdz 1.16
-h/2 ~h/2

1.16'daki intégrallerde, 1.15 denklemlerindeki gerilme degerleri yer-

lerine konursa momentlerin egrilik cinsinden degerlerini denklem 1.17.a ve
1.17.b'de oldugu gibi yazabiliriz.

_ 1 1 _ 03w 3%y
M = N( —— V% ) = —N( T2 vV 557 1.17.a
X y
1 1 _ ; 82w 3%w
My = N( ry +y T ) = =N( 572 V5T ) 1.17.b

Sekil 1.5'deki abcd elemanimin z eksenine paralel x ve y eksenlerine
gore egik bir kesitine tesir eden gerilmeleri bulmak igin, Mh ve Mnt'yi,

egrilik ve dogemenin ortalama yiizeyinin burulmasinin fonksiyonu olarak
. gO0sterelim.

_ 8%w .. 8%w
Mn - _N-( a 3 +\) atz 1.18
i
M, = N(1 - v)—ggjgg- 1.19
a=0 veya a= = — M = MX

"
=

a=1 /2 veya @ = 31/2 —_—> M
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Mnt momentleri o 'nmin bu degerleri igin sifirdar.

Maksimum normal gerilmelerin, xz veya yz diizlemlerine paralel kesit-
lerde tesir ettigini 1.20'deki denklemler ile gostereblllrlz

6. 6.1 |
(Ok)max - Th? ve (qy)max T The 1.20

a) MX = M& =M durumu

Bu durumda plak kiiresel bir yiizey seklinde egilir.

1 -1 M

e o L2

Mh ve Mnt denklemlerinden egilme momentlerinin biitiin cevre boyunca
tniform olarak yayildiklari, burulma momentlerinin ise sifir oldugu an-
lasilar.

Bu durumda herhangi bir plak igin M egilme momenti ile M burulma
momenti dogemenin kenarlari boyunca yaylldlgl taktirde dogemede dalma basit
egilme olusur.

b) Mo=M, ve MY =M, (M # My) durumu
1 _ _w __h Tl 1,22
r_. . px2 N(1-+v2) ’
X
1 _ o MM 1.23
.r ay? N(1 - v?) '
y
1 03w 1.24
r . B8X
Xy oXay
c) My, = M durumu
1 ___1 _ _ 82w _ M, 1.25
r. r 0x?2 N(L - v) .

Bu durumda antilastik (eger) bir yiizey elde edilir. DdSemenin bu se-

kilde egilmesi, ktgelere tesir eden tekil kuvvetler meydana getirilerek te-
lafi edilir.
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1.4 PLAKTARIN DENGE DENKLEMLERT

dx.dy.h boyutlarindaki birim elemana (Sekil 1.6) tesir eden biitiin

kuvvetlerin z ekseni iizerine izdistimi alinirsa agsagidaki denge denklemi
yazilabilir.

) Q-
5~ -dx.dy + -7%§—.dydx + q.dxdy = 0

3 3Q
%( + —E;§L-+ q=20 /-23{ 1.26

gekil 1.6. Kirigsiz ddgemenin basit egilme hali

Elemana tesir eden biitlin kuvvetlerin x eksenine gore momentini ala-
rak 1.27'deki denge denklemini elde ederiz.

_oMxy - oMy .+ Q =
- dxdy >y .dydx + X .dxdy = 0 1.27

Denklem . 1.27'de q yiikiiniin momenti ile Qy kuvvetindeki degismeden do-

layi meydana gelen moment, ihmal edilmistir. x eksenine gtre moment ;
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OMxy _ _OMy +Qy =0

= 3y 1.28
Y eksenine gdre moment
oMyx | OMx _ . = g - 1.29

ay 0x

1.28 ve 1.29 denklemlerinden Qx ve Qy bulunup 1.26 denkleminde yerine
_konulursa 1.30 denklemi elde edilir.

PMx azMy _ o 0Mxy
ox? oyt Sy -S4 1.30

Daha once verilen 1.17 ve 1.19 denklemlerinde bulunan moment deger-
leri 1.30 denklemlerinde yerine konursa 1.31'de verilen DENGE DENKLEMI elde

edilir.

B4
ax 4 9x2ay?2 ay» N

bo—9W_, OW _ g 1.31

1.28 ve 1.29 denklemlerinden @x ve Qy,

8 & i
QX = N ax ‘( GXVZV + ay\-g ) 1.32
.8 92y 32y
Qy - N ay . ( a}(z + ayz 1 . 33

- geklinde ya2111r.

Buradan anlasildigina gtre plaktaki gerilmeler verilen sinir gartla-
rinda elastik yiizey denge denkleminin entegrasyonundan tayin edilmek sarti

ile bulunur.

1.5 SINIR SARTLARI

x ve y eksenlerinin, dogemenin kenarlarina paralel alindifini farz-

edelim.
a) ANKASTRE KENAR

Désemenin kenari ankastre olursa, bu kenar boyunca sehim sifir olur
ve bel vermis orta ylizeye bu kenar boyunca gizilen teget, diizlem plagin
baslangigtaki ortalama yiizeyine uygun olur. Bu durumda plak kenarlari ne

donebilir ne de yatay diizlemde yer degistirebilir.



15

x ekseni ankastre kenar iizerinde ise;

' _ ow _
(W)y=o - O 1 ’ ( ay )y=0 - O 1.34

olur.
b) BASIT MESNETLI KENAR

Désemenin y = O kenari basit mesnetli ise, bu kenar boyunca w sehimi-
nin sifir olmasi gerekir. Ayni zamanda bu kenar x eksenine gbre serbestce
donebilir. Bu kenar boyunca My egilme momentleri yoktur.

82 92
Dy =0, (g + Vggalyg = O 1.35

c) KENARIN BOSTA OLMASI DURUMU

X = a kenarini tamamen serbest kabul edersek, bu kenar boyunca egilme
ve burulma momentleri ile diigey kesme kuvvetleri bulunmaz. Yani,
Mg =0, (MXY)X_ =0, (Q)y, = 0 dur.

Mky burulma momentlerinin yayilis siddeti; Kirchhoff

v = _(M)
X oy

kesme kuvvetinin yayilisi ile statik olarak esdegerdir.

X = a serbest kenar boyunca M__ burulma momenti ile Qx;kesme kuvve-
tinin birlegtirilmesinden denklem 1.36 elde edilir.

= (Q - ), 1.36

Qy ve Mxy,ifadeleri yerine egrilikler cinsinden degerini yazarsak,

B oy _ .
VX = [ 53 * (2 - v) 3%, 277 <=a = 0 | 1.37

Egilme momentlerinin serbest kenar boyunca sifir olmasi sartindan;

Oy Rw _
( e TV oz )X=a = 1.38
bulunur.

1.37 ve 1.38 denklemleri, plagin x = a serbest kenari boyunca gerek-

1i sinir sartlarini gosterirler.
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Yapilarin durumlarina gbre ¢ozim ytntemlerinin esasi diferansiyel
denklemlerinin denge Ve uygunluk sartina baglidir. Yik dagilimi, kesit &-
zellikleri ve sinir sartlari matematiksel ifadelerle ¢oziilebilecek sekilde
olan yapilar secilmelidir. Geligiglizel segilmis yapilarin ¢oziimii icin ma-
tematik ve fizik biigisine gerek duymayan sayisal yontemlerin kullanilmasi
daha uygundur.

SONLU FARKLAR ILE TURETILEN FORMULLER

v

Sekil 2.1 Y = f(x) Fonksiyonunun Grafigi

Sekil 2.1'deki y = £(x) fonksiyonunun x = a civarindaki Taylor seri-

sinin denklemi su gekilde yazilabilir.

(x — a)?2 (x - a)n—1 n-1

L yi@) - By @) By

y(x) = yla) + =25
2.1
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x = a + A durumnda denklem 2.1 style olur.

' l . AZ )\3'
y(a + 1) = y(a) + 11 y'(a) + 57 y''(a) + 30 y''"'"(a) + ...

-1 . .
AT -
. +van 1(a) + ... 2.2

y = f(x) fonksiyonunun Xi—l; noktasindaki tiirevi;
2

(—dY—)i_l =

.
ax >~ 5 =) 2.3

5 i
dir. ﬁ_absis tizerindeki gtz araligi.

i ile i+l noktalari arasindaki orta noktanin cokme miktari su ifa-
de ile gosterilir.

=1 -
)i+_]2-_ - x (yi+1 Yi) 2.4

i noktasindaki egrinin ikinci tiirevi, yaklasik olarak i + —%— ve

i- —%— noktalarinda farklari A'ya bolinmiis olarak ifade edilir. (Denklem
2.5)

d2y . - 1 [ ,a - d
R A

5 2.5

Bu ifade de 2.3 ve 2.4 denklemleri kullanilarak 2.6 denklemi elde edilir.

d2V ~ 1 _
( dx?2 )i - & (yi+1 zyi + yi—l) 2.6

Burada her durum igin fonksiyonun tiirevi terim olarak agiklanmigtir

ve istenen noktaya simetrik olarak yerlestirilebilir.

Cok katli tiirevleri hesaplamak icin bu islem istenen en biyikk Y de-
gerine varincaya kadar tekrarlanir. Sonlu eleman katsayilari 2.6 de goste-

rilmis olur.

y = f(x) fonksiyonunun iizerindeki noktalarin Taylor serisinin yazili-

s1 asagida gosterildigi gibidir.
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y(x+) = y(x;) + 7 ¥ (x ) + yn(x ) . Yn(Xi) 2.7
y(x;-1) = y(x;) - yhH(x;) + YHx) ..+
yi- tiirevinin bulunmasz:
Vit= Fy4q — 92 veyl=(y; -y, )/x 2.8
2.8 denklemlerinin ortak ¢tziimiinden
1
1. L1 -
Vi = % Uiag = ¥i-1) 2.9
elde edilir.
11 .. . .
Vi tiirevinin bulunmaszi:
.1 - 11 o
Vi T 2% Gaap myy) veyig = 3y -vip) 0 2.10
2.10'da verilen denklemlerin ortak ¢oziimiinden
R Sy o N R, 2.11
i T 2% Wiel T Vi -

elde edilir.

2.10 denklemlerini 2.11 denkleminde yerine koyarsak y%l 'nin tilirevi-

nin en son gekli;

1
| [

' 1
i T N o Tiep =91 — 500~ 93-9) 2.12

1_ 1 _
yi = Oy m 2yt y) 2.13

elde edilir.

11
Vi 1 tlirevinin bulunmasz:

y1+1 B k (Y - 2Yl +1 yi+2)
2.14
1
11 = -
Vitg = A 0y~ 2y *Yy)

2.14 denklemlerinden 2.15 denklemi elde-edilir.
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dy _ 1 _ _OAR 111 A4 s
&1 ™ 3 Ui~ Vi) - S 57 Yi - 2.18

2. 18 deki denklemi 2.9 denklemi ile karsilastirirsak y tliirevi igin
hata orani;

6 yi - 120 yf T e e 2.19

dzy 1 : 2 A2 2)% e
(&) = e (yifl T 2¥; YY) T T vi - 61 Yitc*

5 2.20

2.20'deki denklemide 2.11 denklemi ile karsilagtairirsak y 1 tiirevi
icin hata oranai;

D S S '
€2 = T3 Y{ T 3o Vi 2.21
bulunur.
yill ve yiv tirevlerinin hata oranlari ise soyledir,
2 2 2.22
E3="14 Y:i 54':")6 Y:;

Yukaridaki denklemlerden A® mertebesinin degerinin ilk hata terimine
bagli oldugu goriilmektedir. Dogruluk derecesine, A'nin en yiiksek derecesi
alinarak yaklagilir.

2.3 GENEL FORMULLERIN SONLU FARK KATSAYILARI ILE GOSTERIIMESI

h =2

1 [ 1
aw _ 1 32w 1 _
8y ~ 2h 0 dy2 = h? 2
-1 1
[
1 -1 0 1
1 _ %%w 1
o* = he |1 A 1 dxdy 4h? 0
1 1 0 -1
-1 0 1
83w 1 B
oxay? =~ h3 2.0 =2
-1 0 1
C

ANADO'U u EPSTESI
.t ;m,éf.f‘ I "Mi
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: 1 -2 1
3w 1
ax26y2 = h" "2 4 _2
1 -2 1
1
2 -8 2
ot = 1114 1 -8 20 -8 1
2 -8 2
1
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BOLUM 3

KIRI$SIZ DOSEMELERIN SONLU FARKLAR YONTEMI iLE GOZULMEST

3.1 GIRig

‘Bu bolimde ince plaklarin ¢oziminde sonlu farklar yontemi kullanila-

caktir. Burada plaga etkiyen yiikiin t1p1ne bagli olarak iki farkli problem
ortaya c¢ikar.

Plagin ylizeyine veya x-y diizlemine, biitiin kuvvetler uygulandiginda
. ‘
Ve Oy T Tyt 2y ve Tyz sifir iken meydana gelen gerilme o < dy ve
gqy (= tyx ) dir. Bu kuvvetlere DUZLEM KUVVETLERI denir. plak duzlemlnln
herhangi bir yer degigtirmesi x ve y eksenlerindeki iki diizlemle ifade e-

dilebilir.

Normal yiiklemeden dolayi etkilenen ince plaklar, egilebildiklerinden
EGILME PLAKALART olarakta ifade edilirler. Bunlarin ¢oziiminde plaka yiize-
yinin ortasindaki gerilme ihmal edilir ve buradaki noktalarin diizlemdeki
sapmasi sifir kabul edilir.

Boylece plékanin ortasindaki (x-y) diizleminin herhangi bir noktasin-
daki yer degigtirme, z dogrultusunda ve X,y eksenleri etrafinda iki donme
ile ifade edilir.

Bunlara bagli olarak iki yiikleme tipine ait sapmalar her tipe gore
hesap edilir.

Plagin egilmesi ve diizlem gerilme problemleri sonlu farklar yontemi-

nin temelini tegkil eden kismi diferansiyel denklemler yardimiyle ¢oziiliir.
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Dizlemin x yoniindeki egriligi;

33w I _ . _
( 9x*? )o - kzx [ 1 2 l] Vo 3:3
W2
1 W3
a2 ~ 1 :
( ay‘g )0 = A.2 =2 . Wy 3.4
y 1 W,
X ve y deZiskenlerinden Laplas operatorii;
o2 = 2 » 2 3.5
dx2 8y?2 T

Merkezi farkli kismi tiirevlerin katsayllarl;_
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o=
It

8o dy?

Bu katsayilar yardimi ile plak tizerinde istenen herhangi bir noktanin
sonlu farklar ¢tziimi bulunur.

v, Ws
= _1 1
(o*W), = — [1 -2 1] Vo |tz [1 -2 1] v,
* Wo y W,
3.9

82 ~ 1 [8)
( ax.gy )i - l( GY{ = (%)SJ

’—qu
=——1—[1 11 —1] Yo 3.10
AX. Ay W3
vs |

0 noktasina karisik tiirev alirsak merkezi O noktasi ve boyutlari
ZKX, 21y olan dikdértgenin dort kosesindeki w'lar denklem 3.10 daki gibi
ifade edilir.

Genel olarak secilen i ncktasi igin 3.9 ve 3.10'da ifade edilen w'la-
rin katsayilarinin ¢ikarilmasi denklem 3.6'dan elde edilir.

3.3 KIRISSIZ DOSEMELERIN SONLU FARK DENKLEMLERI

Denklem 3.9'da gtsterilen (02)i degeri, x ve y koordinatli bir fonk-
siyon igin g2 Laplace operattriiniin sonlu farklar seklini vermektedir ve
3.6 denkleminde sematik olarak gosterilmigtir. '

02(W) fonksiyonuna Laplace operattrii uygulandiginda ve 3.6'da gos—
terilen ornek katsayilar yardimi ile 02(o2w) tiirevinin sonlu farklar sek-
line ¢evrilmis durumu elde edilir.

92(o%w) denge denkleminin degeri;
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. . B al.w ‘ 4 ag'
o2(o%w) = axe * 2 0w + Y 3.11

dir.

02(02%w) operatdriiniin Srnek katsayilari, i noktasina uygulandiginda
w = f(x,y) fonksiyonunun degerini x ve y degiskenlerine bagli kalarak ve
dogeme iizerinde isledigimiz elemanlarin bicimine gore iki farkli gekilde

gosterilebilir.

a) Ax # ly durumu (Genei duJ_:um):

X . o2 o= (;:; )2
l | | l
Y Za‘ ~ba(l+a) ‘ 20
(0202)i 2 1 ~4(1+a) .. 6+602+8a . —é(1+u)
| i
2q ~4o(1+a) 2a
0.2

Sekil 3.2 (0202)i Kismi Tirevinin Yaklagik Sonlu Fark
' Denklemleri Ile Gosterilmesi. Biitiin Katsayilarin

Carpim Katsayisi 1/A"X dir.
b) AX = XY durumu:

Sekil 3.4 deki tablolarda katsayilar 3.8 ve 3.11 denklemlerinin bir-
likte tliretilmesinden elde edilmistir.

1. Bolimdeki plak teorisinden

94w 34w 3w _ g
o T 2 8x%3y? * ay* N

seklinde denge denklemi gikartilabilir. Bu ifade sonlu farklarin ¢oziimiinde
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1
. 2 -8 2
(0202)i = 1 -8 120 -8 1
i —
2 -8 2
1

Sekil 3.3 Plaklarin kare Elemanlara Ayrilmasi Halindeki (oaoz)i
Kismi Tirevlerin Yaklasik Sonlu Fark Denklemleri Bii-

tin Katsayilarin Carpim Katsayisi 1/)4 diir.

0?(o?w) = —1%— veya [katsayllar] X [w] = —%— 3.13
olarak gosterilebilir.
3.4 SINIR SARTLARI

a) Ankastre Kenar

A

I—“X__,

_(_ %

A
X Y W.=W
A PT 777777777777 //I,/I,,,’,Aﬁf(éstre —WB _WE_
v kenar

C

Sekil 3.4 Plagin Bir Kenarinin Ankastre Kenar Olmasi Hali
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Ankastre kenar iizerindeki tim noktalarin donme ve egimi, kenarin
normal ylizeyine gore sifirdir.

w=0 ve 8w/on=0 3.14
3.13 nolu denklemde gosterilen sonlu farklar yontemi A noktasina uy-

gulandiginda, hayali alinan C noktasindaki donme WA'ya egsittir ve ankastre

kenar iizerinde bulunan noktalardaki donme sifirdir.

Burada plak kenarina bitisik i¢ noktalardaki ¢okme, A'ya uygulanan
yik giddetine gore baginti kuruldu. 3.13 denkleminde gtsterilen sonlu fark-

lar denklemi, biitiin i¢ noktalara uygulandiginda hesaplanacak diigiim noktala-
rindaki ¢okmeler igin yeteri kadar denklem vermektedir. |

b) Basit mesnetlenmig kenar:
w=0 veM =0 -~ 3.15
n

Basit mesnetlenmig kenar tizerindeki tim noktalarda, ¢tkme ve M egil-
me momenti sifardir.

Dogemenin basit olarak mesnetlenmis diizgiin kenari x eksenine paralel
ise;

W 2 Basit kenar
A
A
)\X ;
A By C
ll—’“ /__—“4
X /
y
\ v
/' D
y 4
A ; A
y_ 4 y ,

Sekil 3.5 Plagin Bir Kenarinin Basit Mesnet Kenar Olmasi Hali

Plagin kenari 3.15 denklemindeki sartlar altinda dogru veya diiz gek-
linde iken, plaga paralel simetrik bir plak hayal ediliyor. Hayali plagin
yilklenmesi de simetrik olacak gekilde diistiniiliir.
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Yukaridaki sehim egitlikleri, 3.13 denkleminde verilen sonlu farklar

c) Serbest Kenar

X
X
f——— '
y
. A
d'
A
y D B E
T i Serbest kenar
by |
y I
7 ‘ L C

Sekil 3.6 Plagin Bir kenarinin Serbest Kenar Olmasinin I Hali

Serbest kenar iizerindeki herhangi bir noktanin egilme momenti sifir-

dir. (Mn = 0) ve normal kuvvetin bulunmamasi gerekir.

Burada C% kesme kuvveti ve Mnt burulma momentleri tek denklem olarak
gOyle yazilabilir.

" aMnt
B
Serbest kenarin x eksenine paralel olmasi durumunda, (© = 90 ve

ds = =3x) serbest kenarin durumu su sekli alir.

=0 3.16

02y 8%y

372 t Vv s 0 3.17
33w _ 03y _

R OO 3.18

Burada plafin ig¢ noktalarindan birisi olan A noktasi igin 3.17 denk-
lemi kullanilarak ve hayali bir C noktasinin donmesi serbest kenar ve ig
noktalar cinsinden sonlu fark degerlerine gore denklem 3.19 gibi yazilarak
C noktasinin degeri yok edilir.

1 v _ =
'—w (WC - ZWB + WA) + Azx (WE ZWB + WD) 0 3.19
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Ay B
) ¥ C
Ay
£ ' IG |A .J Serbest kenar
I |
Ay | | l
. L1 _ __1
1 Ay H |D K
7 -LE

Sekil 3.7 Plagin Bir Kenarinin Serbest Kenar Olmasinin II. Hali

Sayet 3.17'deki sonlu fark denkleminin serbest kenar iizerinde bulunan
A noktasina uygulanmasi durumunda sekil 3.7'de goriilen H,D,K ve E noktala-

rindaki dommelerin WE geklinde tarif edilmesi istenirse 3.18 denklemi kul-
lanilarak sonlu farklara gore goyle yazilir;

' 4 W, - 2W, + W
1 _ —_— 2 - v K D "H
y - X
W = 2W, + W
-1 Agc Fyzo 3.20
X

Sekil 3.7'de goriilen H,D,K degerleri 3.19 denkleminden bulunarak 3.20
denkleminde yerlerine konursa hayali noktalardaki sehimlerin yerine plak

Uzerinde bulunan gergek noktalar cinsinden yazilabilir.
d) Iki serbst kenarin kosesindeki durum:

Serbest kenar

[___—bt
B C I
===
|
|
H A
F e o
T | | Serbest kenar
[ |
; | |
[N SR |
E 11 D
o
dg

Sekil 3.8 Plagin Iki Serbest Kenarinin Kesim Noktasinda Sonlu
Farklarin Uygulanmaszi
' T. C:
ANADOLU ONIVERSITESE

MEREZT KUTUzuawrc
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x ve y eksenlerine paralel olarak serbest kenarlar kogede cakisirsa;
x ve y eksenine paralel tiim hayali noktalar icin 3.19 ve 3.20 denklemleri
uygulanir. Plagin kﬁgesinde ise burulma momenti M

sonlu farklar geklinde style gtsterebiliriz;

= 0 olmaktadir. Bunu

N(L = v)

(W =W, + W, - W) 20 3.22
b B~ "c
AXky

D E

A noktasinin bulundufu ktgeye 3.17 denklemi uygulandiginda ve B,D,G,
F,H,I hayali noktalarindaki deplasmanlar 3.19 ve 3.20 denklemlerinin kul-
lanilmasi durumunda E noktasinin deplasmani 3.21 nolu denklemden cekilerek

hayali noktalarin degeri i¢ noktalarin deplasmanlari cinsinden bulunur.

3.5 KESIT TESIRLERI ICIN FARK DENKLEMLERI

Egilmeye calisan bir plaktan alinan kiigiik bir A pargasi tizerinde
kuvvetler Jekil 3.9'da gbsterilmigtir.

Yayili ylike uygulanan kalin bir plagin iginden dxdy boyutlarinda ve
h kalinliginda bir A pargasi iizerinde egilme hareketini inceliyelim. Geril-
meyi ¢ozmek icin denge ve blokun yer degistirmesi’ goz oniinde bulundurulma-
ladar.

a) Denge durumu

Kuvvet vektorinin toplami ve dxdy kenarlarinin etrafindaki momentle-
rin toplami sifirdir.

ag% , ac% :

5x  t oy ta=0

aM oM
X 22 _

% + 5y G% 0 . 3.22
aM aM

- V'+ U-{-Q =O

dy 0x y

Boylece birim alana uygulanan vikith siddetine q dersek, yukaridaki g
denklem bir denklem geklinde gosterilebilir (Denklem 3.23).

o*M_ azsz a2My _
oxz " 2Bxey t ey T4 3.23

b) Deformasyon

X ve y eksenleri yoniindeki u ve v deplasmanlari, herhangi bir nokta-

da yiizeyin ortasindan z uzakligindadirlar ve deplasmanlar agagidaki terim-
ler ile ifade edilir.
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Sekil 3.9 Egilmeye Calisan Bir Plaktan Alinan Kiiciik Bir A
Parcas1 Uzerinde Kuvvetlerin Gosterilmesi

ow R\
0% ve Vv =-12 oy

Aynmi noktanin birim uzama ifadesi deplasmanlar cinsinden goyledir;

u=-z

3.24

_ . 0% e - _. 0%w v = - 32y

*x T Foxz y  Zay? Xy Zzaxay
Homojen ve izotrop plaklar igin Hook Kanununa gore gerilme, birim
uzamaya baglidir ve gerilmeler diizlemin egrilikleri cinsinden asagidaki

gibi gosterilebilirler,

3.25

Ox : 1 v 0 ofw/ox?
Y ol=rmEey o v 1 0 |-|@whyr | 3.2

Xy 0 0 (1-v) ow/ax.ay
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Denklem 3.26'daki deferlere bagli kalarak moment genel denkleminden
denklem 3.27 elde edilir.

M, 1 N 0 , 92w/ gx?

M, =-N-| 1 0 © | a2w/ay? 3.27
M 0 0 -(1~-v 82w/ oxa

- (1-v) w/axoy

Plagin egilme rijitligi N = E.h3/12(1 - v2) ile gosterilebilir. 3.22
ve 3.27 denklemlerinden kesme kuvvetlerinin ¢tkme cinsinden degerleri ise;

a3 0
G% = N —— (c®w) ve G& = Ngy (o2w) 3.28

dir. 3.23 denklemine 3.27 denklemindeki degerler yerlerine konursa;

B 8% w 3%

= -9 .
axs * 2 8x?.09y? * dy * N ' ‘3'29
veya
o0 - 5

gekillerinde yazilabilir.

M., My, Mky’ Qx ve C§ degerleri 3.27 ve 3.28 denklemleri kullanila-
rak sonlu farklar bigiminde agsagidaki gibi ifade edilir;

(Mx)fz =N_ ;z(1+y°¢) .[W]3.3o

‘"




(My)= =N
| 7\X

e
(Mxr); & N{1-V)

4Ax-Ry

~ N
(QK -'= - zai

36

3.31

- [w]

3.32
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(Q);= _-N
Zﬂiﬂy

Cas(u/a) yeos

Egilme momentlerini ve burulma momentlerini ise Mx’ My ve MXy deger-

leri cinsinden agagidaki gibi gosterebiliriz.

Mh Cos?g Sin%e -Sin2g [ MX

_ SinZe SinZe v

M. 5 5 Cos26 .
Xy

Burada anlatilmaya calisilan konu bir ve iki boyutlu ortamda denge
problemlerini ¢ozmek igin kullanilan sonlu fark metodundaki esas prensip-
leri ortaya koymustur. Bu ydntem genig bir problem sinifina dogrudan dog-
ruya diger herhangi bir yontemden daha ¢ok uygulanabilir. En biiyiik avan-
tajlarindan biri sinirlari diizgiin olmayan iki boyutlu sistemlerin ¢oziimiin
~ de kullanilmasidir. Burada ¢ok sayida denklem ve degisken bulunmasina rag-
men her bir denklem hakiki sayisi siirekli sisteme ait esas diferansiyel
az sayida bilinmeyeni igerir. Bundan bagka biitiin bu denklemler arasinda
hep ayni denklemin yaklagimlari olmalari sebebi ile biiyiik bir benzerlik

vardir.

Bu yontemin kullanilmasinda genel olarak yakinsaklik hizi o kadar
yavagtir ki oldukca biiyilk sistemlerde elle hesap yapilmasi hig¢ bir zaman
miimkiin degildir. Bu durumda bilgisayar kullanilmasini hemen hemen mecbur

kilar.



ORNEK - 1

1 2 3 4 5 6 7 8 7 € 5 4 3 2 1
9 10 1 12 13 14 15 16 15 1% 13 12 11 10 L}
— 17 18 19 20 21 : ;72 23 2 23 27 2 40 19 1817
25 2. 27 28 2 30 3 2 3 30 29 28 27 26 2
33 34 35 36 37 38 39 40 3y 3 37 36 3% 343
41 42 43 ~ 44 45 46 47 48 27 46 45 44 43 &2 13
49 50- 51 52 ) 5; 54 54 53 52 51 506 48
b=10 mtf 57 58 Bs9  leo 61 £2 62 61 60 59 [YIRY.
49 0 51 SL 53 ;/. 54 53 57 51 50 49
41 42 43 44 145 46 47 48 47 46 45 44 43 2,2 41
34 35 36 37 38 39 0 33 38 37 35 15 34 41
25 % 27, 2 o 0. 31 32 31 ko) Fe) 28 27 %25
+ 17 19 20 7 12 27 o, 2 22 71 20 19 ! v
1f] i 12 13 14 15 16 5 14 13 12 i 0 9
! 2 3 5 7 L o o S 4 B 2: !
I a=10 mt. +
T
Sekil 3.10. Dort Kenarindan Serbest ve Tek
Kolon

38

(zerine Oturan Uniform Yayili YUklG Kare Doseme




39

¥ A

ox

T4

fol
i

[atnl

Ly

G2
Lt

i
]

1]
s

A
W
Lk

LN

[

¥

ERAr

e
1HH

Lt

4
t

-
{
0

00
i
400

v}
Loyt
g

4




40

v

Mxy

Mx

[
KRR A ]

[ens

I oL g b

R RS RN

NOKTA w




53
L=

3
1L

i}
[}

=

iy

i
it

i

o

A%

4

gd

L
L

17



42

W

* Glcek: 1cm. — Tcm.

//‘* 5/ :/? ; , a

Sekil 3.10.a. Diusey  Deplasmanlar
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S“ kit 3.10.b Mx EGilme Momentleri
eKl . 1V D
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My

Olcek : 1.cm.— 6 tm,

A
N

[ S S
W

Sekil 3.10.c. My Egilme Momentleri
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Mxy

Otcek: 1cm—— 05 tm.

Sekil 310d Mxy Burulma Momentleri

T: G '
ANAD(‘LU umvsmrisf
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~ic T KETE e
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Vy

Olcek :1 cm—. 5t

A
Z// /

%/M _____

Sekil 3.1b.e. Vx Kesme: Kuvvetleri
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Vy

e

Olcek: 1cm—s 5

Sekil 3.10.f. Vy Kesme Kuvvetleri
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BOLUM 4

SONUGLAR

4.1 YONTEMLE ILGILI SONUGLAR

Denge veya gerilme problemlerini yapi lizerinde noktalar segerek ¢oz-
meye calisan sonlu farklar yontemi, siirekli sistemleri egdeger ayrik sis-
temlere doniigtiirerek ¢ozer. Yontemde secilen ag sistemin de sonlu sayida
fark denklemleri yazilarak sonuca ulasilir.

Sinir gartlari ifade edildigi takdirde, denklem s1yis1 diger yontem-
dekilerin nazaran daha azdir. Yontemin onemli bir 0zelligi de diferansiyel

denklem ve sinir §art1ar1nda ortaya cikacak hatalarin fark denklemleri ile
azaltilmasidar.

Problemlerin gozimiinde izlenen yolu siraliyacak olursak;

=i Sistem idealize edilir. Belli parcalara ayrilir.

- Sinir sartlari belirlenir.

- Pargalara ayrilan noktalarda tiirevler, belli molekiiller yardimi
ile deplasmanlar cinsinden yazilir.

- Olugturulan denklem sistemi c¢oziilerek deplasmanlar bulunur.

— Bulunan deplasmanlar yardimi ile moment ve kesme kuvvetleri bulu-
nur..

Sonlu farklar yontemini, diger ¢tzim yontemleri ile kiyasliyacak o-
lursak;
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A- AVANTAJLARI

- Sinir gartlari verildiginde denklem sayisi diger yontemlere naza-
ran daha azdir.

-~ Kirigsiz dogemelerin analizinde, sonlu farklar yonteminde yalnizca
Gokme fonksiyonunun yazilmasina karsilik diger yontemlerde ¢tkme ve iki
dogrultudaki donme fonksiyonlarini yazmak gerekir.

= Yontem, plaklarin ¢oziimiinde her tiirlii mesnet ve yik sarti igin

sonug verir.

— Segilen nokta sayisinin az olmasi halinde sonuglardaki farklar
kabul edilebilir limitler iginde kalmasina karsilik ¢cok sayida nokta alin-
diginda kesin ¢oziime daha ¢ok yaklagilmis olur.

- Uygulama diferansiyel denklem sistemlerinin cOziimiinden ibaret ol-
dugundan fazla tecriibe ve bilgiye gerek duyulmaz.

- Segilen sistem idealize edildikten sonra ¢oziim bilgisayar tarafin-
dan kolayca elde edilmektedir.
B- DEZAVANTAJLARI

- Bu yontemi kullanirken segilen sisteme diizgiin bir ag sistemi yer-
lestirmek gerekir. Sistem karisik oldugunda hu- yontemin kullanilmasinda

ilave hesaplarin yapilmasi gerekir.
— Bu ytntem homojen ve izotrop olmayan sistemler ig¢in uygun degildir.

- Sinir sartlari denklem sisteminin simetrisini bozmaktadir.
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4.2, COZUMLE I1GILI SONUGLAR

TABLO 4.1: ORNEK 1. VE ORNEK 3.UN KARSILASTIRTIMASI

ORNEK 1.IN ORNEK 3.UN FARK

SONUCLART  SONUGLART %
(W) e : 38,95 - 8,£2 | 9,27
() 12,80 16,00 20,00
(M), o ~-12,80 ~16,00 20,00
Mey) -0,7538 -0,7897 4,54
(V=) -6,7692 -5,9487 12,12
V).  -6,7692 | -5,7436 15,15

TABLO 4.2. ORNEK 2. VE ORNEK &4.0N KARSTLASTIRIIMAST

ORNEK 2.NIN ORNEK<4 . UN FARK

.  SONUGLART ~ SONUGLART %
W 1,31 1,4527 9,80
a0 R ~4,2667 6,44 33,74
) -4,2667 -6, 44 33,74
M) ~0,7790 -0,67 13,99
(W) , -3,959 ~4,1231 3,98
(YY) pax | -3,959 -4,1231 3,98

Kesine daha yakin ¢oziim sonuglari elde etmek igin bilgisayar kapasi-
tesinden de yararlanilarak cok sayida nokta alinmasi gerekli olmaktadir.

Coziilen orneklerin karsilastirilmasi sonucunda kesin ¢oziime yaklasim
orani deplasmanlarda % 9, Egilme momentlerinde % 27, Burulma momentlerinde

% 9, Kesme kuvvetlerinde % 9 olarak tesbit edilmistir.
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