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1. GIRIS

Fizikteki kavramlarin agiklanabilmesi ve ispatlanabilmesi icin
matematiksel sistemlere ihtiya¢ vardir. Bu bir cebirde olabilir. Tarih
icerisinde c¢esitli cebirler fizikg¢iler ve matematikc¢iler tarafindan ortaya
konmus, tartisilmistir. Bu tezde bunlardan biri olan Clifford cebiri ya da
baska bir deyisle geometrik cebir ele alinmis ve fizikteki bir uygulamasi

incelenmistir.

Cifford cebiri 19. yy da Ingiliz matematik¢i William Kingdon
Clifford tarafindan  ortaya  konmustur.  Clifford, Grassman’in
calismalarindan oOnemli derecede etkilenmistir. Clifford, i¢ ve dis
carpimlari birlestirerek kendi cebiri olan Clifford cebirini ortaya ¢ikardi.
Bu cebir Grasmann’in cebiri gibi birlesimli bir cebirdir. Fakat bu
Hamilton’ un quaternion cebiri gibi tersinir olmasi gibi ¢ok onemli bir
ozellige de sahiptir. Clifford ¢alismalarinda, Hamilton’un ve
Grassmann’in c¢alismalarin1 tek yapida birlestirdi. Bir¢ok modern
aragtirmaci1 Clifford cebirini “Geometrik cebir” diye de adlandirmistir.
Bunun nedeni, geometrik c¢arpimin Grassman’in ilk tanimina gore
biliniyor olmasidir. Ancak bu carpimlarin miikkemmel potansiyelini fark

eden ve ilerleten Clifford’ur [1].

Grassmann’in cebiri  kuaternion cebirine olduk¢a benzerdir.
Grassmann e; hiper sayilarini yonlii birim dogrular olarak tanimladi.

Herhangi bir vektorii
ae; (1 . l)

bi¢iminde yazdi. Burada a; skalar bir sayidir. Grassmann bu hiper sayilar

icin iki ¢arpma tanimladi. Bunlar i¢ ¢carpim,
eiej = e]'ei = 811 (12)
ve dis ¢arpim

eiAej = —e]-Ael- (13)
dir. Bu ifadeler 2. Boliimde ayrintili olarak ele alinacaktir. Grassmann dis

carpimin sonucunu yonli bir alan olarak tanimladi ve 2 den fazla boyutlu
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cisimler i¢in bu cebiri uyguladi. Bir¢cok matematik tarihgisine gore
Grassmann dmriiniin son yillarinda nokta ve dis ¢arpimi bir arada, merkezi

(central) carpim adiyla tanimladi:
db =a.b + aAb (1.4)
Merkezi c¢arpim, Clifford’un vektor carpimi ile ayni ifadededir.
Grassmann bu ifadeye Clifford’dan tamamen bagimsiz olarak ulasti.
Clifford ise Grassmann’dan esinlenerek bu calismayi1 gergeklestirmis ve
merkezi ¢arpimi gostermistir. Hamilton’un kuaternion cebiri de bu cebir

i¢inde tanimlanabilir. Clifford 1878 yilindaki makalesinde bu ¢alismasini

yayinlamis ve cebire geometrik cebir adin1 vermistir.

Matematikgilerin basit olarak birlestirilmis geometrik cebiri bulmak

icin gosterdikleri ¢cabaya karsin, fizik¢iler hibrit sisteme adapte olmuslardi

bile. Ta ki Gibbs’e kadar...

Gibbs vektorler i¢in iki carpim tanimladi. Grassmann’dan
esinlendigi i¢in i¢ ¢carpim ve kuaternionlardan esinlendigi vektorel (cross)
carpim. iki vektoriin, vektdrel carpimi bir iiciincii vektorii verir. Gibbs’in

cebiri buna yakindi ve bagka ek elemanlar gerektirmiyordu.

Gibbs’in cebiri elektromanyetizmadaki problemleri ¢ézmeye c¢ok
uygundu ve bu nedenle kisa zamanda yayginlasti. Ancak vektdr ¢arpimi
degisimli olmadigindan ve ¢ok-boyutlu sistemlere

genellestirilemediginden bazi problemlerin ¢éziimiinde basarili olamadi.

Sonugta, Clifford cebiri, bu zayif cebirler tarafindan kusatilmis
halde, 19 yy.in sonunda ortaya c¢ikti [2]. Birka¢ uygulamadan sonra,
kuerternion cebiri ile birlikte gelecekte bir¢ok problemin ¢Oziimii igin

arastirmacilara umut verdi.

Dirac elektron teorisi ¢alismalar1 sirasinda, Clifford cebirine,
Clifford’dan 20 yil sonra, ¢ok farkli bir yolla ulasti. Karesi Laplacian’i

veren y#d, operatoriinii buldu. Burada y -matrisleri,

yHyY +yHy? = 2Ink” (1.5)
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kosulunu saglayan 4x4 matrislerdir. Ancak ne yazik ki, bu noktada vektor

geometrisiyle baglantisini kaybetti.

Bu konu 30 yil boyunca ayni kaldi. Fizik¢iler aralikli olarak
koordinat geometrisi, matris cebiri, tensdr cebiri, diferansiyel formu,
spindr hesab1 gibi yeni ¢ok sayida cebir ile ¢alistilar. Atiyah ve Singer [3],
meshur index teoremi ile geometri ve topoloji konusunda yeni ufuklar
actilar. Atiyah ve Singer’ 1n c¢alismalarinda Clifford cebiri en temel rolii
aldi ve bu iki bilim adami son c¢alismalarinda Clifford cebiri igin
“geometri ve topoloji problemlerinin insani sasirtan g¢esitliliginin

merkezinde karsimiza siirekli olarak ¢ikmaktadir” demislerdir [4].

David Hestenes tiniversitede felsefe egitimi almis olmasina ragmen,
fizikte oldukg¢a basarili c¢alismalar yapmistir. O, Clifford cebirinin
anlasilmasinda c¢ok farkli bir yaklasim uyguladi. 60’11 yillarda bir¢ok
teorik fizik¢i gibi, alan teorileri ve parcaciklar lizerine calisti. Bu ¢alisma
boyunca Dirac matrislerinin vektorler gibi yorumlanabilecegini ortaya
koydu ve bu yorumuyla kuantum mekanigi ve Dirac esitligine yeni bakis

acilar1 kazandirdu.

Bu diisiincenin  basarisi, Hestenes’i, Clifford cebirinin
yapabilecekleri konusunda yeniden diisinmeye sevk etti. Hestenes,
Clifford cebirinin yonlii sayilar sisteminden ibaret olmadigi, dogal bir dil
oldugu, teoremlerin sayilarla degil, cebir ve geometri sonuglarindan
yararlanilarak ifade edilmesi gerektigi sonucuna vardi. Hestenes birgok
yilin1, Clifford cebirini fizik i¢in yeterli bir dil haline getirmeye
caligmakla gecirdi ve adina da orjinaline bagli kalarak geometrik cebir

adini verdi.

Gilintimiizde ise Clifford cebiri bir¢cok alanda kolayliklar
saglamaktadir. Ozellikle robotikler, kuantum mekanigi, kristalografi gibi

uygulama alanlarinda siklikla kullanilmaktadir.

Bu tezin 2. ve 3. Béliimlerinde 1, 2, 3-boyutlu uzayda Clifford

cebiri incelenecek, ayrica 3. Boliimde bu cebirin yansima ve donme
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operasyonlarina nasil uygulandigir ele alinacaktir. 4. Boliimde Arsimet
katilar1 ve Platonik katilar ele alinacaktir. Arsimet katilarinin geometrik
Ozellikleri arastirilacak ve koordinatlar1 bulunacaktir. 5. Boliimde Arsimet
katilarin simetri gruplart incelenecek ve 6. Bdliimde ise Arsimet

katilarinin simetri operasyonlari, Clifford cebiri ile tanimlanacaktir.
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2. CLIFFORD CEBIRI

Geometrik cebirin yapist birgok ydntemle acgiklanabilir. En basit ve
pratik yaklasim vektdr uzayinin bilinen kavramlari ile benzerdir. Ancak bu
yaklasim ¢ok derinligine bilgiler igcermez. Geometrik cebir, vektdrlerin
carpimi i¢in kullanilan 6zel bazi kurallarla basit tanimlamalar yapar. Bu

bolimde bu kavramlar da ele alinacaktir.

Lineer uzay ve vektdor uzayr kavramlari genellikle es anlamli
kullanilmakla birlikte, bu ¢alismada farkliliklarinin oldugu da ortaya
konacaktir. Lineer uzayin taniminda, vektdriin bir skalarla vektorel
carpimi ya da bir skalarla toplami miimkiin degildir [4]. Bu da bir
vektoriin geometrik kavramlarinin tanimlanmasi ve cebirsel temsili i¢in,

lineer uzay kavraminin, yeterli olmadigini1 ortaya koyar.

Vektorlerin  matematiksel tanimi, “geometrik carpim” olarak
adlandirilan ¢arpim kurali ile tamamlandi. Bu nedenle geometrik ¢arpimla
tanimlanmis lineer uzay ig¢in, vektdr uzay: terimi kullanilir. Vektor uzay

kavramindan hareketle, lineer uzayin diger cesitleri de elde edilebilir.

Geometrik cebirin dnemli kism1 vektor uzayina dayanir. Vektor
uzayinin bazi 6zellikleri bu kisimda 6zetlenmistir. Bu boliimde lineer
uzayin alt uzaylari ile 2-3 boyutlu vektor uzay: tanimlanacaktir. Bu

tanimlar yardimi ile de geometrik cebir genisletilecektir.
2.1 Vektor Uzayi ve Ozellikleri

Vektdor uzayr bir cismi tanimlayan terimler yardimiyla
tanimlanabilir. Bu terimler, uzayda yonlii olarak canlandirilabilen
vektorler ve gergel sayilar olan skalarlardir. Vektorlere ait bazi cebirsel

ozellikler vardir:

1) Degisme ozelligi;

Q
+
S
Il
Sl
+
Q

(2.1)
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seklinde ifade edilir.
2) Birlesme 6zelligi;
i+((b+¢&)=(d+b)+¢ (2.2)
'dir. Bu dzellik d + b + ¢ gibi ifade yazilmasina olanak saglar.
3) Etkisiz eleman1 vardir. 0 ile gosterir:
i+0=d (2.3)
4) Her eleman @’nin bir tersi elamani —d vardir:
a+(-a)=0 (2.4)

Bu 6zelliklerin geometrik gosterimleri de agiktir (Sekil 2.1). Vektor
uzaylar1 ayn1 zamanda skalar ve vektor arasinda operasyonlar igerir. Bu
operasyonlar herhangi bir A skalar1 ve @ vektorii i¢in bazi 6zelliklere
sahiptir. Bunlarin g¢arpimlarinin sonucu Ad da vektdr uzayinin bir

elemanidir. Geometrik olarak bu c¢arpim, genisleme operasyonuna denk

gelir. Skalar A, p; @ ve b vektorleri igin dzellikler:
1) M(d@+b)=2rd +2rb
2) A+ wd=2x1d+pa

3) (\wa = r(na)

4) 1) = A biitiin skalarlar i¢in gegerli ise 1d = d biitiin @ vektorleri

icin gecerlidir.
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Sekil 2.1 Vektorlerin toplanmasinin geometrik sekli

Bu kurallarin 6nde gelen oOzellikleri vektdr uzayini tamamen
tanimlamaya yoneliktir. Skalarlarla ilgili + operasyonu, vektorlerle ilgili +
operasyonundan farklidir. Ancak her ikisi i¢in kullanilan sembollerde
farklilik yoktur.

Vektorler 2 ve daha biliyiik boyutlarda incelenirken, 1-boyutlu alt
uzaylar i¢in ihmal edilir. 1-boyutlu alt uzaylar sadece bir goriis olarak ele
alindigindan, alt uzay kavraminin temelini olustururlar. Bu goriisler
yardimiyla vektorler kullanilarak ¢ok boyutlu alt wuzay formlan
olustururlar. Bu c¢ok boyutlu alt uzay formlar1 ve normal vektorler

yardimiyla da diizlemler tanimlanir [5].
2.2 Skalar Carpim

Oklidyen geometri; dogru, ¢ember ve diklik gibi kavramlarla
ilgilenir. Oklidyen geometriye ulasmak icin, vektdr uzayma iki yeni
kavram eklenmesi gerekir. Bu iki kavram, ¢emberi tanimlayan noktalar
arasindaki uzaklik ve vektorler arasindaki acilardir. Skalar ¢arpimla bu iki

kavram agiklanir.

Verilen iki d,b vektorleri ise; d.b skalar carpimin belli 6zellikleri

vardir:
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o d.(ab) =n(a.b);

(b+&) =db+adc

°
QU

e a =0 olmadik¢a a.a > 0.
Skalar ¢arpimin taniminda |d|, d@ vektoriiniin uzunlugunu tanimlar.
i =Va.a (2.5)

Uzunluk tanimi ve uzaklik anlamlari metrik uzayda belirtilir.
Metrik uzayin bir¢cok farkli tipi vardir. Bunlardan en basiti 6klidyen

uzayidir. Oklidyen uzay1 igin i¢ ¢arpim, Schwarz esitsizligi [6] olan
.b| < ldl|b| (2.6)
ile tanimlanir. Ispat: su sekildedir:

(@+Ab).(@+2b) 20 VA

= (d.b)2<d.ab.b 2.7)

Buradaki son adim A de ikinci dereceden diskriminanti alinarak yapilir. Ciinkii bu
esitsizlikte sayilarin hepsi pozitiftir. d ve b vektorleri arasindaki ac1 0 ise, sakalar

garpim;
d.b = |d||b| cos(6) (2.8)

seklinde tanimlanir. Skalar carpimi sifir olan iki vektor birbirine diktir. Genellikle

vektorlerin hepsi dik oldugu temel birimler ile calismak uygundur. {eq, ....., e,}
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vektorler kiimesinin birim vektorler ise, birim vektorlerin diklik sart;

eiej = 61] (29)

seklinde ozetlenebilir. Burada 6;;, Kronecker delta fonksiyonudur. Agagidaki gibi

tanimlanir:
1i=j
Temelde herhangi bir d@ vektorii;
d=Xi-1a.e = ae, (2.11)

olarak uzatilabilir. {a;}, {e;} temel vektorinde d vektoriiniin bilesenleridir.

Bunlar basitge su sekilde gosterilir:

i, =e.a (2.12)
d = a;e; ve b = b;e; skalar carpimu asagidaki sekilde yazilir:

d@.b = (a;e;).(bje;) = a;bje;e; = d;b;6;; = d;b;. (2.13)

Miskowski uzayr gibi i¢ c¢arpimin pozitif tanimli olmadigr uzayda,
Schwarz esitsizliginin denkligi yoktu. Boyle durumlarda, cosh fonksiyonu ile
kosinilis fonksiyonu yer degistirerek vektorler arasindaki aciyr tanimlamak

miimkiindiir. Kronecker delta yerine i # j oldugunda sifir olan n;; yer alabilir. Bu

durumda i=j durumunda degerler +1 olur [1].



@ ANADOLU UNIVERSITESI

2.3 Kompleks Sayilar

Skalar ¢arpim vektdrler arasinda tanimlanan basit bir ¢arpimdir. Bu
garpim, Oklid geometrisinin onemli kavramlarinin ¢ogunu
formiillestirebilir. Fakat bu kesinlikle vektdrler arasinda tanimlanan bir
carpimdir. 2 boyutta yeni bir c¢arpim kompleks aritmetigi yoluyla
tanimlanabilir. 1917 yilinda Wessel tarafindan ortaya ¢ikan kompleks
sayilar, kompleks diizlemde yonelme gosteren gergek sayilarin sirali ikilisi
olarak goriliirler. Onlarin ¢arpimlar1 déonme ve genisleme gibi geometrik
operasyonlar1 sekillendiren kompleks sayilara olanak saglar. Bir kompleks

sayist olan z = x + iy ve onun karesi:

z? = (x +iy)? = x? — y? + 2xyi
(2.14)

seklindedir.

Vektor aritmetiginde kompleks bir sayinin ne reel kismi ne de sanal
kismi1 herhangi bir geometrik anlama sahip degildir. Bu yiizden geometrik

olarak faydali olan ¢arpim, vektdriin uzunlugunun karesine déniisen

zz* = (x+iy)(x — iy) = x? +y? (2.15)

ifadesidir. Diizlemde z ve w = u + iv olan iki vektoriin ¢arpimi;

zw* = (x+iy)(u —iv) = xu + vy +i(uy — vx) (2.16)

olarak yapilabilir. Sag taraftaki reel kisim skalar ¢arpima doniisiir. Sanal

kism1 anlamak i¢in de polar gosterimler diisiiniiliir.
z=|zle® , w=|w|e® (2.17)

ve bu ylizden:

10
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zw* = |z||w]|el®-®) (1.18)
seklinde yazilir.

Sanal terim |z||w|sin(0 — @) biiyiikliigline sahiptir. Buradaki (6 — 0),
iki vektor arasindaki acidir. Bu terimin biyiikligi z ve w tarafindan

tanimlanan bir paralelkenarin alanidir.

2.4 Kartezyen (Cross) Carpim

Kartezyen ¢arpim iki vektdér arasinda olmaktadir. d ve b iki vektér

olsun:
C_i = a1'1\ + azj\ + a3l’i, I_?) = bli + sz + b3R (219)

Bunlarin Kartezyen c¢arpimi,

dxb=7¢ (2.20)
seklinde yazilabilir.
Buradaki ¢ yine bir vektordiir.
¢ = (azbs — azb,)i+ (azb; — a;b3)j + (arb, — azby)k (2.21)
Yazilan ¢ = c;1 + ¢,j + c3k bilesenleri,
C; =€jjk ajby (2.22)
olarak yazilabilir. Buradaki degisen tensor €jjy;
1 ijk; 123 permiitasonu yoniinde doniisiimsel ise
€ijk= {-1 ijki; 123 permiitasyonunun ters yoniinde doniisiimsel ise (2.23)
0 diger kosullarda

11
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seklinde tanimlanir. d ve b iki vektdriiniin kartezyen carpimi (d XB)

tanimlandi. Kartezyen ¢arpim baslica su 6zelliklere sahiptir:
e ax B, a ve b ile tanimlanan diizleme diktir.
e dxb,|dl |E|Sin(9) biiyiikliigiine sahiptir.

e G ve b vektorlerinin kartezyen carpimlari (&XB) sag el

kuraliyla sekillenirler.

Bu ozellikler Kartezyen g¢arpimin tanimi olarak da goriilebilir ve bu
tanimlardan cebirsel tanima doniistbilirler. Bu, {e;}’in sag tarafindaki dik

vektor carpimiyla elde edilir. Bunlar igin;

e, Xe,=e; (2.24)
vb. seklinde yazilabilir. Bu yiizden

e; X ej =€jjk ey (2.25)
seklinde genellestirilebilir. Bu formiil genisletilirse,

@ x b = (a;e;) x (bje;) = a,b;(e; x e;) = (€ ash)ey (2.26)

seklinde olur. Kartezyen c¢arpim, elektromanyetizma ve dinamikteki
esitlikleri kullanan fizikgiler i¢in ¢ok degerlidir [1].

2.5 D1s Carpim

Kartezyen carpimin 6nemli eksikliklerden biri sadece ii¢ boyutta
var olmasidir. Iki ve dort boyutta kartezyen c¢arpim olmaz. Bunu
gorebilmek i¢in eq,...,e, dort dik vektori goz Oniline alinir. e, vee,

vektorleri disiniiliirse ve bunlarin her ikisinin dik vektorii bulunmak

12
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istenirse; e; ve e, kombinasyonuna bakilir.

Kartezyen ¢arpim iddialarinin genellestirilmesi, 6nemli Alman
matematik¢isi H.G. Grassmann tarafindan yapildi. O’nun ¢aligsmalari
Mobius’un Barycentrischer Calcul’da bagladi. Yazar; A,B ve C tarafindan
tanimlanan liggenler i¢in ABC ve A,B noktalarini birlestiren dogrular i¢in
AB gibi ifadelerini gdstermistir. Mobius, herhangi iki noktanin yer
degisimi olursa niceliklerin isaretinin degisecegini gosterdi. (Bu yonelmis
segmentlere (dogrulara) tek yonliiler de denir.) Ayrica AB gibi ifadeler
vektorler arasindaki ¢arpim olarak Grassmann tarafindan gosterilmistir.

Grassmann yeni bir ¢arpim olarak dis carpimi gostermistir. Bu c¢arpim

modern simgelerde aAb veya d wedge b seklinde yazilir [7].

a
| -
anb o
bAa
/’—‘ —_—
’ \ N N N
! ‘. b b TN
\ 1 1 1
‘\ /I ‘\ ,’
\\—/ \\ /I
e -

Qu

Sekil 2.2 Dis carpim. d ve b "nin dis carpimi yada wedge carpimi |&||B|sin(9) alaninin
dogrultulmus alana doner. Paralelkenarin ydnelimi; d, b, —d, —b vektorleri ile sag tarafa (saat
yonii tersine) ya da sol tarafa (saat yoniinde) olup olmamasiyla belirlenir. Eger dis ¢arpimda

GAb deki vektorlerde yer degisimi olursa bAd gibi dis carprm sonucundaki paralelkenarm
yoneliminin isareti de tersine doner.

13
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D1s ¢arpim herhangi bir vektdr uzayinda da tanimlanabilir. Aslinda
Grassmann, vektdor uzaymin elemanlart noktalar olarak yorumlanan
yerdeki yansitmali(izdiistimsel) bakis ag¢isini1 ortaya koydu ve iki noktanin
dis c¢arpimi, noktalar boyunca olusan dogru oldugunu tanimladi. Dis
carpim, dik vektor kavramina bagli olmadan diizlemi olusturmanin bir
yolunu saglar. Dis ¢arpimin sonucu ne skalardir ne de bir vektordiir. Bu,
yonlendirilmis diizlemde yeni bir matematiksel birimdir ve bivektor diye
adlandirilir. Bir vektérden diger bir vektori siiplirerek elde edilen
paralelkenar iki boyutlu bir alt uzaydir (Sekil 2.2). Vektorlerin yer
degistirmesi diizlemin yodnelimini tersine c¢evirir. dAb ‘nin buytikligi

|&||I_5| sin(0)’ ye esittir.
Iki vektoriin dis ¢arpiminin cebirsel dzellikleri ise:
e A Carpim antisimetriktir [8]:
GAb = —bAd (2.27)

da ve b tarafindan tanimlanan yilizeyin yoneliminin tersine

dondiigiinii gosterir. Biitiin d vektorleri i¢in;

GAG =0 'dir (2.28)

Sekil 2.3 Bivektorlerin toplanmasinin geometrik sekli.

14
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Bivektorler lineer uzayini sekillendirirler. Ayni yolla
vektorlerde lineer uzayini sekillendirirler. Iki ve ii¢ boyutta
bivektorlerin toplamasi kolaylikla canlandirilabilir. Yiiksek
boyutlarda bu toplamay1 canlandirmak her zaman kolay
olmaz. Ciinkii iki diizlemin ortak dogruyu paylagsmasina

gerek yoktur.

Dis c¢arpimin toplama islemi iizerinde dagilma o6zelligi

vardir:
aA(b + &) = dAb + dAC (2.29)

Bu, ortak dogruyu paylasan bivektoriin eklenmesini canlandirmaya

yardimet olur (Sekil 2.3).

d, b, ¢ vektor ve A bir skalar olmak iizere;

(Md)Ab = M(@Ab) “skalarla garpimin birlesikligi”

k(dAB) = (@4Ab).  “skalarla carpimin degisimligi” (2.30)
ozelligi vardir [5].

d, b, ¢ ii¢ vektor olmak iizere,

dADAE = AA(DAZ) = GABAE (2.31)

birlegsme 6zelligi vardir.

Dis garpimin sonucu bir paralelkenaridir.

15
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2.5.1 iki boyut

Herhangi bir iki vektoriin dis ¢arpimi diizlemi tanimlar. Bu yiizden
ilgili carpimi1 sekillendirmek i¢in en az iki boyutta diisiiniilmelidir.
{e,, e,}, diizlem ig¢in dik birim vektorlerdir ve vektorler asagidaki sekilde

yazilabilir:
C_i =a.eq + a,e,, E = blel + bzez (232)
d ve b vektorlerinin dis carpimi GADb:

GAb = a,b,e;ANe, + a,b,e;Ae, + a,b,e,Aeq + a,be,Ae,
= (albz - azbl)elAez (233)
olarak yazilir. Bu esitlik, esitlik 2.18” deki sanal kisma benzerdir. Bu terim,

|Ei||5| sin(0) biiyiikliigiine sahiptir. d ve b, e,Ve e, olarak ayni ydnelmeye

sahip ise; e;Ae, nin katsayis1 pozitiftir. d, b,—d,—b vektorleri (Sekil 2.2)
tarafindan tanimlanan yonlendirilmis paralelkenarin sinirlari, bir yandan

diger yana taranarak tanimlanir. Eger d ve b sag-el kuraliyla sag taraftan

taranirsa ab, — a,b; in katsayisi pozitif olur [1].
2.5.2 U¢ Boyut

Bivektorlerin uzayr da ii¢ boyutludur. Ciinkii her bir bivektor
kendisine dik bir vektorle ayni diizlemde bulunabilir. Ug boyutlu uzayin

birim baz vektorleri e, e,, e tiir:
elAeZ = €1y, elAe3 = 613, eer3 = 623 (234)

Ug¢ boyutlu uzaym birim baz vektdrleri ve bivektdrleri Sekil 2.4 de

gosterilmistir.

16
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d ve b iki vektorii @ = a;e; ve b = b;e; olarak genisletilir. @AD bivektdrii,
C_iAE = (aiei)A(bjej)

= (azb3z — bzay)e,Aez + (azb; — ajbs)esAey + (a;b, — azby)e; Ae,
(2.35)

seklinde bivektorlerin dik birim bazlarina ayrilabilir.

Bu yapida birlesenler, kartezyen carpimin bilesenleri ile aynidir.
Fakat @ ve b ye dik vektoriin bilesenleri yerine dAb bivektoriiniin
bilesenlerini yazmak daha uygundur. Bu, herhangi bir diizlemde

tanimlanan dis ¢arpima olanak saglayan farkliliklardan birisidir.
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Sekil 2.4 Ug boyutlu uzaym bivektor bazlar:
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2.5.3 Genisletilmis Dis Carpim

Onceden gosterilen drnekler, keyfi boyutlarda dAb’nin bilesenleri;
olarak verilir. Grassmann, birgok vektoriin dis ¢arpim tanimini yapma fikrini
ortaya ¢ikardi. Bu fikir 6nceki formiillerin basit bir uzantisidir. n sayida vektoriin

dis ¢arpiminin bilesenleri, her bir vektoriin bilesenlerinin anti simetrik ¢arpimidir.

Bu tanim dis ¢arpimin birlesme 6zelligini ortaya ¢ikartir:

aA(bAC) = (GAD)AE (2.37)
Ug boyutta;
C_I,)AI_J)Ag = (aiel-)A(bjej)A(ckek) :Eijk aibjckelAeer3 (238)

esitligi elde edilir. Bu da yonelmis hacmi gosterir (Bolim 3.2).

Carpimin anti simetrik bagka bir 6zelligi, cebirsel bagimli vektorlerin dis
carpiminin yok olmasidir (e;Ae; = 0). Bu ifade, “bu vektor verilen diizlemde
uzanir” veya “iki hiper ylizeyler ortak dogruyu paylasirlar” gibi anlatimlari

cebirsel olarak agiklayacagi anlamina gelir.

2.6 Vektorler icin Yeni Carpim

Bu kisma kadar vektorler icin ¢esitli carpimlar gosterildi. Simetrik
skalar olan i¢ ¢arpim ve antismetrik olan dis carpim vektorleri incelendi.
Iki boyutta, zw* complex c¢arpimin sonuglarinin nasil yorumlanacagi
gosterildi (Bolim 2.3). Skalar terim, kompleks uzayda iki vektoriin ig
carpimidir ve sanal (imaginary) terim onlarin ydnlendirilmis alanini
gosterir. Dahasi skalar terim simetriktir ve sanal terim antisimetriktir.

Clifford’un iddiast dis carpimla sanal terimi yer degistirerek keyfi
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boyutlarda geometrik ¢arpimi genellestirdi. Geometrik ¢arpim basitge ab
seklinde yazilir. Sonug skalar ve bivektoriin birlikte gosterimidir:

-

db = d.b + aAb (2.39)
ki farkli terimin (skalar ve bivektdr) gosterimi ilk bakista zor

goriinebilir. Bu, baslangicta ¢ok biiylik zorluklara neden olan geometrik

cebirin ozelligidir. Geometrik ¢arpimin sonucu ne sanal ne de reel bir

sayidir. ab geometrik c¢arpimi, skalar ve bivektorlerin ayri1 yazilmasina
olanak saglar. Bu 6zellik kompleks aritmetiginde de gegerlidir. Kompleks

aritmetiginde de sanal ve reel kisim ayr1 yazilir.

Esitlik 2.39°dan

bd = b.d + bAd =d.b — aAb (2.40)
yazilabilir.

Bu yolla;

d.b = (b + ba) (2.41)
ve

dAb =~ (@b — ba) (2.42)
bulunur.

Boylece geometrik ¢arpimin terimlerinde i¢ ve dis carpimlar
tanimlidir [9]. Bu, Clifford cebirinin aksiyomatik (axiomatic) oldugunu

gosterir.
Eger paralel vektor a@ ve Ad carpilirsa;
a(Aa) = \d.d +1dAd = A\d.d (2.43)

denklemi elde edilir. Bu sonu¢ sadece skalardir. Benzer sekilde d? de

skalardir. Boylece a vektoriiniin uzunlugunun karesi i¢in d? = |d|? ifadesi

yazilabilir. Eger d ve b dik vektdrler ise, geometrik g¢arpimlari

bivektordir:

db = d.b + dAb = dAb (2.44)
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bd = b.d + bAd = —GAb = —db (2.45)

seklinde yazilabilir. Bu ifade, dik (ortagonal) vektorlerin degisme
Ozelligini gosterir. Vektorler arasindaki geometrik ¢arpim, farkli skalar ve

bivektoriin terimlerinde dik ve paralel bilesenlerin her ikisinin katkisini
belirtir [10].

2.7 Multivektorler ve Dereceleri

Clifford, bivektorelere skalar terim ekleyerek calist1 ve bunlarin
eklenebilir veya carpilabilir oldugu cebiri tanimladi. Bu cebir Clifford
cebiri diye adlandirdi. Clifford cebirinin elemanlar1 multivektorler diye
adlandirilir ve bunlar lineer uzayda sekillenir. Clifford cebiri derecelidir
ve cebirin terimleri, farkli dereceli terimler olarak siniflandirilabilir.
Skalar terimler O dereceli, vektorler 1 dereceli, bivektorler 2 dereceli vb.
seklinde belirlenir. Terimlerin dereceleri hiper diizlemin boyutlaridir.
Derece terimi yerine boyut terimini de kullanilabilir. { ). olarak segilen

terimlerin dereceleri alt indisi olarak yazilan r’ dir. Bu yiizden (@b), ye,

ab geometrik carpiminin iki dereceli kismi denir. Yani;
(ab), = GAD (2.46)

( )o’ da O alt indisi olan terim skalardir. Bu da skalar ¢arpimla ifade
edilebilir. Boylece,

(ab)o = (ab) = d.b  dir. (2.47)

Keyfi multivektorler geometrik carpim ile hepsi beraber de carpilabilir. Bunun
icin ilk once iki vektoriin geometrik ¢arpimiyla herhangi bir vektoriin ¢arpimi
yapilir. Bu da geometrik ¢arpimin birlesme 6zelligiyle elde edilir. d, b, ¢ vektorler

ise;

a(b¢) = (@b)¢ = abé (2.48)
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yazilabilir.

Birlesme 6zelligi parantezi kaldirmaya ve b olarak carpim yazmamiza
olanak saglar. Keyfi multivektorler, vektorlerin ¢arpimlarinin 6zeti olarak da
yazilabilir. Bu yiizden multivektorlerin geometrik ¢arpimlari  vektorlerin

carpimlarinin iki ana 6zelligine sahiptir. Birincisi birlesme 6zelligidir:
A(BC)=(AB)C=ABC (2.49)
Ve ikincisi dagilma 6zelligidir:

A(B+C)=AB+AC (2.50)

Buradaki A,B,....C keyfi derecenin terimlerini i¢geren multivektorlerdir.

Birlesme 6zelligi vektorleri bolmeyi miimkiin kilar. Boylece Hamilton” un

amaci fark edilir. C; skalar ve bivektoriin bilesimiyse db = C olur. Asagidaki

sekilde gosterilir:

Cb = (@b)b = d(bb) = @b? (2.51)

d=Cb ! 'dir. (2.52)

Vektorlerin birlesme 6zelligi cebirin yeterliligini gosterir. Bu onermeler

Srneklenirse, dAb bivektoriin karesinin formiilii asagidaki sekilde bulunur:
(d4b)(@Ab) = (ab — 4.5)(a.b — bd)
= —ab?a— (a.5)" +a.b(ab + ba) = (a.b) — a%b?
= —d%b? sin?(0) (2.53)

Burada |b| cos 0 oldugu kabul edildi. GAb bivektdriiniin biyiikliigi, a

ve b yi tanimlayan kenarlar1 paralelkenarin alanina esittir.
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3. CLIFFORD CEBIRINDE CEBIRSEL ISLEMLER

Clifford cebiriyle multivektorlerin cebiri olusturulurken islemcilere
ihtiya¢ duyulur. Bu boliimde bir¢ok uygulamada kullanilan kavramlar ve
islemciler tanimlanacaktir. Bu boliimde Clifford cebirinin temelleri 2 ve 3
boyutta incelendi. Cebirde tanimlanan ¢esitli terimlerin geometride
uygulamalarinin  oldugu  goriildi. Clifford cebirinin  en  gii¢li
uygulamalarindan biri olan dénme operasyonlarina bu béliimde genis

olarak yer verildi.
3.1 iki Boyutlu Uzayda (Diizlemin) Clifford Cebiri
2-boyutlu uzayda e; ve e, iki baz vektor ise,
el=e, =1, e.e,=0 (3.1)
oldugu bulunur.
e;e, =e,.e, +e e, (3.2)

oldugundan bu cebirdeki kiimenin son elemani Tablo 3.1’ de gosterilen
e;Ae, bivektoridiir. Bu bivektor iki boyutu uzayin yiliksek dereceli bir
elemanidir. Ciinki bagimli vektorlerin dis ¢arpimi her zaman sifirdir
(eiAe; =0). Verilen cebirde yiliksek dereceli elemanlar her zaman
pseudoscalar (sankiskalar) I olarak adlandirilir ve bunun derecesi

bahsedilen vektdr uzayinin boyutuyla aynidir.

Tablo 3.1 iki boyutlu uzaydaki Clifford Cebirinin Temel Gruplar

1 {eq, ez} eile;

1 skalar 2 vektor 1 bivektor
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Tablo 3.2 Cl,’de dig ¢arpim igin birim bazlarin olas1 kombinasyonlari

A 1 e; e, e =1

1 1 e e, I

e e, 1 I )

e, e, —I 1 —€
e =1 I —e, e, -1

Iki boyutlu Clifford cebirine Cl, cebiri denir. Cl,deki herhangi bir

muktivektor temel bilesenlerine ayrilabilir. Toplamlar ve c¢arpimlar bu

temellerin teriminde hesaplanabilir. Ornegin A ve B multivektdrleri;

A = (XO + 0(181 + 0(262 + 0(3611\82

B =3, + Bies + Be; + Bse Ae,

seklinde verilir. Bunlarin toplam: S=A+B ise

S = (ag + Bo) + (a1 + Br)ey + (ay + Brle; + (az + B3)e Ae; (3.3)

ifadesi bulunur.

Iki boyutlu (diizlemde) Cifford uzaymnin geometrik carpim

kombinasyonlart Tablo 3.2° de verilmistir.
3.1.1 iki Boyutlu Uzayda Bivektér ve Onun Carpimlari

e;Ae, bivektoriin 6zelliklerinden 6nce dik vektorler i¢in geometrik

carpimin birim bivektor oldugu hatirlanmalidir:
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e e, =eq.e, + elAez = elAeZ (34)
ve dik vektorlerin yerlerini degistirmesi:
e,e| = eerl = _elAez = —eq.e, (35)

seklindedir. Bu birim vektorlerin c¢arpimlart sekillendirildiginde e;e,

¢oklu vektorleri sag ve soldan ¢arpilabilir. Soldan ¢arpilirsa:

(e;Aey)e; = (—eye )e; = —e,ee; = —e, (3.6)
Ve
(e;Aey)e, = (ejey)e, = e ee, = e (3.7)

Eger e, ve e, ¢ifti sagdan carpildig1 diisiiniiliirse, bivektorlerin sol
carpiminin 90 derece saat yoniinde (negatif yonde) dondiigii goriliir.

Benzer sekilde sagdan ¢arpilirsa:

e (ee;) = ey, e)(e;e;) = —e; (3.8)

Boylece sagdan carpim 90 derece saat yoniiniin tersine doner (pozitif

yonde).

S6zii edilen boyuttaki cebirde son olarak yapilan carpim e;Ae,

bivektoriiniin karesidir.
(e,Ae,)? = e e,ee, = —e e e,e, = —1 (3.9)

e, ,e, vektorlerinin ardisik sag ve sol ¢arpimlar1 vektorii 180 derece

boyunca dondiiriir ki bu da -1 olur.
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3.1.2 Multivektorlerin Carpilmasi

A ve B gibi iki multivektoriin ¢arpimi yapilabilir. A ve B

multivektorleri Esitlik 3.3’ de gosterildigi gibi ¢arpimi yapilabilir:

AB = M =, + e, + pye; + pzee; (3.10)

Burada py, py, Wy, Us;

Ho = 0oBo + a1 By + 2Bz — a3B3
M1 = oB1 + a1Bo + azB; — azB3
My = 0Bz + 2B + a1 B3 — azPy
Mg = aofs + azfo + o3Pz — azf3 (3.11)

seklinde yazilir.

3.2 U¢ Boyutlu Uzayda (Uzayin) Clifford Cebiri

Ug boyutlu uzaym Clifford cebiri, geometri ve klasik mekanikte
problemlerin ¢oziimii i¢in ¢ok giiclii bir aragtir. Clifford cebiri, benzer
vektdr operasyonlarinin hepsini igeren cebirde hacimleri, diizlemleri ve

vektorleri tanimlar.

{e,,e,} kiimesine yani iki boyutlu diizleme iigiincii bir e; vektori
eklenir. Bu ii¢ vektdriin hepsi birbirine dik vektdrlerdir. Bu ylizden bunlar
kendi aralarinda yer degistirebilirler. Birbirine dik ¢ birim baz

vektorlerden ti¢ bivektor tiretilir:

{e1e; e.e5,€3e,} .

Bu vektorler, uzayda bagimsiz diizlemlerin sayisidir. Ug¢ vektdriin
carpimina bakildiginda,;

(eie;)e; = e e,e; (3.12)

esitligi elde edilir. Bu trivektor olarak adlandirilan {i¢ dereceli bir objedir.
U¢ boyutlu hacim, e; vektdrii boyunca e;Ae, bivektorii siipiiriilerek elde
edilir. Trivektor, ii¢ boyutta hacim elemanini temsil eder ve bu boyutta en

yiiksek dereceli elemandir. Bu cebirde tekrardan pseudoskalar (sanki
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skalar) | diye adlandirilir. Ug¢ boyutta baska bir yénelme yoktur. Bu
ylizden cebir, Tablo 3.3 deki gibidir.

Tablo 3.3 Ug boyutlu uzaydaki Clifford Cebirinin Temel Gruplar

1 {ei} {e,-Ae]-} ejéjéeés3

1 sakalar 3 vektor 3 bivektor 1 trivektor

Bu temel birimler, toplam boyut 23 =8 elemanl: lineer uzay olarak
tanimlanir ve Cl; seklinde ifade edilir [10]. Alt uzaylarin her birinin
boyutlar, iki terimli alt katsayisi tarafindan verilir. Ug¢ boyutlu Clifford
uzaymnin ( Cl; ) geometrik c¢arpim kombinasyonlar1 Tablo (3.4)” de

verilmistir.

Tablo 3.4 Cl;’ te dis ¢arpim i¢in birim bazlarin olast kombinasyonlari

A 1 €1 €z €3 €12 €13 €23 | €123
1 1 €1 €z €3 €12 €13 €23 €123
€1 €1 1 €12 €13 €z €3 €123 €23
€2 €2 | —€12 1 €23 | —€1 | €123 €3 —€13
€3 €3 | —€13 | €123 1 €123 —€ —€; €12
€12 | €12 | —€2 €1 €123 -1 —€33 €13 —€3
€13 | €13 —€3 | —€123 €1 €23 -1 —€12 €2
€23 | €23 | €123 —é3 € | —€3 €12 -1 —€
€123 | €123 | €23 —€13 | €12 —€3 €z —€ -1
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3.2.1 Uc Boyutlu Uzayda Bivektorler ve Vektorlerin Carpimi

2- boyutlu uzayda bivektor ve vektorlerin garpimindan Bolim
3.1.1° de so6z edilmistir. Bu ¢arpima iki boyutta bakiliginda, normalize
edilmis bivektéor onun diizleminde 90 derece dondiigii gozlenir. Tablo
3.3’deki temel baz bivektorlerin her biri, iki boyutta c¢alisilmis

bivektorlerin 6zelligini paylasir. Bu yilizden,

(e1e;)” = (eze3)” = (eze;)* = —1 (3.13)

ve her bir bivektor onun kendi diizleminde 90 derece donmesini gosterir.

Vektorler igin geometrik ¢arpim, cebirde biitiin objelere uzanir. Bu
yizden aB gibi ifadeler ortaya ¢ikar. Burada d bir vektordiir, B ise bir
bivektordiir. Cikan sonug e;(e,Ae3) trivektdriidiir. Burada aB ¢arpiminin
sonucu vektéor ve bivektdor terimlerinin her ikisini de kapsadigi
goriilmektedir. @ B carpiminin 6zelliklerini anlamak i¢in d ’nii igeren

terimleri diizlemin icinde (diizleme paralel) ve disinda (diizleme dik)

olarak ayristirilir (sekil 3.1).

C_i = C_iH + C_l)_n_ (314)

Sekil 3.1 Vektor ve bivektor. @ vektoriiniin bilesenleri diizleme dik ve diizleme paralel olacak
sekilde yazilabilir. @ = &, + 3. seklinde yazilir. B bivektdrii :_iHAB seklinde yazilir.
Buradaki b, 3;;’ya dik olan vektérdiir.
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aB = (dy + a.)B seklinde yazilir. Ayn1 zamanda Sekil 3.1 de gorildigi

lzere,
B = &HAI; = anl—)) (315)

olarak da yazilabilir. Burada B diizleminde E, dy;’ne diktir. b vektoriinii

her zaman bulmak miimkiindiir.

- - > 7 > 27

aHB = aH(aHb) = ay b (316)
seklinde yazilir ve bu bir vektordiir. Diizlemde, bir vektor ile diizlemi

olusturan bivektdrliin ¢arpiminin sonucunun diizlemde kalmasi gerektigi

acgiktir. Diger yandan {i¢ dik vektoriin ¢arpimi
d.B = d.(dyAb) = d.dyb (3.17)

esitliginde goriilmektedir ve bu trivektordiir. Beklenildigi gibi bivektor ve

vektorliin ¢arpimi genelde vektor ve trivektor terimlerini igerir. Dahasi

bunu arastirmak bAZ bivektérii ile d@ vektdriiniin carpiminin olusmasina

izin verir. Geometrik ¢arpimin dagilma ve birlesme 6zelliginden,

ST A > >1/775 -7 1,57 - 77

a(bAc) =as (bc - cb) =3 (abc — ach) (3.18)
ifadesi olusur. Bu ifade tekrar diizenlendiginde;

db = 2d.b — bd (3.19)

~(b¢ - cb) (3.20)

olarak yazilabilir ve boylece;
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d(bA¢) — (bAZ)d = 2(d.b)é — 2(d.&)b (3.21)
sonucu elde edilir. Bu formiiliin sag tarafi vektordiir. Bu yiizden bivektor

ile vektoriin antisimetrik carpimi baska bir vektordiir. Bu operasyonlarin

dereceleri azaldigi i¢in tekrar nokta sembolii kullanilir ve
i.B=>(aB—Ba) (3.22)

formiili yazilir. Burada B siradan bivektordiir. Yeniden diizenlemeyle

geometrik cebirde ¢ok faydali sonuglardan biri ispatlanabilir:
d.(bAC) = @.b¢é — d.¢cb (3.23)
Esitlik (3.16)” dan;

B - aIIB= all. B (324)

Qu

dir. Boylece bivektor ile vektoriin i¢ ¢arpiminin etkisi diizlemde vektoriin
bilesenini yansitmaktadir ve 90 derece boyunca dondiigii goriilmektedir.

Ayni zamanda,

- > 27 > 7T\ > ->

aB=a;b= —(a,,b)an =-B.a (3.25)
esitligi kabul edilebilir. Bivektdor ve vektdr carpiminin kalan kismi {i¢
dereceli trivektordiir. Bu carpimin derecesi yiikseldigi icin wedge ile
gosterilir. Boylece:

- T A2 1o/, > a2\ 2

aA(bAC) = > [d(bAC) + (bAC)d] (3.26)
ifadesi yazilir. Birlesme 6zelliginden,

an(bAE) = 5 [a(bAE) + (PAC)d]
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= 2((@Ab)é + é(aAb) + b(¢.a) — (Z.@)b)
= (dAB)AZ (3.27)

elde edilir. Esitlik 2.31° deki birlesme ozelliginden @AbAZ sonucu

yazilabilir. GAbAZ nin carpimi vektorlerin biitiin ¢iftlerinde birlesmeli ve
anti simetriktir. Buna Grassmann’in dis ¢arpimi denir. Grassmann’in dis

carpimi1 geometrik cebir ile denk oldugunu gosterir. Esitlik 3.17° den,;

formiilii elde edilir. Boylece bivektor ile dis ¢arpimin etkisi diizleme dik
vektoriin bilegenlerini yansitir ve hacim elemanlarina (trivektor) geri
doner. Bu carpim onun vektor ve bivektdr ispatinda simetrik oldugunu

dogrulayabilir:

GAB = d.AdyAb = —d Ad.Ab = @yAbAG. = BAG (3.29)
Bir vektor ve bivektoriin tiim ¢arpimlar1 asagidaki gibi yazilabilir:

aB= da.B+aAB (3.30)
Burada nokta, carpimin en diisiik dereceli kismi, wedge ise en yiiksek
kismi olarak genellestirilebilir. Benzer sekilde vektorlerin geometrik

carpimi nokta ve wedge carpimlari, geometrik ¢carpim seklinde yazilabilir:

i.B=~(dB-Ba) ,
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iAB=~(iB+Bd) (3.31)

Bivektor ve vektoriin biitiin ¢arpimlari, @ B c¢arpimlarinda vektér ve

trivektor terimlerini igerir. Bunun avantaji biitiin ¢arpimlarin tersinir

olmasidir.
3.2.2 U¢ Boyutlu Uzayda Bivektor Cebiri

U¢ bagimsiz bivektdr bulmak icin yeni bir carpim kullanildi. Bu
carpimla bivektorlerin karesinin skalar oldugu Oneceden belirtilmisti.
Fakat temsil edilen dik diizlemde iki bivektoriin birbiriyle ¢carpilmasindan

asagidaki ifade bulunur:

(e1Aey)(ezNes) = ejeyeze; = eqe; (3.32)
Sonug tiiciincii bir bivektordiir. Ayn1 zamanda;

(ez/e3)(eiNe;) = esezeze, = eze; = —eqe; (3.33)

oldugu da bulunur. Boylece dik bivektorlerin ¢arpimi anti Simetrik
Ozeligine sahip oldugu goriiliir. Temel baz bivektorler igin siniflandirma

yapilirsa;

B,.=e,e;, B, = e;e,, B;:=e¢; e, (3.34)
yazilabilir. Bu bivektorlerin ¢arpimlari;

BiB; = —5;; —€;xB« (3.35)

seklinde genellestilebilir. Burada simetrik kisim skalardir ve bu kisim

yerine Kronecker delta fonksiyonu gelir. Ancak anti simetrik kisim

bivektordiir. Yiiksek boyutlarda iki bivektoriin symmetrised ¢arpimi (B;B;)
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sifir dereceli ve dort dereceli terimlere sahiptir (burda dort dereceli terim
nokta ve wedge carpimlariyla bulunur). Antisimetrised carpim (BiB;) her

zaman bir bivektordiir. Temel bivektorler asagidaki sekilde ifade edilir.

B.°=B,’=B,’=-1 (3.36)
ve
B.B,=—-B,B;, vb. (3.37)

Bu ifade ayni zamanda Kkuaternion cebirinin de 6zelliklerindendir.
Hamilton, vektorler ile quaternionlari tanimlamaya g¢alismistir. Clifford
cebirinde bunlarin bivektorler oldugu goriilmektedir. Hamilton, birim

quaternionlarda ijk = —1 kosulunu vurgulamasina ragmen;
B]_BZB?,: 828383818182 = +1 (338)

oldugu goriilmektedir. Cebirleri esdeger kilmak icin, isaret degistirmek

gerekir. Ornegin y bileseninde olabilir:
i By, je — By, k & Bs (3.39)

Hamilton ve digerleri vektorlerin sagdan sola donen takim olarak 1,j,k ya
bakislarinin aksine bu yaklasim ile kuaternionlar bivektorlerin soldan saga

donen takim oldugunu gosterir.

3.2.3 Trivektor

d,b ve ¢ birer vektordiir. GABAE trivektérii ¢ vektérii boyunca dAb

siiplirerek sekillenirler (sekil 3.2) ve sonug, yonelmis paralel yiiz olarak
gosterilir. dADAC trivektorii herhangi bir sekil bilgisi icermez, sadece

hacmi ve yonelimini gosterir.
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Sekil 3.2 @ADAC trivektorii

Trivektorler igin ¢esitli cebirsel 6zelliklerin geometrik agiklamalari

vardir. @ boyunca bAZ ve & boyunca dAb siipiiriilerek elde edilen hacim

aynidir. Bu da birlesme 6zelliginin oldugunu gostermektedir:

an(bAC) = (AAb)AE

GABAE trivektdrii arasindaki vektdrlerden herhangi bir vektdr ¢iftinin yer
degistirmesi, sonucun isaretini degistirir. Herhangi bir c¢iftin yer
degistirmesi, geometrik seklinde hacmi siipiiren ydnelmeyi tersine

doniistliriir. Vektor ciftlerinin ardisik iki yer degistirmesi trivektori tekrar

kendisine donistiirir (sekil 3.2):

GADAC = éAAAb = bAGAG (3.40)
Uzayda birim pseudoskalar standart [ sembolii ile gosterilir:

= e e,e; (3.41)

Buradaki {e;e,e3}, soldan saga olusturulmus dik vektorler kiimesidir. Eger
bu dik vektorler sagdan sola dogru ¢arpilirsa, sonu¢ —I olur. Ug vektdriin

keyfi kiimesi;

GADAC = al (3.42)
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olur. Burada o skalardir. || ; a,b,¢ vektorleri ile tanimlanan

paralelkenarin hacmidir. «’nin isareti; {a,b,c} kiimesinin soldan saga

(GABAE) ya da sagdan sola ((AbAd) yapida olusup olusmadig: belirler. Ug

boyutta bu, trivektoriin 6zelligini aciklar.
e; vektorii ile pseudoskalar ¢arpimina bakilirsa;
ell = 61(618283) = 8263 (343)

sonug bivektdre doniisiir ve bu e; vektdriine dik diizlemdir (Sekil 3.3). Ug
dereceli pseudoskalar ile bir dereceli vektoriin carpimi iki dereceli

bivektordiir. Bu ¢arpim sol taraftan yapilirsa;
Iel = 31323331 = —81828183 = 6263 (344)

elde edilir. Bu sonugtan da goriiliyor ki vektoriin yer degistirilerek
pseudoskalarla g¢arpilmasi, sonucu degistirmedi. Bu sonug¢ herhangi bir

birim vektor i¢inde aynidir.
1d = al (3.45)

Pseudoskalar ile ¢arpim her boyutta degisme 6zelligine sahiptir.

[

[
»

€

Sekil 3.3 Vektor ve Trivektor. e, vektorii ile I trivektorii arpiminin sonucu e, (e, ee3) = e,e;
diizlemidir. Bu diizlem, e; vektdriine dik bir diizlemdir
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Temel baz bivektorlerin her biri, pseudoskalarla dual vektorlerin

carpimiyla ifade edilebilirler:

ee,; = Ie3, e,e; = Iel, ese| = Iez (346)

Pseudoskalarla ¢arpilan bu vektorler Grassmann tarafindan goésterilen dual
(duality) doniisim olarak adlandirilir. Carpimda diisiik dereceli terimi

gostermek i¢in nokta ¢arpim kullanilir:

(3.47)

Qu
Il
Q

Bunun sonucu, @’ ne dik I’ nin bilesenlerinin iz disimi oldugu

anlagilabilir.
Pseudoskalarin karesi,
12 = 616263618263 = elezelez = _1 (348)

Pseudoskalarin biitiin elemanlar1 yer degistirir ve karesi de -1’ dir. Bu
ylizden birim sanal i¢in adaydir. I’ nin 6zellikleri {i¢ boyutta, 1 sembolii ile
yerdegistirebilir. Bu, bir¢cok literatiirde yaygin bir Ornektir. Ancak bu
egilim karigikliga yol agabilir.

Son olarak bivektdr ve pseudoskalarin ¢carpimina bakilir;
I(e;Ae,) = leje,eze; = lle; = —e; (3.49)

e; ve e;’den olusan bivektor ile I’ nin ¢arpiminin sonucu —e3’tlir. Yani
e;Ae, diizleminin eksi yondeki dik vektoridir. Bu kartezyen (cross)

carpimin tanimini saglar:

d x b = —1(d@Ab) (3.50)
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Burada dis carpim ve duallik oldugu i¢in kartezyen ¢arpim gereksizdir.

Ornegin; iki Kartezyen ¢arpim yapilirsa,

i x (b x &) = —1aA (-1(bA)) = 21(al(bAE) — (bAE)1d) = —d. (BAS) (3.51)
olur.

3.2.4 Pauli Cebiri

Vektorler igin geometrik ¢carpim su sekilde yazilabilir:

eiej = ei.ej + eiAej = 811 + 1 Eijk € (352)

Pauli matrisleri uzayin geometrik cebirinin matris gosterimlerini

olusturur. Pauli matrisleri;

=@ D wmC D w0 059

dir. Bu matrisler
Gicj = 81]1 +i eijk Ok (354)

seklinde ifade edilir. Esitlik 3.54” deki |, 2x2 olarak tanimlanan matristir.
Bu matrisler spin kuantum teorisinin arastirmalarinda Pauli tarafindan
bulunmustur. Geometrik cebiri (kuantum teorisinde Clifford cebiri) ile

baglantis1 sonradan yapilmistir.
Her bir Pauli matrisinin kendisi ile ¢carpimi birim matrisi verir:
0,2 =0,2=03%2=1 (3.55)

Pauli matrisleri arasinda,

010, = i03 = —0,0;
030, = i0, = —0,03
0203 == 10-3 = _6362 (356)
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bagintilart vardir. Pauli matrisleri ile Cl3’ iin birim bazlar1 arasinda ise
e, =04, e, =0,, e; = o5 (3.57)

[zomorfizmi vardir. Bu izomorfizmi

I 1

01,0, 03 €1,€3,€;3
0103,0103, 0,03 €12,€12,€23
010,03 €123

seklinde ifade edilir [11].

Pauli matrislerinden “isospace” de vektor bilesenleri olarak so6z

edilir.
Pauli matrislerinin Cl; > {n matris gosterimlerini olusturmasi,
multivektdr uygulamalarinin alternatif yontemini olusturur.

3.3 Yansima Operasyonu

Donme ve yansima operasyonlari ele alindiginda Clifford cebirinin
kullanilabilirligi ortaya ¢ikar. Keyfi d@ vektoriiniin fi birim vektoriine

(n? = 1) dik ve paralel bilesenleri basit bir formiille gosterilir:

d =n?%d =n(n.d + nAd) = dy + d. (3.58)
Burada
djp = d.nn, d. = nnAd (3.59)

*dir. ayp i¢in formiil fi i¢in d lizerinde yansimasidir ve kalan diger terim ise

dik bilesen olmalidir. d., n’ ye dik oldugu gosterilebilir:

n.d. = (nnnAd) = (nAa) = 0 (3.60)
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Bu, geometrik c¢arpimlarda yer alan i¢ ve dis carpimlarin derece

operasyonunda nasil tiiretildiginin basit bir 6rnegidir.

Diizlemde n’ ye dik d vektoriiniin yansimasinin sonucu vektordiir:

a =a.— C_l)H (Sekll 34) Bu;

pd

d' = d.—dy = nnAd — d.nn = —n.dn — nAdn = —ndn (3.61)

olarak yazilir. Bu formiiliin, geometrik ¢carpim olmadan yazilmasi daha

zordur. Sadece i¢ carpimla yapilan yansima formili;

>

d'=d-—2d.nn (3.62)

seklinde bulunur.

Herhangi bir boyuttaki uzay i¢in,

!

d' = —ndan, (3.63)

ifadesi yazilabilir. Bu, yansima operasyonlart i¢in oldukca gegerli bir

formuldiir.

Sekil 3.4 d vektoriiniin A’ ye dik diizlemde yansimasi
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Yansima operasyonlari i¢in Esitlik 3.63°de ortaya ¢ikan uzunluklar
ve acilar degismez. Eger vektorler yansitilirsa, vektorler arasindaki skalar

carpim degismez, ayni kalir. Bu yeniden diizenlendiginde,
(—nan). (—nEn) = ((—n&n)(—ngn)) = (ndbn) = (@bnn) = d.b (3.64)
bulunur.

3.3.1 Bivektorlerin Yansimasi

b

B = GAb bivektér olmak iizere, n ye dik diizlemde dveb

vektorlerin yansimasinin sonucu
B’ = (—n3n)A(—nbn) (3.65)

dir. Bu ifade sadelestirilirse;

-

(—n&n)A(—an) = %(n&nngn - annan) = n(&l_; —bd)n=nBn  (3.66)

N |-

bulunur. nBn, vektorler arasindaki multivektOriiniin derecesi her zaman

korunur. nBn formiliiniin sonucu, bivektorlerin isaretinin degismesi

disinda, bivektoriin ayni doniisiim kurallarina maruz kaldigin1 gosterir. Bu,
polar ve eksenel (axial) vektorler arasindaki geleneksel farkin
baslangicidir. Eksenel (axial) vektorler genellikle kartezyen c¢arpim
tarafindan tiiretilir. Kartezyen ¢arpimin bivektorleri tiretigi ve bivektoriin
duali ile geri vektor olusturdugu Bolim 3.2.3’de bahsedilmisti. Dual

vektor IB de ayni doniisiim kurallarina maruz kalir:

I(nBn)=n(IB)n (3.67)

Bu yiizden (polar) vektor olarak donlismez.

39



@ ANADOLU UNIVERSITESI

3.3.2 Trivektorlerin Yansimasi

Ug boyutlu uzayda yansima operasyonunun uygulamasini yapmak

icin son bilesen dABAC trivektoriine bakilir.
(—n&n)A(—an)A(—nEn) = ((—n&n)(—ngn)(—nén))3 = —(n&l—;En)g, (3.68)

U¢ vektdriin geometrik carpimindan trivektdr sekillendirmenin yolu

sadece iigiiniin birden dis carpiminin yapilmasiyla olur. @bé carpimi
sadece trivektor ve vektdr terimlerini igerir. Bu, genel (toplam) trivektore

sebep olmaz. Bu yiizden Esitlik 3.68” de sol taraftaki esitlik ile ;
(—n&n)A(—nI;n)A(—nEn) = —(ndABAﬁn)3 (3.69)

ifadesi bulunur. Ancak ii¢ boyutlu herhangi bir trivektor, vektorlerin yer

degistirme 6zelligine sahip olan pseudoskalar I’ dir. Boylece,
(—nEin)A(—an)A(—nEn) = —GABAC (3.70)

ifadesi bulunur. Bu, trivektér ifadesinin isaretini tersine dondiiriir. Bu;
soldan saga dogru olusmus tglii takimdaki (abc) ti¢ vektdor diizemde
yansitilirsa, yasima sonucunda olusan bu {g¢lii takim sagdan sola (cba)

dogru oldugu anlamina gelir.
3.4 Donme Operasyonu

m ve n birim vektorlerinin mAn ile olusturdugu diizlemdeki donme
operasyonu, m ve n’ ye dik diizlemdeki ardisik yansimalarla olusur [13].
Bu donme, Sekil 3.5” de gosterilmistir. mAn diizlemine dik bir bilesen bu
donme operasyonundan etkilenmez ve basit trigonometri, baslangi¢ vektor
a ve son vektdr ¢ arasindaki agt m ve n arasindaki a¢inin iki kat1 oldugunu
gosterir. Bu yilizden ardisik yansimalarin sonucu mAn diizleminde 20 agis1

boyunca donmesidir. Burada m.n = cos(0)’dir.
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Q

mAn : -

Sekil 3.5 iki yansimadan bir donme elde edilmesi. b vektorii, m” ye dik diizlemde d’ niin

-
yansimasinin sonucudur ve ¢ vektorii, n ye dik diizlemde b’ nin yansimasinin sonucudur.

Geometrik cebirde
b = —mdm (3.71)
dir ve ikinci yansimay1 elde etmek igin
¢ = —nbn = —n(-mdm)n = nmdmn (3.72)
olusturulur. Boylece,
R = nm (3.73)
ifadesi tanimlanir. Bu yiizden donmenin sonucu
¢ = RdRT (3.74)

olarak yazilabiir. d — RART déniisiimii, ele alinan dénmelerin genel
ifadesidir. Bu tiiretilen donistimlerde vektdér uzaymmin boyutu

belirtilmemistir. Bu ylizden doniisiim kurallar1 her ne boyutta olursa olsun
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biitin uzayda c¢alismalidir. Bu kural ayni zamanda multivektorlerin

herhangi bir derecesi i¢in de uygundur.
3.4.1 Rotorlar

R = nm niceligi “rotor” olarak adlandirilir ve Clifford cebirinin
uygulamalarinda ¢ok 6nemli bir yere sahiptir. Esitlik 3.73 ve Esitlik 3.74°
de her ikisinin geometrik ¢arpimi yapilir ve bu da rotorlarin, geometrik
cebirde essiz, olan donmelerin kullanimin olanak sagladigini gosterir. R

ile ilgili olarak;

R = nm = n.m + nAm = cos(6) + nAm (3.75)
yazilabilir. Esitlik 2.53’de mAn bivektoriiniin biylikligii hesaplanmisti.
Buradan

(nAm)(nAm) = —sin?(8) (3.76)
dir. Birim B bivektorii mAn diizleminde

mAn

_ 2 _ _
= B2 = -1 (3.77)

olarak tanimlanir. nAm den ziyade mAn yoneliminin se¢ilme sebebi; Sekil

3.5 de gosterildigi gibi donme operasyonlarinin, iiretilen bivektor
tarafindan belirlenmis yonelimlerini kesinlestirmektir. B bivektor

terimiyle

R = cos(6) — Bsin(0) (3.78)

esitligi yazilir. Bu esitik, birim bivektor B ile yer degistirmis birim

imaginary (sanal) ile kompleks sayilarin polar ayrisimini gosterir. Bu
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yiizden R, normal kosullarda giiclii serilerle tanimlanan exponansiyel ile

asagidaki sekilde yazilir:

R = exp(—BH) (3.79)

Yukaridaki esitlikler 20 acili donme operasyonlari i¢in yapilmisti.

Eger 6 kadar bir donme yapilmasi istenirse, rotor

R = exp(—B6/2) (3.80)

seklinde elde edilir. Egitlik 3.80 sayesinde B diizleminde 6 agisiyla donme

icin
de d = e B8/2qeB8/2 (3.81)

formiili  yazilir (Sekil 3.6). Bu tanimdan, diizlemde donme
operasyonlarinin yer alacagi ¢ikarimi yapilabilir ve herhangi bir boyutta
denklemlerin gegerli oldugu goriilebilir. Esitlik 3.81’den rotor;

R = cos(6/2) + Bsin(8/2) (3.82)

oldugu goriiliir [12]. Burada RTGR yerine RGRT donmenin sadece yoniinii

degistirir.

Sekil 3.6 Ug boyutta dénme.
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R rotoru iki birim vektoriin geometrik ¢arpimi oldugu igin,
RRT = nm(nm)T = nmmn = 1 = R'R (3.83)

esitligi goriiliir. Bu esitlik, ag¢1 ve uzunluklarin korundugu formiillerin

ispatidir. d’ = RdRT ve b’ = RbR? varsayilirsa bu ikisinin ¢arpimi

d'.b" = (RGRTRBRT + RER'RGR')

= %R(&B +bd)R" = @ bRR' = d.b (3.84)
seklinde bulunur. Bunlarin ters doniisiimiinii yapmak da miimkiindiir:
d =Rfd@'R (3.85)
Bunun ispati;
RTd'R = RTRaRTR = d (3.86)
seklinde bulunur.

3.4.2 Rotorun Bulunmasi

@ vektoriiniin baska bir b vektdriine dondiigl varsayilsin. Bud ile b
nin ortasindaki 71 birim vektoriine dik bir yansima (reflection) ve bunu takiben b

ye dik diizlemdeki bir yanstmayla yapilir (Sekil 3.7). #  vektorii, d y1 —b ye

yansitan
— _ (@+b)
i = (3.87)

esitligi ile wverilir. Bunu b ye dik diizlemdeki yansimayla (reflection)

birlestirdigimizde diizlemde basit bir donmeyi (rotation) temsil eden rotor,
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R = Bﬁ _ 1+ba _ 1+bad (3.88)

seklinde bulunur. Bu da GAb diizleminde basit bir yansimay1 gosterir. Bu
formiilden,
a+b 1+db

Rd = =d = dRY (3.89)
\/2(1+B.5) \/2(1+B.&)

esitligi bulunur. Buradan,
RGR' = R?G = GRt” (3.90)

elde edilir. Bu, donme diizleminde vektorler i¢in her zaman miimkiindiir.

R = exp (— Bz—e) polar sekline geri bakildiginda,
R? = exp(—B9) (3.91)
elde edilir. Boylece asagidaki Esitlik 3.92 ile d, b iizerinde dénebilir:

b =eB0G = GeB® (3.92)

—ndn
Sekil 3.7 d’ dan b’ ye donme. d vektorii, n” ye dik diizlemde ilk yansima tarafindan b ye

dondiiriiliir. @, b ve 71’ in hepsi birim uzunluktadirlar.
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Bu, kompleks sayilar1 kullanilarak elde edilen diizlemde bulunan sekildir
ve donmeler i¢in quaternionlarin kullanimi iizerindeki diisilincelerin
kaynagidir [14]. Hamilton; @ » Ra seklinin tek yonlii doniisiim kuralinin,
exponansiyelde goriinen tam aci ile donme yapmanin en iyi yolu olmasi
gerektigini diisiindii. O, bunun kompleks sayr gosteriminin dogal
genellestirmesi oldugunu da kabul etti. Fakat bu formiiliin sadece donme
diizleminde vektdrler i¢in calistig1 goriiliiyor. Biitiin vektorler i¢in dogru
formiil ¢ift yonlii yarim agi formiili @~ RGR' *diir. Bu formiil, dAb

diizlemine dik ¢ vektoriinii gosterir:

1+ba 1+bd

GR=¢ - ¢ =¢R (3.93)
\/2(1+5.a’) \/2(1+5.a’)

Bu yiizden
RERT = éRRT = ¢ (3.94)

elde edilir ve vektér donmemistir (unrotated). Tek yon kurali bu 6zellige

sahip degildir. Tanimlanan ¢ift yonlii doniisiim kurali,
eje, = e€1€2m/2 (3.95)

gibi birim bivektorlerin m/2 kadar degil m kadar donmelerin {iireticisi
oldugu anlamina gelir. Birim bivektdrlerin karesinin —1’e esit olmasi
bununla uyumludur. Ciinki ¢ift yonlii etki oldugunda rotor —1” dir. Daha

genellestirilmek istenirse R ve —R ayni1 donmeyi iiretir.

3.4.3 Multivektorlerin Donmeleri

iki vektorin olusturdugu B = dAb bivektdri déndiirildigi

varsayilsin. Bunun sonucunda olusan ifade i¢in,

B' = d'Ab’ = (RARTRBR' — RERTRGRT)
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= ~R(d@b — bd)R" = RABR = RB RY (3.96)

bulunur. Burada RTR=1 rotor nomalizasyon formiilii kullanilir.
Bivektorler, vektorler i¢in kullanilan donme formiilleri kullanilarak

dondiirilir. Bu benzerlik biitiin geometrik multivektorler i¢in dogrudur.
Bu geometrik cebirin ¢ok etkili 6zelliklerinden biridir. A — R A Rf

doniisiimiiniin, rotorlarin etkiledigi multivektorlerin derecelerini korugu
ispatlandi. Ug¢ boyuttaki uygulamalarda, vektdrler ve bivektdrler icin
gosterilen formiillerin trivektorde ¢ikan sonuglarina bakilmalidir. Ug

boyutta pseudoskalar, I, cebirde diger terimlerle yer degistirir:
RIRT = IRRT =1 (3.97)

Yukaridaki formiilde derecenin kesinlikle korundugu goriilmektedir. Bu

sonug, multivektorler i¢cin donmelerin determinanti +1 oldugunu gosterir.
3.4.4 Rotor Birlesim Kurallar

Rotorlarin nasil donmeler gosterdigini gérmek igin rotor birlesim

kuralarina bakilmalidir. Rotor Rjile d@ vektoriinii dondiirerek b vektoriine

dontissiin:
b = R,dR," (3.98)

Simdi rotor R, ile b vektoriinii dondiirerek & vektori elde edilsin:

8 = RzBRZT = Rlec_iRlTRZT = Rlea(Rle)T (399)

Boylece;

¢ = RaRt (3.100)
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formiilii elde edilir. Birlesik rotor
R = R,R, (3.101)

seklinde verilir. Bu rotorlar icin grup birlesim kuralidir. ki rotorun
carpimi iglincli bir rotor olusturdugu igin rotorlar grup olusturur. Bu

asagidaki gibi kontrol edilebilir:
R,R;(R,R))T = R,R;R;TR,T =R,R,T =1 (3.102)

Ug boyutta multivektdor R sadece sabit dereceli elemanlar1 igermesi ve
RRT’ yi belirtmesi, R rotorunun olusumu i¢in yeterlidir. Rotorlar, Lie grup
diye adlandirilan  siirekli  gruplari  olusturur. Rotorlar, biitiin
multivektorlerin ¢ift yonlii doniisiim kuralini saglar. Rotorlar zaten karma
dereceli objelerdir. Bu yiizden baska bir rotorla sagdan ya da soldan
carpilmasi, rotor uzayinin disina ¢ikmaz. Dogru ve diizlem gibi biitiin
geometrik birimler tek dereceli objelerdir ve onlarin dereceleri donmelerle
degismez. Bu yilizden onlara ¢ift yonli doniisim kurullart uygulanir.

Esitlik 3.101” deki birlesme kurali sasirtici sonuca sahiptir. Rotor

R; sabit tutulsun ve R, = exp(—B06/2) olusturulsun. Vektdr ¢, 21 sapma

yapmis oldu. Son rotor R,
R = e_BT[Rl = _Rl (3103)

olur. 2m lik donme altinda rotorun isareti degisir. Bu, fermionlarin varligi
ile ilgilenen kuantum mekanik olaylar olarak goriiliir. Fakat sonug, klasik
ve donmelerin rotor taniminin basit sonucu oldugu goriiliir. R ve —R
arasindaki farkin geometrik yorumu, donmenin sekillendigi yonelme ile
saglanir. e; birim baz vektorii e, birim baz vektorii iizerinde dondiigi

diistiniilstin. Bunun i¢in rotor

R(0) = e¢1€20/2 (3.104)
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olur. Eger /2 boyunca pozitif yonde donerse, rotor
1

seklinde yazilir. Eger negatif yonde (saat yoniinde) donerse, rotor

R(-3m/2) = — %(1 —e,e,) = —R(1/2) (3.106)

olur. Bu yiizden R ve —R ayn1 déonmeyi ve ayni donme matrisini tanimlar.
Rotor bilesim kurali, iki donmenin birlesik etkisi i¢in basit bir

formiilii saglar:

R, = e7B18:/2 R, = e B202/2 (3.107)

Burada B, ve B, her ikisi birim bivektorlerdir. Rotor ¢arpimi

R = (cos(0,/2) — sin(0,/2) B,)(cos(0,/2) — sin(6,/2) B,)

= cos(0,/2) cos(0,/2) — (cos(0,/2) sin(6,/2) B; + cos(6,/2) sin(6,/2) B,)
+ sin(0,/2) sin(8,/2) B;B,’ dir. (3.108)

R = R,R; = exp(—B6/2) (burada B birim bivektordiir) yazilirsa,

cos(6/2) = cos(0,/2) cos(0,/2) + sin(6,/2)sin(6,/2)(B;B,) (3.109)

ve

sin(6/2) B = cos(0,/2)sin(0,/2) B, + cos(6,/2) sin(8,/2) B, —
sin(0,/2) sin(0,/2) (B;B,), (3.110)

formiilleri goriiliir. Donmeler i¢in yarim ag¢1 bagintisi, kuaternionlarin

bulunmasindan 3 yil dnce matematik¢i Rodriguez tarafindan bulundu [1].
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Bunlar, iki donmenin birlesik etkisini hesaplamanin iyi bilinen basit bir

yoludur.
3.4.5 Euler Acilan

Do6nme parametresinin standart yolu ii¢ Euler agis1 {@, 0, @} ile olur.
Bunlar, {e; e, e,} cksen kiimesinin yerine {e;’,e,’,e3'} yeni eksen
kiimesine doniismesiyle tanimlanir (x,y,z sirastyla x',y’,z"’ye doniisiir). 11k
once e; ckseni etrafinda saat yoni tersinde @ acis1 kadar donsiin (e;e,

diizleminde). Bunun i¢in rotor
Ry = e €1€20/2 (3.111)

seklinde olur. 6 agis1 kadar doniistiiriilmiis e; ekseni tarafindan sekillenen

eksen etrafinda donsiin. Bunun i¢in diizlem

IRge;Rg" = Rye,esRyt (3.112)
ifadesi bulunur. Rotor

Rg = exp(—Rge,e;R,T0/2) = Rgee2¢38/2R,T (3.113)
olur. Simdi ortanca rotor

R’ = RgRy = e¢1¢20/2¢=€2€30/2 (3.114)

dir. Son olarak ¢ agis1 kadar e;’e doniismiis eksen etrafinda donsiin.

Uygun diizlem
IR'e;R'T = R'e e,R'T (3.115)

dir ve rotor
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R, = exp(—R'e;e,R' Tp/2) = Ree1e2¢/2R'" (3.116)
Bu yiizden sonugta olusan rotor,
R = R(PRI — e—e1e2(D/Ze—eze39/2e—e1e2<p/2 (3.117)

seklinde bulunur. Bunlarla ¢alismak uygun matrislerle ¢calismaktan daha

kolay bir yoldur ve sekilleri tasavvur etmek daha kolaydir [1].
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4. SIMETRIK VE YARI SIMETRIiK YAPILAR

Bu boliime kadar Clifford Cebiri’nin 6zelliklerinden s6z edildi. Bu
béliimde ise simetrik yap1 olan platonik katilar ve yar1 simetrik yap1 olan
Arsimet katilarinin 6zeliklerinden bahsedilecek. Daha sonraki bdliimlerde
ise yart simetrik yapt olan Arsimet katilari i¢in donme ve yansima

operasyonlarinin cebirsel islemleri Clifford Cebiri’nde yapilacaktir.

4.1 Platonik Katilar

Plato, M.O 400 de dogada miikemmel simetriye sahip noktalar
setine sadece bes katinin sahip oldugunu ortaya koydu ve buna “her seyin
teorisi” adini verdi. Bu teorinin ortaya ¢ikisindan yaklasik 2000 y1l sonra
Johannes Keppler, benzeri bir yaklasimla, bu bes katinin geometrik

ozelliklerini kendi kozmolojik ¢alismalarina uyguladi.

Plato’nun “her seyin teorisi” yaklasimi atom alt1 parcaciklar icin de
onemli rol oynadi. Plato atom-alti pargaciklarin simetri agilarina gore

Tablo 4.1°de goriildiigii gibi bir gruplama yapti.

Tablo 4.1 Plato’nun ilk kurami

1. tip 2. tip
Tetrahedron=plazma (ates) 24 0
Oktahedron=gaz (hava) 48 0
Ikosahedron=s1v1 (su) 120 0
Heksahedron=kat1 (yer) 0 24
Plato’nun  teorisine  goOre, atom-altt  pargaciklar  farkli

kombinasyonlar ile farkli atom yapilarint olusturabilmektedir. Atom-alti
parcaciklar aralarinda {i¢ ag¢ili li¢ bag olusturarak temel parcacigi meydana

getirmektedir. Baglar arasindaki bu acilar Tablo 4.1°de goriildigli gibi 2
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tipten olusmaktadir. 1.tipte bag iicgeninin kenar uzunluklar1 orani
(1,1,\/5), 2.tipte ise (1,2,v/3)° dir. Giiniimiizde yapilan calismalar
tetrahedronun 24, oktahedronun 48, ikosahedronun 120 adet 1.tip,
heksahedron ise 24 adet 2.tip iiggenin bir araya gelmesinden olustugunu
gostermektedir. Atom-alti parcaciklar farkli sekillerde bir araya
geldiklerinde, Tablo 4.1° de gorildigi gibi, farkli yapilar
olusturabilmektedir. Ornegin, s1viy1 olusturan 120 adet 1.tip iiggen, 5 adet
plazma yapi, ya da 2 adet gaz ve 1 adet plazma yapr igermektedir.
Plato’nun kuramina gore, bir s1vi, gazlarin ya da gaz ve plazmanin farkl

kombinasyonlarla bir araya gelmesiyle olusmaktadir.

Ayrica Plato dogru acilar kullanildiginda, dodekahedrondan diger
dort simetrik katinin elde edilebilecegini one siirmiistiir. Bu goriis daha da
gelistirilerek  Abraham F. Jalbout [15] tarafindan makalesinde

ispatlanmistir.

R3’ deki digbiikey tam simetrik diizgiin katilara Platonik katilar ad
verilir. R3 uzaymnin sonlu alt gruplarinin bazilar1 Platonik katilarla

gosterilebilir [5].

i.  Bu gokyiizliler R3 uzayinda, 2-boyutlu diizlemlerin, 1-boyutlu

kenarlarin, koselerde birlesmesi ile olusur.

ii.  Bir ¢ok yizliiniin tiim yiizeyleri, kenarlar1 ve kdseleri birbirinin
aynt ise dilizglindiir. Tim ylizeyler ayni1 agilarla kenarlarda

bulusurlar ve tiim kenarlar ayn1 acgilarla koselerde bulusurlar.
4.2 Arsimet Katilar:

Geometride Arsimet katisi, ayn1 kosede cakisan diizenli ¢cokgenlerin
iki ya da daha fazla ¢esitlerinin birlesiminden olusan yar1 diizenli konveks
¢ok ylzli cisimlerdir. Hepsi de kusursuz bir sekilde kusatilirlar, ancak
platonik katilardan farklidirlar. Platonik katilar, ayni kosede ¢akisan
cokgenin sadece bir tipinin birlesiminden olusur ve ayni1 kosede

cakigsmayan ¢ok yiizeyleri olan Johnson katilarindan gelir.
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Arsimet katilari; tetrahedral, octahedral ve icosahedral simetrileri
ile diizglin c¢okgenleri olusturmak ic¢in kullanilan metot olan Wythoff

yoluyla platonik katilarindan olusur.

Arsimet katilar1 ismini Arsimet’ten alir. Ronesans dénemi boyunca
sanatcilar ve matematikciler bu sekillerin hepsini yeniden bulmus ve saf
halini degerlendirmislerdir. Bu arastirma, antik donem sonrasinda
cisimlerin on {ii¢iinii birden Harmonices Mundi adl1 yapitinda betimleyen
ilk kisi Kepler olmustur. Kepler, ayrica, yine 6zdes kdse noktalar1 ve
diizenli yiizleri bulunan diizenli prizmalar ve antiprizmalardan olusmus iki

sonsuz diziyi gostermistir.

Elli ii¢ adet yar1 diizgiin disbiikey olmayan c¢ok yiizlii vardir;
bunlardan biride dodekadodekahedrondur. Platon’un ve Arsimet’in ¢ok
ylizlii cisimleriyle ve Kepler —Poinsot ¢okyiizliileriyle birlikte tam yetmis

bes tane tek bi¢imli ¢ok yilizliiden meydana gelen diziyi olustururlar.

Arsimet katilarinin esleri, bir biitiin halinde ilk kez Eugéne Catalan
(1814-1894) tarafindan betimlenmistir. Arsimet katilar1 ve benzerleri,
Tablo 4.2 de benzerlerine denk diisecek sekilde yerlestirilmistir. Bir
Arsimet ¢okylizliislinlin benzerini iiretmek icin, kenarortaylarindan, cisim
ortasina yerlestirilebilecek bir kiireye teget olacak sekilde, dik a¢1 yapan
cizgiler ¢cizmemiz yeterli olacaktir. Bu cizgiler benzerin kenarlarini ve ilk
kesistikleri noktalar da kose noktalarini olusturur. Arsimet cisimlerinin tek
tir kose noktalari, ama farkli tiirden yiizleri vardir. Dolayisiyla da

benzerlerinin tek tiir yiizleri, ancak farkli tiirden kdse noktalari bulunur.

Iki tane diizgiiniimsii Arsimet katist olan cuboctahedron ile
icosidodecahedronun her ikisinin de Kepler tarafindan kesfedilmis
rhombic (eskenar dort yiizlii) benzerleri vardir. Tablo 4.2° de verilen
Platon’un benzerleri halindeki c¢ifteri, bu rhombic c¢okyiizliilerinin
yiizlerindeki kosegenleri tanimlar. Bunlar, thombic dodekahedron igin V2

ve rhombic triakontahedron i¢in de @ oranlarini verirler. Kepler, arilarin,
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altigenlerden olusan bal peteklerini, bu tiir V2 oranli rhombic
cokyiizliilerden {i¢ tane insa ederek tamamladiklarini fark etmistir. Kepler
ayrica dlzgiliniimsii cisimleri iceren ¢ tane “benzerli ¢ifti” de
betimlemistir. Burada kiip bir rhombic c¢okyiizlii ve oktahedron da

diizgliniimsii bir ¢okytizli olarak ortaya ¢ikar [16].

Tablo 4.2 Arsimet katilarinin benzerleri (duali)

Arsimet katilart Arsimet katilarinin benzerleri
Truncated tetrahedron Triakis tetrahedron
Cuboctahedron Rhombic dodecahedron
Truncated cube Triakis octahedron
Truncated octahedron Tetrakis hexahedron
Rhombicuboctahedron Deltoidal icositetrahedron
Truncated cuboctahedron Disdyakis dodecahedron
Snub cube Pentagonal icositetrahedron
Icosidodecahedron Rhombic triacontahedron
Truncated dodecahedron Triakis icosahedron
Truncated icosahedron Pentakis dodecahedron
Rhombicosidodecahedron Deltoidal hexecontahedron
Truncated icosidodecahedron Disdyakis triacontahedron
Snub dodecahedron Pentagonal hexecontahedron

4.3 Platonik Katilarin ve Arsimet Katilarinin Geometrik Ozellikleri

Bu calismada Platonik katilarin ve Arsimet katilarin geometrik
biiytiklikleri ile ilgili verilecek tiim biiyiikliikkler, normalize edilmis
katilara ait olacaktir. Normalize Arsimet katist ise, her bir kenarinin orta
noktasinin, kati hacminin merkezinde oldugu varsayilan orijine olan

uzakligi 1 birim olan katidir.

Bir Platonik ve Arsimet katinin yiiz sayist f, kdse sayis1 v, kenar

55


http://en.wikipedia.org/wiki/Triakis_tetrahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Rhombic_dodecahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Triakis_octahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Tetrakis_hexahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Deltoidal_icositetrahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Disdyakis_dodecahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Pentagonal_icositetrahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Rhombic_triacontahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Triakis_icosahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Pentakis_dodecahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Deltoidal_hexecontahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Disdyakis_triacontahedron
http://en.wikipedia.org/wiki/Pentagonal_hexecontahedron

sayist e ile temsil edilir ise, aralarinda
f+v—e=2 4.1)

bagintist vardir [17, 18]. Platonik katilara ait bazi biiyiikliikkler Tablo 4.3

de verilmektedir.

Tablo 4.3 Platonik katilara ait biiyiikliikler

bir yiizi
olusturan
simetri
yiz kenar kose kenar
L grubu
sayisi sayisi sayisl sayisl cifti
(H) (e) (v) (p)
Tetrahedron 4 6 4 3 Tetrahedron Ty
Kiib 6 12 8 4 Oktahedron Oy
Oktahedron 8 12 6 3 Kiib (0%
Ikosahedron 20 30 12 3 Dodekahedron Iy,
Dodekahedron 12 30 20 5 ikosahedron I,

Arsimet katilarina ait bazi biiyiiklikler Tablo 4.4 de verilmektedir
[19].
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Tablo 4.4 Arsimet katilarina ait blytklikler

Kati ismi yiiz sayisi kenar kose Simetri
() say1si say1si grubu
(e) (v)
truncated tetrahedron 8 4 liggen 18 12 Ty
1 4 altigen
cuboctahedron 14 | 8 uceen 24 12 Os
) 6 kare
truncated cube 8 licgen
3 or truncated hexahedron 14 6 sekizgen 36 24 On
truncated octahedron 14 6 kare 36 24 Oy
4 8 altigen
rhombicuboctahedron 8 ficeen
or small 26| ;‘l?(gr 48 24 O
5 rhombicuboctahedron are
truncated cuboctahedron 12 kare
or great 26 8 altigen 72 48 Op
6 rhombicuboctahedron 6 sekizgen
snub cube 32 ficoen
or snub hexahedron 38 6 Ei%e 60 24 (0]
7 or snub cuboctahedron
.. 20 iicgen
icosidodecahedron 32 60 30 I,
3 12 besgen
truncated dodecahedron | 32 20 tiggen 90 60 In
9 12 ongen
truncated icosahedron 12 besoen
or buckyball 32| yoa tfgen 90 60 I,
10 or football/soccer ball &
rhombicosidodecahedron 20 tiggen
or small 62 30 kare 120 60 I
11 | rhombicosidodecahedron 12 besgen
icosifir(l)l(rilg::;lidron 30 kare
62 | 20 altigen 180 120 Iy
12 or great 12 ongen
rhombicosidodecahedron £
snub dodecahedron 30 iiceen
3 or snub 92| |5 be‘?g o 150 60 I
icosidodecahedron 58
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Platonik katilar1 ve Arsimet katilarin1 Schlidfli sembolii ile de temsil
edebiliriz. p her bir yiize ait kenar sayisi, q ise her bir kosede birlesen yiiz
sayis1 olmak {izere, her bir Platonik kat1 {p,q} formunda Schlidfli sembolii
ile temsil edilebilir [20]. Bu temsile gore Platonik katilarin gdsterimi
Tablo 4.6’ da ve Arsimet katilarin gosterimi Tablo 4.7 de verilmistir [21].
Coxeter, diisey boyutu sembole ekleyerek quasiregular (s6zde diizenli)
cokylizliistiniin Schldfli sembol kullanimini genisletti. Bu, genel Coxeter-
Dynkin diyagraminin baslangi¢ noktasidir [22]. Bu Tablo 4.5 de

gosterilmistir.

Tablo 4.5 Genisletilmis Schlédfli sembolii

Sekil (Form) Genisletilmis Schlafli sembolii | t-gosterimi | Coxeter-Dynkin diyagrami
Regular {r.,q} to{p.q} T
(Diizenli)

Quasiregular t1{p,q} [ ] F@‘{_I'

(Sozde diizenli)
Regular dual {q.p} t{p.q} T} ®
(Diizenli esitligi)

Tablo 4.6 Platonik katilarin Schlafli semboli ile temsili

Platonik kat1 Schlédfli sembolil
Tetrahedron {3,3}

Kiib 4.3}
Oktahedron {3,4}
Ikosahedron {3,5}

Dodekahedron {5,3}
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Tablo 4.7 Arsimet katilarinin Schlidfli sembolii ile temsili

Arsimet katilari Schlifli sembolii
Truncated tetrahedron t{3,3}
t1{4,3}
Cuboctahedron
t02{3,3}
Truncated cube t{4,3}
to,1 13,4}
Truncated octahedron
to1213,3}
. 3
Rhombicuboctahedron r {4}
Truncated cuboctahedron t {i}
3
Snub cub s{ }
nub cube 4
. 3
Icosidodecahedron {5}
Truncated dodecahedron t{5,3}
Truncated icosahedron t{3,5}
Rhombicosidodecahedron r {g}
Truncated icosidodecahedron t {g}
Snub dodecahedron S {g}

4.4 Arsimet Katilarinin incelenmesi

Bu bolimde Arsimet katilarinin her birinin geometrik ozellikleri
ayrintilt olarak ele alinacaktir. Arsimet katilar1 kendi aralarinda; “bes
kesik  ¢okyitizli”, “cuboctahedron”, “icosidodecahedron”, “dort

genisleme”, “dondiirme” seklinde 5 baslikta ele alind1 [16].
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4.4.1 Bes Kesik Cokyiizlii

Platon cisimlerinin tepeleri kesildiginde, esit kenarli bes tane
Arsimet ¢okyiizliisli olusur. Bu kesik cisimler Platon ¢okytizliilerinin kose
noktas1 goriintiilerini  kusursuz bir sekilde gbz Oniine sererler:
Tedrahedron, kiip ve dodekahedron i¢in iiggen bicimini; oktahedron igin
kare bi¢imini; ikosahedron i¢in besgen bicimini ifade ederler. Her bir
Arsimet katist icin hem kusatan bir kiire hem de yuvarlanan bir kiire s6z
konusudur. Yiizlerinin her biri i¢in de birer i¢ kiire vardir; kii¢iik boydaki
i¢ kiireler biiylik ylizlerin merkezlerine degerler. Bu durumda, her bir

kesik cisim dorder tane esmerkezli kiireyi tanimlar.

Bes tane kesik ¢okyiizliiniin her biri hem kdkenlerini olusturan hem
de onlarla c¢iftlerini olusturan Platon cisimlerinin ig¢ine rahatga
yerlestirilebilirler. Ornegin; kesik kiipiin sekizgen yiizleri bir kiipiin igine
ya da liggen yilizleri bir oktahedronun icine yerlesebilir. Bununla ilgili

sekiller ayrintili olarak boliim igerisinde gosterilecektir.

Kesik oktahedron, uzami hi¢bir bosluk birakmadan doldurulabilen
tek Arsimet cokylizliisiidiir. Bu cisim, kenarlarindan birinin uglarini
merkezine kadar uzatildiginda, 3:4:5 Pisagor liggenindeki dar agisiyla ayni

olan bir merkez acgis1 olusturur.

Bes  kesik  ¢okytzliller:  “Truncated tedrahedron  (Kesik
tetrahedron)”, “Truncated octahedron (Kesik oktahedron)”, “Truncated
cube (Kesik kiip)”, “Truncated icosahedron (Kesik ikosahedron)”,
“Truncated dodecahedron (Kesik dodekahedron)” .

4.4.1.1 Truncated Tedrahedron (Kesik Tetrahedron)

Arsimet katilarinin ilki truncated tetrahedrondur. Normalize edilmis
bir truncated tetrahedronun numaralandirilmis ko&selerinin, secilmis

koordinat sistemine gore koordinatlar1 Tablo 4.8 deki gibidir.
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Sekil 4.2° den de goriilecegi tlizere tetrahedronun Schlédfli sembolii

£{3,3} diir.

Benzerlikten veya yamuk 6zelliginden gidildiginde;

2a + 4a
- Vz
2

6a=2vZ — a=2 4.2)
: . < < 22
Ifadesi bulunur. Kenar uzunlugu 2a oldugundan; 2a = ~ br. olur.
pisagor bagintisindan (sekil 4.1);

2
2b% = -

9
b=- (4.3)
olur.

. o . L 2VZ ..
Normalize edilmis tetrahedronun bir kenarinin uzunlugu %— birim

oldugu bulundu. Buna gore truncated tetrahedronun yiizey alani,
S = 7+/3a% = 10,7772 (4.4)
olarak bulunur. Truncated tedrahedronun hacmi,

V= %/E;ﬁ =~ 2,2716’dur. (4.5)

Sekil 4.1 Truncated tetrahedronun tstten goriinimii
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<y

Sekil 4.2 Truncated Tedrahedron

Ucgen ve altigen arasindaki ac1 (3-6); 109°28'16" = 109,47,

Altigenle ve altigen arasindaki ac1 (6-6); 70°31'44" = 70,53°,

Cokyiizliiniin merkezinde bir kenara karsilik gelen ag1; 5028 = 50,4 dir

Tablo 4.8 Truncated Tetrahedronun kése koordinatlari

Kose X y y/
1 1
1 - - 1
3 3
1
2 - = - 1
3
3 ! 1 !
3 3
4 N :
3 3
1 1
5 —— -1 -
3 3
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Tablo 4.8 (Devam) Truncated Tetrahedronun kése koordinatlari

6 1 1 1
3 3
. 1 1 1
3 3
1 1
8 1 1 1
3 3
9 1 _1 1
3 3
10 1 1 1
3 3
1 1
1 _Z b 1
3 3
1 1
12 2 _Z ~1
3 3

4.4.1.2 Truncated Octahedron (Kesik Oktahedron)

IVERSITESI

Sekil 4.3 Truncated Octahedron
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Arsimet katilarindan ikincisi truncated octahedrondur. Normalize
edilmis bir kiibiin Sekil 4.3’ de gorildigi gibi, numaralandirilmis
kdselerinin, se¢ilmis koordinat sistemine gore koordinatlar1 Tablo 4.9 teki
gibidir.

Tablo 4.9 Truncated octahedronun kdse koordinatlart

Kose ‘ X ‘ y | z
2V2
z=+2b= 3 oldugunda
1 Eb 0 V2b
2
2 0 @b V2b
2
3 - \gb 0 V2b
4 0 _gb V2b
2
z=—V2b= —%— oldugunda
21 \/Z_Eb 0 —V/2b
22 0 gb —V2b
23 _ \/Z_Eb 0 —/2b
24 0 _\/Z_Eb —/2b

2V2
x=+2b= %— oldugunda

5 V2b 0 gb

9 V2b gb 0

16 V2b _ \gb

17 \2b 0 _gb

2v2
x=—V2b= _T\/_ oldugunda

7 —V2b 0 Eb

2
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Tablo 4.9 (Devam) Truncated octahedronun kdse koordinatlari

13 —VZb | — gb 0
12 —VZb gb 0
19 —V/2b 0 —gb
y =+2b = ¥ oldugunda

10 gb V2b 0

6 0 V2b gb
11 —gb V2b 0
18 0 V2b —gb

y=—V2b = —g oldugunda

15 */Z_Eb —V/2b 0

8 0 —V/2b gb
14 _gb —V/2b 0
20 0 —V2b —gb

Sekil 4.3 ten de goriilecegi lizere tetrahedronun Schlidfli sembolii

to1{3,4} ve to12{3,3}dlir. Burada normalize edilmis truncated octahedronun
kenar uzunlugu b = § = 0,667 dir. Buna gore truncated octahedron yiizey

alani,

S = (6 + 7V3)b? = 8,055 br? (4.6)
olarak bulunur. Truncated octahedron hacmi,

V = 8v2a® = 3,352 br® ’ diir. (4.7)

Dértgen ve altigen arasindaki ag1 (4-6); 125°15'51" = 125,26,
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Altigenle ve altigen arasindaki ac1 (6-6); 109°28'16" = 109,47,

Cokyiizliiniin merkezinde bir kenara karsilik gelen ag1; 36°52" = 36,87 *dir.

4.4.1.3 Truncated Cube (Kesik Kiip)

Arsimet katilardan ti¢linciisii truncated cube’tiir. Normalize edilmis
bir oktahedronun Sekil 4.4 da gorildigli gibi, numaralandirilmis
koselerinin, se¢ilmis koordinat sistemine gore koordinatlari Tablo 4.10°

daki gibidir.

Sekil 4.4 Truncated Kiip
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Tablo 4.10 Truncated kiibiin kése koordinatlart

Kose

1

2

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

Sekil 4.4 ’den de gorilecegi lizere truncated kiibiin Schléafli

sembolii t{4,3} diir. Normalize edilmis truncated kiip bir kenarinin

uzunlugu 2a ise (Sekil 4.5);
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(@2+a) =1;22(V2+1) = 1; V@ = [—— ;
(V2+1)

1
a=——;a=V2-1; 2a=2(2-1)=2V2-2=0,828

bulunur. Buradan cismin merkezine dik olan uzaklik,
aV2+a=(V2-1)V2+V2-1=2-V2+V2-1=1
olarak bulunur. Truncated kiibiin ylizey alani,

S =2(6 + 6V2 +V3)(22)% = 22,237 br’

olarak bulunur. Truncated kiibiin hacmi,

V=1 (21 + 14v2)(22) = 7,72 b’

olarak bulunur.

Ucgen ve sekizgen arasindaki ac1 (3-8); 125°1551" = 125,26,

Altigenle ve altigen arasindaki ac1 (6-6); 90’

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

Cokyiizliiniin merkezinde bir kenara karsilik gelen agt; 32739 = 32,65 "dir.

2a av2 2a

av2 +a
(a) (b)

Sekil 4.5 Truncated kiibiin bir yiiziiniin 6nden gériinimii.
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4.4.1.4 Truncated Icosahedron (Kesik ikosahedron)

Arsimet katilarindan  dordiinclisii  truncated icosahedrondur.
Normalize edilmis bir ikosahedronun Sekil 4.6 da gorildigi gibi
numaralandirilmis koselerinin, se¢ilmis koordinat sistemine gore

koordinatlart Tablo 4.11 *daki gibidir.

Sekil 4.6 Truncated icosahedron

Sekil 4.6 dan de goriilecedi iizere truncated icosahedronun Schlifli
sembolii {5,3} diir. Normalize edilmis dodekahedronun bir kenarinin

uzunlugu a, sekil 3.7 den de goriildiigii gibi,
0,62+ 1,314+0,5a=1, a=04Ibr. (4.12)

olarak bulunur. Truncated icosahedronun yiizey alani,

S=3 (10\/§+ V35 + 2\/3) a® = 12,205 br® (4.13)

olarak bulunur. Truncated icosahedronun hacmi,
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V = (125 +43v3)a® = 3,81 br’ (4.14)

olarak bulunur.

Besgen ve altigen arasindaki ag1 (5-6); 14273721 = 142,62,

Altigenle ve altigen arasindaki ac1 (6-6); 138°1122" = 138,19,

(Vo]
L
[ Kose X y z
o— 1 0 —0,5a 1
2 2 0 0,5a 1
LLI 3 0,81a a 2,12a
> 4 1,62a 0,5a 1,81a
2 5 1,62a —0,5a 1,81a
6 0,81a —a 2,12a
- 7 —0,81a a 2,12a
D) 8 —1,62a 0,5a 1,81a
- 9 —1,62a —0,5a 1,81a
O 10 —0,81a —a 2,12a
D 11 0 —0,5a —1
< 12 0 0,5a —1
Z 13 0,81a a —2,12a
<
= .

Cokylizliinlin merkezinde bir kenara karsilik gelen act; 23°17 = 23,28 dir.

1“,13&:19'

051 785=

. 47 ; o,3a] | 533a
LY i ! ¥
05
s .kﬁ, i sij/ 30
3'!'5&" ~ R ““ | T
:
S 17 _% 0,55 0,5m
B - - 13
i .—- v £ 3%

(a)

Sekil 4.7 Truncated icosahedronun énden ve yandan goriinimii.

Tablo 4.11 Truncated icosahedronun kdse koordinatlari
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Tablo 4.11 (Devam) Truncated icosahedronun kdse koordinatlari

14 1,62a 0,5a —1,81a
15 1,62a —0,5a —1,81a
16 0,81a —a —2,12a
17 —0,81a a —2,12a
18 —1,62a 0,5a —1,81a
19 —1,62a —0,5a —1,81a
20 —0,81a —a —2,12a
21 0,5a 1,81a 1,62a
22 —0,5a 1,81a 1,62a
23 —a 2,12a 0,81a
24 —0,5a 1 0
25 0,5a 1 0
26 a 2,12a 0,81a
27 —a 2,12a —0,81a
28 —0,5a 1,81a —1,62a
29 0,5a 1,81a —1,62a
30 a 2,12a —0,81a
31 0,5a —1,81a 1,62a
32 —0,5a —1,81a 1,62a
33 —a —2,12a 0,81a
34 —0,5a —1 0
35 0,5a —1 0
36 a —2,12a 0,81a
37 —a —2,12a —0,81a
38 —0,5a —1,81a —1,62a
39 0,5a —1,81a —1,62a
40 a —2,12a —0,81a
41 2,12a —0,81a a
42 1 0 0,5a
43 2,12a 0,81a a
44 2,12a —0,81a —a
45 1 0 —0,5a
46 2,12a 0,81a —a
47 1,81a —1,62a 0,5a
48 1,81a —1,62a —0,5a
49 1,81a 1,62a 0,5a
50 1,81a 1,62a —0,5a
51 —2,12a 0,81a a
52 —1 0 0,5a
53 —2,12a —0,81a a
54 —2,12a 0,81a —a
55 —1 0 —0,5a
56 —2,12a —0,81a —a
57 —1,81a 1,62a 0,5a
58 —1,81a 1,62a —0,5a
59 —1,81a —1,62a 0,5a
60 —1,81a —1,62a —0,5a
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4.4.1.5 Truncated Dodecahedron (Kesik Dodekahedron)

Arsimet  katilarindan  besincisi  truncated dodekahedrondur.
Normalize edilmis bir truncated dodekahedronun numaralandirilmis
kdselerinin, secilmis koordinat sistemine gore koordinatlar1t Tablo 4.12°
daki gibidir.

Sekil 4.8 den de goriilecegi iizere truncated dodekahedronun
Schldfli sembolii t{5,3} diir. Normalize edilmis dodekahedronun bir

kenarinin uzunlugu a, sekil 4.9 ve sekil 4.10 da goriildigii gibi,

(1,62+0,81 +0,5a=1; a=0341 br. (4.15)

olarak bulunur. Truncated dodecahedronun yiizey alani,

S =5(V3+6J5+2v5)a? = 11,743 br’ (4.16)
olarak bulunur. Truncated dodecahedronun hacmi,
V =2(99 +475)a’ = 3372 br’ (4.17)

olarak bulunur.

Sekil 4.8 Truncated Dodecahedron

@) ANADOLU UNIVERSITESI
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Ucgen ve ongen arasindaki ag1 (3-10); 142°3721" = 142,62,
Ongen ve ongen arasindaki a¢1 (10-10); 11673354 = 116,56 ,

Polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen aci; 1924 = 19,4 dir.

Sekil 4.9 Truncated dodecahedrondaki ongen ve {iggenin birer yiizlerinin goriiniimii.
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(a) (b)

Sekil 4.10 Truncated dodecahedronun kenar uzunlugunun bulunmasi. (a) Truncated
dodecahedronu olusturan iiggen ve ongenin yiiksekliklerinin gosterimi. Sagdaki (b) sekli
normalize edilmis truncated dodecahedronun kenarinin orta noktasinin merkeze uzunlugu 1

br.” dir. Bu 6zellikten a kenar uzunlugu bulunur.

Tablo 4.12 Truncated dodecahedronun kése koordinatlari

Kose X y z
1 0 —0,5a 1
2 0,5a —1,31a 2,62a
3 1,31a —1,62a 2,12a
4 2,12a —1,31a 1,62a
5 2,62a —0,5a 1,31ae,4
6 2,62a 0,5a 1,31a
7 2,12a 1,31a 1,62a
8 1,31a 1,62a 2,12a
9 0,5a 1,31a 2,62a
10 0 0,5a 1
11 1,62a 2,12a 1,81a
12 1,31a 2,62a 0,5a
13 1,31a 2,62a —0,5a
14 1,62a 2,12a —1,81a
15 0,5a 1 0
16 —0,5a 1 0
17 —1,31a 2,62a 0,5a
18 —1,62a 2,12a 1,81a
19 —1,31a 2,62a —0,5a
20 —1,62a 2,12a —1,81a
21 —0,5a —1,31a 2,62a
22 —1,31a —1,62a 2,12a
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Tablo 4.12 (Devam) Truncated dodecahedronun kdse koordinatlari

23 —2,12a —1,31a 1,62a
24 —2,62a —0,5a 1,31a
25 —2,62a 0,5a 1,31a
26 —2,12a 1,31a 1,62a
27 —1,31a 1,62a 2,12a
28 —0,5a 1,31a 2,62a
29 1 0 0,5a
30 1 0 —0,5a
31 0 —0,5a -1
32 0,5a —1,31a —2,62a
33 1,31a —1,62a —-2,12a
34 2,12a —1,31a —1,62a
35 2,62a —0,5a —1,31a
36 2,62a 0,5a —1,31a
37 2,12a 1,31a —1,62a
38 1,31a 1,62a —2,12a
39 0,5a 1,31a —2,62a
40 0 0,5a -1
41 —0,5a —1,31a —2,62a
42 —1,31a —1,62a —2,12a
43 —2,12a —1,31a —1,62a
44 —2,62a —0,5a —1,31a
45 —2,62a 0,5a —1,31a
46 —2,12a 1,31a —1,62a
47 —1,31a 1,62a —-2,12a
48 —0,5a 1,31a —2,62a
49 -1 0 0,5a
50 -1 0 —0,5a
51 —1,62a —-2,12a 1,81a
52 —1,31a —2,62a 0,5a
53 —1,31a —2,62a —0,5a
54 —1,62a —2,12a —1,81a
55 —0,5a -1 0
56 0,5a -1 0
57 1,62a —2,12a 1,81a
58 1,31a —2,62a 0,5a
59 1,31a —2,62a —0,5a
60 1,62a —2,12a —1,81a

4.4.2 Cuboctahedron (Kiipoktahedron)

Arsimet katilarindan altincis1 cuboctahedrondur. Cuboctahedron,
kiiptin kare seklindeki alt1 yliziinii ve oktahedronun da iiggen seklindeki
sekiz yiizlinii igerir. Kiiplin ya da oktahedronun kenarlarinin orta noktalari
birlestirildiginde, ortaya bir cuboctahedron. cikar. Iskenderiyeli Heran’a

(IS 10-75) gdre, Arsimet, cuboctahedronun kesfini Platon’a atfetmistir
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Sekil 4.11 Cuboctahedron (Kiipoktahedron)

Cuboctahedron gibi diizgiinlimsii ¢okyiizliiler, her biri Oteki tiir
cokgenle ¢evrili olan iki tiir cokgenden olusurlar. Ozdes kenarlar yiizleri
ve ekvatoral ¢okgenleri tanimlarlar. Ornegin, cuboctahedronun kenarlari
dort tane diizgiin altigeni tanimlarlar. Diizgiinimsi c¢okytzliilerin
yaricapsal ya da radyal uzantilar1 ise biitliinliyle biiyilk ve tam olan

dairelerden olusur.

Merkezde yer alan esit biyliklikteki bir kiirenin ¢evresine
yerlestirilebilen maksimum 06zdes kiire sayist on ikidir. Merkezleri bir
cuboctahedronun kose noktalarini tanimlayacak sekilde simetrik olarak

diizenlendiklerinde her biri dort komsuya deger.

Normalize edilmis bir cuboctahedronun numaralandirilmis
koselerinin, se¢ilmis koordinat sistemine gore koordinatlari Tablo 4.13°
daki gibidir.

Sekil 4.11 den de goriilecegi lizere cuboctahedronun Schlifli

sembolii  t,{4,3}, ty2{3,3} diir. Normalize edilmis dodekahedronun bir

kenarinin uzunlugu 2a oldugu varsayilsin (Sekil 4.11).
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o0 NG\ .

(a) (b)

Sekil 4.12 Cuboctahedronun kenar uzunlugunun bulunmasi. (a) cuboctahedronu olusturan dortgenin
gosterimi. Sagdaki (b) sekli normalize edilmis coboctahedronun kenarimin orta noktasinin merkeze

uzunlugu 1 br.” dir. Bu 6zellikten 2a kenar uzunlugu bulunur.

Kenar uzunlugu 2a,

1%

3

! LR ~ 1155
3 3

a’+2a’=1 ; azzg i oa=
olarak bulunur (sekil 3.12). Cuboctahedronun yiizey alani,
S = (6 +2v3)(2a)* = 12,619 br’

olarak bulunur. Cuboctahedronun hacmi,

V =2v2(2a)° = 3,629 br’

olarak bulunur.

Uggen ve kare arasindaki ag1 (3-4); 125°15'51" = 125,264,

Polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen ac1; 60" dir.
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Tablo 4.13 Cuboctahedronun kose koordinatlari

Kose X y z
1 av2 0 av2
2 0 av2 av2
3 —aV2 0 av2
4 0 —aV2 av2
5 av2 —aV2 0
6 av2 av2 0
7 —aV2 av2 0
8 —aV2 —aV2 0
9 av2 0 —aV2
10 0 av2 —aV2
11 —aV2 0 —aV2
12 0 —av2 —aV2

4.4.3 Icosidodecahedron (ikozidodekahedron)

Arsimet katilarindan yedincisi icosidodecahedrondur. Ikosidodecahedron,
dodecahedronun besgen seklindeki on iki yiizini, icosahedronun f{iggen
seklindeki yirmi yiiziiyle birlestirir. Dodecahedronun yada ikosahedronun
kenarlarinin orta noktalar1 birlestirildiginde, ortaya diizgiiniimsii bir ¢okyiizli
olan icosidodecahedron ¢ikar. Ikosidodecahedronun kenarlar: alti1 tane ekvatoral
ongen olusturarak, alti biiyiik daireyi iceren bir radyal yansimayr meydana

getirir.

Icosidodecahedron ¢izimi, Leonardo da Vinci’nin (1452-1519) elinden
¢ikmis olup, Fra Luca Pacioli’nin (1445-1517) De Divina Proportione (ilahi

Oran) baslikli yapitinda yer alir. Icosidodecahedronu otuz tane 6zdes kiireyle
tanimlandiginda, merkezde, digerlerinin V5 kat1 daha biiyiik olan bir kiirenin

yerlesecegi kadar bir bosluk kalir.

Normalize edilmis bir icosidodecahedronun numaralandirilmis
koselerinin, se¢ilmis koordinat sistemine gore koordinatlar1 Tablo 4.14°

deki gibidir.
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Sekil 4.13 Icosidodecahedron

Sekil 4.13 den de goriilecegi lizere icosidodecahedronun Schlifli

sembolii {g} tir.

.

,565°
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Sekil 4.14 Icosidodecahedronun bir kesitinin goriiniimii
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Normalize edilmis icosidodecahedronun bir kenarinin

Pisagor bagintisindan,

(0,812 + 1,31%)a% = 1;

olarak bulunur (sekil 3.14). Icosidodecahedronun yiizey alani,

a = 0,64926 = 0,65 br.

S = (5\/§ +3v25 + 10\/3) a2 = 12,381 br?

olarak bulunur. Icosidodecahedronun hacmi,

V == (45 +17V5)a’ = 3,799 br’

olarak bulunur.

Ucggen ve besgen arasindaki ac1 (3-5); 142°3721"

Polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen ag1; 36 dir.

Tablo 4.14 Icosidodecahedronun kése koordinatlar:

= 142,62,

Kose X y z
1 0 0 1,62a
2 0,5a 0,81a 1,31a
3 1,31a 0,5a 0,81a
4 1,31a —0,5a 0,81a
5 0,5a —0,81a 1,31a
6 —0,5a 0,81a 1,31a
7 —1,31a 0,5a 0,81a
8 —1,31a —0,5a 0,81a
9 —0,5a —0,81a 1,31a
10 0 0 —1,62a
11 0,5a 0,81a —1,31a
12 1,31a 0,5a —0,81a
13 1,31a —0,5a —0,81a
14 0,5a —0,81a —1,31a
15 —0,5a 0,81a —1,31a
16 —1,31a 0,5a —0,81a
17 —1,31a —0,5a —0,81a
18 —0,5a —0,81a —1,31a
19 0,81a 1,31a 0,5a
20 —0,81a 1,31a 0,5a
21 0 1,62a 0
22 0,81a 1,31a —0,5a
23 —0,81a 1,31a —0,5a
24 —0,81a —1,31a 0,5a
25 0,81a —1,31a 0,5a
26 0 —1,62a 0
27 —0,81a —1,31a —0,5a
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Tablo 4.14 (Devam) Icosidodecahedronun kése koordinatlari

28 0,81a —1,31a —0,5a
29 1,62a 0 0
30 —1,62a 0 0

4.4.4 Dort Genisleme

Kiipiin ya da oktahedronun yiizlerini disaraya dogru genisletir ve
bu, yiizler birbirinden kenar uzunlugu kadar bir uzaklikta yer alana kadar
siirdiirtiliirse, rhombicuboctahedron (rombikiipoktahdron) tanimlanmais
olur (Sekil 4.15). Ayni islemi dodecahedronda ya da icosahedronda
uygulandiginda rhombicosidodecahedron elde edilir. Kesik kiipiin
sekizgen seklindeki yiizleri yahut kesik oktahedronun altigen seklindeki
yiizleri, genisleme yOntemiyle great rhombicuboctahedron (bliyiik
rombikiiboktahedron)’ u verirler. Ayni sekilde truncated dodecahedronun
ongen bicimindeki ya da truncated icosahedronun altigen seklindeki
ylzleri genisletildiginde de great rhombicosidodecahedron (biiyiik

rombikosidedokahedron) elde edilir.

Sekil 4.15 Kiibiin genigletilmesiyle rhombicuboctahedron elde edilmesi.

Kepler, great rhombicuboctahedrona “truncated cuboctahedron (kesik
kiiboktahedron)” ve  great rhombicosidodecahedrona da  “truncated
icosidodecahedron (kesik ikosidodekahedron)’adlarini vermistir. Bu c¢okyiizliiler
kesik hale getirildiginde, kare seklinde yiizler degil de, V2 ve @ dortgenleri elde
edilir [16].
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Bu dort ¢okylizliinlin yiizleri, kiible, oktahedronla ve rhombic ( eskenar
dortgen yiizlii) dodecahedronla yahut icosahedronla, dodecahedronla ve rhombic
(eskenar dort yiizlii) triacontahedron (triakontahedron)’ la ortak diizlemlere

sahiptir. Dolayisiyla bunlarin adlarina “rhombi-" 6n eki konulmustur.

4.4.4.1 Rhombicuboctahedron (Rombikiipoktahedron)

Arsimet katilarindan sekizincisi rhombicuboctahedron
(rombikiipoktahedron)’dur. Normalize edilmis bir truncated
dodekahedronun numaralandirilmis koselerinin, secilmis koordinat

sistemine gore koordinatlar1 Tablo 4.15” daki gibidir.

Sekil 4.16 den de goriilecegi lizere rhombicuboctahedronun Schléfli

3

semboli r{4

} tir.
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Sekil 4.16 Rhombicuboctahedron
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av2 +a

e S <

Sekil 4.17 Rhombicuboctahedronun énden gorinimii.

Normalize edilmis rhombicuboctahedron bir kenarinin uzunlugu 2a,

Pisagor bagintisindan;

(avZ+a) +a2=1%; a= @ 2a = 0,765 br. (4.24)
olarak bulunur (sekil 4.17). Rhombicuboctahedronun yiizey alani,

S = (18 + 2v3)(2a)? = 12,561 br’ (4.25)
olarak bulunur. Rhombicuboctahedronun hacmi,

V =2(12 + 10v2)(2a)’ = 3,901 br’ (4.26)

olarak bulunur.

Ucgen ve kare arasindaki ag1 (3-4); 144°44'08" = 144,74,
Kare ve kare arasindaki ac1 (4-4); 135,

Polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen ac1; 41°53" = 41,88 "dir.
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Tablo 4.15 Rhombicuboctahedronun kdse koordinatlari

Kose X y z
1 a —a 1,85
2 a a 1,85
3 —a a 1,85
4 —a —a 1,85
5 a —1,85 a
6 1,85 —a a
7 a —-1,85 —a
8 1,85 —a —a
9 —a 1,85 a
10 —-1,85 a a
11 —a 1,85 —a
12 —1,85 a —a
13 1,85 a a
14 a 1,85 a
15 1,85 a —a
16 a 1,85 —a
17 -1,85 —a a
18 —a —1,85 a
19 —1,85 —a —a
20 —a —-1,85 —a
21 a —a - 1,85
22 a a —1,85
23 —a a —1,85
24 —a —a —1,85

4.4.4.2 Great Rhombicuboctahedron (Biiyiik Rombikiiboktahedron)

Arsimet katilarindan dokuncusu great rhombicuboctahedron (biiyilik
rombikiiboktahedron)’dur. Normalize edilmis bir great
rhombicuboctahedron numaralandirilmis kdéselerinin, se¢ilmis koordinat

sistemine gore koordinatlar1 Tablo 4.16” daki gibidir.

Sekil 4.18 den de goriilecegi ilizere great rhombicuboctahedron

Schliafli sembolil t{i} diir.
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Sekil 4.18 Great Rhombicuboctahedron

2a
/ a(V2 + 1) —

.

IVERSITESI

z=a(2v2 + 1.) <

Sekil 4.19 Great rhombicuboctahedron dnden goriiniimii.
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Normalize edilmis great rhombicuboctahedron bir kenarinin uzunlugu

2a; Pisagor bagintisindan,

(a(l + 2v2)% + (a(1 +V2)% = 12; Q= 6—63\/5 ;
2a=""2=04420r. 427

olarak bulunur (Sekil 4.19). Great rhombicuboctahedronun yiizey alani,

S =12(2 + V2 +v3)(2a)? = 12,065 br’ (4.28)

olarak bulunur. Great rhombicuboctahedronun hacmi,

V = (22 + 14v2)(2a)* = 3,609 br’

olarak bulunur.

Kare ve altigen arasindaki ag1 (4-6); 144°44'08" = 144,74,

Kare ve sekizgen arasindaki ac1 (4-8); 135,

Altigen ve sekizgen arasindaki ag1 (6-8); 125°15'51" = 125,26,

Polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen ac1; 24°55" = 24,92°dir

Tablo 4.16 Great rhombicuboctahedronun kdse koordinatlari

Kose X y z
1 a(1++2) —a a(1+2v2)
2 a(1++2) a a(1+2v2)
3 a a(l + \/E) a(l + 2\/5)
4 —a a(l + \/E) a(l + 2\/5)
5 —a(1+v2) a a(1+2v2)
6 —a(1+v2) —a a(1+2v2)
7 —a —a(l + \/E) a(l + 2\/5)
8 a —a(l + \/E) a(l + 2\/5)
9 a(l + \/E) —a —a(l + 2\/5)
10 a(1++2) a —a(1+2V2)
11 a a(1++v2) | —a(1+2V2)
12 —a a(1++v2) | —a(1+2V2)
13 —a(1+v2) a —a(1+ 2v2)
14 —a(1+v2) —a —a(1+ 2v2)
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Tablo 4.16 (Devam) Great rhombicuboctahedronun kdse koordinatlari

15 —a —a(1+v2) | —a(1+2v2)
16 a —a(1+v2) | —a(1+2v2)
17 a(1+2v2) —a a(1++2)
18 a(1+2v2) a a(1++v2)
19 a(l + 2\/5) a(l + \/E) a

20 a(l + 2\/5) a(l + \/E) —a

21 a(1+2v2) a —a(1++2)
22 a(1+2v2) —a —a(1++2)
23 a(1+2v2) | —a(1++2) —a

24 a(1+2v2) | —a(1++2) a

25 | —a(1+2v2) —a a(1++2)
26 | —a(1+2v2) a a(1++2)
27 —a(1+2v2) | a(1++2) a

28 —a(l + 2\/5) a(l + \/E) —a

29 | —a(1+2v2) a —a(1++2)
30 | —a(1+2v2) —a —a(1++2)
31 —a(l + 2\/5) —a(l + \/E) —a

32 —a(l + 2\/5) —a(l + \/E) a

33 —a —a(l + 2\/5) a(l + \/E)
34 a —a(l + 2\/5) a(l + \/E)
35 a(1++v2) | —a(1+2v2) a

36 a(1++v2) | —a(1+2v2) —a

37 a —a(l + 2\/5) —a(l + \/E)
38 —a —a(l + 2\/5) —a(l + \/E)
39 —a(l + \/E) —a(l + 2\/5) —a

40 —a(l + \/E) —a(l + 2\/5) a

41 a a(1+2v2) | a(1++v2)
42 —a a(1+2v2) | a(1++v2)
43 —a(l + \/5) a(l + 2\/7) a

44 —a(1++v2) | a(1+2v2) —a

45 —a a(1+2v2) | —a(1++v2)
46 a a(l + 2\/5) —a(l + \/E)
47 a(l + \/E) a(l + 2\/5) —a

48 a(l + \/E) a(l + 2\/5) a

@) ANADOLU UNIVERSITESI

4.4.4.3 Rhombicosidodecahedron

Arsimet  katilarindan  onuncusu rhombicosidodecahedron’dur.
Normalize edilmis bir great rhombicuboctahedron numaralandirilmis

koselerinin, se¢ilmis koordinat sistemine gore koordinatlari Tablo 4.17°
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deki gibidir. Sekil 4.20 den de goriilecegi iizere rhombicosidodecahedron

Schlafli semboli r{z} tir.

Normalize edilmis rhombicosidodecahedronun bir kenarinin uzunlugu

a; Pisagor bagintisindan,

(0,5a)% + (2.12a)%2 = 12%; a=046br.; (4.30)
olarak bulunur (Sekil 4.21). Rhombicosidodecahedronun yiizey alani,

S = 59,3002a% = 12,548 br’ (4.31)
olarak bulunur. Rhombicosidodecahedronun hacmi,

V = 41,6144a% = 4,05 br’ (4.32)

olarak bulunur.

Sekil 4.20 Rhombicosidodecahedron
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Sekil 4.21 Rhombicosidodecahedronun 6nden goriiniimii.

Ucgen ve kare arasindaki a1 (3-4); 159705'41" & 159,02,

Kare ve besgen arasindaki ag1 (4-5); 148 16'57" = 148,28 .

Polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen aci;

Tablo 4.17 Rhombicosidodecahedronun kdse koordinatlari

= ||2 =
25 52" = 25,87 , dir.

Kose X y y/
1 0,5a 0,5a 2,12a
2 -0,5a 0,5a 2,12a
3 -0,5a -0,5a 2,12a
4 0,5a -0,5a 2,12a
5 0,5a 0,5a -2,12a
6 -0,5a 0,5a -2,12a
7 -0,5a -0,5a -2,12a
8 0,5a -0,5a -2,12a
9 2,12a 0,5a 0,5a
10 2,12a 0,5a -0,5a
11 2,12a -0,5a -0,5a
12 2,12a -0,5a 0,5a
13 -2,12a 0,5a 0,5a
14 -2,12a 0,5a -0,5a
15 -2,12a -0,5a -0,5a
16 -2,12a -0,5a 0,5a
17 0,5a 2,12a 0,5a
18 -0,5a 2,12a 0,5a
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Tablo 4.17 (Devam) Rhombicosidodecahedronun kdse koordinatlar:

Rombikosidodekahedron)

Arsimet

19 —0,5a 2,12a —0,5a
20 0,5a 2,12a —0,5a
21 —0,5a —-2,12a 0,5a
22 0,5a —-2,12a 0,5a
23 0,5a —-2,12a —0,5a
24 —0,5a —-2,12a —0,5a
25 1,31a —0,81a 1,62a
26 1,31a 0,81a 1,62a
27 1,81a 0 1,31a
28 1,31a —0,81a —1,62a
29 1,31a 0,81a —1,62a
30 1,81a 0 —1,31a
31 0,81a 1,62a 1,31a
32 —0,81a 1,62a 1,31a
33 0 1,31a 1,81a
34 0,81a 1,62a —1,31a
35 —0,81a 1,62a —1,31a
36 0 1,31a —1,81a
37 —0,81a —1,62a 1,31a
38 0 —1,31a 1,81a
39 0,81a —1,62a 1,31a
40 —0,81a —1,62a —1,31a
41 0 —1,31a —1,81a
42 0,81a —1,62a —1,31a
43 —1,31a 0,81a 1,62a
44 —1,81a 0 1,31a
45 —1,31a —0,81a 1,62a
46 —1,31a 0,81a —1,62a
47 —1,81a 0 —1,31a
48 —1,31a —0,81a —1,62a
49 1,31a —1,81a 0
50 1,62a 1,31a —0,81a
51 1,62a 1,31a 0,81a
52 1,31a 1,81a 0
53 1,62a —1,31a 0,81a
54 1,62a —1,31a —0,81a
55 —1,62a —1,31a 0,81a
56 —1,31a —1,81a 0
57 —1,62a —1,31a —0,81a
58 —1,62a 1,31a 0,81a
59 —1,31a 1,81a 0
60 —1,62a 1,31a —0,81a
4.4.4.4 Great Rhombicosidodecahedron (Biiyiik
katilarindan on birincisi
90
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rhombicosidodecahedron’dur. Normalize edilmis bir great
rhombicosidodecahedronun  numaralandirilmis  kdoselerinin, secilmis
koordinat sistemine gore koordinatlar1 Tablo 4.18° deki gibidir. Sekil

4.22° den de goriilecegi lizere great rhombicosidodecahedron Schlifli

sembolii t {g} tir.

Normalize edilmis great rhombicosidodecahedronun bir kenarinin

uzunlugu a; Pisagor bagintisindan,
(0,52)% + (3,74a)% = 1%; a=0,265br.; (4.33)

olarak bulunur (Sekil 4.23). Great rhombicosidodecahedronun yiizey alani,

S =30 <1+\/2(4+\/§+\/15+6\/€)>az = 12,291 br’ (4.34)

olarak bulunur. Great rhombicosidodecahedronun hacmi,
V = (95 + 50v5)a’ = 3,848 br’ (4.35)

olarak bulunur.

Sekil 4.22 Great rhombicosidodecahedron dnden goriinimii.
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Sekil 4.23 Great Rhombicosidodecahedron

Kare ve altigen arasindaki ac1 (4-6); 159°05'41" = 159,02°,
Kare ve ongen arasindaki ac1 (4-10); 148°16'57" = 148,28°,
Altigen ve ongen arasindaki ag1 (6-10); 142°37'21" = 142,62’

Polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen ag1; 15°6° = 15,1"dir.

5 Tablo 4.18 Great rhombicosidodecahedronun kése koordinatlar:
L
|_
‘5 Kose X y Z
o' 1 0,5a —0,5a 3,74a
Ll 2 0,5a 0,5a 3,74a
> 3 1,31a a 3,43a
Z 4 2,12a 0,5a 3,12a
5 2,12a —0,5a 3,12a
- 6 131a —a 3,43a
D) 7 2,43a 1,31a 2,62a
- 8 2,93a 1,62a 1,81a
O 9 3,43a 1,31a a
O 10 3,74a 0,5a 0,5a
< 11 3,74a —0,5a 0,5a
Z 12 3,43a —1,31a a
<
= :
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Tablo 4.18 (Devam) Great rhombicosidodecahedronun kdse koordinatlari

13 2,93a —1,62ae, 1,81a
14 2,43a —1,31a 2,62a
15 —1,31a a 3,43a
16 —2,12a 0,5a 3,12a
17 —2,12a —0,5a 3,12a
18 —1,31a —a 3,43a
19 —2,43a 1,31a 2,62a
20 —2,93a 1,62a 1,81a
21 —3,43a 1,31a a
22 —3,74a 0,5a 0,5a
23 —3,74a —0,5a 0,5a
24 —3,43a —1,31a a
25 —2,93a —1,62a 1,81a
26 —2,43a —1,31a 2,62a
27 —0,5a 0,5a 3,74a
28 —0,5a —0,5a 3,74a
29 0,5a —0,5a —3,74a
30 0,5a 0,5a —3,74a
31 1,31a a —3,43a
32 2,12a 0,5a —3,12a
33 2,12a —0,5a —-3,12a
34 1,31a —a —3,43a
35 2,43a 1,31a —2,62a
36 2,93a 1,62a —1,81a
37 3,43a 1,31a —a
38 3,74a 0,5a —0,5a
39 3,74a —0,5a —0,5a
40 3,43a —1,31a —a
41 2,93a —1,62a —1,81a
42 2,43a —1,31a —2,62a
43 —0,5a —0,5a —3,74a
44 —0,5a 0,5a —3,74a
45 —1,31a a —3,43a
46 —2,12a —0,5a —3,12a
47 —1,31a —a —3,43a
48 —2,43a 1,31a —2,62a
49 —2,93a 1,62a —1,81a
50 —3,43a 1,31a —a
51 —3,74a 0,5a —0,5a
52 —3,74a —0,5a —0,5a
53 —3,43a —1,31a —a
54 —2,93a —1,62a —1,81a
55 —2,43a —1,31a —2,62a
56 —2,12a 0,5a —3,12a
57 1,62a 1,81a 2,93a
58 1,31a 2,62a 2,43a
59 0,5a 3,12a 2,12a
60 —0,5a 3,12a 2,12a
61 —1,31a 2,62a 2,43a
62 —1,62a 1,81a 2,93a
63 a 3,43a 1,31a
64 0,5a 3,74a 0,5a
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Tablo 4.18 (Devam) Great rhombicosidodecahedronun kdse koordinatlari

65 —0,5a 3,74a 0,5a
66 —a 3,43a 1,31a
67 0,5a 3,74a —0,5a
68 —0,5a 3,74a —0,5a
69 —a 3,43a —1,31a
70 —0,5a 3,12a —2,12a
71 0,5a 3,12a —2,12a
72 a 3,43a —1,31a
73 1,31a 2,62a —2,43a
74 —1,31a 2,62a —2,43a
75 —1,62a 1,81a —2,93a
76 1,62a 1,81a —2,93a
77 —1,62a —1,81a 2,93a
78 —1,31a —2,62a 2,43a
79 —0,5a —3,12a 2,12a
80 0,5a —3,12a 2,12a
81 1,31a —2,62a 2,43a
82 1,62a —1,81a 2,93a
83 —a —3,43a 1,31a
84 —0,5a —3,74a 0,5a
85 0,5a —3,74a 0,5a
86 a —3,43a 1,31a
87 —a —3,43a —1,31a
88 —0,5a —3,12a —2,12a
89 0,5a —3,12a —2,12a
90 a —3,43a | —1,31ae;
91 —1,62a —1,81a —2,93a
92 —1,31a —2,62a —2,43a
93 1,31a —2,62a —2,43a
94 1,62a —1,81a —2,93a
95 —1,81a —2,93a 1,62a
96 —2,62a —2,43a 1,31a
97 —3,12a —2,12a 0,5a
98 —3,12a —2,12a —0,5a
99 —2,62a —2,43a —1,31a
100 —1,81a —2,93a —1,62a
101 1,81a —2,93a 1,62a
102 2,62a —2,43a 1,31a
103 3,12a —2,12a 0,5a
104 3,12a —2,12a —0,5a
105 2,62a —2,43a —1,31a
106 1,81a —2,93a —1,62a
107 1,81a 2,93a 1,62a
108 2,62a 2,43a 1,31a
109 3,12a 2,12a 0,5a
110 3,12a 2,12a —0,5a
111 2,62a 2,43a —1,31a
112 1,81a 2,93a —1,62a
113 —1,81a 2,93a 1,62a
114 —2,62a 2,43a 1,31a
115 —3,12a 2,12a 0,5a
116 —3,12a 2,12a —0,5a
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Tablo 4.18 (Devam) Great rhombicosidodecahedronun kdse koordinatlari

117 —2,62a 2,43a —1,31a
118 —1,81a 2,93a 1,62a
119 —0,5a —3,74a —0,5a
120 0,5a —3,74a —0,5a

4.4.5 Dondirme

“Snub cube (snub kiib)” adi, Keplerin koydugu ve sdézciik anlami
“ezilmig kiib” olan cubus simus adinin gelisiglizel yapilmis bir
cevirisinden kaynaklanmistir. Hem snub cube hem de snub
dodecahedronu, ‘saga dondiiren’ ve ‘sola dondiiren’ ¢esitlemeleriyle ‘her
iki yone de dondiirme’ niteligini gosterir. Her iki ¢esitleme de, 0rnegin
saga dondiiren cesitlemeler sagda yer alacak sekilde gosterilmistir. Snub
kiipiin oktahedral simetrisi, snub dodecahedronun da ikosahedral simetrisi
vardir. Ikisinde de ayna diizlemleri yoktur. Platon’un ve Arsimet’in tiim
¢ok yiizlii cisimleri arasinda kiireye yakin olani, snub dodecahedrondur

[16].

Rhombicuboctahedron, “jitterbug”i andiran bir striiktiir meydana
getirmek i¢in kullanilabilir. Bu yeni striiktiir biikiilerek ¢evrilirse, snub
cupe elde edilir (Sekil 4.24) Saga biikiiliirse, saga dondiiren ¢esitleme,
sola biikiilirse de sola dondiren bir ¢esitleme elde edilir.
Rhombicosidodecahedron ile snub dodecahedron arasinda da ayni iligki

vardir.

Sekil 4.24 Rhombicuboctahedron’dan Snub kiib elde edilmesi.
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4.4.5.1 Snub Cube (Snub Kiib)

Arsimet katilarindan on ikincisi snub cupe’diir. Normalize edilmis
bir snub cube’iin numaralandirilmis koselerinin, seg¢ilmis koordinat

sistemine gore koordinatlar1 Tablo 4.19° deki gibidir. Sekil 4.25° den de

3

4} diir.

goriilecegi lizere snub cube’lin Schlédfli sembolii s{

Normalize edilmis snub kiibiin bir kenarinin uzunlugu a; Pisagor

bagintisindan,

(0,5a)% + (1,17a)% = 12; a=0,786br.; (4.36)
olarak bulunur (Sekil 4.26). Snub kiibiin yiizey alani,

S = (6 + 8v3)a? = 12,267 br’ (4.37)

olarak bulunur. Snub kiibiin hacmi,

V= /613”203 a3 = 7,8885a% = 3,83 br’ (4.38)
9(35t—62)

olarak bulunur. Burada t,

t=1(1+319-3v33+ 19 +3V33) = 1,83929 br."dir. (4.39)

Sekil 4.25 Snub kiibiin 6nden gériiniim.
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Sekil 4.25 Snub kiip

Ucggen ve iiggen arasindaki ac1 (3-3); 153°14'04" = 153,23,

Ucgen ve kare arasindaki ag1 (3-4); 142°59 = 142,98°,

Polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen ac1; 43°41" = 43,68 dir.
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Tablo 4.19 Snub kiibiin kdse koordinatlari

Kose X y z
1 1,17a —0,27a 0,65a
2 1,17a —0,65a | —0,27a
3 1,17a 0,27a —0,65a
4 1,17a 0,65a 0,27a
5 —1,17a 0,27a 0,65a
6 —1,17a | —0,65a 0,27a
7 —1,17a | —0,27a | —0,65a
8 —1,17a 0,65a —0,27a
9 0,27a 1,17a 0,65a
10 0,65a 1,17a —0,27a
11 —0,27a 1,17a —0,65a
12 —0,65a 1,17a 0,27a
13 0,65a —-1,17a 0,27a
14 0,27a —1,17a | —0,65a
15 —0,65a | —1,17a | —0,27a
16 —0,27a | —1,17a 0,65a
17 0,65a 0,27a 1,17a
18 0,27a —0,65a 1,17a
19 —0,65a | —0,27a 1,17a
20 —0,27a 0,65a 1,17a
21 0,27a 0,65a —-1,17a
22 0,65a —0,27a | —1,17a
23 —0,27a | —0,65a | —1,17a
24 —0,65 0,27a —-1,17a

4.4.5.2 Snub Dodecahedron

Arsimet katilarindan on {gilinciisii  snub dodecahedrondur.
Normalize edilmis bir snub dodecahedronun numaralandirilmis
koselerinin, se¢ilmis koordinat sistemine gore koordinatlari Tablo 4.20°

deki gibidir. Sekil 4.27° den de goriilecegi ilizere snub dodecahedronun

Schlifli sembolii s{g} tir.

Normalize edilmis snub dodcahedronun bir kenarinin uzunlugu a;
polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen ag¢inin tanjanti alinarak

bulunur ( Sekil 4.28):

tan13,41 = "TSH ; a= 0477 br.; (4.40)

Snub dodecahedronun yiizey alani,

S = 203+ 3v25 + 10v5a% = 12,578 br? (4.41)
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olarak bulunur. Snub dodecahedronun hacmi,

_ 12e2(31+1)—e(361+7)—-(53T+6)

v 6+/(3—€2)3

a% = 4,08 br3 (4.42)

olarak bulunur. Burada T altin orana olup degeri,
=9 i, (4.43)

€’nin degeri ise

3 3
5=J3+1 /r—i+\/f—l T— = =1,71556 br. (4.44)
2 2 27 2 2 27

olarak bulunur.

Uggen ve iiggen arasindaki ac1 (3-3); 164°10'31" = 164,75,
Ucggen ve besgen arasindaki ag1 (3-5); 152°55'53" = 152,93",

Polyhedronun merkezinde bir kenara karsilik gelen ac1; 26°49’ = 26,82 dir.

a/2

a/2

Sekil 4.27 Merkez ag1. Snub dodecahedronun kenarinin uglarin1 merkeziyle birlestirildiginde
merkezinde olusan agi.
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Sekil 4.27 Snub dodecahedron

Tablo 4.20 Snub dodecahedronun kése koordinatlari

Kose X y z
1 0,158 | 0,179 1
2 20,158 | -0,179 1
3 20,307 | 0271 | 0,943
4 0307 | -0271 | 0,943
5 0,158 | 0,179 1
‘O 6 -0,158 | 0,179 -1
LLl 7 0307 | 0271 | -0,943
= 8 | -0307 | 0271 | 0,943
%) 9 1 0,158 | 0,179
o 10 1 0,158 | 0,179
g 11 0,943 | 0,307 | -0,271
= 12 0,943 | -0,307 | 0,271
Z 13 -1 0,158 | -0,179
D) 14 1 0,158 | 0,179
15 0,943 | 0,307 | 0,271
3 16 20,943 | 0,307 | 0,271
0O 17 0,179 1 0,158
18 0,179 1 20,158
Q 19 0,271 | 0,943 | 0,307
<Z( 20 0,271 | 0,943 | -0,307
<
=) "
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Tablo 4.20 (Devam) Snub dodecahedronun kdse koordinatlari

21 -0,179 -1 0,158
22 0,179 -1 -0,158
23 0,271 -0,943 0,307
24 -0,271 | -0,943 | -0,307
25 0,596 0,092 0,833
26 0,404 0,526 0,785
27 0,347 -0,675 0,693
28 0,404 -0,526 | -0,785
29 0,596 -0,092 | -0,833
30 0,347 0,675 -0,693
31 0,693 -0,347 0,675
32 0,833 -0,596 | -0,092
33 0,785 -0,404 | -0,526
34 -0,675 | -0,693 | -0,347
35 0,092 -0,833 | -0,596
36 0,526 -0,785 | -0,404
37 0,347 -0,675 0,693
38 -0,833 | -0,596 0,092
39 -0,693 | -0,347 | -0,675
40 -0,347 0,675 0,693
41 -0,596 | -0,092 0,833
42 -0,404 | -0,526 0,785
43 0,675 -0,693 0,347
44 -0,092 | -0,833 0,596
45 -0,526 | -0,785 0,404
46 0,675 0,693 -0,347
47 -0,092 0,833 -0,596
48 -0,526 0,785 -0,404
49 0,693 0,347 -0,675
50 0,833 0,596 0,092
51 0,785 0,404 0,526
52 0,526 0,785 0,404
53 0,092 0,833 0,596
54 -0,675 0,693 0,347
55 -0,833 0,596 -0,092
56 -0,693 0,347 0,675
57 -0,785 0,404 -0,526
58 -0,596 0,092 -0,833
59 -0,404 0,526 -0,785
60 -0,347 | -0,675 | -0,693
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5. ARSIMET KATILARININ SIMETRI GRUBU

Arsimet katilarinin simetri gruplarinin incelenmesinden 6nce, grup
kavrami ele alinacaktir. Bu tanimlamalardan sonra, her bir Arsimet

katisinin simetri gruplarinin 6zellikleri incelenecektir.

5.1 Grup Kavrami

& grubunun bir sonlu veya sonsuz kiimesinin verilmis oldugu
varsayilirsa, bu & grubunun elemanlart G4, G, ... ... ... , G, kabul edilsin ve
bu kiimenin iki elamani G; ve G; olsun. Grup carpim () olarak
adlandirilan operasyon tanimlansin ve bu operasyonla G nin belirli bir
t¢lincii  elemani tanimlanmis olsun. Bu g¢arpma operasyonunun
gerceklesmesi i¢in agsagidaki sartlart gergeklemesi gerekir:

i. & kiimesi ¢arpmada kapalidir. & kiimesinin herhangi bir Gj ve

G;

; iki elamani i¢in, Gjo Gj carpiminin sonucu da yine ¢

kiimesinin elemanidir.

ii.  birlesme 6zelligi vardir:

Gy (G; ° Gi) = (G 2 G)) ° G (5.1)
ii. G, € Eolsun
G1°G=GoG,=G (5.2)

ifadesi gergeklesiyorsa Gq elemanina birim eleman denir ve bu

E seklinde gosterilir:

EcG=G-E=E (5.3)
iv. G € &olsun,
G oG=GoG =E (5.4)

oluyorsa G~, G elemaninin tersidir. Ayn1 zamanda G1 seklinde
de yazilabilir.

v. & grubunun herhangi bir iki elemanmi Gj ve G;’nin degisme
ozelligi vardir:
GioGi=0G;°G (5.5)
Bu kosul gergeklesiyorsa € ye degisimli grup (Abelyen grup) adi

verilir.
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Sonlu sayida elemandan olusan gruba sonlu grup, aksi halde sonsuz
grup denir. Sonlu bir grubun elemanlar1 sayisina grubun mertebesi adi

verilir [23].
5.1.1 Carpim Tablosu

Carpim tablosu (ya da grup tablosu) yapildiginda, grup yapisi daha
belirgin olacaktir. Tabloyu olusturmak i¢in Tablo 5.1 de gorildigi gibi

G, G,y,....,G,....... G, grup elemanlarini tablonun en iist satirina ve en sol
siitununa yerlestirildi. Ust satirdaki G; ve sol siitundaki G; elemanlarinin

kesistigi noktada G; o G; yazildi [24].

Tablo 5.1 Carpim tablosunun gdsterimi

G; G, G, . G; . Gg
G;

G, | GioG, G,0G, .. Gy o G .. Gy o Gg
G2 G2°G1 G2°G2 e G2°Gi e GzoGg
G | GoG  GoG, Gjo Gy Gjo Gy
Gy | GgoG,  GyoG, Ggo Gy Gy © Gy

5.1.2 Uretici Elemanlar

Verilen & grubunun her bir elemani, farkli elemanlarin ¢arpimi
seklinde ifade edilirse, bu elemanlara ¢ grubunun iiretici elemanlari

(liretici) olarak adlandirilir.

X ve Y , & grubunun iki elemani olsun. Bu X ve Y elemani igin,
XoY =YoX, degisme oOzelligi varsa; V= {E X Y, Xo Y} kiimesi bir grup

olusturur. Bu dort grup olarak adlandirilir. Bu grup X ve Y iki iretici
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elemanina sahiptir. Dort grup i¢in c¢arpim tablosu Tablo 5.2 de

goOsterilmistir. Buradaki Z; X oY’ yi ifade etmektedir.

Tablo 5.2 D6rt grup V’ nin ¢arpim tablosu

G; E X Y Z

G;
E E X Y Z
X X E Z Y
Y Y Z E X
Z Z Y X E

Cax Cay ve Gy, olarak gosterilen x,y ve z eksenleri etrafinda 180 derece
donme tanimlanirsa, D, = {E, Cax Cay, C2z} kiimesi bir gruptur ve bu grubun

carpim tablosu dort gruptaki ile aynidir.
5.1.3 Degismeli Grup

Degismeli gruplarda, o ¢arpim semboli kullanmak yerine + toplama
sembolii kullanmak daha uygundur. Bunun i¢in, 6nceden de bahsedilen 5

ozellik yazilir:

1. &# kiimesi + toplamada kapalidir. & kiimesinin herhangi bir

A ve Aj elemanlarinin toplami (A; + A ) da yine o# kiimesindedir.
2. Birlesme 6zelligi vardir.

Ap+ (Aj+A) = (A +A) + A (5.6)
3. Herhangi bir eleman A € &4 i¢in,

A+0=0+A=A (5.7)
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oluyorsa, 0 birim elemandir.

4. A€ oA ve (—A) € o igin;

(-A)+A=A+(-A)=0 (5.8)

oluyorsa, (-A) elamani, A elemaninin tersidir.

5. Herhangi bir iki A;, Aj € & igin degisme 6zelligi vardir:

oA kimesi bu 5 oOzelligi koruyorsa eklemeli grup olarak
adlandirilir. Reel sayilarin hepsi ve kompleks sayilar eklemeli grubu

olustururlar.
5. 2 Diizenli Cokgenlerin Simetri Operasyonlari

Eskenar liggenin simetri operasyonlarini ele alalim. Sekil 5.1’ de,
123 koselerine karsilik gelen offy agilartyla uyumlu eskenar iiggen
gosterilmektedir. affy ii¢ggeni dondiriilsiin ve agilarin nerede yer
aldiklarina bakilsin. Donme acis1 @ ise Sekil 5.2a” da goriildiigi gibi ilk
donme @ = 2n/3’ dir. Bu ilgili donme, R(21/3) ile gosterilir. Sekil 5.2b
de gosterildigi gibi ikinci bir donme i¢in ag¢1 @ = 2x 2m/3 kadar olur.
R(2n/3) i¢in C; yazilirsa; R(4m/3) , C3’nin tekrarlanmasi oldugu igin
C3 = R(41/3) seklinde yazilir. Dénme agis1 @, 2m’'nin katlar1 oldugundan,
ikinci simetri durumu (Sekil 5.2b) ters yonde donme @ = — 2m/3 olarak da
gosterilebilir. Bunun anlami, C2 = R(— 2mn/3) = C31°dir. Ikinci dénmeden

sonra tekrardan eskenarli tiggen 2m/3 kadar dondiiriiliirse,

C3 = R(2m) = R(0) (5.10)
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elde edilir. Bu iigiincii simetri pozisyonu @ = 0 daki orijinal pozisyonuyla

aynidir:
C3C2 =C3 =E. (5.11)

Burada E birim (identity) operasyonudur. Ozdeslik operasyonu ofy iicgeni
ayni kalir (Sekil 5.2c).

Simetri operasyonlarinin bir elemani olarak birim (identity) donme
E =R(0) ’yi igeren E,Cs,veC3 = C3! simetri operasyonlar1 vardir. Bu

operasyonlarin kiimesi;
Ca = {E, C5.C37), (:12)

kapalidir.

Sekil 5.1 ofy tiggeni, 123 tabaninda saat yonil tersine
doner.

Sekil 5.2 afy iiggeninde (a) C; (b) C3 ve (c) C3 donmelerinin etkileri.
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Burada ¢arpmanin anlami operasyonlari sirayla uygulamaktir. C5 kiimesi;
E birim elemanina, C; iiretici elemanina ve onun ters elemanina C3?

sahiptir ve bunlarda grup 6zelliklerini gostermektedir.

Benzer sekilde karenin merkezi etrafinda karenin donel simetrisi
diisiiniilsiin. 11k donme @ = 2m/4 kadar olur ve ilgili operasyon R(m/2) =
C, >diir. ikinci simetri pozisyonu, CZ = C, = R(m) [25] tarafindan verilir.
Ugiincii simetri pozisyonu da C3 = R(3n/2) = R(—m/2) = C;?! tarafindan
belirlenir. Dordiincii adimda, baslangigtaki pozisyonunu alir. @ = 21 kadar
dénme olur ve Cj = C% =R(2m) = R(0) =E iliskisin gdsterir. dort kat
donmenin varligi, geometrik cismin simetri 6zelliklerini belirler. Karenin

donel simetrisi,

C4- = {E' C4; CZ; szl} (513)

kiimesi tarafindan belirlenir.

Tablo 5.3 C5,, grubunun ¢arpim tablosunun gésterimi

G; E Cs Cgl 0y o, O3
G;
E E Cs C3t o, o, o3
Cs Cs c3t E o3 0 02
cstl ¢t E Cs o, 03 oy
o4 o4 o, O3 E Cs Cgl
o, o, O3 o, Cgl E Cs
03 03 (] (o)) Cz Cgl E
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2 03

]

Qe

(a) (b) (c)

Sekil 5.3 afy liggeninde (a) o, (b) o, Ve (C) 65 yansimalarimin etkileri.

Su ana kadar simetri operasyonlari sinirlandirildi, ama eskenar bir
ticgende farkli bir simetri eleman1 daha vardir.O1 diiz dogrusu boyunca bir
o, dik ayna diizlemi disiniilsiin (Sekil 5.3). Bu ayna diizlemindeki
yansima, afy licgeniyle 123 iiggeninin tabanini kesistirir. Bunun gibi 3
yansima vardir, g, , 0, ve o3 Sekil 5.3' de gosterilmistir. Eger bu
yansimalar1 simetri operasyonlari olarak sayilacak olursa, alt1 operasyonun

kiimesi

C3V = {E, C3, C3_1, 041,09, 0-3} (514)

kapalidir. Yani bu kiimeye ait bu operasyonlardan ikisinin ¢arpimi yine bu
kiimeye aittir. Ornegin; o; yansimasi 2 ve 3 kdoselerinin yerlerini
degistirdigi i¢in, ilk 6nce C3; ve sonradan o; operasyonlart uygulanirsa,

net sonug Sekil 5.3b deki gibi olur. Boylece,

6,C; = 0, (5.15)

yazilir. Benzer sekilde,

010, = C3 (516)

yazilabilir. Bu yolla biitiin ¢arpimlar yapilabilir. Bu ¢arpimlarin tablosu

Tablo 5.3 de gosterilmektedir.
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Simetri operasyonlarinin 6zellikleri, geometrik sekil {iizerinden
tartisildi.  Sonuclanan gruplarin yapilar analitik anlamlariyla da
bulunabilir. P(x,y) noktasini P’(x',y’) noktasina tasiyan o; ayna

yansimasi ile x ve y koordinatlarinin déniisimii yapildiginda, burada
XI =x yl — _y (517)

veya vektor seklinde,

[;] - [(1) —01] [i] (5.18)

yazilabilir. Bunun anlami, o; ayna yansimasinin etkileri matris seklinde

gosterilebilmesidir:
~ 1 0
&=y _4l (5.19)

R(®) donmesi i¢in, polar koordinatlar1 kullanmak uygundur ve x = rcosa,

y = rsina ve X’ = rcos(a + @), y' = rsin(a + @) yazilir. Buradan,

Xl = X

[y,] =R@) ;] (5.20)
iliskisi elde edilir. Burada R(9),

Sy _ [COSO  —sin@] , .

R(9) = [Sm o |  dir. (5.21)

Boylece R(@) donmesinin etkileri, matris donisiimleri altinda

gosterilebilir. Alt1 elemanli gruba iliskin alt1 matris elde edilir:

1 V3 1 V3
=_[1 0 A _ | 2 2 a1_| 2 2
E—[O 1 ’ C3— E _l ’ C3 - _E _l
2 2 2 2
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1
61 = [(1) —01]’ G2 = \/2§ 1

2
V3

2

(5.22)

1 3
~ _ 2
03 = L
2

C3 matrisi, Esitlik 5.21 de @ = 2nt/3 konularak elde edilir. Bu alt1 matrisin

kiimesi, grup Cs, i¢in ¢arpim tablosuna aittir (Tablo 5.3). Bu tabloya

ornek,

V3 1
~a _[1 01 2  =2|_| =2
wt=ly Slls i=|Ls

2 2 2

seklinde yapilir.

21=3, (5.23)

Esitlik 5.13° de gosterilen dortli donmenin yani sira, kare

Ox, Oy, 0q Ve 04/ olan dort ayna yansimasina sahiptir (Sekil 5.4) [26].

— -1
Cav = {E, C4,C5, C3 %, 04,0y, 04,04 }

(5.24)

kiimesi, Tablo 5.4 de verilen ¢arpimlar ile bir grup olusturur.

Ox

04

Gd’

Sekil 5.4 Karenin simetri operasyonlari. Karenin merkezinde karalanmis kare etrafinda dort kat

donmeyi belirtir. oy ve oy, x ve y eksenlerine dik diizlemde yansimay1 temsil eder.
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Tablo 5.4 C,, grubunun ¢arpim tablosunun goésterimi

Gl E C4 C2 C4__1 GX Gy Gd O_d’
G;
E E C, C, C;t Oy oy o4 oy
C, C, C, C;t E oy o4 oy o,
C, C, C;t E C, o, oy oy o4
Cs 1 Cr 1 E C C o O o o
4 4 4 2 d d y x
-1
oy Oy 04 oy oy E C, C, Cy
oy oy oy oy o4 C, E C;t Cy
-1
04 04 Gy Gd’ Oy C4 C4 E Cz
-1
Gd’ Gd’ GX Gd Gy C4 C4 C2 E

5.3 Permiitasyon Grup Kavram

Bahsedilen eskenar iiggende oldugu gibi simetri operasyonlari, afy
dondiiriilebilir tiggeninin «, fvey kenarlarinin yerlerini degistirdi. Bu
nedenle; simetri operasyonlari a, § vey terimlerinin permiitasyonu olarak

yorumlanabilir.

n tane terim oldugunda, n tane koseye yerlestirmek icin n!
permiitasyon vardir. n! permiitasyonunun olusturdugu gruba “permiitasyon
grubu” ve ya “n dereceli simetri grubu” denir. &, ile gosterilir. P

permiitasyonu p; cismi i’inci koseye tasiniyorsa, permiitasyonlar igin

gosterim
p— (1 2 .. k . n) (5.25)
Pi1 P2 - Pk - Pn

seklinde tanimlanir. Burada siitunlarin diizeninin énemi yoktur:
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Y L1 Y 5.25)

Sekil 5.5 P permiitasyonu ve onu takip eden Q permiitasyonunun etkileri.

Permiitasyon sembollerinin tanimiyla, Sekil 5.3b’ de gosterilen o,

ayna yansimasi 1 ve 3 koselerindeki terimlerin yerlerini degistirdigi i¢in

P= (1 2 3) permiitasyonu olarak yorumlanabilir. Benzer sekilde, Sekil

3 2 1
2.3a’da gosterilen o; yansimast 2 ve 3 koselerindeki terimlerin yerlerini
degistirdigi i¢in Q = (; g :i) permiitasyonu yazilabilir. Eger ilk 6nce P

123)

ve sonradan da Q operasyonlart uygulanirsa, net sonu¢ PQ = (3 1 2

olur. Ciinkii afy, yaf3 olarak yer degistirir (Sekil 5.5).

P, p=(1 23

3 21

permiitasyonun QP carpimi

:(; :i 3) olarak yeniden yazilirsa iki

olarak degerlendirilir. Iki permiitasyonun ¢arpimi genellestirilirse,

(1 2 .. k .. n)(l 2 .. k .. n)
qd:1 d2 - 9k - 9n/\P1 P2 -« Pk . Pn
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:(1 2 .. k .. n)(‘«h qz - gk - Qn)

d1 92 -+ 9k -~ Qn/\Pq1 Pq2z -+ Pgk -+ Pagn
1 2 . Kk . DN
- (pql Pqz -+ DPgk - pqn> (5.28)

seklinde yazilir.

G2 3

Permiitasyonlar i¢in kisaltilmis gosterimler de vardir [24, 27]:

)=E, ti¢ dereceli S3 grubunun birim elemanidir.

(132)5@ i 3) (123)5(; g i)

e9=( 3 09=( 22 av=( 1) e

Bu alti permiitasyonun kiimesi kapalidir ve &3 grubunu olusturur. Bu

permiitasyonlarin ¢arpimi Esitlik 5.28” i kullanarak yapilabilir. Ornek

olarak;
a3 =01 )G T )=G7TIG s
(32 -2 9 30

yapilabilir. Benzer sekilde,

1 2 3)?2*=01 3 2)

1 3 2)(1 2 3)=(1 2 3)(1 2 3)
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(1 2 31 3 2)=E (5.31)

yapilir. Boylece {E,(1 3 2),(1 2 3)} alt kiimesi, alt gruplar
olusturur. Ek olarak, esitlik 5.27’den
2 3@ 3)=0a 3 2 (5.32)

yazilir. Benzer c¢arpimlarin sonuglart hesaplanabilir. Bu kisaltilmis

permiitasyonlarin ¢arpimi Tablo 5.5’de gdsterilmektedir.

Tablo 5.5 G5 grubunun ¢arpim tablosunun gosterimi

E (132) (123) (@23 (13) (12)

E E (132) (123) (23) (13) (12)

(132) | 132) (123) E (12) (23) (13)

(123)](123) E (132)  (13) (12) (23)
(23) (23) (13) (12) E (132) (123)
(13) (13) (12) (23)  (123) E (132)

(12) (12) (23) (13) (@32 (123) E

5.4 izomorfizm ve Homomorfizm
5.4.1 izomorfizm

Diizenli (kurall1) tiggenin Cs, grubuyla, tiglincii dereceli simetrik grup &,

arasinda, asagidaki birebir benzesme (one-t0-one correspondence) bulunmaktadir:
EeoECGo(0.3..2),01e(1..2..3)

0,0 (2..3), 0,0 (1..3), g3 (1..2). (5.33)
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Eger iki ¢arpim tablosu (Tablo 5.3 ve 5.5) karsilastirilirsa, yukaridaki
benzesme (correspondence) altinda ayni yapiya sahip olduklar1 goriiliir. Boylece,

Cav Ve G5 gruplarinin izomorfik oldugu sdylenir.

[zomorfizmin genel tammmi su sekildedir: eger bir & grubunun G
elemanlariyla, baska bir & grubunun G’ elemanlar1 arasinda birebir benzesme
mevcutsa, yle ki § deki G;G; = Gy carpimina karsilik, § de G{G; = Gy, oluyorsa

¢ ve & izomorfiktir ve soyle yazilir:

§=¢ (5.34)
Bu terimle ilgili olarak, yukaridaki izomorfizm 6rnegi soyle ifade edilebilir:
Cav= &3 (5.35)
Matematiksel olarak, izomorfik gruplar ayni yapiya sahip olduklarindan
0zdes (identical) olarak kabul edilirler. Eger izomorfizmdeki birebir benzesmeyi

n’den bire (n to one) benzesime genellestirilirse homomorfizm kavramina ulagilir.

5.4.2 Homomorfizm

Verilen € ve € gruplar igin, f, € grubunun G elemanlarini, & nin G’ lerine

esleyen (map) bir eslestirme (mapping ) olsun; yani, G' = f(G). Eger,
f(G:G;) = F(G)(G) (5.36)

& nin herhangi iki eleman1 G; Ve G; i¢in saglaniyorsa, f homomorfik eslestirmedir

(homomorphic mapping) denir. Homomorfik eslestirme ile baglanan § ve &’

gruplart homomorfiktir denir ve bagint1 s6yle yazilir:
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8§~ (5.37)

Csy~ Cy, 0yle ki, C, = {E, C}, C? = E. Cs, grubunun elemanlarinin C, nin

iki elemanina karsilik gelmesi (correspond) saglanabilir:
f f
E,C;,C3t > E, 04,0503 »C (5.38)

Carpim tablosundan (Tablo 5.3) kolayca goriilecegi gibi, bu eslestirme,
(mapping) Esitlik 5.36’y1 tiim elemanlar igin saglamaktadir, boylece Cs, Ve C,
homomorfiktir. Bu 6rnekte, C;3,, grubundaki {i¢ eleman, C,’deki tek bir elemana

eslenmistir.

Iki grup arasindaki homomorfizm iki grubun elemanlar1 arasinda n’den
bire (n to one) benzesme (correspondence) anlamina gelir.  Ozellikle, f
eslestirmesi  birebir oldugunda ve (Esitlik 5.36) homomorfizm kosulunu

sagladiginda, bu bir izomorfik eslestirmedir.

A kiimesini B kiimesine esleyen bir f: A - B eslesmesi, A ‘nin bir A
elemanin1 B ‘nin bir B elemaniyla iligkilendiren bir kuralla (ya da bir fonksiyonla,
bir transformasyonla) tanimlanir. A, B’nin ters goriintiisii iken, B eleman1 A’nin
goriintlistidiir. B ‘nin her elemaniin A ‘da karsilik gelen bir ters goriintiisii varsa,
bdyle bir eslestirme iistiine eglestirmedir. (onto mapping). Yukarda tanimlanan

homomorfik eslestirme bir iistiine-eslestirmedir [24].

116



@ ANADOLU UNIVERSITESI

5.5 Alt Gruplar

Bir & grubunun # altgrubu €’nin alt kiimesidir, 6yle ki kendisi, ana grup
£’de tanimlanan ¢arpma altinda bir gruptur. Hem tekil eleman {E}, hem de grup
&’nin kendisi, &' nin kiiciik altgruplaridir. Diger altgruplar, varlarsa eger, tam

altgruplardir (proper subgroup).

Bir & grubunun, bos olmayan H altkiimesi, yalniz ve yalniz asagidaki

kosullar gerceklesiyorsa bir altgruptur.

2)HEH -»HleH

Ispat: eger H bir grupsa 1 ve 2 gegerlidir (dogrudur). Diger taraftan, 1 ve
2’nin gegerli oldugu farzedilsin, bundan sonra H ’nin bir grup i¢in gerekli tim
sartlart sagladigi gosterilebilir. 1’e gore, Bolim 5.1° deki birinci 6zelligi
saglanmaktadir. 2, Boliim 5.1°deki dordiincii 6zelligi garantilerken; 3, &€ ’nin
altkiimesi oldugu icin birlesme kurali (associative law) gegerlidir. 1 ve 2’den
HH™! = E unsuru # ’ye dahil edilir. Bodylece, dort grup aksiyomu H ile

saglanmis olur.

Csyv nin agagidaki dort tam (proper) altgrubu vardir.

{E, 01}1 {E, 02}’ {E' 03}’ {E' C3' Cgl} (539)
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5.6 Nokta Gruplar:

Bolim 5.2°de bir eskenar liggenin ve bir karenin simetri gruplarini bir
grubun basit (temel) 6rnekleri olarak degerlendirildi. Donmeler ve yansimalar
iceren bu gruplar, nokta gruplari olarak adlandirilirlar. Nokta gruplari
molekiillerin mikroskobik simetrisini ve kristallerin makroskobik simetrisini
tanimlarlar (tarif ederler). Bu nedenle -elektronik durumlar (haller) ve
molekiillerin titresimlerinin yani sira kristallerin makroskobik 6zelliklerini
calisitken de siklikla kullanilirlar. Bu boliimde, nokta gruplarini, onlarin

gosterimleri (notasyonlari) tanimlanacaktir.
5.6.1 Nokta Gruplarinda Simetri islemleri

Nokta grubu, molekiil gibi degismez sonlu bir obje olarak birakan
simetri iglemlerinin grubuna denir. Simetri operasyonlari, 0 objenin sabit bir
noktast etrafindaki donmelerine (ve wuzaydaki ters doniisiimlerinin

kombinasyonlarina) sinirlanmistir.

Ornek olarak Sekil 5.6’ da ortaya konmus konfigiirasyonu ele alalim.

Asagidaki sekiz islem (operasyon) bu konfiglirasyonu kendisiyle ¢akistirir:

E: Bu konfigiirasyonu oldugu gibi birakan 6zdeslik islemidir (identity
operation — birim operasyonu da denilebilir). Bir grup elemani olarak bu

islemin kabul edilmesi grup ozelliklerini saglanmast i¢in gereklidir.
C2: Dikey eksen boyunca m kadar donme

IC4: dikey eksen boyunca m/2 kadar déonme, ardindan bir ters doniisiim

(inversion)

IC;1: Dikey eksen boyunca 3m/2 kadar donme, ardindan bir ters doniisiim

(inversion)
2C;: Yatay x ve y eksenleri boyunca m kadar donme

204: diyagonal diizlemlerdeki ayna yansimalari
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Iki tane dik Cj ekseninin ve iki tane dik o4 ayna diizlemin olduguna dikkat
edin. Eger carpimlari, ardisik islemler oldugu disiiniiliirse, bu sekiz iglem
kapalidir. Bu, Sekil 5.6’ daki simetri islemi altindaki gemberlerin hareketini
izleyerek dogrulanabilir. Bu nedenle, sekiz islem, D,4 ya da 42m olarak

tanimlanan bir grup teskil eder.
Geometrik simetri islemleri genelde su sembollerle gosterilir:
E: Birim operasyonu

C,: 2m/n kadarlik bir agiyla donme. Donme eksenine n-kath (n-fold) eksen

denir.

Ana donme eksenine dik T kadar donmeler C; ile gosterilir ve Umklappung

olarak adlandirilir.
I: Uzayda ters doniisiim (space inversion). “r”’ yi “—r” ye tasir

o: Ayna yansimasi (mirror reflection). Ayna diizlemin 6zelligine bagl

olarak {ii¢ farkli gesit alt indisi (suffix) tasir

o5 Yatay diizlemde ayna yansimasi

o,: Dikey diizlemde ayna yansimasi

o4: Dikey diyagonal diizlemde ayna yansimasi

IC,: Doniisiimlii ters doniisiim (rotatory inversion). 21t/n agisi boyunca

donme, ardindan ters doniisiim (inversion)
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Sekil 5.6 D,4 nokta grubu. Beyaz daireler kagidin iizerine ve siyah olanlar kagidin ayni

uzaklikta altina yerlestirilmistir.

o/
-

Sekil 5.7 IC, doniisiimlii ters doniisiimii (rotatory inversion), ¢ ayna yansimasina denktir.

----0

.____ -_—— -

IVERSITESI

(a) (b) ()

Sekil 5.8 (a) S, (b) C3p, (€) Sg (Cs;) nokta gruplari.
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Sekil 5.7°den goriilebilecegi gibi, IC,, doniisiimlii ters doniisiimii (rotatory
inversion), iki katli eksene dik olan diizlemde o ayna yansimasidir. Genel
olarak, bir doniisiimlii ters doniisim (rotatory inversion) bir doniistimlii
yansima (rotatory reflection) olarak da anlagilabilir (donme ve ardindan
yansima). Donistimlii yansima oyC, ’i S, ile gosterilirse ve o}, =IC,

kullanilirsa,

S, = IC,C, (5.40)
bulunur. Ozel olarak, n = 4 ise,

S, =1C3 (=1C;YH (5.41)
elde edilir ve n = 3oldugunda

S; =1C,C3 =1C2 (=1cghH) (5.42)

Ardisik S; operasyonlari, S; eksenine C;ve oy, operasyonlarmin eslik ettigini

gosteren Sekil 5.8b’deki konfigiirasyonu ortaya ¢ikarir. n = 6 oldugunda,
S =1C,Co =1C2  (=1C3Y) (5.43)

elde edilir. Bu durumda, Sekil 5.8c, C5 ve I simetrilerini gostermektedir. 3 ve 6
alt indislerinin Esitlik (5.42) ve Esitlik (5.43) de karsilikli yer degistirdigine
dikkat edin.

Dontistimlii ters doniisiimler (rotatory inversion) ve doniistimlii yansimalar
(rotatory reflection) bazen “uygun olmayan donmeler (improper rotations)”
olarak adlandirilir. Bu durumda basit donmeler, “uygun donmeler (proper

rotations)” olarak adlandirilir.

5.6.2 Nokta Gruplar: ve Gosterimleri (Notasyonlar)

Orijin etrafindaki C, donmeleri s6z konusu olduk¢a, n tiim tamsayi
degerlerini alabilir. Ancak, kristallerde, 6telemeyle ilgili simetiriyi (translational
symmetry) de hesaba katmalidir. Oteleme simetrisi ile uyumlu olan déniisiimlii

simetri (rotational symmetry) n’in degerini 1,2,3,4 ve 6’ya kisitlar/sinirlar. Bu
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sekilde sinirlanmig tiirde donmelerden ve ters doniisiimlerden (inversions) olusan
nokta gruplarma kristalografik (crystallographic) nokta gruplari denir. Bu 32

nokta grubunu Schonflies sembolleriyle asagida siralayalim.

C,, Grubu: Bu grubun yalnizca n-katli donme ekseni vardir. n. nertebeden

déniisiimlii (cyclic) bir grup olup, E, C, CZ, ..., Ch~%’i igerir.

C; Grubu: Bu grup I ters doniisiimiinden (inversion) ve E 6zdesliginden

(identity) olusur.

C,y Grubu: Bu grubun n tane dikey ayna diizlemi ve n-katli ekseni vardir (

n=2,3,4,6) .

Cuon Grubu: Bu grubun yatay ayna diizlemi ve n-katli ekseni vardir

(n=1,2,3,4,6). n=2,4,6 i¢in I ters doniisiinii icerir.

Sn Grubu: Bu grubun yalnizca n-katli doniisiimlii yansima ekseni (rotatory
reflection axis) vardir (n=4,6). n=2,3 icin S, ve Sz yerine siklikla C; ve Cgy,

kullanilir.

D, Grubu: Bu grubun n-katli donme eksenine dik n tane iki katli ekseni
vardir. (n=2,3,4,6)

D,q Grubu: n diyagonal ayna diizlemin D, grubuna eklenmesi sonucunda
bu grup olusur (n=2,3). Ayna diizlemleri iki kathi eksenlerin arasindaki

aciy1 ikiye boler.

D,n Grubu: yatay bir ayna diizlemin Dy’e eklenmesi bu grubu olusturur

(n=2,3,4,6). Dnp, n=2.4 ve 6 igin ters doniisiimii igerir.

Oy, 0, Ty, Ty, ve T kiibik (cubic) nokta gruplar1 da vardir. Grup O, Sekil
5.9’te gosterildigi lizere, 24 tam donme igeren bir kiip ve bir diizgiin octahedron
simetri grubudur. Ters doniisiimiin eklenmesiyle, bir kiiblin tam simetrisini tarif

eden, 0;,, = OxC; octahedral grubuna ulasilir.
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8C,

6C,’'

Sekil 5.9 O grubunun donel (rotational) islemleri. Benzer operasyonlarin numaralari donme

sembollerinin 6niinde yazilidir.

T3c2

4c3T
4C2 ™~

Sekil 5.10 T grubunun donel (rotational) islemleri.

T grubu, Sekil 5.10° da gosterildigi gibi, bir diizgiin tetrahedronu
degismez (invariant) birakan 12 tam donmeden olusmaktadir. C; ile dogrudan
carpiminin sonucu T, = Tx C;’ dir ( bir dortylizliiniin ters doniistim altinda
degismez olmadigina dikkat edin, bu yilizden Ty, bir tetrahedronun simetri grubu
degildir.) Bir tetrahedronu tam simetrisini tarif eden Ty tetrahedral grubudur. Ty
grubu T’ye 6I1C,ve 604 operasyonlarinin eklenmesiyle elde edilir. Bu bes kiibik
nokta grubundan,Oy, ve Ty fiziksel uygulamalarda siklikla goriiliirler. Aralarindaki
iliski Oy, = T4xC; seklindedir.
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Prizmatik veya anti prizmatik simetrilerinin iki sonsuz serisi disinda,
rotational icosahedral simetri veya chiral icosahedral simetrisi, simetri gruplari ile
farkli nokta simetrilerdir (descrete point symmetries). Icosahedral simetri,
translational simetri ile uyumlu degildir. Bu yiizden, Kkristalografik
(crystallographic) nokta grubu yada uzay gruplariyla iliskili degildir. Schonflies
gosterimi [ ve I,” dir [28]. Bunlar, iiggen grup (triangle group) yapan icosahdral

gruplara karsilik gelir.

Kristalografik nokta grubuna ek olarak, asagidaki iki grup dogrusal

molekiillerin simetrisini aciklar:

Coy, Grubu: Bu grup molekiiler eksen etrafinda rastgele agilarda déonmeleri

ve dikey ayna yansimalarini igerir.

Do, Grubu: Homoniikleer (tek tiir ¢ekirdekli) diatomik molekiiller bu
simetriye sahiptir. Yatay ayna diizlemin C,,’ Yye eklenmesi bu gruba

neden olur.

Buraya kadar Schonflies sembollerini nokta gruplar1 adlandirmak ig¢in
uyarlandi. Uluslar arasi gosterim (notasyon) ya da Hermann-Mauguin gdsterimi
(notasyonu) denilen bir diger sistem de yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.
Uluslar aras1 gosterim (notasyon) kristalografik sebeplerden dolayr 6ne

stirlilmiistiir. Farkli simetri elemanlar1 asagidaki semboller vasitasiyla ifade edilir:

Donme ekseni (rotation axis) 1,2,3,4,6

v

Déniisiimlii ters doniisiim ekseni (rotatory inversion axis)— 1,3, 4,6

Ayna yansimasi (mirror reflection) m

v

Dontistimlii yansimalara 6zel/belirli semboller verilmez. Ayna sembolii m
tek basinaoy, oy, ve o, ’yi ayirt edemez. Onun yerine, n/m yazilarak bir yatay
ayna belirtilir; buradan ayna diizlemin n-kath eksene dik oldugu anlasilir. Bunun
Otesinde; nm, ayna diizlemin n-katli ekseni igerdigi anlamina gelir. Nokta

gruplart i¢in uluslar arasi semboller yukaridaki kurallardan kurulmustur.
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Mesela, Sekil 5.6> da gosterilen D,4 ya da 42m grubunun dort katli bir
dontigiimlii ters doniisiim ekseni (rotatory inversion axis) ve iki tane iki katli

ekseni vardir. Ayna diizlemler 4 eksenini igerir.

5.7 Arsimet Katilarinin Simetri Gruplari

Bu bolimde Arsimet katilart i¢in simetri gruplari incelenecektir.

5.7.1 Truncated Tedrahedron (Kesik Tetrahedron)’un Simetri
Grublar

Uggen grubu (triangle group) olarak da bilinen tam (achiral)
tedrahedron simetriye ( T4 veya * 332 veya43m ) sahiptir. Bu grup bir
yansima, iki farkli eksen etrafinda donme ve idantik operasyonlar nedeni

ile, S, simetri grubuna izomorftur.

Tablo 5.6 Truncated tetrahedronun yansima operasyonlar1

Truncated
Tanimlama Sayisi
Tetrahedron

Karsiliklt yiizeyler
yansima ) 6
arasindaki kenar boyunca
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donme
ekseni( 1)

yansuna
diizlemi

<v

dénme
ekseni( 11)

Sekil 5.11 Truncated tedrahedronun yansima ve donme eksenleri

Truncated tetrahedronun bir tiir yansima diizlemi, iki tiir de donme
ekseni vardir. Sekil 5.11°de donme ekseni tiirlerine ve yansima diizlemi
tirline birer Ornek c¢izilmistir. Tim yansima diizlemleri ve ddnme
eksenleri ¢izildiginde sekiller anlasilmaz olacagindan, bdyle bir yontem
tercih edilmistir. Tablo 5.6 ve 5.7°de ise tetrahedrona ait yansima ve

donme eksenleri hakkinda daha genis agiklama yapilmistir.
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Tablo 5.7 Truncated tetrahedronun donme operasyonlari

(dénme ekseni-II)

noktasina birlestiren

eksen

Tanimlamanin
Tetrahedron Tanimlama uygulanacagi kose Tekrar sayist
sayisi
Her bir koseyi,
dénme ) )
karsisindaki yiizeyin
operasyonu ) ) ) 4 3
) merkezine birlestiren
(donme ekseni-1)
eksen
Bir kenarin orta
donme noktasini, karsi
operasyonu kenarin orta 3 2

5.7.2 Truncated Octahedron (Kesik Oktahedron)’un Simetri Gruplari

0y, (*432) tam (achiral) octahedral simetriye sahiptir. Bu grup O ile
ayni donme eksenine sahiptir. Fakat TqveT,’ 1n ayna diizleminin her
ikisini kapsayan ayna diizlemi vardir. Bu grup, li¢ farkli eksen etrafinda

donme, doniisimlii yansima (rotatory reflection) ve idantik operasyonlari

nedeni ile S, x C,” ye izomorftur.

Tablo 5.8 Truncated octahedronun yansima operasyonlari

Truncated
Octahedron

Tanimlama

Sayisi

Yansima(l)

Hacim merkezindeki
dortgenlerin olusturdugu

diizlem

Yansima(II)

Karsiliklt dort yiiziin alt
ve ustteki bulustuklari
noktalar ile, ortadaki
dortgenin kenar orta
noktalarinin

olusturduklar: diizlem
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z donme
ekseni(l)
yansima
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ekseni(l1) \ - N :
oS :
SN S : Y
AN~
1 i| donme
I / ekseni(l11)

Sekil 5.12 Truncated octahedronun yansima ve déonme eksenleri

Tablo 5.9 Truncated octahedronun donme operasyonlari

Karsilikl1 koseleri

Tanimlamanin
Truncated
Tanimlama uygulanacagi kose Tekrar sayist
Octahedron
sayisi
donme

operasyonu ) ) 3 4
. birlestiren eksen
(donme ekseni-1)
‘v Bir kenarin orta
Ll .
- doénme noktasini, karsi
5 operasyonu kenarin orta 6 2
% (donme ekseni-11) | noktasina
.Z birlestiren eksen
Bir yiizeyin orta
donme
noktasini, karsi
operasyonu )
. ylizeyin orta 4 3
(donme ekseni-
noktasina

1)

birlestiren eksen

@) ANADOLU UN
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Truncated oktahedronun iki tiir yansima diizlemi, {i¢ tiir de donme
ekseni vardir. Sekil 5.12°de donme ekseni tiirlerine ve yansima diizlemi
tiriine birer Ornek c¢izilmistir. Tablo 5.8 ve 5.9’da ise truncated
oktahedrona ait yansima ve donme eksenleri hakkinda daha genis agiklama

yapilmistir.

5.7.3 Truncated Cube (Kesik Kiip)’iin Simetri Gruplar

Oy (*432) tam (achiral) octahedral simetriye sahiptir. Bu grup, ii¢
farkli eksen etrafinda donme, doniisiimlii yansima (rotatory reflection) ve

idantik operasyonlar1 nedeni ile S, x C,’ ye izomorftur.

yansuna yansima
7 diizlemi diizlemi (1)
M
donme

ekseni (1)

donme ekseni

(1

N\ o

: onme
: ekseni (I11)
~
o .
& ~
&
~

Sekil 5.13 Truncated Kiibiin yansima ve donme eksenleri
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Truncated kiibiin iki tiir yansima diizlemi, ii¢ tiir de donme ekseni
vardir. Sekil 5.13° de donme ekseni tiirlerine ve yansima diizlemi tiiriine
birer 6rnek c¢izilmistir. Tablo 5.10 ve 5.11°de ise truncated kiibe ait

yansima ve donme eksenleri hakkinda daha genis agiklama yapilmistir.

Tablo 5.10 Truncated Kiibiin yansima operasyonlari

Truncated Kiib Tanimlama Sayisi

Karsilikli dort yiizeyin
kenarlarinin orta

Yansima(I) 3
noktalarinin olusturdugu

ylzeyler

Birbirine dik yiizeylerin,
komsu olmayan

Yansima(II) ) ) 6
kenarlarini birlestiren

yiizeyler

Tablo 5.11 Truncated Kiibiin dénme operasyonlar1

Tanimlamanin
Truncated
Tanimlama uygulanacagi kose Tekrar sayist
Kiib
sayisi
Bir yiizeyin orta
donme noktasini, karsi
operasyonu ylizeyin orta 4 3
(donme ekseni-l) | noktasina birlestiren
D eksen
Lu Bir kenarin orta
o|: d" k k
) onme noktasini, karsi
% operasyonu kenarin orta 6 2
> (donme ekseni-Il) | noktasina birlestiren
- eksen
Bir yiizeyin orta
donme
noktasini, karsi
operasyonu )
) ylizeyin orta 3 4
(donme ekseni- ) )
m noktasina birlestiren
eksen

@) ANADOLU UN
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5.7.4 Truncated Icosahedron (Kesik ikosahedron)’un Simetri Gruplar:

I;, tam icosahedral simetriye sahiptir. Alt indisi iki olan normal alt
gurup I'ya sahiptir. Bu grup, Bu grup, ii¢ farkli eksen etrafinda donme,
dontistimlii yansima (rotatory reflection) ve idantik operasyonlari nedeni ile

[x C, veya As x C,” ye izomorftur.

yansima
diizlemi

. donme
ekseni (111)

Dénme
ekseni (1)

~

Donme
ekseni (1) =

Sekil 5.14 Truncated icosahedronun yansima ve donme eksenleri

Tablo 5.12 Truncated icosahedronun yansima operasyonlari

Truncated
] Tanimlama Sayisi
Icosahedron
Karsiliklt dort yiizden,
komsu iki yliziin ortak
Yansima(I) kenarinin, karst komsu 15
iki ytliziin ortak kenari
arasindaki yiizey
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Truncated icosahedronun bir yansima diizlemi, ii¢ tiir de donme
ekseni vardir. Sekil 5.14’de yansima diizlemi ve donme ekseni tiirlerine
birer 6rnek ¢izilmistir. Tablo 5.12 ve 5.13’de ise truncated icosahedrona

ait yansima ve donme eksenleri hakkinda daha genis aciklama yapilmistir.

Tablo 5.13 Truncated Icosahedronun dénme operasyonlari

Tanimlamanin
Truncated
. Tanimlama uygulanacagi kose Tekrar sayist
Icosahedron
say1si
Bir kenarin orta
dénme noktasini, karsi
operasyonu kenarin orta 15 2
(donme ekseni-1) | noktasina
birlestiren eksen
Bir altigen
ylizeyinin orta
donme
noktasini, karsi
operasyonu o 10 3
) altigen yiizeyinin
(donme ekseni-11)
orta noktasina
birlestiren eksen
donme Bir besgen
operasyonu ylizeyinin orta
(donme ekseni- noktasini, karsi 6 .
1) besgen ylizeyinin
orta noktasina
birlestiren eksen

5.7.5 Truncated Dodecahedron (Kesik Dodekahedron)’un Simetri Gruplari

I, (*532) tam icosahedral simetriye sahiptir. Alt indisi iki olan
normal alt gurup Iya sahiptir. Bu grup, Bu grup, ii¢ farkli eksen etrafinda
donme, doniislimlii yansima (rotatory reflection) ve idantik operasyonlari

nedeni ile [ x C, veya As x C,” ye izomorftur.
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donme
ekseni (1)

yansima
diizlemi (1)

donme
ekseni (I1)

ekseni (111)

Sekil 5.15 Truncated dodecahedron’un yansima ve donme eksenleri
Truncated dodecahedronun bir yansima diizlemi, {i¢ tiir de donme
ekseni vardir. Sekil 5.15°de yansima diizlemi ve donme ekseni tiirlerine

birer 6rnek ¢izilmistir. Tablo 5.14 ve 5.15°te ise Truncated dodecahedrona

ait yansima ve donme eksenleri hakkinda daha genis aciklama yapilmistir.

Tablo 5.14 Truncated dodecahedronun yansima operasyonlari

Truncated
Tanimlama Sayisi
Dodecahedron
Karsiliklt dort ytlizden,
komsu iki yiizlin ortak
Yansima(I) kenarinin, karst komsu 15
iki ytliziin ortak kenari
arasindaki ylizey
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Tablo 5.15 Truncated dodecahedronun dénme operasyonlari

Tanimlamanin
Truncated
Tanimlama uygulanacagi kose Tekrar sayist
Dodecahedron
say1si
Bir kenarin orta
noktasini, karsi
doénme operasyonu
i kenarin orta 15 2
(donme ekseni-11)
noktasina
birlestiren eksen
Bir ylizeyin orta
noktasini, karsi
doénme operasyonu )
i yiizeyin orta 6 5
(donme ekseni-111)
noktasina
birlestiren eksen
Bir yiizeyin orta
noktasini, karsi
dénme operasyonu )
) ylizeyin orta 10 3
(donme ekseni-111)
noktasina
birlestiren eksen

5.7.6 Cuboctahedron (Kiipoktahedron)’un Simetri Gruplar:

Oy, (*432) tam (achiral) octahedral simetriye sahiptir. Bu grup, ii¢
farkl1 eksen etrafinda donme, donilisiimlii yansima (rotatory reflection) ve

idantik operasyonlar1 nedeni ile S, x C,’ ye izomorftur.

Cuboctahedron iki yansima diizlemi, {li¢ tiir de donme ekseni vardir.
Sekil 5.16’da yansima diizlemi ve donme ekseni tiirlerine birer Ornek
cizilmistir. Tablo 5.16 ve 5.17°te ise cuboctahedrona ait yansima ve

donme eksenleri hakkinda daha genis agiklama yapilmistir.
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yansima
diizlemi (1)

yansima
diizlemi (1)

Ve

dénme
ekseni (1)

(donme ekseni-111)

noktasina

birlestiren eksen

donme
ekseni (I1)
. 7 x / !\ donme
ekseni (1)
Sekil 5.16 Cuboctahedronun yansima ve donme eksenleri
Tablo 5.16 Cuboctahedronun donme operasyonlari
Tanimlamanin
Cuboctahedron Tanimlama uygulanacagi kose Tekrar sayist
sayisi
Bir yiizeyin orta
noktasini, karsi
dénme operasyonu )
) yiizeyin orta 3 4
(donme ekseni-I)
noktasina
birlestiren eksen
donme operasyonu | Karsilikli koseleri A )
(donme ekseni-Il) | birlestiren eksen
Bir yiizeyin orta
noktasini, karsi
donme operasyonu )
ylizeyin orta 4 3
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Tablo 5.17 Cuboctahedronun yansima operasyonlari

Cuboctahedron Tanimlama Sayisi

Karsiliklt koselerin
Yansima(I) 3
olusturdugu yiizeyler

Katiy1 igine alan kiipte

birbirine dik yiizeylerin,
Yansima(II) komsu olmayan 6
kenarlarini birlestiren

ylzeyler

5.7.7 lcosidodecahedron (ikozidodekahedron)’un Simetri Gruplari

I, (*532) tam icosahedral simetriye sahiptir. Alt indisi iki olan
normal alt gurup Iya sahiptir. Bu grup, Bu grup, ii¢ farkli eksen etrafinda
donme, doniisiimlii yansima (rotatory reflection) ve idantik operasyonlari

nedeni ile [ x C, veya Ag x C,’ ye izomorftur.

icosidodekahedronun bir yansima diizlemi, {i¢ tir de donme ekseni
vardir. Sekil 5.17°de yansima diizlemi ve donme ekseni tiirlerine birer
Oornek ¢izilmistir. Tablo 5.18 ve 5.19°te ise icosidodecahedrona ait

yansima ve donme eksenleri hakkinda daha genis aciklama yapilmistir.

Tablo 5.18 icosidodecahedronun yansima operasyonlari

Icosidodecahedron Tanimlama Sayist

Uggenlerin ve
besgenlerin kesistigi
noktadan, karst
Yansima(I) . 15
Ucgenlerin ve
besgenlerin kesistigi

arasindaki yiizey
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donme

ekseni (11)

donme
ekseni (111)

dénme
ekseni (1)

yansima
diizlemi (1)

Sekil 5.17 icosidodecahedronun yansima ve donme eksenleri

Tablo 5.19 icosidodecahedronun dénme operasyonlari

Tanimlamanin
Truncated
Tanimlama uygulanacagi kose | Tekrar sayisi
Dodecahedron
sayis1

Uggenlerin ve

besgenlerin kesistigi

noktadan, karsi
donme operasyonu | ]

) Uggenlerin ve 15 2

(donme ekseni-1) ) o

besgenlerin kesistigi

noktadan birlestiren

eksen

Bir ylizeyin orta
donme operasyonu | noktasini, karsi 6 .
(donme ekseni-ll) | yiizeyin orta noktasina

birlestiren eksen

137




Tablo 5.19 (Devam) icosidodecahedronun dénme operasyonlari

Bir yiizeyin orta

doénme operasyonu | noktasini, karsi 10 3
(donme ekseni-l11) | ylizeyin orta noktasina

birlestiren eksen

5.7.8 Rhombicuboctahedron (Rombikiipoktahedron)’un  Simetri
Gruplan

0y, (*432) tam (achiral) octahedral simetriye sahiptir. Bu grup, iki
farkli eksen etrafinda donme, doniisiimlii yansima (rotatory reflection) ve

idantik operasyonlar1 nedeni ile S, x C,’ ye izomorftur.

Rhombicuboctahedronun iki yansima diizlemi, iki tir de donme
ekseni vardir. Sekil 5.18’de yansima diizlemi ve donme ekseni tiirlerine
birer 6rnek ¢izilmistir. Tablo 5.20 ve 5.21°te ise rhombicuboctahedrona ait

yansima ve donme eksenleri hakkinda daha genis agiklama yapilmistir.

Tablo 5.20 Rhombicuboctahedronun yansima operasyonlari

Rhombicuboctahedron Tanimlama Sayisi

0 Kose noktalarini 6
Yansima
birlestiren yiizeyler

Karsilikli dort ylizeyin

kenarlarinin orta
Yansima(Il) 3
noktalarinin
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olusturdugu yilizeyler
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donme yansima
ekseni (1) diizlemi (1)
\ llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
.. \ ..E
1 yansima
fﬁ' i ~ A diizlemi (1)
; Yo !
: : 1 io )t Y,
g . .:I’
-4t 7~
Pk /0t 3
A W - e e Y -
PS N U/ |
A |
5 I i
iy A S \
donme
X ekseni (11)

Sekil 5.18 Rhombicuboctahedronun yansima ve donme eksenleri

Tablo 5.21 Rhombicuboctahedronun dénme operasyonlari

Rhombicuboctahedron

Tanimlama

Tanimlamanin
uygulanacagi kose

say1s1

Tekrar sayist

dénme operasyonu

(donme ekseni-1)

IVERSITESI

Bir yiizeyin
orta noktasini,
karst yiizeyin
orta noktasina
birlestiren

eksen

dénme operasyonu

(donme ekseni-11)

Bir ylizeyin
orta noktasini,
kars1 yiizeyin
orta noktasina
birlestiren

eksen
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5.7.9 Great Rhombicuboctahedron (Biiyiik Rombikiipoktahedron)’un

Simetri Gruplar

0y, (*432) tam (achiral) octahedral simetriye sahiptir. Bu grup, iki
farkli eksen etrafinda donme, doniigiimlii yansima (rotatory reflection) ve

idantik operasyonlar1 nedeni ile S, x C,’ ye izomorftur.

Tablo 5.22 Great Rhombicuboctahedronun dénme operasyonlari

Tanimlamanin
Great
) Tanimlama uygulanacagi kose | Tekrar sayisi
Rhombicuboctahedron
sayisi
Bir yiizeyin orta
noktasini, karsi
doénme operasyonu )
] yiizeyin orta 3 4
(dénme ekseni-I)
noktasina
birlestiren eksen
Bir yiizeyin orta
noktasini, karsi
dénme operasyonu )
i ylizeyin orta 6 2
(donme ekseni-11)
noktasina
birlestiren eksen
Bir ylizeyin orta
noktasini, karsi
dénme operasyonu ]
) ylizeyin orta 4 3
(dénme ekseni-lII)
noktasina
birlestiren eksen

Great rhombicuboctahedronun iki yansima diizlemi, i¢ tir de
donme ekseni vardir. Sekil 5.19°da yansima diizlemi ve donme ekseni
tirlerine birer Ornek ¢izilmistir. Tablo 5.22 ve 5.23’te ise great
rhombicuboctahedrona ait yansima ve donme eksenleri hakkinda daha

genis agiklama yapilmistir.
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Tablo 5.23 Great Rhombicuboctahedronun yansima operasyonlari

Great
. Tanimlama Sayisi
Rhombicuboctahedron
Karsiliklt dort yilizeyin
kenarlarinin orta
Yansima(I) 5
noktalarinin
olusturdugu yiizeyler
Karsilikli dort yiizeyin
kenarlarinin orta
Yansima(Il) 4
noktalarinin
olusturdugu yiizeyler
|
donme \Z“ yansima
ekseni (1) / diizlemi (1)

N\,

N <t // = | yansima
¢ \ ‘ \ / o diizlemi (1)
u'..’ - _\ & ’ :

.’: ...... . .’.: ....... Safennnnn f T ..........\..0.. :
5 N 4 N :
\’ SN ? : :

] I . ! :

T IR\ - | A
| - RO iy : >
oI 4

‘\.' NE::: . . | “ IR R - A .
N X _.% . N\ donme
e / ekseni (I1)
..o. n \ E ‘.o" \
. —

donme ekseni

D

Sekil 5.19 Great rhombicuboctahedronun yansima ve donme eksenleri
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5.7.10 Rhombicosidodecahedronun Simetri Gruplari

I, (*532) tam icosahedral simetriye sahiptir. Alt indisi iki olan normal alt
gurup I ya sahiptir. Bu grup, Bu grup, t¢ farkli ecksen etrafinda donme,
doniisiimlii yansima (rotatory reflection) ve idantik operasyonlar1 nedeni ile

[xC, veya A x C,° ye izomorftur.

Tablo 5.24 Rhombicosidodecahedronun yansima operasyonlari

Rhombicosidodecahedron Tanimlama Sayisi

Bir karenin kenarinin
orta noktasinin, karsi
Yansima(I) karenin kenarlarinin 30

orta noktalarini

birlestiren yiizey

donme l
ekseni (1)

yansima
diizlemi (1)

donme
ekseni (11

donme ekseni \I
(Un)

Sekil 5.20 Rhombicosidodecahedronun yansima ve donme eksenleri
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Rhombicosidodecahedronun iki yansima diizlemi, {i¢ tiir de donme
ekseni vardir. Sekil 5.20’de yansima diizlemi ve donme ekseni tiirlerine
birer 6rnek ¢izilmistir. Tablo 5.24 ve 5.25°te ise rhombicosidodecahedrona

ait yansima ve donme eksenleri hakkinda daha genis aciklama yapilmistir.

Tablo 5.25 Rhombicosidodecahedronun dénme operasyonlari

Tanimlamanin

Rhombicosidodecahedron Tanimlama uygulanacagi

Tekrar

__ sayisi
kose sayisi

Bir ylizeyin orta

noktasini, karsi
dénme operasyonu
) ylizeyin orta 15 2
(donme ekseni-1)
noktasina

birlestiren eksen

Bir yiizeyin orta

noktasini, karsi
dénme operasyonu
ylizeyin orta 6 5
(dénme ekseni-II)
noktasina

birlestiren eksen

Bir ylizeyin orta

noktasini, karsi
dénme operasyonu )
ylizeyin orta 10 3
(donme ekseni-111)
noktasina

birlestiren eksen

5.7.11 Great Rhombicosidodecahedron (Biiyiik
Rombikosidodekahedron)’un Simetri Gruplari

I, (*532) tam icosahedral simetriye sahiptir. Alt indisi iki olan normal alt
gurup I ya sahiptir. Bu grup, Bu grup, ti¢ farkli eksen etrafinda donme,
donlisiimlii  yansima (rotatory reflection) ve idantik operasyonlari nedeni ile

[xC, veya A; x C,’ ye izomorftur.
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donme
ekseni (N

yansima
diizlemi (1)

donme

ekseni (11
N
‘ A
dénme
ekseni (111)
Sekil 5.21 Great rhombicosidodecahedronun yansima ve donme eksenleri
Tablo 5.26 Great rhombicosidodecahedronun yansima operasyonlari
Great
. . Tanimlama Sayist
Rhombicosidodecahedron
Bir karenin kenarinin
orta noktasinin, karsi
Yansima(I) karenin kenarlarinin 30
orta noktalarini
birlestiren yiizey
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Great rhombicosidodecahedronun bir yansima diizlemi, ii¢ tiir de
donme ekseni vardir. Sekil 5.21°de yansima diizlemi ve donme ekseni
tirlerine birer oOrnek cizilmistir. Tablo 5.26 ve 5.27° de ise great
rhombicosidodecahedrona ait yansima ve donme eksenleri hakkinda daha

genis agiklama yapilmistir.

Tablo 5.27 Great rhombicosidodecahedronun dénme operasyonlari

Tanimlamanin
Great Tekrar

Tanimlama uygulanacagi

rhombicosidodecahedron . sayist
kose sayist

Bir yilizeyin orta

noktasini, karsi
doénme operasyonu )
) yiizeyin orta 15 2
(dénme ekseni-I)
noktasina birlestiren

eksen

Bir yilizeyin orta

noktasini, karsi
dénme operasyonu )
ylizeyin orta 6 5
(donme ekseni-11)
noktasina birlestiren

eksen

Bir yiizeyin orta

noktasini, karsi
doénme operasyonu )
ylizeyin orta 10 3
(dénme ekseni-lII)
noktasina birlegtiren

eksen

5.7.12 Snub Cube (Snub Kiip)’iin Simetri Gruplari

O (*432) doniissel (chiral) octahedral simetriye sahiptir. Bu grup, T
(chiral tedrahedral) simetri gibidir. Fakat C, eksenleri yerine burada C,
eksenleri vardir. Tq ve O izomorfiktir. Her ikisi de dort objeli simetri

grubu S, ile iliskilidir.
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Snub cube’un ii¢ tiir donme ekseni vardir. Sekil 5.22°de donme
ekseni tiirlerine bir 6rnek ¢izilmistir. Tablo 5.28 de ise snub cube’e ait
dénme eksenleri hakkinda daha genis aciklama yapilmistir. Uggen ve
karelerin olusmasi simetrik olmadigindan Snub cube’e ait yansima

diizlemi yoktur.

dénme
ekseni (1)

donme
ekseni (I1)

donme
ekseni (111)

.

Sekil 5.22 Snub kiibiin donme eksenleri
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Tablo 5.28 Snub kiibiin d6nme operasyonlari

Tanimlamanin
. Tekrar
Snub kiip Tanimlama uygulanacagi sayisi
kose sayisi

Bir yilizeyin orta

noktasini, karsi
doénme operasyonu )
yiizeyin orta 3 4
(donme ekseni-1)
noktasina birlestiren

eksen

Bir kenarin orta

noktasini, karsi
dénme operasyonu
kenarin orta 6 2
(dénme ekseni-II)
noktasina birlestiren

eksen

Bir yilizeyin orta

noktasini, karsi
donme operasyonu )
ylizeyin orta 4 3
(donme ekseni-111)
noktasina birlestiren

eksen

5.7.13 Snub Dodecahedron’un Simetri Gruplar

I icosahedral donme simetrisinee sahiptir. Bu grup, ti¢ farkli eksen
etrafinda donme ve idantik operasyonlar1 nedeni ile degisen (alternating)

grup olan A, ’ e izomorftur.

Snub dodecahedronun, ii¢ tiir de donme ekseni vardir. Sekil 5.23’de
donme ekseni tiirlerine bir Ornek ¢izilmistir. Tablo 5.29 de ise snub
dodecahedrona ait donme eksenleri hakkinda daha genis agiklama
yapilmistir. Uggen ve karelerin olusmas: simetrik olmadigindan Snub

dodecahedrona ait yansima diizlemi yoktur.
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donme —A\ - :
ekseni . donme ekseni
(N & \ '~ (1
\ S
A : \_ * =\ .~
7 ~ 27 | l
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K/ I, ‘ J 1
K &,
i i le
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~ Yy -2
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VIS / \
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.. 4 \
donme \ 7"
ekseni (111) < =% =
A
\ Y

Sekil 5.23 Snub dodecahedronun dénme eksenleri
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Tablo 5.29 Snub dodecahedronun donme operasyonlari

Tanimlamanit
n Tekrar
Snub dodecahedron Tanimlama
uygulanacagi sayis1
kose sayist
iki yiizeyi birlestiren
kenarin orta noktasini,
dénme operasyonu kars1 iki yiizeyi
(dénme ekseni-1) birlestirenkenarin orta o :
noktasinaibirlegtiren
eksen
Bir ylizeyin orta
donme operasyonu noktasini, karsi
(donme ekseni-II) ylizeyin orta noktasina ° °
birlestiren eksen
Bir yiizeyin orta
donme operasyonu noktasini, karsi 20 3

(donme ekseni-111)

ylizeyin orta noktasina

birlestiren eksen
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6. YARI SIMETRIK YAPILAR ICIN SIMETRI
OPERASYONLARININ CLIFFORD CEBIRIYLE
INCELENMESI

Yar1 simetrik yapilarin simetri operasyonlarinin ifadesi, molekiil
fizigi, kristalografi ve katihal fizigi i¢in olduk¢a Onemlidir. Molekiil
yapilarin tanimlanmasit ve buradaki operasyonlar sonucundaki yapinin
yeni konumu ve bu ifadeler yardimiyla diger fiziksel biyiikliiklerin
hesaplanmasi i¢in operasyonlarin en kisa ve dogru metotla temsil edilmesi
ve hesaplanabilmesi gerekir. Bu tezde, bu amacin Clifford cebiriyle de

gerceklendigi ortaya konulmustur.

Bu tezde One siiriilen metot, bilinen matris metotlarindan daha kisa
ve daha islevseldir. Bu boliimde yar1 simetrik yapt olan Arsimet katilari
icin bu islevsellik ortaya konacaktir. Donme, yansima ve donme- yansima
(doniistimlii yansima (rotatory reflection)) operasyonlari, Clifford cebirinde

Arsimet katilarinin bir kismiyla drneklenecektir.
6.1 Donme Operasyonlari

Arsimet katilarinin 5. boéliimde gosterilen donme operasyonu
Clifford cebiriyle hesaplanacaktir. Bu islem farkli agilar i¢in Arsimet
katilarinin bir kismina uygulanacaktir. Tiim diger donme operasyonlar1 da,

ayni metotla hesaplanabilir.

e Rhombicuboctahedronu, Sekil 5.18’deki I. donme ekseni etrafinda
180° lik bir dénme operasyonu (C,) yaptigi varsayilsin. Bu
durumda 13 nolu kosenin yeni konumu arastirilabilir. 13 nolu
koseyi temsil eden vektor ise;

§)13 = 1,8561 + ae, + aes (61)

dir. Esitlik (3.82)’den R rotoru,
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R; = cos>0 + sin=6R| (6.2)

seklinde ifade edilir. Bu esitlikte ﬁl dogrultman kosiniisii olarak adlandirilir.
Bu, dogrultman kosiniisiinii temsil eden vektorle pseudoscalarin g¢arpimiyla

bulunur:

R, =R (6.3)
Bu esitlik I. donme ekseni i¢in

R; = (0e; + Oe, + les)e s = €5, (6.4)

bulunur. Buradan da gorildigi tlizere kati e;, diizlemini tarayarak bir

donme yapacaktir. Egitlik (3.82), (6.1), (6.2) ve (6.4)’den;
R= Rl(ﬁm)Rik 6.5)
= (cos3(180") + sin2 (180")R; ) (1.85e, + ae; + ae;)
(cos(180°) + sin (180")K,)
= e,,(1,85e; + ae, + ae3)(—e;y)
= (—1,85e, — ae, + aey)

bulunur. Bulunan sonu¢ da 17 nolu kdsenin koordinatlarini temsil eden vektordiir.

Ayni hesaplama bilinen matris metodu ile yapilmis olsaydi, z-ekseni

etrafinda donme matrisi

cosO —sin®@ 0
D,=|sin@ cos6 O (6.6)
0 0 1
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oldugundan, 6 acis1 kadar z-ekseni etrafindaki bir donme operasyonu

sonucu, bir noktanin yeni koordinatlari,

x' cos6 —sinB 0\ /X
<y’> = <sin9 cosd O) <y> (6.7)
VA 0 0 1/ \z

ifadesi ile bulunur.

Yukarida yapilan Rhombicuboctahedronun 13 nolu kdsesi icin I.
donme ekseni etrafinda 180° lik bir donme operasyonu (C,) matris

yontemiyle de yapilsin:

x' cos® —sinB 0\ /X -1 0 0\ /1,85 -1,85
<y’> = (sine cosf 0> <y) = ( 0 -1 0)( a > = < —-a >
7' 0 0 1/ ‘\z 0 0 1 a a

Matris yontemiyle bulunan sonug¢ da 17 nolu kdsenin koordinatlarini temsil eden

vektordir.

Ancak dikkat edilmesi gereken bir ayrinti da her donme ekseni i¢gin

farkli donme matrisi kullanilmas1 gerektigidir.

1 0 0 cosO 0 sin0
D= (0 cos0 —sine) Dz:< 0 1 0) (6.8)

0 sin®@ cosO —sin®@ 0 cosO

Ayrica eksenler iizerinde degil de her hangi bir kose etrafindaki
donmelerde matris metodu daha da zorlasacak ve islem sayis1 artacaktir.
Halbuki Clifford cebiri kullanilarak gerceklestirilen hesaplamada dénme
eksenine bagli olmaksizin, ayni islem sirasi uygulanmaktadir. Késelerden
gecen donme eksenleri etrafindaki donme operasyonlar1 hesaplamalari ise,

kolaylikla gerceklestirilebilmektedir.
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e Truncated icosahedronu Sekil 5.14’deki III. donme ekseni etrafinda
72° lik bir donme operasyonu (Cs) yaptig1 varsayilsin. Bu durumda
2 nolu kosenin yeni konumu aragtirilabilir. 2 nolu koseyi temsil
eden vektor ise;

ﬁ)z = 0e1 + O,Saez + €3 = 0,20562 + €3 (69)

dir. Esitlik (6.2)’den R rotoru
1 . 14T
R = c0556+smEGRI (6.10)

seklinde ifade edilir. ﬁl dogrultman kosiniisii, besgenlerin merkezinden

gecen vektor ile pseudoscalarin ¢arpimiyla bulunur:

R, =R, (6.11)
Besgenin merkezinden gecen vektor;

R; = Oe, + 1,225ae, + 1,98ae; = 0,50225e, + 0,8118e;

Bu esitlik II1. donme ekseni i¢in

_R)I = (0,5022562 + 0,811863)8123 = —0,50225813 + 0,8118612 (6.12)

bulunur. Buradan da gorildiigii lizere kati —0,50225e;; + 0,8118e,,
diizlemini tarayarak bir donme yapacaktir. Egitlik (3.82), (6.1), (6.2) ve
(6.4)’den;

R = R;(Ry3)R;

= (0052(720) + sin%(72°)ﬁ1) (0,205e, + e3) (cos%(72°) + sin%(72°)ﬁ1)
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= (0,81 + 0,59(—0,50225e,5 + 0,8118e,,))(0,205e, + e5)(0,81 —
0,59(—0,50225e13+0,8118e12)

= (0,81 — 0,29¢,5 + 0,48e,,)(0,205e, + €;)(0,81 + 0,29¢,5 — 0,48e,,)
=~ —0,32e, + 0,41e, + 0,86e; ~ —0,81ae, + ae, + 2,12ae, (6.13)

bulunur. Bulunan sonug¢ da 7 nolu kdsenin koordinatlarini temsil eden vektordiir.

Bu islem 5 kez tekrarlandiginda kat1 ilk bastaki haline doner.

e Truncated dodecahedronu Sekil 5.15°deki III. donme ekseni
etrafinda 120° lik bir dénme operasyonu (C3) yaptigi varsayilsin.
Bu durumda 10 nolu kdsenin yeni konumu arastirilabilir. 10 nolu
koseyi temsil eden vektor ise;
_R)IO = Oel + O,Saez + e3 = 1,762 + e3 (6.14)
dir. Esitlik (6.2)’den R rotoru

R; = cos%9+sin%9ﬁl (6.15)

seklinde ifade edilir. ﬁl dogrultman kosiniisii, ticgenlerin merkezinden gecen

vektor ile pseudoscalarin carpimiyla bulunur:

R, =R, (6.16)
Uggenin merkezinden gegen vektor;

R; = Oe, + 0,905ae, + 2,72ae; = 0,355e, + 0,927¢e;

Bu esitlik III. donme ekseni i¢in

_R)I == (0,35582 + 0,92763)8123 = —0,355613 + 0,927812 (6.17)
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bulunur. Buradan da goriildiigii izere kat1 —0,355e,3 + 0,927e,, diizlemini

tarayarak bir donme yapacaktir. Esitlik (3.82), (6.1), (6.2) ve (6.4)’den;

ﬁ = Rl(ﬁ)m)Rik
1 o .1 o\ 1 o 01 o= \"
= (cosz(120 ) +sin (1207)R;) (1,7e; + €5) (cos;(lZO ) +sin> (120)R, )

= (0,5 + 0,87(—0,355e,5 + 0,927e,,))(1,7e, + €3)(0,5 — 0,87(—0,355e,5 +
0,927e12)

= (0,5 - 0,31613 + 0,81612)(0,20562 + 83)(0,5 + 0,31613 - 0,81812)
=~ —0,17e, + 0,44e, + 0,89e; ~ —0,5ae, + 1,31ae, + 2,62ae; (6.18)

bulunur. Bulunan sonu¢ da 28 nolu kosenin koordinatlarini temsil eden vektordiir.

Bu islem 3 kez tekrarlandiginda kat1 bastaki haline doner.

e (Great rhombicosidodecahedron Sekil 5.21°deki I. donme ekseni
etrafinda 90° lik bir donme operasyonu (C,) yaptig1 varsayilsin. Bu
durumda 1 nolu kdsenin yeni konumu arastirilabilir. 1 nolu kdseyi
temsil eden vektor ise;

R, = 0,5ae, — 0,5ae, + 3,74ae; (6.19)

dir. Esitlik (6.2)’den R rotoru
1 . 1,T
R; = cosEG + smEGRI (6.20)

seklinde ifade edilir. ﬁl dogrultman kosiniisti, z ekseni etrafinda donme

oldugundan ekseni belirten vektor ile pseudoscalarin ¢carpimiyla bulunur:

R, =Rl (6.21)
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Bu esitlik I. donme ekseni i¢in
ﬁ)l = (Oel + Oez + 183)6123 = elz (622)

bulunur. Buradan da gorildigi tlizere kati1 e;, diizlemini tarayarak bir

donme yapacaktir. Egitlik (3.82), (6.1), (6.2) ve (6.4)’den;
R = Rl(ﬁ)m)Rik
1 o .1 o\ 1 o

= (cosz 90) + 31n5(90 )RI) (0,5ae, — 0,5ae, + 3,74ae;) (cos;(90 )+
sin12(90°)RI*

V2 V2 V2 V2
=G t5 (e12))(0,205e; + e3) (7 -5 (912))
= —0,5a81 - O,Saez + 3,8463 (6.23)

bulunur. Bulunan sonu¢ da 28 nolu kdsenin koordinatlarini temsil eden vektordiir.

Bu islem 4 kez tekrarlandiginda kati1 ilk bastaki haline doner.
6.2 Yansima Operasyonlari

Arsimet katilarinin 4. bolimde gosterilen yanima operasyonu
Clifford cebiriyle hesaplanacaktir. Tiim diger yansima operasyonlar1 da,

ayn1 metotla hesaplanabilir.

e Sekil 5.20 ve Tablo 5.24’ten rhombicosidodecahedronun yansima

operasyonu i¢in yansima diizlemini y ve z eksenleri (oy,) olusturur.

Bu durumda yansima diizlemi bir Y ¢okluvektorii ile gosterilebilir.

Yansima diizlemi i¢in:

Yt = O-yZ = 623 (624)
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bulunur. (")rnegin Tablo 5.24°ten 2 nolu kosenin Y, diizlemindeki

yansimasi Egitlik (3.63)’den

R =Y, (Ry)Y, ! (6.25)
bulunur. Tablo 4.17’ten 9 nolu kdseyi temsil eden vektor,

Ry = 2,12ae, + 0,5ae, + 0,5ae; (6.26)
seklide yazilabilir. ﬁg, Esitlik (6.25)’de yerine yazilirsa;

R = e,3(2,12ae; + 0,5ae, + 0,5ae3)e,;

= —2,12ae, + 0,5ae, + 0,5ae; (6.27)

bulunur. Sonug¢ vektor ise Tablo 4.17°den goriilecegi lizere 13 nolu koseyi

temsil eden vektordiir.

e Sekil 5.11 ve Tablo 5.6’ten truncated tetrahedronun yansima
operasyonu i¢in yansima diizleminin, karsilikl1 yiizeyler arasindaki

kenar boyunca oldugu goriilebilir. Bu durumda yansima diizlemi bir
Y cokluvektori ile gosterilebilir. Ancak burada ilging bir durum

s0z konusudur. Yansima diizlemi i¢in:

Y. =(e; —e;)e; + (e; —ey)e; = (\ez —e te — 52)33 = €3 (6.28)

~
Bir noktaya karsilik gelir

bulunur. Dolayisiyla yansima diizlemi yerine e; yazilir. Ornegin Tablo

4.8’ten 1 nolu késenin Y, diizlemindeki yansimas1 Esitlik (3.63)’den

R =Y, (RyY, ! (6.29)

bulunur. Tablo 4.8’ten 1 nolu koseyi temsil eden vektor,

157



@) ANADOLU UNIVERSITESI

-

Ry =e +:e;+1le (6.30)
seklide yazilabilir. ﬁl, Esitlik (6.29)’de yerine yazilirsa;

R = es Gel +§e2 + 1e3) e;

=—§e1—§e2+1e3 (6.31)

bulunur. Sonu¢ vektor ise Tablo 4.8’ten goriilecegi iizere 2 nolu kdseyi

temsil eden vektordir.

6.3 Donme- Yansima (Doniisiimli Yansima (Rotatory Reflection))

Operasyonu

Arsimet katilarinin 5. boliimde gosterilen yanima ve ddnme
operasyonu birlikte Clifford cebiriyle hesaplanacaktir. Tim diger

donilistimlii yansima operasyonlar1 da, ayn1 metotla hesaplanabilir.

e Cuboctahedron Sekil 5.16’daki I. donme ekseni etrafinda 180° lik
bir donme operasyonu ( C, ) yaptigr varsayilsin ve bu donme
cksenine dik xy diizleminde yansimasi oy, oldugu varsayilsin.
Boylece kati 180° donme- yansima (doniisiimlii yansima (rotatory
reflection) (S,) yapar. Bu durumda 2 nolu kdsenin yeni konumu

arastirilabilir.
Tablo 4.10°dan 2 nolu koseyi temsil eden vektor;
R, = Oe, + av2e, + aV2e, (6.32)

seklinde yazilabilir. Burada, kati e;, diizlemini tarayarak bir ddnme

yapacaktir. Bu yiizden Esitlik (6.1), (6.2)’den rotor,
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R; = cos%G + sin%@ﬁl = c0s90 + e;,sin90 = e, (6.33)

bulunur. Kati dénme yaptiktan sonra oy, ( €, )diizleminde yansima

yapacaktir. O halde yeni operasyonlar ,

R = Y,R;(R13)RjY, ! (6.34)
= (912)(912)(3\/592 + a\/§e3)(—e12)(e12)

= e12(_a\/§ez + a\/§e3)(e12)

= (—av2e, — av2ey)

bulunur. Bulunan sonu¢ da Tablo 4.10 da goriilecegi ilizere 12 nolu kdsenin

koordinatlarini temsil eden vektordir.
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TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Clifford Cebiri fizigin bir¢ok uygulamalarinda kullanilan essiz bir
aractir. Grassman’in ¢aligsmalarindan etkilenen William Kingdom Clifford,

bu cebiri bir¢ok bilim alaninda kullanisli kilmistir.

Bu tezde, Arsimet katilarinin simetri operasyonlari incelenmistir. Bu
operasyonlar Clifford cebiri ile gerceklestirilmistir. Bu da, Arsimet katilardaki
tiim yansima ve dénme operasyonlari i¢in saglam bir ifade elde edilmesine imkan
vermigstir. Bilindigi {lizere, matris metodu ile bu operasyonlar gerceklestirilmek
istendiginde, her bir donme ekseni i¢in, ayri bir matris kullanilmakta ve islemler
oldukca wuzun siirmektedir. Ancak ayni islemler Clifford cebiri ile
gerceklestirildiginde, tiim bu zorluklar asilmakta ve tek bir yontemle tiim yansima
ve donme operasyonlar1 gerceklestirilebilmektedir. Dolayisiyla, Arsimet katilar
lizerinde ispatlanan bu yontem, molekiiller, kristal yapilar iizerinde de bir ¢ok

kolayliklar saglayacaktir.

Bu tezin sonuglarindan yararlanilarak bircok alanda yeni acilimlar ve

¢Oziim yontemleri gelistirilebilir:

I.  Arsimet katilarin birbirine donlisimii miimkiindiir. Bu doniisiim, 6zellikle
molekiill  fizigi ve  kuantum  mekaniginde uygulama alanlar
bulmaktadir[15]. Doniisiime ait hesaplamalar, bu tezde kullanilan metotla
gerceklestirilebilir. Goriildiigii gibi, bu metot, hesaplamalarda kolayliklar

saglamaktadir.

ii. Bu tezde ortaya konan yontem, Kepler-Poinsot polyhedronlari igin de
gelistirilebilir. Kepler-Poinsot polyhedronlari, dogada Platonik katilar gibi
tam simetriye sahip olmayan yapilardir. Diizenli star polyhedronlardir. Bu
yapilarda bir¢ok molekiil yap1 bulunmaktadir. Bu, molekiil yapilarin simetri
operasyonlarinin tanimlanmasi1 ve uygulanmasinda bir¢ok kolayliklar

saglayacaktir.
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Vi.

Vil.

Bu tezde ortaya konan hesaplama yontemi, bir molekiiliin agisal
momentumunun hesaplanmasinda kolaylikla uygulanabilir. Bu sonugtan

yararlanarak donme enerji diizeyleri hesaplanabilir[30].

Kristal yapilarinin elektronik yapilarinin incelenmesinde, bu tezde ortaya

konan yontem uygulanabilir [8].

Tip’ta Clifford cebirinin bazi uygulamalar1 olmustur ve bu calismalar

biyomekanik alani i¢in de gelistirilebilir [31].

Clifford cebiri ¢cok boyutlu uzaylarda da gecerli oldugundan [32, 33], bu

tezde ortaya konan yontem, ¢ok boyutlu uzaylarda da uygulanabilir.

Arsimet  katilarin1  temsil eden molekiilere [34] operasyonlar

uygulandiginda ortaya ¢ikan yerleri Clifford Cebiri ile tespit edilebilir.

Sonu¢ olarak, Ozellikle molekiiler yapilarin yansima ve simetri

operasyonlarinin tanimlanmasi ve gerekli hesaplamalarin yapilmasi acisindan bu

tezde ortaya konan yontem, islem kolayliklar1 saglamakla birlikte, kompakt bir

gosterime de olanak saglamaktadir.
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