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Bu tezde Bose-Einstein Yogusmasi'nin genel bir tanimlamasi yapildiktan
sonra, yogusmadaki atomlar arasi etkilesimler incelenmis ve Yogusmus Durum
Teorisi, Gross-Pitaevski denklemi, tuzaklanmis yogusmanin taban durumu,
varyasyonel hesaplama, Thomas-Fermi yaklagimi, bulut ylizeyinin yapisi ele
almmistir.  Yogusmus Durum Teorisi’'nden hareketle yogusmanin dinamigi
incelenmis ve temel doniisim esitliklerinden yararlanarak Bose gazinin
makroskobik ozellikleri uniform gazdaki uyarilmalar, tuzaktaki gaza ait
uyarilmalar, sifir olmayan sicaklik limiti kapsaminda arastirilmigtir. Tim bu
bilgiler kullanilarak da donen yogusmada olusan girdap yapilar, potansiyel akis ve
kuantize dongii, tek girdap yapisi, donen yogusmalarin denge durumu, girdap
hareketi, rotasyon altinda zayif etkilesen Bose Gazi’nin itici etkilesimleri ve

cekici etkilesimleri farkli durumlar i¢in incelenmistir.
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In this thesis, after the general definition of Bose-Einstein Condensation,
interactions between atoms are investigated and theory of condensed state, Gross-
Pitaevski equation, ground state for trapped condensate, variational calculation,
Thomas-Fermi approximation and surface structure of clouds are discussed.
Making the use of theory of condensed state, dynamics of the condensate is
investigated and microscopic properties of Bose gases, excitations in a uniform
gas, excitations in a trapped gas, excitations in a trapped gas in the limit of non-
zero temperature are determined. Vortex structures in a rotating condensate,
pottential flow and quantized circulation, structure of a single vortex, equilibrium
of a rotating condensates, vortex motion, repulsive and attractive interactions of
the weakly-interacting Bose gas under rotation are investigated with the help of

the information which is given above.
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1. GIRIS

Bose-Einstein yogusmasi, 1925 yilinda teorik olarak ilk kez Einstein
tarafindan, belirli bir sicaklik altinda birbiriyle etkilesmeyen parcaciklar i¢in gazin
makroskobik dagiliminin yogunlasmasiyla birlikte bir faz gegisi olacagini ileri
siiren Bose’un makalesindeki temellere dayanarak ongoriilmiis; deneysel olarak
ise 1995 yilinda da rubidyum, sodyum ve lityum alkali atomlarinda gézlenmistir.
E. Cornell, C. Wiemann ve W. Ketterle, bu basarilarindan dolay1 2001 yilinda
Nobel Fizik Odiilii’nii almiglardir. Bu tiir sistemler siradan kat1, siv1 ve gazlardan
pek cok yoniiyle farklidir. Disiik sicakliklarda oldukga seyreltik olan maddenin
bu yeni halinde atomlarin makroskobik bir boliimi, ayni kuantum durumuna
yerlesirler ve lazer tarafindan olusturulan tutarl 151k dalgas1 gibi ortak bir madde
dalgasi olustururlar. Gaz fazindaki bu kuantum akiskaninin o6zellikleri hem
deneysel hem de teorik acidan oldukcga fazla ilgi gérmekle birlikte, makroskobik
bir dlgekte kuantum fenomenlerinin incelenmesine de olanak saglar. Ciinkii biitiin
faz degisimleri atomlar ve molekiiller arasindaki kuvvetlerle agiklanirken; Bose-
Einstein yogusmasi kuantum mekanigi yasalarinin bir sonucu olarak olusur [1].

Bose-Einstein  yogusmast atomik bulutunun merkezinde pargacik
yogunlugu 10"-10"° cm™ mertebesindedir. Bu durum oda sicakligi ve atmosferik
basing altinda havadaki molekiillerin yogunlugu olan 10" ¢cm™ ile kiyaslanacak
olursa, Bose-Einstein yogusmasinin ne kadar seyreltik oldugu daha net
goriilebilir. Bu tiirden diisiik yogunluga sahip sistemlerde kuantum fenomeninin
incelenebilmesi i¢in sicaklik 10™ K mertebesinde olmalidir.

Bose-Einstein  yogusmasimna gegis sicaklignt ile ilgili Ongoriide
bulunabilmek i¢in boyutsal argiimanlara ihtiya¢ vardir. Serbest parcaciklarin

uniform gaz1 i¢in 7. yogusma sicaklig1

2.2/3
hi‘n

mk

T.-C (1.1)

dir. Burada C degeri yaklasik olarak 3,3 olan niimerik bir faktordiir. Denklem
(1.1), uygun kitle ve yogunluk ile *He i¢in doygun buhar basincinda



coziildiigiinde gecis sicakligi yaklasik olarak 3,13K olarak elde edilir. Bu deger

“lambda noktas1”(7, = 2,17K) olarak da adlandirilan siiper akiskan fenomeninin

incelendigi sicakliga olduk¢a yakindir. Gegis sicakligi ile parcacik yogunlugu

1

arasinda baglanti kurmanin yolu, A, de Broglie dalga boyu ile »™"* mertebesinde

olan parcgaciklar aras1 uzakligi kiyaslamaktir. Termal de Broglie dalga boyu

27”’/'12 1/2
A, = ( ka] (1.2)

ile tanimlanir. Yiiksek sicakliklarda bu deger kiiciliktiir ve gaz bilinen klasik

yasalara uygun olarak davranir. Sonug¢ olarak ideal gazlardaki Bose-Einstein

'3 ile kiyaslanabilecegi kadar diisiik sicakliklarda olusmaya

yogusmasi, A, ’nin n
baglar.

Yapilan deneylerde harmonik osilatér potansiyelinde tuzaklama islemi
yapildigindan, gazlar uniform degildir. Deneylerde kullanilan tuzaklarin
frekanslar1 genel olarak 10° mertebesindedir ve parcacik sayisi ise 10* ile 107
arasinda degisen degerler alir.

Bose-Einstein yogusmasinin elde edildigi ilk deneyde, baslangi¢ noktasi

oda sicakligindaki rubidyum atomlartydi. Bu atomlar altt dogrultudaki lazer

isinlart tarafindan 10pK mertebesindeki sicakliklara sogutulabildiler. Lazerlerin

kapatilmasinin ardindan atomlar, homojen olmayan manyetik alanin elektron
spinleri tizerinde olusturdugu etki olarak da bilinen Zeeman etkilesimi tarafindan
manyetik olarak tuzaklandirilir. Niikleer spinden kaynaklanan komplikasyonlar
thmal edildiginde, elektron spini manyetik alana paralel olan atom, manyetik alnin
minimumu tarafindan g¢ekilirken; elektron spini manyetik alana antiparalel olan
atom manyetik alanin minimumu tarafindan itilir. Tuzak potansiyeli, tuzagin
merkez bolgesinden parcacik kayiplarinin dnlenebilmesi i¢in kuadrupol manyetik
alnim gerektirir. Manyetik alandaki atom bulutu buharlagtirarak sogutma yontemi
ile daha da fazla sogutulabilir. Buharlastirarak sogutma yontemi, enerjisi yiiksek

olan atomlarin tuzak tarafindan digari itilmesi ile saglanir ve boylece atomlar uK

mertebesindeki sicakliklara sogutulmus olurlar.



Bose-Einstein yogusmasi bu giine dek rubidyum, sodyum, lityum,
hidrojen, metastabil helyum, sezyum ve kromiyum atomlari i¢in deneysel olarak
elde edilmistir. Bu atomlarin 6zellikleri ve ikili etkilesimleri arasindaki farkliliklar
nedeniyle, yogusmalarla ilgili deneysel ¢alismalardan biiyiileyici pek ¢ok sonug
elde edilmistir. Sistemde niikleer ve elektronik spin serbestlik dereceleri de hesaba

katildiginda, sistem iceriginin ¢ok daha zengin oldugu goriiliir [2].



2. TEMEL FORMALIZM

Tuzakta birbiri ile etkilesmeyen Bose-Einstein gazi 6zellikleri istatistik
mekanik araciligiyla belirlenebilir. Sistemin denge durumundaki 6zellikleri, enerji
spektrumunun  siirekli oldugu yari-klasik yaklasim ile hesaplanabilir. Bu
yaklagimin gecerli olabilmesi i¢in sicaklik, A € birbirine komsu iki enerji seviyesi
arasindaki fark olmak tlizere A €/ k ’dan biiyiik olmalidir.

Bu béliimde, termodinamik 6zelliklerin hesaplanmasinda 6nemli bir role
sahip olan istatistik dagilim fonksiyonundan baslayarak, gegis sicakligi ve
yogusma orani, yari-klasik dagilim fonksiyonu ile parcaciklarin yogunluk profili
ve hiz dagilimi ile sicakligin fonksiyonu olarak termodinamik nicelikleri

incelenecektir.
2.1. Bose Dagilim

Is1l dengedeki etkilesmeyen bozonlar icin o tek-parcacik durumunun

ortalama yerlesim sayisi, <, ele almman belirli bir tuzak potansiyeli i¢in tek-

pargacik durum enerjisini gostermek ilizere, Bose dagilim fonksiyonu ile verilir:

0 B 1
f (GD )= (e —whT (2.1)
e VU -1

Sivi *He’daki temel uyarilma sayisindan farkli olarak pargacik sayisi

korundugundan, x kimyasal potansiyeli Denklem (2.1)’de oldugu gibi, dagilim

fonksiyonunda yer alir. Kimyasal potansiyel, toplam pargacik sayisinin,
birbirinden bagimsiz seviyelerin doluluk oranlarinin toplamina esit oldugu
durumda N ve T ’nin fonksiyonu olarak incelenebilir.

Yiiksek sicakliklarda, kuantum istatistiginin etkileri ihmal edilebilir ve
(2.1) esitligindeki dagilim fonksiyonu, Boltzman dagilimi ile yaklasik olarak

alinabilir;

(e —w/kT
~ e v

e, ) (22)



Yiiksek sicakliklardaki kimyasal potansiyel, herhangi bir durumun is sayis1
1’den ¢ok daha kiiciik oldugu i¢in, en diisiik tek-parcacik seviyesi enerjisini ifade
eden e . degerinden daha disiiktiir ve bu nedenle exp[(u#—AkT]<<1 olur.
Sicaklik azaldik¢a, kimyasal potansiyel ve dolayisiyla da ortalama yerlesim sayisi

artar. Fakat kimyasal potansiyel, € degerini asamaz. Eger asmis olsaydi

Denklem (2.2)’deki Bose dagilim fonksiyonu en diisiik tek-parcacik seviyesi igin
¢oziildiigiinde, negatif deger alird1 ve bu durum ise fiziksel olarak agiklanamazd.
Sonugta, herhangi bir uyarilmis tek-pargacik seviyesine ait ortalama yerlesim

sayist, 1/{exp[e, —€,,,)/kT']—1} degerini asamaz. Uyarilmis durumdaki toplam

parcacik sayisi, N degerinden daha diisiik ise, kalan parcaciklar, yerlesim sayisi
olduke¢a biiyiik olan tek parcacik taban durumuna yerlesmelidir: bu sistem Bose-
Einstein yogusmasina sahiptir. Yogusmanin olusabilecegi en yliksek sicaklik

Bose-Einstein gegis sicaklifi olarak adlandirilir ve 7, ile gosterilir. Yogusma
durumunda, yani sicaklik 7, ’nin altinda iken, kimyasal potansiyel k7 /N

mertebesindeki € . degerine esittir ve tek-pargacik taban durumu yerlesimi, bu
seviyede bulunan pargaciklarin sinirlt bir kismi i¢in makroskobiktir. Tek-parcacik

taban durumunda bulunan N, parcacik sayisini elde etmek icin, N toplam

parcacik sayisindan, N, uyarilmis durumlardaki pargaciklarin sayisi ¢ikarilir [2].

2.1.1. Durum Yogunlugu

3-boyutta belirli bir dahili durumda bulunan serbest parcacik i¢in faz
uzaymin her bir (27#)lik hacminde ortalama bir durum séz konusudur.

Momentum degerinin p den daha az oldugu momentum uzay1 bolgesi, yarigapt p
olan bir kiirenin hacmine (47 p®/3) sahiptir. p momentumuna sahip pargacigin
enerjisi € ,= p?/2m oldugundan, € enerjisinden daha diisiik enerjiye sahip

durumlarinin toplam sayis1 G(€), V' sistemin hacmi olmak {izere,

3/2 1/2 3/2
G(E)ZV4_ﬂ(2me) :V2 2(me)
3 Q) 3z B

(2.3)



ile ifade edilir.e ile €+d e enerjili seviyeler arasindaki durumlarin sayisi,

genellikle g(€) durum yogunlugu ile verilir:

dG(e)

€)= 24
g == (2.4)
Denklem (2.3) den yararlanarak
g(e)= o2 23 (2.5)

d -boyutlu serbest parcaciga karsi gelen sonug g(e) cce’?™ *dir ve bodylece

durum yogunlugu ifadesi, iki-boyutlu serbest pargacik i¢in enerjiden bagimsizdir.

Harmonik osilator potansiyeli ele alinirsa:
V(r) =%(K1x2 +K,y* +K,z%) (2.6)

Bu potansiyel harmonik tuzak olarak da adlandirilir. Buradaki K, degerleri genel

olarak birbirine esit olan kuvvet sabitlerini gostermektedir. Bu duruma uyan

klasik osilasyon frekans1 @; = K, /m ile verilir ve (2.6) esitligi

o1
V(r) :Em(a)lzx2 +0iy: +wiz’ (2.7)
olur. n;, > 0 olmak tizere enerji seviyeleri ise;

€ (ny,n,,ny) =(n +%)ha)1 +(n, +%)ha)2 + (n4 +%)ha)3 (2.8)

dir [3,4].



Verilen bir € degerinden daha diisiik enerjili seviyeler i¢in G(€) durum
sayisint incelenecek olursa, enerjisi Zw; ile kiyaslandiginda, daha biiyiik olan
durumlar i¢in n, stirekli bir degisken gibi davranir ve sifir-nokta hareketi ithmal
edilebilir. Bu nedenle, (2.8) esitligi yiizeyin ( €=€, + €, + €5 ) seklindeki sabit
enerjisini gostermek lizere, €;= hiw;n; tarafindan ti¢ degiskenli olarak tanimlanan

bir koordinat sistemi ileri siirtilebilir. Boylece G(€), yiizey tarafindan g¢evrilen

hacmin ilk sekizde biri ile orantili olur:

1 e—€ e—€—€, e3
Gle)=—5—|de de dey= (2.9
1’ w,0,0, z'). : '[ ? '[ ’ 61’ 0,0, w; )
Durum yogunlugu g(€) =dG/d € ile verildiginden
2
€
(€)=—— (2.10)
& 21 0,0, 0,
dir. d -boyutlu harmonik osilator i¢in benzer sonug
d-1
€
g(e) = (2.11)
-V, he,

olur. Pek ¢ok durumda durum yogunlugu enerjinin issiiniin biiyiikliigiine baglh

olarak degismektedir ve bu nedenle C,, bir sabit olmak {izere durum yogunlugu

ge)=C, ! (2.12)

formunda olan sistemler i¢in termodinamik 6zellikler hesaplanabilir. Ug-boyutlu

sert duvarlar tarafindan sinirlandirilmis gaz i¢in o =3/2 dir.



Denklem (2.5)’ten bu sabitin

Vm3/2

T o2 243 @.13)

C3/2

oldugu goriilebilir. Ug-boyutlu harmonik osilatér potansiyeli (a =3) icin bu
sabit, (2.10)’dan yararlanilarak elde edilebilir:

1
C. = (2.14)
’ 20 0,0, 05

Kutudaki veya harmonik osilatér potansiyelindeki parcaciklar icin «,

pargacik basina diisen klasik serbestlik derecesinin yarisi olarak tanimlanir.
2.2. Gegcis Sicakhigr ve Yogusma Oram

Bose-Einstein yogusmasinin gozlenebilmesi igin gerekli sicaklik, durum
yogunlugundan hareketle hesaplanabilir. Yogusma oranit ise, tuzaklanan
pargaciklarin i¢cinden ne kadarlik bir boliimiiniin yogusmay1 olusturdugunun

belirlenebilmesini saglar.
2.2.1. Gegis Sicakhigr

T, gecis sicakligl, en-diisiik enerjili durumda makroskobik yerlesimin
meydana geldigi en yiiksek sicaklik olarak da tanimlanabilir. Par¢acik sayist N
yeteri kadar biiylik oldugunda, (2.8)’deki sifir-nokta enerjisi ihmal edilebilir ve

boylece en diisiik enerji olan potansiyelin minimumu (€. ) sifira esitlenir.

min

Uyarilmis seviyelerdeki pargaciklarin sayisi

N, = Td eg@f’(e (2.15)
0



ile verilir ve =0 iken en biiylik degerini alir. 7. gecis sicakligi, toplam

pargacik sayisinin uyarilmis seviyelerde bulundugu durum i¢in incelendiginde

F 1
N=Ne(Top=0)=[d eg@)—m— (2.16)
0 e ‘-

dir. Denklem (2.16)’nin, x =€ / kT, boyutsuz degiskeni terimlerinde yazilmasiyla

-1
xa

x_

N = C, ()" [ax = C I @ @K, (2.17)
0

olur. Burada I'(«) gama fonksiyonu ve {(&) :Zn_“ ise Riemann-Zeta
n=l

fonksiyonudur. Denklem (2.17)’deki integral

© a-1
[dr=—=T(a)¢ () 2.18)

. =
Oe—l

dir ve o 'nin se¢ilmis bazi degerleri i¢in I'(«) ile {(«) degerleri Cizelge 1.1°de

verilmigtir.

Cizelge 1.1. « nin bazi degerleri icin ' gama ve ¢ Riemann Zeta fonksiyonlarina ait degerler

a I(a) {(@)
1 1 oo

15 (z/2)=0886 2,612

2 1 (72 /6) = 1,645
2,5 GJr/4)=1329 1,341

3 2 1,202

3.5 (15J7 /8)=3323 1,127

4 6 (z*/90) = 1,082




Denklem (2.17)’den faydalanarak

1/a
kT, = N (2.19)

[C,T(a)¢ ()]

1/3
)

sonucuna ulagilir. Ug osilatériin geometrik ortalamasi @ = (@, w, olmak

iizere, lig-boyutlu harmonik osilatér potansiyeli i¢in (@ =3) (2.14)denkleminden

C; degerinin kullanilmasiyla gecis sicakligina ait ifade

—arl/3
7 =N " 09anmN"? (2.20)

©lkol”

olarak elde edilir. Denklem (2.20), f =@ /27 i¢in

T, ~45(— Nk 2.21)
100Hz

seklinde daha kullanigh bir bigimde de yazilabilir.
V' hacimli ii¢-boyutlu kutudaki uniform Bose gazi i¢cin & =3/2 oldugu ve

C;,, ye ait deger ise (2.13) numarali denklemden hatirlanacak olursa, gegis

sicakligl, birim hacimdeki parcacik sayist olarak tanimlanan sayr yogunlugu

(n=N/V) ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

2.2/3 2.2/3
S N Y (2.22)
capP= m m

Iki-boyutlu uniform gazi igin « =1’dir ve (2.17) esitligindeki integral
raksaktir. Bu sebeple iki-boyutlu kutudaki Bose-Einstein yogusmasi yalnizca
sifir-sicaklikta meydana gelebilir. Ayrica, iki-boyutlu Bose gazi, pargaciklar
harmonik osilator potansiyelinde tuzaklandirildiginda, sifir olmayan sicakliklar
icin de yogunlagabilir. Bu durum i¢cin o =2 dir ve (2.17)’deki integral de

sonludur [5].
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2.2.2. Yogusma Oram

T, gecis sicakliginin altinda, uyarilmis seviyelerde bulunan pargacik sayisi

N,., (2.15)’de oldugu gibi x =0 i¢in agagidaki gibidir:

1

- 2.23
ee/kT 1 ( )

N, (T)=C,[dee""
0

a > 1 i¢in integralin yakinsak oldugu g6z oniinde bulundurularak (2.18) numarali

denklemdeki integralin de kullanilmasiyla
Ny = Co (@) ()(kT)* (2.24)

olur. Bu sonug, toplam parcacik sayisina bagl degildir. Ayrica 7, i¢in (2.19)

esitligindeki ifade kullanilarak
N, - N[i] (2.25)

formunda da yazilmas1 miimkiindiir. Buradan yogusmadaki parcacik sayis1
Ny(T)= N =N, (T) (2.26)

veya

N, = N[l—(T—ij } (2.27)

ile gosterilebilir.
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Ug-boyutlu kutudaki pargaciklar (o =3/2) igin, birim hacimdeki uyarilmis

parcaciklarin sayis1 n,, (2.24) denkleminden

(2.28)

V

3/2
mkT
27h?

ey = e ;(3/2{

bulunur. Yogusmanin doluluk orani da bu sebeple N, =N [1—(T / Tc)3/ 2] ile
verilir.
Ug-boyutlu harmonik osilatér potansiyeli (o =3) icin yogusmadaki

parcgacik sayis1 asagidaki gibidir:

3
N, = N[l —(le } (2.29)

Her durumda, uygun o degerleri i¢in 7, gecis sicakligi, genel olarak (2.19)daki
gibidir. (Sekil 2.1)[6]

1 F-=--o
o8 - |
at I~ \\ .
L N 4
Ay
\
08 -
= K
S L \ .
zo A}
0.4 + . \~ -
L > ]
02 - . 4
*
= ‘ -
0+ & -——— - e — — -
L L L I} L 1 L L
o 02 04 06 08 1 12 14 18 18
T/T

Sekil 2.1. 7,72 m fonksiyonu olarak yogusmanin doluluk orani ( Cizgiler, Denklem (2.29)’un

analitik ¢6ziimiinden; noktalar ise deneysel verilerden elde edilmistir. )[7]
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2.3. Yogunluk Profili ve Hiz Dagilim

Mikro kelvin mertebesindeki sicakliklarda incelenen soguk atom bulutlari
~10%-10 tane atom igermektedir. Genel diisiik-sicaklik fizigi tekniklerinin bu tiir
sistemlere uygulanamamasinin bazi nedenleri vardir. Bunlardan ilki, sistemde az
sayida atom olmasi, digeri sistemin yari-kararli olmasi nedeniyle baska bir cisimle
dengeye ulagsmasina izin verilmemesi ve son olarak da bu sistemlerin saniyelerden
dakikalara kadar siiren bir mriiniin olmasidir.

Burada oOlgiilebilen niceliklerden biri  yogunluk profilidir. Bunu
yapabilmenin yolu ise “absorptive imaging” olarak bilinen sogurucu
gorlintiilemedir. Atomun rezonans frekansindaki 1sik, atomik bulut icinden
gecerken absorbe edilir. Absorpsiyon profilinin incelenmesiyle, yogunluk profili
hakkinda bilgi edinilebilir. Uzaysal ¢oziiniirliikk, sogurulan goriintii 6l¢iilmeden
bulutun genislemesine izin verilerek elde edilebilir. Bu metodun sakincasi, 15181n
absopsiyonu esnasinda atomun dahili durumlarin1 degistirmesi ve bulutu 6nemli
Ol¢iide 1sitmasidir. Alternatif olan teknik ise “phase-contrast imaging” olarak
bilinen karsit-faz goriintlisiinliin alinmasidir. Bu teknikte yogunluga bagli olan
gazin kirici igerigi kullanilir ve bodylece optik yol uzunlugu ortalama olarak
degistirilebilir. Faz kaymasina ait referans 15181 ile bulut icinden gecen 151k
hiizmesinin girisim yapmasina izin verilerek de, optik yol uzunlugu, karsit-faz
goriintiisiinde oldugu gibi yogunluk degisimlerine doniistiiriilebilir.

Bulutun genislemesine izin verildikten sonra parcaciklarin dagilimi
yalnizca yogunluk dagilimina degil, dahili hiz dagilimina da baglidir. Sonug
olarak, hem yogunluk hem de hiz dagiliminin incelenmesi gerekmektedir.

Sistemin taban durumundaki tiim atomlar, en diisiik tek-pargacik kuantum

durumuna yogunlagsmiglardir. Bu sebeple yogunluk dagilimi n(r), tuzakta
bulunan parcaciklar i¢in taban durumu dalga fonksiyonu ¢,(r) nin seklini

yansitmaktadir. Birbiriyle etkilesmeyen parcaciklar i¢cin, N parcacik sayisi olmak

tizere yogunluk asagidaki gibi ifade edilir:

n(r) = N|gy ()’ (2.30)
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Anizotropik-harmonik osilator potansiyeli i¢in taban durumu dalga fonksiyonu

ise;

1 _ _ -
¢0 (r) — — — e xz/Zalze yZ/Zage 221243 (231)
7 (a,a,a;)

dir. Burada dalga fonksiyonuna ait lig-boyutlu a, genislikleri asagidaki gibi

verilir:

a2 = (2.32)

Boylece dagilim fonksiyonu o,, @, ve @, frekanslari birbirine esit olmadiginda
anizotropiktir ve en diisiik frekans i¢in en biiyiikk degerini alir. a; genislik,

f; = o,/ 2x tuzak frekansi ve A kiitle numarasi terimleri ile benzer olarak

(2.33)

1/2
100Hz 1
— m
fi A

a; le,l[

yazilabilir.
¢, =h/a; =\ mhe, olmak lizere, momentum uzayinda (2.31) esitligine

kars1 gelen dalga fonksiyonunu bulmak i¢in Fourier doniisiimii uygulandiginda

1 2792 —p2/2c2 _.2/9.2
% (P) =7 e P T2 g 2 (2.34)
77 (¢gey03)

olur.
Momentum uzayinda (2.30) esitligine karsi1 gelen yogunluk ifadesi de
asagidaki gibidir:
2,2 )
SR ———CE R P (2.35)
€16263
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Uzaysal dagilim anizotropik oldugundan momentum dagilimi yone de
baghdir. Belirsizlik ilkesine gore dar bir uzaysal dagilim, genis bir momentum
dagilimma kars1 geldiginden, benzer durum (2.34)’te bulunan Fourier

doniistimiinde oldugu gibi, c;

; genisliginin osilatér frekansinin karekokii ile
orantili olmasiyla da goriilebilir.

Yogunluk ve momentum dagilimlari, Bose-Einstein yogusma sicakliginin
tizerindeki sicakliklarda, gazin klasik istatistik kurallarina uydugu ifadelerle de

karsilastirilabilir. Yogunluk dagilimi boylece exp[— Vr)/ kT ] ile orantilidir ve

N x>/ R} —)/2/R2 —z2 /| R?
nrH=— ——a=e e ‘e 3 2.36
O RRR (2.36)

elde edilir. Burada R, uzunluklart:

R 2K

2
" mo;

1

(2.37)

ile verilir.

T, ’nin lzerindeki sicakliklarda momentum uzayindaki n(p) yogunlugu,

yalmizca sicaklik ve parcacik kiitlesi ile belirlenebildiginden, dengedeki durum

i¢in izotropiktir ve C momentumdan bagimsiz bir sabit olmak iizere klasik limitte

n(p) = Ce™?" /27 (2.38)

biciminde ifade edilebilir. Momentum dagiliminin genisligi ~ (ka )1/2 ’dir ve bu
genislik, sifir-sicakliktaki (mha)i)l/ ? genisliginin ~ (kT'/ ha)l.)l/ ? katidir. Gegis
sicakhigi ile kiyaslamlabilen sicakliklarda k7 ~ N'3 he, alabilir ve boylece

(kT /hcol.)l/2 niceliginin, N''® mertebesinde oldugu goriiliir. Termal bulutun

yogunluk ve hiz dagilimlari, bu sebeple yogusmadan daha genistir. (Sekil 2.2)
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400

300

200

100

Sekil 2.2. 7= 0,9]*60 sicakliginda, kiiresel tuzaktaki 5000 etkilesmeyen bozon igin kolon
yogunlugu ( n, ve ny yogusmus ve yogusmamis parcaciklara ait yogunluk

dagilimidir. )

Termal bulutun orijinal halinden daha genis bir boyuta gelinceye dek
genislemesine izin verilirse, elde edilen bulut, hiz dagiliminin izotropisi nedeniyle
kiiresel simetrik olacaktir. Bu durum, genisleyen yogusma bulutunun anizotropik
seklinden olduke¢a farklidir. Konuyla ilgili yapilan ilk deneylerde, genisleme
sonrasinda bulutun anizotropisi, Bose-Einstein yogusmasinin olusumu igin

kuvvetli ve destekleyici bir kanit olarak ele alinmistir [3-5].

\ v v | Vi)

.III“"‘\\---//II - X / X X

=2 m=23 o

I
e

Sekil 2.3.  « parametresine gore tuzaklar [8]

16



2.4. Termodinamik Nicelikler

Ideal Bose gazinin termodinamik &zelliklerinden yararlanilarak enerji,
entropi ve yogusmus fazin diger oOzellikleri belirlenebilir. Seviyelerin

yogunlugunu karakterize eden « parametresine (Sekil 2.3) bagh olan 7, ’ye

yakin sicakliklarda, 6z 1smin, sicaklikla ne sekilde degistigi incelenebilir.
2.4.1. Yogusmus Faz

Makroskobik olarak doldurulmus seviyelerin enerjisi sifir alinir ve boylece
sistemin toplam enerjisine yalnizca uyarilmis seviyeler katkida bulunmus olur.
Sonugta, toplam parcacik sayisinin hesaplanmasinda oldugu gibi toplam ifadeleri
integral ifadelerine doniistiiriilirken, yogusma i¢in kesin terimleri igermesi sart

degildir. 7, ’nin altindaki sicakliklarda temel uyarilma sayis1 ve pargaciklar arasi

etkilesim az oldugundan, kimyasal potansiyel ortadan kalkar ve i¢ enerji

ﬁ = C,T(a+ ) (a+D)(KT)*" (2.39)

E=C, I dee”!
0
olur. C =0E /0T ifadesiyle verilen 6z 1s1 ise

C=(a+ 1)? (2.40)

dir. Oz 1s1, S entropi terimiyle C =T08S/0T ifadesinden yararlanilarak da ifade

edilebileceginden

c_arll (2.41)
a T

bulunur. Burada 7, sicakligimin altinda enerji, entropi ve 0z 1smin toplam

parcacik sayisina bagli olmadigma dikkat edilmelidir. Bunun sebebi, yalnizca

17



uyarilmis durumdaki pargaciklarin katkida bulunmasidir ve sonugta makroskobik
olarak iggal edilmis seviyelerdeki pargaciklarin sayisinin bu niceliklerle bir ilgisi
bulunmamaktadir.

N toplam pargacik sayist ile 7, gegis sicaklifi terimlerinde ifade edilen

(2.19) esitligindeki enerji ise, gama fonksiyonunun I'(z +1) = zI'(z) 6zelliginden

yararlanilarak
a+l
E=Nkg&@t DT (2.42)
Cla) 17
ile verilebilir. Sonug olarak 6z 1s1 igin
C=ala+ 1)MN/{1] (2.43)
¢(a) T,
ve entropi i¢in ise
S = (a+1)2 @D Nk[lj (2.44)
¢(a) T,

elde edilir. Bu sonuglar klasik limitte incelendiginde, yliksek sicakliklarda Bose-
Einstein dagiliminin, Boltzman dagilimina doniistiigii sonucuna ulasilir. Toplam

pargacik sayis1 ve enetji bu durumda

N=C,[dee" e (2.45)
0

E=C, j d ee® e (2.46)
0
olur.
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(2.46) numaral1 esitligin integre edilmesiyle

E = aNkT (2.47)

ile yiiksek sicakliklar i¢in 6z 1s1y1 ifade eden

C = aNk (2.48)

denklemlerine ulasilir. Yogusmus durumda elde edilen 6z 1sinin klasik limitteki

degerine orani

D) _ yipeleth (l} (2.49)
a Nk C(a) \T,

dir. 7, sicaklifinda bu oran, iig-boyutlu uniform gaz (o =3/2) ig¢in yaklasik
olarak 1,28°dir ve iig-boyutlu harmonik osilator potansiyeli i¢in (a =3) ise 3,60
degerini alir.

Ug-boyutlu ideal gaz icin basing ifadesi, istatistigine bakmaksizin
p=2E/3V ile verilir. Yogusmus Bose gazi i¢in bu sonu¢ p=—(0E/0V)g
esitliginden & =3/2 i¢in (2.42) numarali denklemden yararlanilarak tiiretilebilir.

Denklem (2.22)’den T, ’nin, n*"* ile orantili olmas1 sebebiyle

c(5/2)T°?

— nk
P caray 1

3/2
=52 | k1) (2.50)
2rh
bulunur. Denklem (2.44)’den pargacik basina entropi ise

3/2
S s 25
N 2062\ T

ile verilir.

19



2.4.2. Normal Faz

Denklem (2.48)’e ait klasik sonugtaki 6z 1s1 i¢in temel diizeltmeyi elde
etmek iizere, toplam pargacik sayisinin ve toplam enerjinin genel ifadeleri

incelenir:;

T 1
_ a-1
N = Cagd e (2.52)
o0 . 1
E:Ca.([d [SES m (253)

Yiiksek sicakliklarda ortalama yerlesim sayis1 kiigliktiir. Bu nedenle her iki

denklemde de biiyiik x degerleri icin gecerli olan (e* —1)"' ze™ +e™*
aciliminin uygulanmasiyla
N=C,[dee [t /i p2tu-eiT | (2.54)
0
ve
E=C,[dee [tal 4 2] (2.55)

0

denklemlerine ulasilir. Denklem (2.54), exp(u/kT) igin c¢oziildigiinde u

kimyasal potansiyeli ihmal edilmis olur. Burada elde edilen sonug ise (2.55)

esitliginde kullanildiginda

E ;1—5(“)(1] (2.56)
aNkT petl\'T

c

bulunur.
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Son olarak 6z 1s1 i¢in de

T o

C= aNl{l +(a —1)@(—0j } (2.57)
20{+1 T

elde edilmis olur. Bu yaklasim, yalmizca 7, gegis sicakligimin biraz tlizerindeki

sicakliklar i¢in kullanighdir.
2.4.3. T¢c Civarinda Oz Is1

Parcacik basina klasik serbestlik derecesinin yarisi olarak tanimlanan
o ’nin ikiden biiyiik olmasi durumunda siireksizlik s6z konusudur. Bu durumun

tersine uniform Bose gaz1 (o =3/2) icin sabit hacimdeki 6z 1s1, 7, sicakliginda

stirekli iken; sicakliga bagli tiirevleri siirekli degildir.

N toplam parcacik sayisini gostermek tlizere; E enerjisi, 7 ve p’ye bagl
fonksiyon olmak sartiyla enerjideki degisim OF = (OE/0T) , 0T +(OE / op)r o
biciminde yazilabilir. 6T ile orantili olan terim, gecisin hemen {izerinde ve altinda
aynidir ve bu sebeple de 7, sicakliginda siirekli bir yapiya sahip olan 6z 1s1
katkilarin1 verir. Burada tekil karakterin kaynagi ou ile orantili olan terimdir,
clinkii kimyasal potansiyel x, T.’den daha diisiik sicakliklarda sifir iken; gegis

sicakliginin tizerindeki sicaklik degerlerinde sifirdan farklidir (aslinda negatif

deger almaktadir). Buradaki tekilligin dogasini inceleyebilmek i¢in 7, ’nin hemen
tizerindeki sicakliklarin ele almmasi gerekir ve OJu kimyasal potansiyeli
degerinde sifirdan itibaren meydana gelen degisim, 7 —7, ’nin en diisiikk degeri
i¢in incelenmelidir. ¢ enerjiye du kimyasal potansiyelinin sifir-olmayan katkisi
da OE/0u=aN ile verilir. Boylece 0z 1sidaki siireksizlik, pargacik sayisi sabit

olmak tizere asagidaki gibidir:

AC =C(T,,)-C(T, ) = aNZ—/; (2.58)

T=T,,
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4 kimyasal potansiyelinin 7, ’nin hemen iizerinde 7 ’ye baglilig::

&), A7) 5

dir ve pargacik sayisi sabit oldugunda ise

dN:(a—N] dT+(a—Nj du=0
ar ), Ol ),

olur. T, ve tizerindeki sicakliklarda (2.54)’ten

(a_NJ _{la-) N
o)y <Cla) KT,

Ve

kullanilarak « > 2 olmak kosuluyla

[a_ﬂj 1 C)
T )y gla-1)

elde edilir. 7 —T7,((T. i¢in bu durum

—a&k(T—TC)
¢(a-1)

I

U

bigimindedir.
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Denklem (2.64)’iin, (2.56)’da yazilmasiyla 6z 1sidaki siireksizlik;

AC=—a* 2D i (2.65)
¢la-1)

olarak bulunur. Harmonik osilatdr potansiyeli (a = 3) icin 0z 1s1daki degigim

AC =953 Nk < _6.58Nk (2.66)
(2

degerine esittir.
a <2 igin yukaridaki ag¢ilim izinli degildir. « 'nin farkli degerleri igin
sicakliga bagl 6z 1s1 degerleri Sekil 2.3°de verilmistir. Burada sabit basing altinda

ideal, uniform Bose gazinin 6z 1sisinn, yiiksek sicakliklardan 7, sicakligina

yaklasildikca 1raksadigina dikkat edilmelidir [5].

4 T T T T T
35 .
i _
25
C
aNk 2
1.5 n|
Lk — I T >
05 n|
0 L -F-l--l | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14
T,
Sekil 2.4. aNk birimlerinde, farkli  degerlerii¢in 7' /7, indirgenmis sicaklik

fonksiyonu olarak C 6z 1s1sinin degisimi
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2.5. Sonlu Parcacik Sayisinin Gegis Sicakhigina Etkisi

Ug-boyutlu harmonik tuzakta bulunan N tane bozonun olusturdugu bulut

icin gecis sicakligi, (2.20) esitliginde N'° ile orantili olarak verilir. Bu
denklemde yapilacak ilk diizeltme, parcacik sayisinin smirli olmasindan
kaynaklanir. 10° atom igeren bir bulut icin gecis sicakliglt %1 oraninda diiserken,
10* atom igin bu etki %3 oraninda, yani bir miktar daha fazladir.

T, sicakhigmin tizerindeki diizeltmenin kaynagi, en kiigiik tek-cisim

durumu enerjisinin, frekanslarin aritmetik ortalamasi

0, =0+, +w,)/3 (2.67)

olmak tlizere

3h
Ae O

=§(a)1 +w, +wy) = (2.68)

min

sifir-nokta hareketidir. Boylece gecis sicaklifinda, kimyasal potansiyelde

meydana gelen kayma
A=A €y (2.69)

ile verilir.
Uc-boyutlu harmonik osilatér potansiyelinde tuzaklanan pargaciklara ait

gecis sicakliginda olusan A7, kaymasmin belirlenebilmesi igin, (2.66)’daki

sonucun tersi kullanilarak, gecis sicakligindaki kayma ile kimyasal potansiyeldeki
degisim bagdastirilmistir. Ug-boyutlu harmonik tuzak icin « =3 oldugundan,
gecis sicakligindaki kayma asagidaki gibidir:

__ @) A Q) ho, (2.70)

3¢3) Kk 2203) k

C
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Denklem (2.20)’den 7, ’nin eklenmesiyle N~ ile orantili olarak ¢ok az bir
degisime kars1 gelen

AT,
c __ ¢(2) o, N3 z_0,730)%71]\,—1/3 @2.71)

o 2" o @

sonucuna ulagilir.

Eksenel simetriye sahip anizotropik tuzaklar i¢in, yani o, = Ao, = 1w,

iken, ®, /@ orami (2+A)/32"° ¢ esittir. A, 10~ kadar kiigiik olabileceginden

anizotropi, sonlu sayidaki pargaciktan kaynaklanan etkileri belirli bir bigimde

degistirebilir.[5,8,9]
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3. ATOMLAR ARASI ETKILESIMLER

Teorik olarak, alkali atom buhar1 bulutu O6zelliklerinden biri, 10’nm

mertebesindeki parcacik dagilimlaridir. a,, Bohr yaricapr olmak iizere, alkali
atomlar1 i¢in sagilma uzunlugunun 100q, civarinda olmas: ve etkilesimlerde

baskin etkinin de iki-cisim ¢arpismalar1 oldugu goz 6niinde bulunduruldugunda,
alkali atom buharlarinin seyreltik oldugu sdylenilebilir. Bu nedenle, diisiik
enerjilerde elde edilmis iki-cisim sagilmasina iliskin verilerden yararlanilarak, bu
tiirden bir gazin incelenmesi uygun olur.

Elektronik taban durumunda bulunan bir atom, ¢ok sayida farkli ince yap1
seviyesine sahiptir. Atomlar arasi etkilesimler sonucu, bu ince yap1 seviyeleri
arasinda gecisler meydana gelebilir. Bu tiirden siiregler, tuzaklanmig atom
kayiplarina neden olan temel mekanizmalar1 olugturmaktadir. Sagilma siirecinde
pargaciklarin i¢inde bulundugu durumlar, “kanal” olarak adlandirilan kuantum
sayilart setleriyle tanimlanirlar. Bose-Einstein yogusmasinin séz konusu oldugu
sicakliklarda, atomlar elektronik taban durumundadirlar ve bu yiizden amaca
uygun durumlar ince yap1 seviyeleridir. Tek bir atom ic¢in pek ¢ok ince yapi
seviyesi s0z konusu oldugundan, soguk alkali atomlarina ait sacilma bir ¢oklu-
kanal problemidir.

Tuzak kayiplarina neden olan inelastik siirecin yani sira, kanallar
arasindaki c¢iftlenim de diisiik enerjili kanalin bagli durumunun, diger kanaldaki
sacilmay1r kuvvetli bir bicimde modifiye etmesi anlamina gelen Feshbach
rezonansini arttirir. Feshbach rezonansi, atom-atom etkilesiminin hem degerini,
hem de isaretini degistirdigi i¢in soguk atomlarin incelenmesinde giiglii bir aragtir.

Cok hafif atomlar haricindeki tiim atomlar i¢in atom-atom etkilesimine ait
potansiyeller yeterli dogrulukta hesaplanamayacagindan, soguk atomlarin sagilma
ozelliklerinin belirlenmesi icin teori tek basina yetersizdir. Ayrica, soguk-atom
calismalariyla 1ilgili ozelliklerin pek c¢oguna da deneysel olarak dogrudan
ulagilamaz. Sonugta, iki-cisim sagilmasiyla ilgili bilginin tiiretilmesinde, belirli bir
siif dlgiimden etkilesim hakkinda bilginin elde edilmesi ve sonrasinda ilgilenilen
Ozellikler i¢in teorinin kullanilmasi gerekmektedir. Lazerle sogutmanin

gelisiminin ardindan, diisiik enerjili atomik ¢arpismalarin anlagilmasinda da
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biiyiik artis meydana gelmistir. Ozellikle lazer alaninin varliginda, mikro kelvin
mertebesindeki sicakliklarda bulunan atomlarin ¢arpisarak molekiiler baglh
durumlara uyarilmalariyla elde edilen photoassociation spektroskopinin
kullanilmast ve Feshbach rezonansi ¢aligsmalari, sagilma uzunluklar: iizerine daha

detayl1 bilginin elde edilmesini saglamgtir.

3.1. Atomlar Arasi Potansiyeller ve Van der Waals Etkilesimi

Polarize alkali atomlar1 arasindaki etkilesimler, polarize olmamis atomlar
arasindaki etkilesimlerden farklidir. Zit spine sahip iki elektron ayni orbitale
yerlesebildiginden, kapali kabugun disinda elektronu olan atomlar arasindaki
etkilesimler c¢ekici katkiya sahiptirler. Bu durum, kovalent baglanmadan sorumlu
etkiyi olusturur. Ancak, iki elektron da ayni spin durumunda ise, ayni uzaysal
dalga fonksiyonuna sahip olamazlar ve bu nedenle de elektronlarin ayni orbitali
paylagmasindan kaynaklanan bir enerji kayb1 s6z konusu degildir. Bu duruma bir
ornek, Sekil 2°de iki valans elektronunun singlet ve triplet spin durumlarinda
bulundugu iki rubidyum atomundaki etkilesimler icin gdsterilmektedir. Kiigiik
dagilimlar i¢in bu etkilesimler, elektron bulutlarinin {ist {iste binmesi sebebiyle
kuvvetli itici merkezin hakimiyeti altindadir; fakat daha genis dagilimlarda singlet
seviye icin cekici kuyu, triplet seviye i¢in daha derindir. Singlet potansiyel,
sicaklik birimlerinde yaklasik 6000K derinliginde ve atomlar arasi uzaklik 8a,

oldugunda minimuma sahipken; triplet potansiyelin minimum derinligi yalnizca

birka¢ kelvinde ve 12q,’lik atomlar arasi uzaklikta olusmaktadir. Genis atomik

dagilimlar i¢cin Van der Waals etkilesimi nedeniyle cekici etkilesim soz
konusudur; fakat bu etki, kovalent baglanmadan ileri gelen g¢ekici etkilesimlerle
kiyaslandigi1 zaman oldukca kiictiktiir.

Belirli bir ince yap1 durumundaki atom ¢iftinin elektronik spin durumu,
elektronik singlet ve triplet katkilarinin bir siiperpozisyonudur ve sonug etkilesimi

hem singlet hem de triplet etkilesimleri igerir.
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Sekil 3.1.  Taban durumunda elektronlar1 singlet ve triplet seviyelerde bulunan iki
rubidyum atomu i¢in » atomik dagiliminin fonksiyonu olarak U(r) etkilesim

potansiyelleri

Diistik enerjili iki-cisim etkilesimleri, sacilma uzunluklariyla karakterize

edilebilir ve polarize alkali atomlar1 i¢in bu uzunluklar, atom boyutu = a, ' iki

kat1 kadardir. Van der Waals etkilesimleri bu ge¢isin sagilma uzunlugunu arttirir.

Atomlar arasindaki elektrik dipol-dipol etkilesimleri, Van der Waals etkilesimine
sebep olur ve atomlar arasindaki uzaklik » iken —a/7°® formundadir. Enerjinin

sifir olmasi durumunda Schrodinger denkleminde bulunan #, uzunlugu, boyutsal
arglimanlar tarafindan 6ngoriilebilir. m atomik kiitle olmak iizere, kinetik enerji
7’ /mr; ve Van der Waals etkilesimi de «/r mertebesindedir. Bu iki enerjinin
birbirine esitlenmesiyle 7, karakteristik uzunlugu i¢in (am/ n*)V* elde edilir.

C, atomik birimler cinsinden Van der Waals etkilesiminin biiyiikligii ifade etmek

lizere uzunluk
7, (Cym/m,)" " a, (3.1)

ile verilir. Denklem (3.1) sagilma uzunlugunun genel ifadesidir; ancak niimerik
degeri ve isareti, etkilesimin kisa-menzilli kismi tarafindan belirlenir. Alkali
atomlarinim biiyiik sagilma uzunluklarina sahip olmasinin iki sebebi vardir. Ilki A4

kiitle numarasi olmak iizere, atomik kiitlenin elektron kiitlesinin 10> 4 kati
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olmasidir. Ikincisi ise alkali atomlar1 igin C, Van der Waals sabitlerinin, Cizelge

3.1°den de goriilecegi gibi 10’ ile 10* arasinda deger almasindandar.

Cizelge 3.1. Van der Waals sabitlerinin hesaplanmig degerleri

Element C,

H-H 6.5

Li-Li 1393
Na-Na 1556
K-K 3897
Rb-Rb 4691
Cs-Cs 6851

Potansiyele 1/7° bigiminde olan katki, U(#) iki-cisim etkilesiminin uzun

menzildeki agiliminin temel teriminden gelir. Bu dagilim atomik birimlerde
Ury=——7-——- — =+ (3.2)
ile verilir. Daha yiiksek mertebeden olan C, ve C,, katkilar sirasiyla 10°C, ve

10*C, mertebesinde oldugundan, 7, civarinda yalnizca ilk 1/7° olan teriminin

alinmasi 1yi bir yaklagimdir [5].
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3.1.1. Van der Waals Etkilesiminin Degeri

Ametallerin olusturdugu bazi apolar molekiiller oda kosullarinda gaz
halindedir (He, Ne, Ar, H2, O2, CO2... gibi). Bu gazlar sogutulduklarinda ve
tizerlerine yiiksek basing uygulandiginda molekiiller birbirine yaklasir ve sivi hale
gecerler. Molekiillerin  birbirlerine yaklagsmalariyla elektron dagilimlarindaki
simetri de bozulabilir. Boylece molekiilde bulunan elektronlarin yogun oldugu
taraf kismen negatif, diger taraf da kismen pozitif yiikle yiiklenir. Bir molekiiliin
pozitif, digerinin de negatif yiikli kisimlari arasinda kisa siireli zayif ¢ekim
kuvvetleri olusur. Bu kuvvetlerin etkisiyle molekiiller arasinda olusan baglara
“Van der Waals baglar” denir. Oldukg¢a zayif olan bu bag cesidinin kuvveti
molekiiliin biiyiikliigii arttikga artar ve siiper molekiiler kimya, yapisal biyoloji,
polimer bilimi, nanoteknoloji, ylizey bilimi ve yogun madde fiziginde onemli
kullanim alanlarina sahiptir [10].

Alkali atomlarmin optik spektrumlarinda kuvvetli rezonans ¢izgileri
vardir. Bu da alkali atomlarinin bulundugu ortamda biiylik degerlere sahip

polarizasyonlara ve giiclii Van der Waals baglarinin olusumuna neden olur.
r, f=r/r ile verilen atomlar arasi uzaklik olmak iizere, C, igin

mikroskobik bir ifadenin tiiretilebilmesi amaciyla atomlar arasinda elektrik dipol-

dipol etkilesiminden kaynaklanan Van der Waals etkilesimi i¢gin

Uy =———[d,-d, -3(d, -F)d, -P)] (3.3)

dreyr

yazilabilir. Burada d, ve d, vektor dipol momentleri ifade eder. Atomlarin taban

enerji seviyesi, paritenin 6z durumlari i¢in iyi bir yaklasimdir ve sonug olarak
elektrik dipol operatoriiniin kosegen matris elemanlar1 ortadan kalkar. Etkilesim
enerjisine en biyiik katki da, ikinci mertebeden dipol-dipol etkilesimidir ve

asagidaki gibi verilir:

(- jo) "' o)

6
U(r)=-
(4m €y)*r° Z E, +E,-2E,

(3.4)
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Denklem (3.4)’teki 6 faktorii, L =0 olan taban enerji seviyesindeki atomlardan
icin segilen dipol operatoriiniin kartezyen bilesenlerinden bagimsiz olmasi
gerceginden ileri gelir. Dipol momentin i’inci bileseni i¢in k seviyesinden /

seviyesine gecise ait boyutsuz osilator siddeti

2m (Ek

fa = El)‘k|d|l‘ (3.5)

bicimindedir. Denklem (3.4)’teki sonucun osilator kuvveti terimlerinde; Slgiilen
uyarilma enerjilerinin de atomik birimlerde ifade edilmesiyle asagidaki sonug

bulunur:

_3 Suo o
- Z(E —E)E,—E,\)E, +E, —2E,) (3.6)

Atom, € elektrik alanina maruz kaldiginda, bir elektrik dipol momenti

kazanir ve boylece enerji seviyelerinde bir kayma meydana gelir. Bu sekilde

olusan «a polarizasyonu ile <d> elektrik dipol momentinin beklenen degeri

arasindaki iligki <a’ > = € ile tanimlanir. Polarizasyon aslinda bir tensér olmasina

ragmen; S seviyelerinde bulunan alkali atomlar1 ve hidrojen i¢in skaler bir
sayidir, ¢iinkii uygulanan alanin yoniine bagli degildir. Alkali atomlarinda
polarizasyona en biiyiik katki valans elektronlarindan gelir. Diger seviyelerdeki
elektronlarin katkisi, bulunduklar1 seviyelerin enerjileri yiiksek oldugundan daha
azdir. Ayrica valans elektronu i¢in osilator siddetinin hacmi, spektrumun optik
kisminin rezonans ¢izgisidir. Bunlar, spin-orbital etkilesimi nedeniyle dublet olan
nP-n S gecisleridir. Rezonans ¢izgisi disindaki gecisler ihmal edildiginde, toplam
osilator siddeti i¢in rezonans ¢izgisi baz alinir ve polarizasyon;
1

dir.
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Burada AE,, , atomik birimlerde olgiilen rezonans ¢izgisine ait enerji farkidir.

Polarizasyonda oldugu gibi toplama gelen en biiyiik katkinin sebebi rezonans
cizgisidir. Taban durumundan, diger tim seviyelerde bulunan rezonans ¢iftlerine

geciste toplam osilator kuvveti baz alinip farkl tiirden gegisler ihmal edildiginde

_ 3
A(AE,,,)’

res

(3.8)

6

bulunur. Alkali atomlar1 i¢in bu deger 0,1’den daha kiigiiktiir ve bu nedenle de C,

degeri, deneylerle uyumlu olarak 10° ’ten daha biiyiik bulunur. Daha agir olan
alkali atomlar1 i¢in ise valans elektronlar1 haricindeki elektronlarin potansiyel

enerjiye katkisi daha fazladir ve dolayisiyla da C,, dngoriilen degerinden daha

biiyliktiir. Denklem (3.8)’deki ifade elektrik alana maruz kalan atomlarda, elektrik
dipol momentlerin elde edilmesiyle olusan enerji seviyelerindeki kayma sonucu

olusan polarizasyonlarla benzerdir ve alkali atomlar1 i¢in C, degerinin

anlagilmasini saglar.

Daha biiylik atomlar arast1 dagilimlar icin, atomlar arasi potansiyel
hesaplanirken, dipolar etkilesim statik gibi diisiiniilmemelidir; ¢linkii burada
etkilesim sebebiyle geciktirici etkinin de hesaba katilmasi1 gerekmektedir. Boylece
etkilesimin 1/7° ile degil 1/’ ile degistigi bulunur. Bu etki, kullanilan lazer
fotonunun enerjisi, rezonans gegisi enerjisine esit oldugunda sahip oldugu dalga
boyu ile atomlar aras1 uzaklik birbirine esit veya yakin oldugu durumlarda énem

kazanmaktadir. Sonug olarak, buradaki gecikmenin potansiyele az da olsa pay1

oldugu soylenilebilir.
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3.2. Temel Sa¢ilma Teorisi

m, ve m, kiitleli ayirt edilebilen iki pargacigin sagilmasi ele alindiginda,
kiitle merkezi hareketine ait dalga fonksiyonu diizlem dalga olsun. Bu hareket i¢in
indirgenmis kiitle de m, = m;m, / (m; + m,) ile verilerek Schrodinger denklemini

saglasin. Sacilmay1 tanimlamak icin yazilacak dalga fonksiyonu, gelen dalga ile

sagilan dalganin toplami bi¢iminde olmalidir:

w=e" +y () (3.9)
Genis atomlar aras1 dagilim i¢in f'(K) sagilma genligi ve k sagilan dalganin dalga

vektorii olmak iizere, sagilan dalga f(K)exp(ikr)/r seklinde disa dogru yayilan

kiiresel bir dalga bicimindedir. [11] Burada atomlar arasi etkilesim kiiresel

simetrik olmak {lizere sacilma genligi f(0) ise, yalmzca ilgili atomlarin

sacilmadan Onceki ve sonraki momentum dogrultular1 arasindaki aci olan &

sacilma agisina bagli olur. Biiyiik » degerleri i¢in dalga fonksiyonu

ikr

w=e" + f(e)eT (3.10)

biciminde yazilabilir. Bu durumun enerjisi ise

n’k’
2m,

E=

(3.11)

ile verilir. Cok diisiik enerjiler i¢in s -dalga sag¢ilmasinin ele alinmasi gerekir. Bu

limitte f(€) sacilma genligi, —a sabit degerine yaklasarak dalga fonksiyonu

asagidaki hali alir:
y=1-2 (3.12)
B
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Denklem (3.12)’deki a sabiti, “sacilma uzunlugu” olarak adlandirilir ve
asimptotik dalga fonksiyonunun, » ekseni ile kesisimini ifade eder.

Sagilma uzunlugu ve faz kaymalar1 arasindaki iliski, sagilma dik kesitinin
incelenmesinde 0nemli bir yere sahiptir. Her bir kat1 ac1 basina dik kesit olarak

tanimlanan diferansiyel dik kesit
do 2
—=\f(0 3.13
0 11 (O) (3.13)

ile verilir. @ ile @+d@ acilar1 arasindaki sacilma icin kati a¢1 elemant

dQ =2xsin@ dO bicimindedir. Potansiyel, kiiresel olarak simetrik oldugu igin

Schrédinger denkleminin ¢6ziimii, gelen parcacigin dogrultusunda eksenel
simetriye sahiptir.

Boylece ilgili hareketin dalga fonksiyonu, P (cos@) Legendre Polinomlar

cinsinden yazilabilir:

v =3 AP (cosO)R, (r) (3.14)

1=0

R,, radyal dalga fonksiyonu

" 2 ' [(I+1 2m
R+ 2R, o D

h—z’U(r)}R,d (r)=0 (3.15)

denklemini saglar [12]. » - o i¢in O, faz kaymas: terimlerinde radyal dalga

fonksiyonu
1 . V2
R, (r)=—sin(kr ——1+9,) (3.16)
kr 2

bi¢imindedir.
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(3.14) ve (3.16) denklemleri (3.10) esitligi ile karsilastirildiginda ve exp(ikz)

diizlem dalgas1 Legendre polinomlartyla genisletildiginde, 4, =i'(2/+1)e” ve

f(6) = ﬁ i (21 +1))(e* —1)P,(cos ) (3.17)
IK 1=

bulunur. Toplam sagilma dik kesiti, dik diferansiyel kesitin biitiin kat1 a1

izerinden integralinin hesaplanmasiyla elde edilir:

2

o=2r j d(cos )| f(0) (3.18)

Legendre polinomlarinin ortogonal oldugu da hatirlanarak, (3.16) esitliginin de

kullanilmastyla, faz kaymasi terimlerinde toplam dik kesit
dr & )
G=k—22(2l+l)sm 5, (3.19)
1=0

ile verilir. Sonlu menzile sahip potansiyellerdeki faz kaymasi, kiiciik £ degerleri
icin &> ile degisir. 1/7° ve 1/#” bigiminde davranan potansiyeller igin tiim faz
kaymalari, k& sifira yaklastikca kiiciiliir. Boylelikle sagilma dik kesiti, /=0 (s -
dalga sacilmasi) tarafindan bastirilir ve bu duruma uyan sagilma genligi
f =0, /k bi¢ciminde elde edilir.

Biiylik mesafeler icin ¢, ve ¢, birer sabit olmak iizere, (3.16)’daki

asimptotik diisiik-enerji ¢c6zlimiiniin / = 0 bileseni yazildiginda

sin kr re, cos kr (3.20)

kr r

R, =c,

bulunur.
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k — 0 i¢in faz kaymasi ise

_ ke,

5, (3.21)

¢

ile wverilir. £ —> 0 i¢in dalga fonksiyonu terimlerinde sagilma uzunlugu

tanimindan yararlanilarak
0, =—ka (3.22)

elde edilir. Burada a, (3.20)’deki asimptotik ¢dziime ait sabitler tarafindan

asagida oldugu gibi belirlenir:

a=-"2 (3.23)

Yukaridaki limitte toplam dik kesit, yalnizca a tarafindan belirlenir [7]:
4r
o= k—25()2 = 47a* (3.24)

Ayni  dahili durumda bulunan 06zdes pargaciklarin  sagilmasi
incelendiginde, parcaciklar bozon ise koordinatlarin karsilikli degisimi altinda
dalga fonksiyonlar1 simetriktir; fermiyon ise koordinatlarinin karsilikli degisimi
altinda dalga fonksiyonlar1 antisimetriktir. Iki pargacigin koordinatlarinin degisimi
r--r veya r>r, 8§ >r7—-60 ve @ azimutal agik olmak lizere ¢ »> 7+ ¢
biciminde gerceklesen isaret degisimleri bigimindedir. Denklem (3.10)’a karsi
gelen simetrik dalga fonksiyonu i¢in

ikr
e

y=e“te™ +[f(0)% f(x-06)] (3.25)

7

bulunur. @ polar agisi tarafindan belirlenen dogrultudaki pargacigin sagilmasi igin
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genlik f (@)t f(x —0) bigimindedir ve pozitif isaret bozonlar igin; negatif isaret

ise fermiyonlar i¢in olmak tizere diferansiyel dik kesit ise asagidaki gibidir:
99 _ |10+ f(z-0) (3.26)
dQ

Bu denklemin fiziksel anlamina bakilacak olursa, belirli bir dogrultuda sagilan
pargacik igin genlik, € agisi boyunca sagilan pargacigin genligi ile 7 — 6 agisi
boyunca sa¢ilan pargacigin genliginin toplami veya farki seklindedir. Toplam dik
kesit, tiim farkli son durumlar iizerinden diferansiyel dik kesitin integre

edilmesiyle elde edilir. Dalga fonksiyonunun simetrisinden dolayr € ve ¢
acilariyla belirlenen durum, 7—6 ve @+ 7 agilan igin gegerli durum ile
0zdestir ve bu sebeple iki kez hesaba katmay1 onlemek amaciyla 47 kat1 agisinin
yarist alinarak 0<8<7/2 ve 0< o <27 arasinda integrali hesaplanir. Boylece

sacilma tamamen s -dalga kanalinda ise toplam dik kesiti bozonlar i¢in

o =8m’ (3.27)
ile verilirken; fermiyonlar icin ise sifira esittir.
3.2.1. Etkin Etkilesimler ve Sacilma Uzunlugu

Atomlar aras1 etkilesimler, atomlar birbirine ¢ok yakin oldugu zaman
kuvvetlidir. Seyreltik gazlarda, atomlar arasi etkilesim daha az oldugundan, bu
durumun  gerceklesmesi olast  degildir. Sistemin pek ¢ok uzaysal
konfigiirasyonunda, ¢ok-parcacik dalga fonksiyonu uzayda zamana bagl olarak
degisir; fakat atomlar birbirine yaklastiginda, hizli uzaysal degisimler meydana
gelebilir. Atomlar arasit kisa menzile sahip karsilikli etkilesimlerin detayli bir
bicimde hesaba katilmamasi i¢in “etkin etkilesim” icerigi One stiriiliir. Etkin
etkilesimle kisa dalga boyuna sahip etkilesimler yoluyla serbestlik dereceleri

ciftlendiginde, sistemin diisiik frekansl serbestlik derecesi hesaba katilir ve uzun
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dalga boylar1 arasindaki etkilesim tanimlanir. Boylece kisa dalga boyuna sahip
serbestlik derecelerinin birlestirildigi sdylenebilir.

Bu diisiinceyi daha somut bir hale getirebilmek ic¢in, momentum
gosteriminde iki parcaci@in sagilmasi ele alinir. Parcaciklar ayn1 m kiitlesine
sahipse indirgenmis kiitle m, =m /2’ dir. Koordinat uzayinda (3.9) ile verilen
dalga fonksiyonuna Fourier doniisiimiiniin uygulanmasiyla momentum uzayindaki

dalga fonksiyonu

y(k) =27’ 5k -k) +y .. (K (3.28)

biciminde bulunur. Bu denklemde sagdaki son terim Fourier doniigiimiiniin

uygulandigr sagilan dalgadir ve esitlik Schrodinger denklemini saglar:

h2k2 h2kr2
m

]wsc k') =U(K'k) + %Zm:k") vek)  (329)
4

Burada U(k',k")=U(k'-k") yalin atom-atom etkilesiminin  Fourier

doniisiimiidiir ve #°k*/m (=E) ise enerji 6z degerini ifade eder. &, sacilan
dalgada sadece giden dalganin olmasi kosulunu saglayan sonsuz kiigiik sanal

kisim olmak iizere, sagilan dalga

2,2 22,02 -1
Wsc(k!) :[h k _h k +l§] (U(k,,k)+lZU(k,,kﬂ)l//sc(k”)]
m Ve
(3.30)
ile verilir. Bu denklem asagidaki formda da yazilabilir:
272 2712 -l
wsc(k’)=(h k™ 1k +i5] T,k 2k | m) (3.31)
m m
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Yukaridaki esitligin son terimi “7 matrisini” ifade eder. 7' matrisi metodu, farkl
boyuta sahip birbirinden bagimsiz parcaciklarin sagilmasini ¢ok iyi ifade eder.
Ayrica bu matris ile yapilan hesaplamalar yiiksek bir tutarliliga sahiptir. Farkli
yonelimlerdeki parcaciklarla ilgili hesaplamalarin da yapilmasini saglayan
T matrisi yonteminin bir diger 6zelligi de, sacgilan pargaciklarin simetrisini de
hesaba katmasidir. Burada sacilma matrisi 7', asagidaki Lippmann-Schwinger

denklemini de saglar [13]:

-1

27.m2
ok +i8) T(k"k;E)

m

TK'k;E)=U(K'K) +%ZU(k’,k”)(E —
e

(3.32)

Genis dagilim ve sifir enerji (E=k=0) icin sacilan dalga, (3.31)’den

hesaplanabilir. Fourier doniisiimii kullanilarak:

dkl eik'.l‘ 1
[ =55 = (3.33)
2n)” k' 4mr
bulunur. Denklem (3.33)’ten
mT(0,0;0)
M) =— 3.34
W (1) PN (3.34)

elde edilir. Fourier donisiimiinde &', 1/r mertebesinde oldugundan, T
matrisindeki degeri sifirdir. Buradaki ifade, sifir enerji durumunda sagilma
matrisini ve sagilma uzunlugunu gosteren (3.12) numarali denklemdeki

w =1-1/a ifadesiyle de desteklenebilir. Bu durumda

m
2

7(0,0;0) (3.35)

a=

veya
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47h’a

7(0,0,0) = (3.36)
m
yazilabilir. Genel olarak sagilma genligi ve 7 matrisi
fK) =~ T(K K E = h*k> / m) (3.37)
4rh

biciminde iliskilendirilebilir [5,13-16].
3.3. Farkh Dahili Durumlar Arasi1 Gegisler

Bugiine dek atom-atom etkilesiminin incelendigi c¢alismalarin ¢ogunda,
niikleer ve elektrik spinden kaynaklanan atomlarin kendilerine ait olan serbestlik
dereceleri ihmal edilmistir. Taban durumundaki bir alkali atomu i¢in elektronik
spin 1/2°dir ve toplam niikleer spin durumlari sayisi, / niikleer spin olmak {izere

21 +1 ile verilir. @ ve g indisleri kullanilarak gosterilen taban durumundaki iki
alkali atomun toplam ince yap1 durumlar1 sayisi [2(21 +1)]2 dir. |a/3> ince yapi

durumunda bulunan iki atom, atom-atom etkilesimleri tarafindan |a'ﬂ’> ince yapi

durumuna sacilmastyla meydana gelen sagilma, bir coklu-kanal problemidir.
Atomlar arasinda etkilesim yokken iki atoma ait Hamiltonyen, kiitle

merkezi hareketinin kinetik enerjisi, ilgili hareketin kinetik enerjisi ile ince yapi

ve Zeeman enerjilerinden meydana gelir. Momentum korundugundan, tek-kanal

probleminde oldugu gibi kiitle-merkezi hareketi de basittir. /|, kinetik enerji

operatdriinii, p° momentumu, H_. ise 1 ve 2 numarali atomlarin Hamiltonyeni

spin

olmak {iizere, ilgili hareketin Hamiltonyeni #

rel »

A2
Hy=P—+n
2m

r

O+H,,(2) (3.38)

spin

den yararlanarak
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H,=H +U (3.39)

ile verilir. Burada U, atom-atom etkilesimine ait potansiyeldir. H,’in 0z
durumlar, 7k ilgili momentum olmak {izere |aﬂ, k> ile gosterilebilir. Spin

Hamiltonyeninin 6z durumlari

Hspin | 0[> =€q |a> (340)

tarafindan verilebiliyorsa, H, 1 6z durumlarimin enerjileri asagidaki gibidir:

272

h Q
E,; (k)= Zmﬂ +e, +e, (3.41)

r

Sacilma genligi (3.10)’un izinli olas1 seviyeler igin genellestirilmesiyle

elde edilebilir. “Giris kanali” af bilesenlerinde ve 7k _,, gelen durumun ilgili

aff
momentumu olmak iizere, (3.10)’a kars1 gelen dalga fonksiyonunun asimptotik

formu

ik’ r
e a'p’

w=e"""aB)+ > 17 (K poKlp) la'B) (3.42)
a'p’

r
bi¢imindedir. Sagilan dalga, “cikis kanal1” olarak adlandirilan «'f’ seklinde farkli

olast durum bilesenlerine sahiptir.
Giris ve ¢ikis kanallar1 farkli oldugunda, bunlarin ince yap1 ve Zeeman

enerjilerinin de genellikle farkli olacagina dikkat edilmelidir. Boylece o'’ ¢ikis
kanalindaki 7K, ilgili momentum degeri, giris kanalindaki degerinden farkli
olur. Ilgili iki momentum degeri, E = E(k,;)=E,, (k) toplam enerjisinin

korunmasi sartiyla iliskilendirilebilir ve boylece ilgili hareket icin dalga

sayisindaki kosul asagidaki ifade ile verilir:

2712 272
Wiy 1k,

2m 2m

r r

te, tey—€, €4 (3.43)
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k;fﬂ, <0 ise kanalin kapali oldugu sdylenir, ¢iinkii birbirinden ¢ok uzakta ve
hareketsiz olan atom ¢iftlerinin enerjileri yetersizdir. Boylece bu duruma karsi
gelen terim toplam i¢inde yer almaz. Bu durumu ifade etmenin diger bir yolu da

(3.38)’de verilen ilgili hareketin Hamiltonyeninin, £, (a¢'8) =€, + €, ile verilen

“esik enerjisinden” daha kii¢iik olmasidir.
3.3.1. Etkilesimin Merkez Bolgesi

Stireclerin oranlarin1 6ngorebilmek icin atomlar arasi etkilesimlerin temel
Ozelliklerine ihtiya¢ vardir. Buradaki en biiylik katki, atomlarin dagilimina ve
elektronik spin durumuna dayanan U merkez bdlgesinden gelir. Alkali atomlari

ve hidrojen i¢in elektronik spin 1/2’dir. Bu sebeple atom ¢iftinin elektronik spin

durumu singlet veya triplettir. Boylelikle etkilesim él ve éz elektron spin

operatorleri ile ifade edilebilir. él.éz skaler carpiminin 6z degeri triplet seviyeler
i¢in 1/4; singlet seviyeler i¢in ise -3/4’tir. P, =1/4-8,.S, ve P =-3/4+S, .S,
iki-elektronun singlet ve triplet seviyeleri i¢in izdiisiim operatorleridir ve burada

etkilesim ifadesi:

U, +3U,

US=UP, +U,P = +(U, -U,)S, 8, (3.44)

ile verilir. Burada genis atomlar arasi1 dagilimlarda, singlet ve triplet potansiyeller,
Van der Waals etkilesimi tarafindan bastirilir. Denklem (3.44), koordinat
uzayindaki rotasyonlar altinda sabit oldugundan, orbital agisal momentum
korunur. Ancak Ornegin, bu etkilesim ile asagidan yukariya veya yukaridan
asagitya dogru olmak tlizere atom spinleri degisebilir, ¢iinkii spin uzayinda

rotasyonlar sabittir ve elektronik spin agisal momentumu korunur.
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3.3.2. Manyetik Dipol-Dipol Etkilesimi

Etkilesimin merkez bdlgesi icin bazi etkilesimler izinli degildir ve bu
kosullarda elektron spinleri arasindaki manyetik dipol-dipol etkilesimleri dnemli

olabilir. Bu durum, elektrik dipol-dipol etkilesimleri formuna benzerdir:

2u,)* . .
U, = %[31 'S, —3(S, -F)S, -r)] (3.45)

Bu denklem niikleer spinlerden bagimsiz olmakla birlikte, spin ve koordinat
uzayindaki es zamanl rotasyonlar altinda invaryanttir. Bu sebeple toplam agisal
momentum korunur; fakat ayri ayr1 orbital agisal momentumlar: ve elektronik spin

acisal momentumlar1 korunmaz. Hem koordinat hem de spin uzayinda etkilesim,

Y, (F) kiiresel harmonik olmak iizere, ranki 2 olan kiiresel tensorler sekline

dontstiiriilebilir:
24N\ pp & .

U, = _(5] %H;YZ# O, (3.46)
Burada X, , ise ranki 2 olan iki spin operatdriinden olusan kiiresel tensordiir ve
bilesenleri:

3
1

yu = J—rE(Sleu +81:552), (3.48)
1

Zz,ﬁ = _ESliSZir (3.49)

bi¢iminde verilir.
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Bu etkilesim orbital agisal momentum kuantum sayist / ’nin -2,0 veya +2 seklinde
degismesine neden olabilir. s-dalga seviyesindeki gelen iki atom, agisal
momentumu elektronik spinlerden alinmak {izere d -dalga seviyesine sagilabilir.
Tipik bir dipol-dipol etkilesimi matrisine ait sifirlanmayan matris elemanlari, spin
degisimleri i¢in kabaca 1 veya 2 mertebe daha azdir ve S, -S, terimlerini igerir

[5,11].

3.3.3. Diisiik Enerjili Carpismalar

Sacilma genligi, aslinda tek kanal i¢in yapilan ¢oziime benzer bir yontemle

Schrodinger dalga denkleminin ¢oziilmesiyle bulunur. Ayrica, |lmaﬂ>

formundaki agisal momentum 6z durumlar1 temelinde de ¢aligmak uygundur. /
kuantum sayisi, 6zellikle atomlarin ilgili hareketlerinden ileri gelen toplam orbital

momentumu; m de eksenler iizerindeki izdlistimlerini belirler. f , iki atomun

elektronik ve niikleer spin durumlarini gosteren kanal olmak iizere, tek-kanal
problemindeki kismi dalga acilimina karst gelen temellere dayanarak, diisiik

enerjili carpigmalarin ifade edilebilmesi i¢in, @f kanalinin da ifadeye eklenmesi
gerekir. Elde edilen sonug /, m, a ve £ kuantum sayilar tarafindan belirlenen

farkli kanallar i¢in, ¢iftlenmis ikinci mertebeden diferansiyel denklem setleridir.
Bu tiirden bir hesaplamadan ortaya ¢ikan diisiik enerjili ¢arpismalarin goriintiisii,
kosegenlestirilmis ince yap1 ve Zeeman terimleriyle elde edilen ve gelen her iki
atomun da baslangigta tek-atom durumunda olmasi seklindedir. Kisa bir an i¢in
dipol-dipol etkilesimini ihmal edilirse, genis dagilimlardaki etkilesim, farkli ince
yapt durumlarinin karigmadigi Van der Waals terimi tarafindan bastirilir; ancak
kiiciik dagilimlar icin etkilesimin merkez bolgesi, singlet ve triplet elektronik spin
durumlari i¢in farklidir.

Diistik enerjili sagilma verisini 6zetlemek i¢in en uygun yol, ince yapi
yarilmalar1 ve dipol-dipol etkilesimi ihmal edilerek merkez potansiyelinin singlet

boliimii i¢in a_, triplet boliimii i¢in @, hayali sagilma uzunluklar1 kullanilmasidir.

Etkilesimin uzun menzilli kismi iyi bir bi¢imde karakterize edildigi i¢in, bu
niceliklerden hareketle keyfi ince yap1 kombinasyonlar1 i¢in sagilma uzunlugu ve

inelastik sac¢ilma oranlarinin hesaplanmasi miimkiindiir.
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Eger her iki atomun niikleer ve elektronik spinleri manyetik alan

dogrultusunda (¢ift polarize), F=F, , =1+1/2 ve m, =+F__ bicimindeyse,

max

durumundaki atom ¢iftleri icin elektronik spin durumu, singlet ve triplet
seviyelerin siliperpozisyonudur. Bdylece etkilesimin hem singlet hem de triplet
boliimleri, farkli kanallar1 kaynastiracak bigimde dnemli birer role sahiptir.

Kanal ciftlenimlerinin iki etkisi vardir: ilki, atomlarin farkli manyetik alt
seviyeler arasinda sacilabilmesidir, ¢ilinkii tuzak potansiyeli manyetik alt duruma
baglidir ve bu da genellikle tuzakta atom kayiplarina neden olur. Digeri ise,
elastik sacilma genligi ve etkin etkilesimin, kanallar arasindaki ¢iftlenimden

yararlanilarak ayarlanabilmesidir.

3.3.4. Elastik Olmayan Siirecler

Stireglere ait oranlar, sagilma genligi terimlerinde hesaplanabilir.
Diferansiyel dik kesit, final seviyesindeki kati a¢1 basima akimin baslangic
seviyesindeki akiya boliinmesidir. Denklem (3.42)’deki dalga fonksiyonuyla giris

kanalindaki aki v, =7k, /m, dir ve birim kati a¢1 bagina ¢ikis kanalindaki akim

" 2
| f ;}f (Kop:Kog )| U5 bigimindedir. Diferansiyel dik kesit bdylece

a'p
do
dQ

kL
k

!
_|pap 2Pup | pap 2
= |l o K| = O i)

(3.50)

aff off

olur. Burada ¥ hacmi i¢inde o ve f seviyelerinde bulunan iki atom, Kff IV

tarafindan ' ve f' seviyelerine sacilirlar.

5
doy;
dQ

Kgg = Uaﬁde

= 2N )] ap

” (KK 1 E) )| (3.51)

a'f'
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Onceki denklemde

N

N (E) = rles (3.52)
ap - 2712h3 :

birim hacim ve enerjideki, ilgili harekete ait son durum yogunlugudur. Tek
pargacik icin (3.52) ile (2.5) denklemleri, atom kiitlesi ile indirgenmis kiitle ve

pargacik momentumu ile ilgili harekete ait momentum ifadesi olan m, v, nin yer

degistirmesi sartiyla birbirine esittir. Son seviyedeki ilgili hiz asagidaki gibidir:

v (3.53)

' 1/2
, Dkl {2(E—ea, — eﬁ,)}
ap -

m

r

m,
Kuantumsal dejenereligin ihmal edilebilecegi kadar yiiksek olan

sicakliklarda, silirecin toplam orani, ¢ ve [ dahili durumlarindaki atomlarin

dalga fonksiyonuyla, (3.51)’in ¢arpilmasiyla elde edilir ve ardindan parcaciklarin
momentumlari iizerinden integrali hesaplanir. Bu durum, atom yogunluklarinin

degisim orani i¢in asagidaki denklemleri olusturur:

d dn dn' dn’ o
dt dt dt dt

Dejenereligin  etkileri O6nemli oldugunda istatistiksel faktorler, son
seviyelerinde bozonlar i¢in uyarmali emisyonu ve fermiyonlar i¢in Pauli engelini
kapsamalidir.

Oran sabiti K sicakliga baglhidir ve

Kol =xif = 27” (@B [T|ap)* Ny (E) = 0 (), (3.55)

aff

ile ifade edilir. Buradaki sabitler, hacmin zamana bdliinmesiyle olusturulan

boyutlara sahiptir ve bu siire¢ tarafindan ortadan kaybolan « seviyesindeki atom

icin émiir 7. =1/ K*? n, ile verilir.
¢ a ap p
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3.3.4.1. Spin degisim siirecleri

Etkilesimin merkez bdlgesi ilizerinden siireclerin oranin1 dngérmek igin
etkilesim, (3.44) formunda yazilabilir. Basitlestirilmis carpisma goriintiisii elde
edilmek istenirse, sagilma siireci boyunca ince yapt ve manyetik dipol-dipol
etkilesimleri ithmal edilerek spin serbestlik dereceleri icin etkin etkilesim, genel

degisim etkilesimi formunda asagidaki gibi yazilabilir:

U, ()

4h*(a, -
=Wslsza(r) (3.56)

Gelen atom i¢in sifir kinetik enerjili oran sabiti (3.55) numarali denklemden

Koy =4n(a, —a,)’vl,

(@'p'8,8,|ap) (3.57)

olur. Hidrojen icin sacilma uzunluklar farki «, mertebesindedir ve bu nedenle

daha yukaridaki ince yapi seviyesinde bulunan atomlar i¢in oran sabiti, spin
matris elemaninin mertebesi birim olmak tizere 10 cm’s™"dir. Alkali atomlar:
icin kars1 gelen degerler, genis sacilma uzunluklarindan dolayr 10™'cm’s™ dir.

Genel olarak deneylerde elde edilen yogunluklar 10”cm’

veya daha fazla
oldugundan, oran sabiti i¢in tahminler, atomlarin saniyelik zaman dilimlerinde
degisim ¢arpismalari tarafindan kaybedilecegi bigimindedir. Diisiik manyetik alan
i¢inde, daha asagidaki ince yapida bulunan c¢ok katli tayf ¢izgileri atomlar1 i¢in bu
oran sabiti, ¢ikan atomlara uygun olan faz uzaymin daralmasi nedeniyle genelde
daha diistiktiir.

Spin-degisim siireci oraminin (a, —a )’ ile degisiyor olmasi gergegi,
tuzaktaki atomlarin dmiirleriyle ilgili verilerden yararlanilarak, sagilma uzunlugu

hakkinda bilgi edinilebilmesini miimkiin kilar.
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3.3.4.2. Dipolar siirecler

Agisal momentum se¢im kurallar1 geregi, baz1 gegisler etkilesimin merkez

bolgesinde gerceklesemez. Ornegin, toplam acisal momentumla ayni1 yonelime

sahip bagka bir durum olmadigindan, ¢ift polarize |F=1+1/2,m, =F)

durumunda olan iki atomun ikisi de baska bir kanala sacilmaz. Diisiik manyetik
alan i¢inde iki atomun da maksimum gerilmis olan |F =1-1/2,mp =-F >

seviyesinde olmasi durumunda, kismi elektron spin tripleti ve singleti vardir.
Ciinkii etkilesimin merkez bdlgesi, orijinal olaninin haricinde bir matris elemanina
sahiptir. Ancak bozonik alkali izotoplarinda oldugu gibi niikleer manyetik
moment pozitif ise, diger seviyeler F' =1+1/2 ye sahiptir ve bdylece ince yap1
yarilma enerjisi kadar orijinal seviyenin iizerinde yer alirlar. Bu yilizden, ince yap1
enerjisinden daha diisiik degerdeki A7 termal enerjisindeki sicakliklar i¢in yukari
ince yap1 seviyesine gecisler onlenir. Cift polarize seviyeleri veya maksimum
gergin durumlar1 iceren atom bulutlari, manyetik dipol-dipol etkilesimleri ile
bozunabilir, fakat dipolar siirecler icin oran, genel olarak spin degisim
siireclerindekilerden 102-10 kat daha fazladir.

Tiim atomlarin ¢ift kath polarize oldugu veya F =17-1/2 olan maksimum
gergin seviyedeki polarize gazlar, manyetik dipol-dipol etkilesimleri yoluyla

bozunabilirler. Gelen atomlarin ilgili momentumlari sifir ise

2
Ky = 4’;4 (@B [U, KLy 0| aB) | Vi (3.58)

dir. Baslangi¢ seviyesi i¢in sifir momentuma sahip dalga fonksiyonu birdir ve
final seviyesi igin ise exp(ik_,, I)dir. Boylece manyetik dipol-dipol etkilesiminin

matris elemani
! _ _lkla'ﬁ' r
U Kl 0) = [dr U, (De (3.59)

ile verilir ve spin degiskenleri cinsinden operatordiir.
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J, kiiresel Bessel fonksiyonu ve k , k dogrultusundaki birim vektor olmak tizere,

kiiresel dalga terimleriyle diizlem dalga asagidaki gibidir:
e =axy i, (k)Y k)Y, () (3.60)
Im

Manyetik dipol-dipol etkilesimi i¢in (3.45)’teki ifade, sadece orbital agisal

momentumu / =2 olan katkilara kars1 gelir ve matris elemant

, 24" Gy (k! ) s
Umd (ka'ﬂ' 70) = (5) :uOlu}z} (J‘ dr% 2)72;4 (ka'ﬁ' )22,;1
M

(3.61)
ifadesine indirgenir. Kiiresel Bessel fonksiyonunu iceren integral
1 I .
J(0) =D (—ij il (3.62)
x dx X

ifadesinin kullanilmasiyla kolaylikla ¢oziilebilir ve degeri 4z /3’tiir.[12,13,15]
r, =e; /m,c’ =aja, Klasik elektron yarigapi ve pyup = wh’r, /m, olmak iizere

matris elemani

8 1/2
U, (Ko ,0) = 47?2(@}

2
h'r,

DY KL, (3.63)
i

e

bi¢imindedir.

Burada elde edilen sonucun, final seviyesinin ilgili momentum degerinden
bagimsiz olmasi oldukga ¢arpicidir. Bunun sebebi, genis araliklardaki dipol-dipol
etkilesiminin yavas azalmasidir. Ancak kisa menzilli etkilesimler i¢in matris
elemani £'’ne bagli manyetik dipol-dipol etkilesimlerindekiyle ayni tensor
yapisina sahiptir ve k’* ile orantilidir. Dipol-dipol etkilesiminin matris eleman,

ilgili momentumun degeri kiiciik iken sabit kalir, ¢iinkii integrale temel katki,
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Bessel fonksiyonunun ilk (ve en bilyiik) maksimumunun geldigi, A~1/k’

mertebesindeki dagilimlardan gelir. Spin degisim siireci i¢in ise matris elemani
4nh*(a, —a,)/m mertebesindedir ve bu sebeple, spin operatorlerinin matris

elemanlar1 arasindaki farklar ihmal edildiginde spin degisimi i¢in dipol matris

elemant degerinin orani;

Umd
U

m a, A a,

p 2 A
T e~ 10fa, -
m, a, a, —a,

(3.64)

_as

dir. Hidrojen i¢in bu oran 107" iken, alkali atomlar1 i¢in sacilma uzunlugu 100aq,

oldugundan alkaliler i¢in 10" ve 107 mertebesindedir.
Dipolar gecisler i¢in oran sabiti, kiiresel harmoniklerin ortogonalligi
nedeniyle, (3.61) numarali esitligin (3.51)’de yazilmasiyla elde edilir ve ilgili

momentumu sifir olan gelen pargaciklar i¢in

2.
ap m Ua'ﬁ' do

ot ’ 2
# =5 | @B Uiy Olap),
3272 2 .
N 175r (n;;rj Vi S\ @ B[22, @) [ (3.65)
¢ H

bulunur.

Deneysel olarak en fazla ilgi ¢ceken durumlar; ¢ift polarize seviyeler ve
pozitif niikleer manyetik momente sahip atomlar ile maksimum gergin diistik ince
yapt seviyeleridir, ¢iinkii bu seviyeler hizli spin degisim siirecleri boyunca
bozunmazlar. Hidrojen i¢in detayli hesaplamalardan, dipolar oran sabiti degerinin
10"°cm’s™ mertebesinde veya 6zel gecis ve manyetik alan mukavemetinden
dolay1 daha az olabilecegi goriilmiistiir. Alkali atomlar1 i¢in tahmin edilen
degerler, ¢ift polarize durumlarla mukayese edilebilir. Dipolar oranlar, genel
oranlarindan biraz daha fazla veya az olabilir, ¢linkii faz uzay1 kisitlamalarindan
otirii kanallar arasi rezonanslar1 verirler. Burada bahsedilen ikinci durum,

baslangicta diisiik ince yapr cok kath tayf cizgilerinde bulunan atomlar ve
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maksimum gergin seviye i¢in Onemlidir. Faz uzayi, (3.65)’teki v, faktorii

tarafindan yansitilir. Bu durumda, final seviyesindeki ilgili hiz, iki ¢ift polarize

atom arasindaki carpigsmalar i¢in ince yap1 etkilesiminden dolay1 degil; yalnizca

Zeeman yarilmalar yiiziindendir. Kii¢tik alanlar i¢in U;,ﬁ,,NBl/z oldugundan, dipol

orani diisiik manyetik alan limitinde ortadan kalkar ve sonug olarak bu seviyeler,
deneysel calismalar i¢in oldukca cekici bir hal alir. Alkali atomlarinin kullanildig:
deneylerde dipolar siiregler, yap1 omriinli genellikle kisitlamaz. Ancak hidrojen
icin elde edilen yogunluklar o kadar yiiksektir ki, dipolar siireglere ait
karakteristik zaman bir saniye mertebesindedir ve bu siire¢ baskin olan kayip
mekanizmasini olusturmaktadir. Niikleer spini 1/2 olan hidrojen atomu ig¢in
yalmizca F' =0 bi¢iminde yalnizca bir tane algak ince yap1 durumu vardir ve bu
“yiiksek alan giidiimii (high-field seekers)” olarak adlandirilir. Sonug¢ olarak
hidrojen atomu i¢in manyetik tuzaklardaki dipolar kayiplar, daha diisiik manyetik
alan multipletlerindeki seviyelerde ¢alisilarak engellenilemez.

Rb ve Cs gibi daha agir alkalilerde relativistik etkiler dnemlidir ve kayiplar
icin bir baska mekanizmay1 daha gerektirir. Bu mekanizma, ikinci mertebeden
olan ve manyetik dipol-dipol etkilesimi yoluyla gerceklesen gecisleri arttiran spin-

yoriinge etkilesimidir. Etkilesimin isareti ise dipolar etkilesimin tersidir. [5]
3.3.4.3. U¢-parcacik siireci

Ug-pargacik rekombinasyonu, tuzaklarda elde edilen yogunluklar iizerine
sik1 kisitlamalar getirir. Bu siirecin orani, L oran sabiti ve n atomik tiirlerin

yogunlugu olmak {izere

dn

= —Ln’ (3.66)

ile verilir. Oran, yogunlugun kiipii ile orantilidir, ¢linkii s6z konusu siire¢ lic-
pargacik igindir ve {i¢ atomun birbirine yakin olma olasiligi da n’ ile degisir.
Atomun 7; hacminde bulunma olasihi1 nr; mertebesindedir ve bu sebeple iki-

pargacik stireciyle kiyaslandiginda ii¢-pargacik siireci orani, iki siire¢ arasindaki
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faz uzaylarn arasindaki farklar ihmal edildiginde kabaca ayni faktor tarafindan

verilir. Boylece iig-pargacik siireci i¢in oran sabiti 7, mertebesindedir, yani

etkilesimin merkez bolgesi boyunca tiim siireglerin gerceklesmesine izin

verildiginde L~Kr; seklindedir. Alkaliler igin 7,~10%a ve K~10"'cm™s™

oldugundan tig-parcacik oran sabitinin kabaca 10°°cm®s" mertebesinde oldugu

ongoriilebilir. Hidrojen i¢in ise bu oran, zayif atomlar arasi potansiyel nedeniyle
cok daha kiigiiktiir, yani 107*cm®s™ mertebesindedir. Sonu¢ olarak ii¢-parcacik
siireci, alkali atomlartyla ilgili deneylerde 6nemli olabilir; fakat hidrojen igin
onemli degildir. Ug-parcacik etkilesimi oranlari, iki-parcacikta oldugu gibi,
stirecte yer alan atomlarin oOzelliklerinden etkilenir ve yogusma olusmaya

basladikea, lig-pargacik siirecine ait oran azalir [17].
3.3.2. Elastik Sacilma ve Feshbach Rezonansi

Baska agik kanallar varken, sacilma genliginin £ =0 i¢in genellikle reel
olmamasi, tek kanal problemi ile karsilastirildiginda 6nemli bir farkliliktir. Ancak
bu etki, diisiik sicakliklardaki alkali atomlar1 i¢in genel kosullar altinda oldukc¢a
kiigiiktiir ve i1yi bir yaklasim olarak elastik sa¢ilma, tek-kanal teorisinde oldugu
gibi reel sagilma uzunlugu terimlerinde tanimlanabilir. Diger bir etki ise, bir
kanaldaki elastik sa¢ilmanin, kapali olan ikinci kanaldaki diisiik-enerji bagl
durumu varliginda carpici bir bicimde ayarlanabilmesidir. “Feshbach rezonans1”
olarak bilinen bu fenomen, ilk kez niikleer fizikte incelenmistir. Bu rezonanslar,
soguk atomlara ait temel atomik fizik arastirmalarinda 6nemli bir aragtir, ¢linkii
bu rezonanslar, manyetik alan gibi bir dis parametrenin uygulanmasi vasitasiyla,
sagilma uzunlugunun ve diger parametrelerin ayarlanmasin1 saglar. Ayrica,
tuzaklanmis gazlarla ilgili deneylerde de uygulama alanlar1 vardir.

Feshbach rezonansi, agik kanaldaki toplam enerjinin kapali kanaldaki bagl
durum enerjisi ile eslesmesi durumunda ortaya ¢ikar (Sekil(3.2)). Acik ve kapali
kanallar arasindaki birinci mertebeden ciftlenim ayarli degildir, ¢linkii tanim
geregi kapali kanallarda siirekli durumlar s6z konusu degildir. Ancak, acik

kanaldaki iki parcacik, daha sonradan iki parcacigi acik kanallardan birinde
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vermek tizere kapali bir kanaldaki ortalama bir seviyeye sagilabilir. Bu tiirden

ikinci mertebe siireclerde, pertiirbasyon teorisinden sa¢ilma uzunluguna
a~——m— (3.67)

gibi bir katki beklenir. Burada £ agik kanaldaki parcaciklarin enerjisi ve E, ise

kapali kanallardaki seviyelerin enerjisidir. Sonu¢ olarak, giris kanalindaki iki
parcacigin enerjisi, kapali kanaldaki bagli durum enerjisine yakin oldugunda
biiyiik bir etki sz konusu olacaktir. Enerji degerindeki kaymalar icin ikinci-
mertebe pertiirbasyon teorisinden beklenildigi lizere kanallar arasindaki ciftlenim,
sagilan parcaciklarin enerjisi, baghh durum enerjisinden biiylik oldugunda itici
etkilesimi arttirirken; sagilan pargaciklarin enerjisi bagli durum enerjisinden diistik
oldugunda ise ¢ekici etkilesim s6z konusudur. Agik kanaldaki gelen pargacik
enerjisi, bagli durum enerjisine yaklastikca sacilma iizerindeki etkileri artar.
Seviyelere ait enerjiler, manyetik alan gibi dis parametrelere baglh oldugu i¢in, bu

rezonanslar etkin etkilesimin ayarlanabilmesini miimkiin kilar [18].

Enerji

I —
II \
Eres |

- = ; = Atomik Dagilim
Ewn i —

Sekil 3.2.  Feshbach rezonansi olusumunu sergileyen iki farkli kanal i¢in sematik potansiyel
enerji egrisi. £, giris kanal icin esik enerjisi ve E,  kapal kanal seviyesinin

enerjisi
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3.3.5.1. Temel formalizm

P acik kanallari; 0 kapali kanallar1 tanimlayan uzaysal ve spin serbestlik
derecelerini igeren iki alt uzay olsun. Durum vektérii olan |y), iki alt uzaydaki

yonelimlerin toplami olarak
v=lve)+vo) (3.68)

yazilabilir. |y p ) =P |W>Ve ‘l//Q>:Q |w> seklindedir. Burada P ve Q, iki alt uzay

icin yonelim operatorleridir ve P+Q=1 ve PQ=0 kosullarini saglar.

H | 1,//> = E| 1//> Schrodinger denkleminin soldan P ve @ ile garpilmasiyla,
H,,=P HP, H,,=QH Q, H,,=P HQ ve H,,=QH P olmak iizere, iki alt

uzay lizerinde durum vektorlerinin yonelimi i¢in
(E_HPP)|'//P>:HPQ";VQ> (3.69)

(E~Hoo)lvo)=Horlv») (3.70)

ciftlenmis denklemleri elde edilir. H ,, operatorii, P alt uzayindaki Hamiltonyen;
H,, operatorii ise Q alt uzayindaki Hamiltonyendir. H,, ve H,, iki alt

uzaydaki ¢iftlenimi ifade eder. Denklem (3.70)’in formal ¢6ziimii
N
o) =(E~Heyp +i8) Hyply,) (3.71)

dir. Burada paydadaki pozitif sonsuz kiigiik imajiner kisim &, sagilan dalga

sadece giden terimlerden olussun diye eklenmistir.
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Denklem (3.71)’in, (3.71) numarali ifadede yerine yazilmasiyla |1// P> i¢in

(E_HPP_H}JP)|‘//P>:0 (3.72)
elde edilir. Buradaki
Hj, =H,,(E—-H,, +i5) " H,, (3.73)

terimi Feshbach rezonansini tanimlayan terimdir. Bu terim, P alt uzayindan Q alt
uzay1 boyunca gegisleri ve daha sonra tekrar P alt uzayma, bu uzaydaki etkin

etkilesimi ifade eder. Bu terim, ikinci mertebeden pertiirbasyon teorisindeki enerji
kaymasina benzer ve acik kanalda yerellesmemis potansiyele karsit gelir.
Etkilesim enerjiye bagli oldugu i¢in, zamana gore bir gecikme de s6z konusudur.

Hamiltonyenin H ,, + H,, seklindeki diyagonal kisimlarini, iki atomun
dagilimindan ve etkilesim katkisindan bagimsiz olan H, terimlerine bdlmek
uygundur. Burada H,, ilgili hareketin kinetik enerjisi ile ince yap: ve Zeeman

terimlerinin toplamidir. U, , P alt uzayindaki etkilesim terimi olmak tizere
H, =H,+U, (3.74)

yazilabilir. Denklem (3.72), U, = H,, olmak iizere acik kanalin alt uzayindaki

toplam etkin atom-atom etkilesimi
u=U,+U, (3.75)
ile tekrar yazilacak olursa, asagidaki denklem elde edilir.

(E-H,-U)yp)=0 (3.76)
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3.4. Sacilma Uzunlugunun Belirlenmesi

Bu boliimde alkali atomlarinin sagilma uzunluklarimi belirlemede
kullanilan metodlardan bahsedilecektir. Yapilan deneylerin ¢ogu sacilma
uzunlugunun tam degerini vermese de, sagilma uzunlugunun hesaplanabilecegi

atom-atom etkilesimi hakkinda bilgi vermektedir.

3.4.1. Sacilma Dik Kesitinin Belirlenmesi

Ozdes bozonlar igin diisiik enerjili elastik sacilma dik kesiti 8’ ile
verilir ve bu nedenle elastik dik kesitin 6l¢iisli, sa¢ilma uzunlugunun degerini
verirken isaretini vermez. Bu teknigin zorlugu, pargacik yogunluguyla ilgili bilgi

gerektirmesidir.

3.4.2. Molekiiler Spektrum

Iki polarize atomun molekiiler bagli durumlar arasindaki gegis frekanslar
Olgiilerek etkilesim potansiyeli hakkinda bilgi edinilebilir. Ancak bu method,
sacilma uzunlugunun belirlenmesi i¢in 6nemli olan etkilesimin uzun menzilli

kismi i¢in duyarli degildir.

3.4.3. Photoassociative Spektrum

Bu metodda lazerle mikrokelvin mertebesindeki sicakliklara sogutulan
atomlar, lazer alan1 i¢inde ¢arpisirlar. Carpisma boyunca baslangicta serbest olan
atom ciftleri, optik olarak molekiiler bagli durumlara uyarilirlar. Yayilan serbest
durum termal enerjisi ihmal edilebilecek kadar kiiclik oldugundan bu siireg, iyi
¢Oziimlenmis serbest-bagli absorpsiyon spektrumunu verir ve uzun menzilli

atomik etkilesimlerin analizinde de oldukg¢a kullanigli bir metoddur [19].
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3.4.4. Alkali Atomlar1 ve Hidrojen icin Sacilma Uzunluklan

Bu béliimde hidrojen ve bazi alkali atomlarina ait sagilma uzunluklari
bulunmaktadir. a, ile triplet sacilma uzunlugu, a, ile singlet sagilma uzunlugu ve
a,, 1le de maksimum gergin disik ince yapt durumu (F=7-1/2,
mp =—(I —1/2)) i¢in sa¢ilma uzunlugu ifade edilmistir. Tiim sa¢ilma uzunluklari

atomik birimlerde verilmistir. (1 a.b.=a,=47 €, h* /m e* ~0,0529 nm)

Hidrojen
a, =1,2 ve a, =0,41 dir [20,21].
Lityum
Photoassociative spektroskopi kullanilarak
SLi izotopu i¢in a, =45,5+2,5 ve a, =-2160+£ 250,
"Li izotopu i¢in a, =33+2 ve a, =-27,6+0,5
bulunmustur. 'Li izotopu icin triplet sa¢ilma uzunlugunun negatif olmasi,

yogusmanin birka¢ bin atomdan fazla sayidaki atom i¢in olusmasini engeller.

Sodyum

Photoassociative spektroskopiden yararlanilarak

a, =19,1+2,1
a, =653+0,9
a,, =554%12
elde edilmistir [22].
Potasyum

Photoassociative spektroskopiden

PKigin a, =-17+25, a, =140% ve a,, =-20"%;,
YK igin a, =194"31* ve a, =10572,

K i¢in @, = 65", a, =85+2 ve a,, =697

sonuglarma ulasilmistir [23,24].
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Rubidyum

Photoassociative spektroskopi ve Feshbach rezonansi kullanilarak

®Rb igin a, =-369+16, a, = 2400*% ve a, =-450+140
bulunmustur.

$7Rb i¢in tiim sa¢1lma uzunluklar1 birbirine yakindir [25,26]:

a, =106t4, a, =90£1 ve a,,, =103£5
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4. YOGUSMUS DURUM TEORISi

Bu boliimde etkilesimler sirasinda Bose-Einstein yogusmasinin yapisi
incelenecektir ve baslangic noktas1 Gross-Pitaevski esitligi olacaktir. Bu denklem,

a sa¢ilma uzunlugunun parcaciklar arasi uzakliktan daha kiigiik oldugu, uniform

olmayan Bose gazinin 0° K civarindaki sicakliklar igin 6zelliklerini igermektedir.
4.1. Gross-Pitaevski Denklemi

Momentum ifadesinde, diisik enerjili iki pargacik arasindaki etkilesim
U, =4rh*a/m bigimindedir. Koordinat uzaymda bu durum r ve r' iki
pargacigin konumlarini ifade etmek iizere, U,o(r —r') etkin etkilesimine karsi

gelmektedir. Cok-pargacikli durumlarin enerjisini incelemek icin, Hartree veya
ortalama-alan yaklasimi segilir ve dalga fonksiyonunun, tek-parcacik dalga
fonksiyonlarinin simetrik ¢arpimlari oldugu kabul edilir. Tam yogusmanin oldugu

durumda, tiim bozonlar ayn1 ¢(r) tek-parcacik seviyesindedir ve bu nedenle N

pargaciktan olusan sistem i¢in dalga fonksiyonu
N
‘//(r1>r25---:rN):H¢(ri) (4.1)
i=1

ile verilir. Tek-parcacik dalga fonksiyonu ¢(r;), her zamanki gibi normalize edilir:

farpe) =1 4.2)

Buradaki dalga fonksiyonu, atomlarin birbirine yakin olmasindan kaynaklanan
karsilikl etkilesimi icermez. Bu etkilesim, kisa dalga boyu serbestlik derecesinin
etkilerini igeren U,o(r —r’) etkin potansiyelinin kullanilmasiyla hesaba katilir.
Ortalama alan yaklagiminda, pargaciklar arasi mesafeden daha kisa mesafelere

kars1 gelen serbestlik dereceleri arasindaki etkilesimler ise, agik bir sekilde hesaba
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katilmaz. Bu nedenle dalga sayist &, ’nin limit degeri i¢in sifir kullanilir. Etkin
etkilesim boylece U,’a esittir. V(r) dis potansiyel olmak iizere etkin

Hamiltonyen,

N [p2
H=Z{$+V(ri)}+UOZ5(ri—rj) (4.3)

i=1 i(j

dir. Denklem (4.1)’deki seviyenin enerjisi ise (4.4)’teki gibidir:

2 —_—
E=N[ar| 2 wpof +veolpof + 2 u g 4.4)
2m

2

Hartree yaklasiminda, tiim atomlar dalga fonksiyonu ¢ ile gosterilen
durumdadirlar. Dogru dalga fonksiyonunda, kisa atomik yerlesimlerden
kaynaklanan karsilikli etkilesimler sebebiyle atomlarin bir kismi, daha hizhi
uzaysal varyasyonlarin bulundugu seviyelerdedir ve bu sebeple ¢ seviyesindeki
toplam atom sayisi, N ’den daha azdir. Ancak, mikroskobik teoriden uniform
Bose gazinda etkilesimlerden otiirii yogusmadaki parcacik sayisinin azalmasi, »
parcactk yogunlugu olmak iizere, (na®)"? mertebesindedir. Parcacik
dagilimlarinin bir Ol¢iisii olarak, parcacik basina ortalama hacme esit olan kiire

hacminin yarigap: r, ise yogunluk asagidaki gibi verilebilir:

1

S 4,
" (47 /3)r] (#5)

3/2

Yogusmadaki azalma ise (a/r,) mertebesindedir ve bugiine dek yapilan

deneylerde %1 veya daha az etkiye sahip oldugu i¢in, karsilikli etkilesimler
sebebiyle olusan bu katkinin etkisi, pek cok durumda ihmal edilmistir.

Uniform Bose gazi ele alindiginda, 7 hacimli uniform sistemin taban

durumundaki pargaciga ait dalga fonksiyonu ise 1/7"? mertebesindedir ve
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parcacik ciftinin etkilesim enerjisi boylece U, /V ’olur. Hepsinin ayni seviyede
bulundugu N bozondan olusan sistemin enerjisi, bu niceligin, bozon ¢ifti

olusturabilmesine ait muhtemel yollarinin sayisi olan N(N —1)/2 ile ¢arpimidir.

Bu yaklagimda n = N/V ve N))l olmak sartiyla enerji ifadesi asagidaki gibidir:

_NWN-D, ]

E ~—
2 079

Vn*U, (4.6)

Yogusmus durumun dalga fonksiyonu ifadesi;

p(r)=N"24(r) (4.7)
dir. Parcaciklarin yogunlugunda 1/ N ’li terimin ihmal edilmesiyle

n(r) = |y ) (48)

bulunur ve sistemin enerjisi asagidaki gibi yazilabilir:
hn? 2 2 1 4
Ey) = [dr| Ny + VOO + Ul (4.9)

w 'nin optimum formunu bulmak ig¢in, y(r) ve kompleks konjugesi  *(r) 'nin

bagimsiz varyasyonlarina gore, toplam parcacik sayisi
2
N:jdr|y/ @ (4.10)

sabit olmak tizere (4.8)’deki enerji minimize edilir. Buradaki sinirlandirma,

Lagrange carpanlart metodu ile elverisli bir bicimde uygulanabilir. v ve w *
varyasyonlar1 keyfidir ve parcacik sayisinin korunmasini saglayan g kimyasal

potansiyeli Lagrange ¢arpani olarak oF — poN = 0 yazilabilir. Bu prosediir, sabit
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M i¢in E— uN niceliginin minimize edilmesi durumuna esittir.  *’a gore

E — uN varyasyonunun sifira esitlenmesiyle

2
—f—mvzw) FVOWE) + Uy @ () = () @.11)

biciminde zamandan bagimsiz Gross-Pitaevski denklemine ulasilir. Denklem
(4.11), birbirlerinden bagimsiz bir sekilde Gross ve Pitaevski tarafindan 1961
yilinda tiiretilmistir ve diisiik sicakliklardaki uniform olmayan seyreltik Bose

gazlariin arastirilmasinda temel aractir. Bu denklem, pargaciklar iizerine etkiyen
potansiyel, V dis potansiyellerinin toplami1 ve U 0|1//(r)|2 diger bozonlar

tarafindan olusturulan ortalama alanin hesaba katilmasiyla olusturulan dogrusal
olmayan terim olmak {iizere, lineer olmayan Schrodinger denklemi formundadir.
Burada 6z degerin, lineer Schrodinger denkleminde oldugu gibi parcacik basina
diisen enerji olmadigina, kimyasal potansiyel olduguna dikkat edilmelidir. Ayni
seviyede bulunan tiim pargaciklar i¢in kimyasal potansiyel, parcacik basina diisen
enerjidir; ancak etkilesen parcaciklar i¢in bu durum s6z konusu degildir. [3,4,27]

Uniform Bose gazi i¢in (4.11)’deki Gross-Pitaevski denklemi:
2
u=Uy®f =Usn (4.12)

dir. Denklem (4.6)’daki uniform seviyenin enerjisinden kimyasal potansiyelin

hesaplandiginda, g =0E/ON termodinamik bagintisindan elde edilen sonugla

uyumlu oldugu goriiliir [5].

Wo(r,0) =y, (r)e ™ (4.13)

olmak {izere zamana bagli Gross-Pitaevski denklemi:

2V2
+ Vext (r’t) + g|lr//0 (r,t)
2m

ih%wo (r,f) = [— f 2}//0 (r,1) (4.14)
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Gross-Pitaevski denkleminde bulunan g, s-dalga sacilma uzunlugu a teriminde

ciftlenim sabitidir:

B Arh’a
m

g (4.15)

Denklem (4.14)’iin uygulanabilmesi i¢in toplam atom sayisinin yeteri kadar fazla
olmast; seyreltik olma kosulunun saglanabilmesi i¢in de sicakligin yeteri kadar
diisiik olmas1 gerekmektedir. Ancak bu sekilde yogusmanin hem kuantumsal hem
de termal tiikenmesinin ihmal edilmesine olanak saglanir. Gross-Pitaevski
denkleminin uygulanabilir olmas1 i¢in bir diger sart ise, sagilma uzunlugundan

daha biiyiik olan uzunluklarin kullanilmasidir [3] .
4.2. Tuzaklanmis Yogusmanin Taban Durumu

Genel olarak daha fazla tuzakta uygulanabilir olmasina ragmen, basitlik
acisindan ve deneysel verilerle de tutarlilik olusturmasi gz Oniinde
bulunduruldugunda, tuzaklanmis bozonlar i¢in Gross-Pitaevski denkleminin
coziimleri harmonik potansiyelde incelenir. Detayli hesaplamalara ge¢cmeden

once, osilator potansiyelinin anizotropisi ihmal edilerek ¢6ziim irdelenecek olursa,
potansiyel V = ma)gr2 /2 formunda olmalidir. Bulutun uzaysal genisligi ~R

iken, Heisenberg belirsizlik ilkesi sebebiyle pargactk momentumu 7%/ R

mertebesinde oldugundan, osilator potansiyeline maruz kalan parcacik basina
potansiyel enerji ~ma)§R2 /2 ve kinetik enerji ise % /2mR? mertebesindedir.
Boylece etkilesimler s6z konusu degilken kinetik enerji, kiigiik R degerleri i¢in
1/R? ile degisirken; biiyiik R degerleri i¢in R? ile degisir ve kinetik enerji ile
potansiyel enerji birbirine esit oldugunda maksimum degerini alir. Bu duruma

kars1 gelen bulut yaricapi;

1/2
am.:[ U j (4.16)

ma,

dir ve “harmonik osilator uzunlugu” olarak adlandirilir.
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Harmonik osilatér uzunlugu, sistemin ilk ©6nemli uzunluk skalasidir ve

deneylerden elde edilen sonuglara gore a,, ~1um mertebesindedir. Belirli bir

sicaklikta, atomlarin belirli bir boliimii en diisiik enerjili seviyeye yerlesir ve

digerleri termal olarak daha yiiksek enerjili seviyelere uyarilmistir. k,7))hao,
olsun ve klasik Boltzman dagilimiyla termal bulut yogunlugu kabaca
n,(r)ocexp[-V(r)/kyTlile verilsin. V =mwir*/2 iken Gaussian dalga

fonksiyonunun genisligi R, =a,, (kzT/ ha)o)” 2>dir. Dolayisiyla termal bulutun

osc

yarigcapl, a,. degerinden daha biiyliktiir. BOylece, harmonik tuzakta bulunan

Bose-Einstein yogusmasi, yogunluk dagiliminin merkez bolgesinde keskin bir pik
goriinlimiine sahiptir [4].

Etkilesimlerin etkileri ele alindiginda, parcacik yogunlugu kabaca
n~N/R® seklindedir ve parcacigin etkilesim enerjisi boylece nUy,~U,N /R?
mertebesindedir. Itici etkilesimler igin enerjiye ek katkinin etkisi, toplam enerji

minimumunu R ’nin daha biiyiik degerlerine kaydiracak sekilde R~ ile degisir ve
sonugta Na 'nin artan degerleri i¢in kinetik enerji terimi 6nemini yitirir. Kinetik
enerjinin ihmal edilebilecegi kuvvetli ¢iftlenim limitinin incelenmesi de oldukca
Ogretici olacaktir. Bulutun denge boyutu, etkilesim enerjisi ile potansiyelin
toplaminin minimize edilmesiyle bulunur ve her iki katki degerinin mertebesinin
aym oldugu durumda olusur. Iki enerji degeri birbirine esitlendiginde denge

durumundaki yarigap;

N, 1/5
R~a,, (—"] (4.17)

ve pargacik basina enerji

a osc

E N 23

a
—~ho,| — 4.18
N 0( ] (4.18)

dir. Na/a,,, etkilesim kuvvetini ifade eden boyutsuz bir niceliktir ve bu giine

osc?

dek yapilan deneylerde, itici etkilesime sahip atomlar i¢cin degeri 1’den daha
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biiyiilk olarak elde edilmistir. Dolayisiyla R yaricapi, a,,. degerinden daha

biiytiktiir. |a|~10nm ve a,,.~lpm igin, N ; 10* ile 10° arasinda degisen degerler

alirken, R/a,, orani 2,5 ile 6 arasinda degerler alir. Denge halinde, hem osilator

c

enerjisi ve hem de etkilesim enerjisi R* ile orantilidir ve bu sebeple R ile

orantilt olan kinetik enerji ile potansiyel (etkilesim) enerjisi arasindaki oran
(a, / Na)*'® ¢ esittir. Bu durum, yeteri kadar fazla atom igeren bulut icin kinetik

enerjinin aslinda ihmal edilebilecegini gostermektedir.

Cekici etkilesimlerde, az sayidaki pargacik i¢in toplam enerji, R 'nin ¢ok
kiigiik degerleri i¢in —1/R’ ile —oo’a mraksamanmin disinda, etkilesime sahip
olmayan parc¢aciklarda oldugu gibi R ’nin bir fonksiyonudur. Sonug olarak, yeteri
kadar az sayidaki parcacik icin enerji, daha kiiciik yaricap degerlerinde olmak
sartiyla, birbiriyle etkilesimde bulunmayan pargaciklarin enerjisi civarinda yerel

minimuma sahiptir. Minimumdan kiiciik sapmalar i¢in enerji arttigindan bu seviye
metastabildir; fakat kiiciik R icin enerji en sonunda —1/R’ ile degisir ve yerel
minimumdakinden daha az bir degere denk gelir. Artan parcacik sayisiyla, yerel

minimum daha s1g bir hal alir ve kritik atom sayis1 N icin ortadan kalkar. Daha

fazla sayidaki pargacik i¢cin metastabil seviye s6z konusu degildir. Beklendigi

lizere kritik say1 N, ~ / |a| biciminde, boyutsuz ¢iftlenim parametresinin -1

aOSC
mertebesinde oldugu durum ile belirlenir. Ornegin "Li igin (triplet) sacilma

uzunlugu —27,6a, =—-1,46nm’dir ve bu nedenle 100Hz mertebesindeki

frekanslara sahip olan tuzaklarda kritik say1 deneysel olarak 10° mertebesindedir.

Alkali atomlar1 i¢in uygun manyetik tuzaklari karakterize eden énemli bir
ozellik, deneysel tutarlilik i¢inde tuzak potansiyelinin ikinci mertebeden
secilebilmesidir. Bdylece bu tiirden sistemlerin incelenmesi, harmonik
potansiyelde bulunan 0Ozdes pargaciklar igin relativistik olmayan kuantum

mekanigi uygulamalar seklindedir.

V(x,y,z) = %m(a)lzx2 + w22y2 + 0)3222 (4.19)
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Denklem (4.19)’daki gibi tig-boyutlu anizotropik harmonik osilator potansiyeli ile

V' >de hapsedilen gazin taban durumu enerjisi belirlenebilir. Burada o, (i =1,2,3)

osilator frekanslarimi temsil eder ve birbirlerinden farkli degerler alabilirler.
Deneylerde kullanilan tuzaklarin ¢ogu eksenel simetriye sahiptir ve bu yiizden
buradaki iki frekans degeri birbirine esittir. Denklem (4.11)’de verilen Gross-
Pitaevski denklemi, niimerik integrasyon ile dogrudan ¢dziilebilir; ancak bazi

analitik ¢oziimlerin tiiretilmesi de bu konuda oldukga 6gretici olacaktir.

4.2.1. Varyasyonel Hesaplama

Gaussian deneme fonksiyonuna dayanan bu hesaplamada, pargaciklar arasi

etkilesim s6z konusu degilken en diistik tek-pargacik seviyesi dalga fonksiyonu

1 2 2 .2 2 .2 2
¢0 (l") — T = e X /2611 e 4 /2a2 e z /2(13 (4.20)
7™ (ayayas)

ile verilir. Burada a; (i =1,2,3) osilator uzunlugu, a; =/ ma, seklinde (2.32) ile

benzerdir. l’l(l’):N¢0(I")2 ile verilen yogunluk dagilimi ise bu yilizden

Gaussian’dir. Atomlar aras1 etkilesimler, bulutun boyutunu degistirir. Bu sebeple

(4.20)’deki denklem ile uyumlu olarak, b, uzunluklar1 varyasyonel parametreler

olarak secildiginde y deneme fonksiyonu i¢in

1 —x2/2b% —y*12b3% —z2/2b?
R A A (4.21)

w(r)=
7T3/4(b1b2b3)1/2

yazilabilir. Bu deneme fonksiyonu (4.10) denklemindeki normalizasyon kosulunu

saglar. Denklem (4.21)’in, (4.9)’da yazilmasiyla enerji ifadesi

1

a.2 b2 NzU
E(b,,by,by) = NY ho,| ——+—— |+ 0 4.22
(buobysbs) =N (41),.2 4a’ ) 2(27)*? bbb, “.22)

olur.
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Etkilesimler yok iken b, 'nin a;, ’ye esit alinmasiyla

ho. N2U
E ~ N i 0
Z[: 2 " 2027)*? aya,a,
2
- NZ% + NT<OO|”| 00) (4.23)
bulunur. Burada
2

(00]0f00) =7 [ar g ) 429

bicimindedir. Denklem (4.23)’teki enerji, osilatoriin taban durumundaki iki
parcacik i¢in etkilesim enerjisidir. Bu deger, pertiirbasyon teorisinden elde edilen
sonuca karsi gelir ve pargacik basina etkilesim enerjisi, herhangi bir sifir-nokta
enerjisi ile kiyaslandiginda yeteri kadar kiiglik oldugu siirece iyi bir yaklagimdir.
Ug osilatdriin frekans degerleri birbirleriyle kiyaslanabilir durumda (@, ~ @,) ise,
etkilesim enerjisi ile osilatoriin sifir-nokta enerjisi orani, Na/a,, seklinde
etkilesim siddetini ifade eden boyutsuz dlgegin mertebesindedir. Bu deger, dalga
fonksiyonu osilatoriin taban durumundaki pargaciklar i¢in yazildiginda, etkilesim
enerjisi ile osilatdr enerjisi %@, arasindaki orani verir. Na/a,,. ~1 durumu,
pertiirbatif rejim ile, tuzaktan ileri gelen etkilesim enerjisi ve potansiyel enerji
arasindaki rekabet sonucu olusan denge durumu arasindaki gecisi gosterir.
Etkilesim kuvvetli oldugunda bulut genisler ve optimal dalga fonksiyonu,
b, ’nin daha biiyiik degerlerine kars1 gelecek bigimde daha fazla yayilir. Boyutsuz

uzunluk x; = b, /a; ile tanimlanabilir. Varyasyonel parametreler x; (i =1,2,3) ile

ilgili olarak E enerjisinin minimize edilmesiyle asagidakine benzer ii¢c denkleme

ulasilir:

N
%hw{ﬁ_LJ L N, 1, (4.25)
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Burada a karakteristik uzunlugu ifade eder:

a=|— (4.26)

@ osilator frekansi ise li¢ boyutlu osilator frekanslarinin geometrik ortalamasidir:

o = (0,0,0;)"> (4.27)

Yukaridaki ¢iftlenmis denklem setleri ¢oziilerek, deneme fonksiyonu i¢in optimal
parametreler elde edilebilir. En basit durum, parcacik basina etkilesim enerjisinin
tim o, degerleri i¢in 7, ’den fazla olacag: sayidaki pargacik i¢in olusturulabilir.

Bu sekilde (4.25)’teki 1/ xi2 ile orantili olan kinetik enerji terimi ithmal edilebilir.

Bu denklem x; i¢in ¢oziildiigiinde

2 1/2 N __\5/2
x; = (—j Ta(ﬂJ (4.28)
T a \ o
veya
1/10 1/5 —
b, = (Ej {@j @ - (4.29)
V4 a ;
bulunur ve pargacik basina enerjiye gelen temel katki asagidaki gibidir:
1/5 2/5
£_ E(EJ (@J ha (4.30)
N 4\x a

Denklem (4.30)’daki varyasyonel tahminlere gore pargacik basina enerji, kinetik
enerjinin ihmal edildigi limit icin N?'° ile orantilidir ve etkilesimlerin olmadig
durumdaki enerjiden (Na/@)*° kat daha fazladir. Bu durum Thomas-Fermi

yaklagimi i¢in de dogrudur.
Sekil (4.1)’de izotropik osilatdr i¢in varyasyonel parametre b 'nin

(=b,=b, =b;) E/N’e baghhgi, boyutsuz parametre Na/a,, un farkh
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degerleri i¢in gosterilmistir. Ayrica bu grafikte cekici etkilesim ig¢in, sagilma
uzunlugunun negatif degerlerine karsi gelen o6rnekler de resmedilmistir. Figiirde
gosterildigi gibi, N sayidaki pargacigin negatif a sacilma uzunlugu igin yerel
minimumu kritik N sayisindaki pargacigi gerektirmektedir; ancak N 'nin daha
biiylik degerleri icin ise bulut ¢oker. Kritik parcacik sayisi, bile £/ N ’nin birinci

ve ikinci tiirevleri sifira esitlenerek

Neld  227)"?
= 55/4

~ 0,67 (4.31)

aOSC

bi¢ciminde elde edilir. 7%, birimlerinde pargacik basmna minimum enerji,

-0,67(Na/a,. (o araliginda, Sekil (4.1)’de Na/a,,’un fonksiyonu olarak

osc

cizilmistir. Gross-Pitaevski denkleminin niimerik integrasyonu N C|a|/ a,, =057

sonucunu verir. Kinetik enerji pertiirbasyon igeriyorsa, pargacik basina toplam

enerji (Na/a,, )" ile orantili olan ek bir terim igerir[5].

osc

7 7 T T T T
6 0} | 1
5+
4 F
_E L
Nh(:)o )
2 —
1 E
0
-1 | [ I I I
0 0.5 1 1.5 2 25
b
Sekil 4.1. b varyasyonel parametresinin fonksiyonu olarak izotropik harmonik tuzakta

bulunan pargacik basina enerjiye karst boyutsuz parametre Na / a . *un varyasyonel

ifadesi (Burada noktali egri, degeri yaklasik 0,67 olan kritik degere yani bulutun

stabil olmadig1 duruma kars1 gelir.)
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4.2.2. Thomas-Fermi Yaklasim

Yeteri kadar biiyiik boyuttaki bulut i¢in, taban durumu enerjisinin kesin
ifadesi, Gross-Pitaevski esitliginden kinetik enerji teriminin ihmal edilmesiyle
elde edilir. Harmonik tuzaklarda oldugu gibi, atom sayis1 fazla iken ve itici
etkilesim s6z konusu oldugunda, kinetik enerjinin potansiyel enerjiye (etkilesim
enerjisine) orani oldukca kiiciiktiir. Gross-Pitaevski denkleminde kinetik enerji
teriminin ithmal edildigi limit, Thomas-Fermi limiti olarak adlandirilir. Dolayisiyla
fazla sayida atom igeren yogusmaya ait dalga fonksiyonu i¢in daha iyi bir
yaklagim, Gross-Pitaevski denkleminde kinetik enerji teriminin ihmal edilmesiyle

baslar. Boylece u kimyasal potansiyel olmak tizere (4.11)’den

)+ Uy Jy0) = i) (4.32)

bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii asagidaki gibidir:

n0) =y of =[u-rm)/u, (4.33)
Bulutun smir1
V()= u (4.34)

oldugundan bu boélge disinda y =0’dir. Bu yaklasimin fiziksel igerigi, bulut
icinde herhangi bir noktada parcaciga eklenen enerjinin her yerde ayn1 olmasina
dayanir. Bu enerji, V' (r) dis potansiyeliyle yogunlugu, yerel gaz yogunlugu
n(r)’ye esit olan uniform gazin kimyasal potansiyelini veren n(r)U, enerji
katkisinin toplamidir. Atomlar igin, toplam elektrostatik potansiyel, tuzak
potansiyelinin yerini; yerel Fermi enerjisi ise U0|1//(r)|2 =Uyn ortalama alan

enerjisinin yerini alir.
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Thomas-Fermi yaklasiminda {i¢ boyutta bulutun genisligi, (4.19)’un
(4.34)’te yazilmasiyla agagidaki gibi li¢ adet R; kismi-ekseni ile verilir:

R,-2 _ 2/«12 ’ (1-21’2’3) (435)
R, uzunluklari, kimyasal potansiyelin belirlenmesinin ardindan tuzak
parametreleri terimlerinde de degerlendirilebilir. Denklem (4.10)’daki w ’nin
normalizasyon kosulu, kimyasal potansiyel u ile toplam parcacik sayisi N

arasinda iligki kurar. Denklem (4.19) tarafindan verilen potansiyele sahip

harmonik tuzak i¢in

3/2
8 2u y7,
mao 0

dir. Esitligin # icin ¢oziilmesiyle i ve i arasinda asagidaki iliski bulunur:

2/5 2/5
,u=152 [%J ho (4.37)

Bulutun uzaysal boyutunun dlgiisii olarak R = (R, R,R; )'"? niceligi uygundur. Bu

nicelik kullanilarak (4.36) ve (4.37) numarali denklemlerin birlestirilmesiyle

1/5 1/5
E=15”5(@J 5z1,719(¥j a (4.38)

a

N}

elde edilir. Buradan R ’nin deneysel kosullar géz 6niinde bulunduruldugunda
a ’dan daha biiyiik oldugu goriiliir. Sekil (4.2)’de, varyasyonel hesaplamalardan
elde edilen dalga fonksiyonu ile Thomas-Fermi yaklasimindan elde edilen dalga

fonksiyonlar1 gosterilmistir.
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0.1}

riBags.
Sekil 4.2. Dalga fonksiyonlart N''2 /(fa, )*'? Ve =(Na/a,,)" birimlerinde olmak iizere

Gaussian varyasyonel yaklagim ile taban durumu dalga fonksiyonu (tam ¢izgi) ve

izotropik harmonik osilator potansiyeli i¢in Thomas-Fermi yaklagimi (noktali ¢izgi)

u=0E/ON ve uoc N*° oldugundan (4.37) denklemine gore parcacik

basina enerji

(4.39)

=z
| »n
=

olur. Bu deger, biiyiik N degerlerindeki enerjiye gelen temel katkiy1 ifade eder ve
(4.30)’daki varyasyonel tahminlerden (36007)"° /7 ~0,92 niimerik faktorii
kadar daha kiigiiktiir. Thomas-Fermi yaklasimiyla bulutun merkez bdolgesinin
yogunlugu n(0) = u/ U, dur.

Toplam enerjinin potansiyel ile etkilesim enerjileri arasinda nasil
dagildigin1 gérmek icin, (4.33) ile verilen Thomas-Fermi ¢oziimiiniin (4.9)’da
yazilarak kinetik enerjinin ihmal edilmesiyle son iki terim icin ¢oziiliir.

Hesaplamada, V' (r) potansiyeli ve Thomas-Fermi ¢6ziimiiniin her ikisi de kiiresel

simetriktir. £, etkilesim enerjisiile £, potansiyel enerjisi arasindaki oran

E.

int __

1
J.drrz(l —r*)? /2
0 _2 (4.40)

E - 1
pot Idrr4(1—r2)
0
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halini alir ve Virial Teoremi’ne ait ifadeyi verir. Thomas-Fermi yaklasimindaki
etkilesim enerjisi, toplam enerjinin 2/5 katina esittir. Parcacik basina toplam enerji

Su/7 oldugundan, pargacik basina etkilesim enerjisi ile kimyasal potansiyel

arasinda

it =, (4.41)

bigiminde bir iliski s6z konusudur[5].

Thomas-Fermi  yaklasimi, Na/a))l  oldugunda bulutun  genel
ozellikleriyle ilgili oldukga iyi bir yaklasimdir. Ayrica Na/a orani ile atom-atom
etkilesimleri tam anlamiyla ayarlanabilir ve bu oran aymi zamanda “Thomas-
Fermi parametresi” olarak adlandirilir. Standart deneysel konfigiirasyonlarda a/a
orani 10~ mertebesindedir. Boylece 10>’ten daha fazla atom igeren érnekler icin
Thomas-Fermi parametresi oldukca biiytiktiir.

Etkilesimin olmadigi modelden Thomas-Fermi limitine gecise Ornek
olarak Sekil (4.3) gosterilebilir. Burada dalga fonksiyonuna ait degerler
(4.11)’deki Gross-Pitaevski denkleminin ¢oziilmesiyle elde edilmistir. Etkilesimin
etkileri, etkilesimsiz model tarafindan Ongoriilen Gaussian goriintiisiinden
sapmalar ile ortaya cikar. Thomas-Fermi parametresinin biiylik degerleri igin
denklemin ¢6ziimii, giderek artan bir sekilde diizlesir ve sonugta yogunluk azalir.
Gross-Pitaevski denkleminin ¢oziimii ile diisiik sicakliklarda elde edilen yogunluk
goriintiileri karsilagtirildiginda miikemmel bir uyum s6z konusudur. (Sekil 4.4)
Buna gore, harmonik olarak tuzaklanmis Bose gazlarinda taban durumunun
yogunluk profilinin seklinin karakterize edilmesinde, iki-cisim etkilesiminin ¢ok

onemli bir rolii oldugu ortaya ¢ikmistir [3].
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0.5 T T T T T
a >0

Dalga fonksiyonu

rila,

Sekil 4.3. 7 =0"da, itici etkilesime sahip kiiresel tuzak i¢in Gross-Pitaevski denkleminin
niimerik olarak ¢oziilmesiyle elde edilen yogusma fonksiyonu. Burada ii¢ diiz ¢izgi

i¢in Na/a,, =1,10,100 diir. Kesikli ¢izgi ise ideal gazi temsil eder.

L0000

B0

(%)

500 | - 1

1

aao

Bulut Yogunlugu

P T T T S B |
B0 —4G —20 0 20 40 BD
z (j!m:l

Sekil 4.4.  Eksenel koordinatin fonksiyonu olarak tuzaktaki 80 000 sodyum atomu i¢in
yogunluk dagilimi ( Deneysel noktalar, optik yogunluga karsi gelir. Diiz cizgi
ortalama-alan yaklasimindan elde edilen sonuglari; kesikli ¢izgi ise etkilesimsiz gazi
ifade eder. Buradan atom-atom etkilesiminin, merkez yogunlugunu azalttig1

sonucuna ulagilir. )
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4.2.3. Bulut Yiizeyinin Yapisi

Thomas-Fermi yaklagimi, mertebe parametresi uzayda yeteri kadar yavas
degisiyorken uygulanabilir; ancak Thomas-Fermi dalga fonksiyonuna enerji
fonksiyonu katkisindan dolay1 bulut yilizeyinde uygulanmasi elverigli degildir.

n(r) = [,u - V(r)]/ U, yogunluk profilini ifade eder ve ylizeyde r, civarinda
V(ry) = u olan dis potansiyel genisletilirse, yogunluk profili n(r)=F-(r-ry)/U,

halini alir. Burada
F=-VV(r,) (4.42)

ile verilen, yiizeydeki pargacik iizerine etkiyen dis potansiyelden kaynaklanan

kuvvettir. Yogusma dalga fonksiyonu

M} (4.43)

w(r) =[ U,

ile verilir. Yiizeyden itibaren kinetik enerji teriminin 6dnemli olmaya basladigi
uzakligr belirleyebilmek i¢in, enerji fonksiyonuna kinetik enerji katkisi

incelenmelidir. Bu katki atom bagina

n|dy i ax|’ n?
2m|l//|2 2m(x, —x)2

(4.44)

mertebesindedir. Burada x, ylizeyin yerini, x ise incelenen uzaklig ifade eder.

F, bulut yiizeyindeki parcacik {izerine etkiyen tuzak kuvvetinin degerini vermek

lizere, kimyasal potansiyel ile dis potansiyel arasindaki fark

U—V({r)=F(x, —x) (4.45)

bigimindedir.
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Lineer potansiyelde bulunan serbest parcacigin kuantum mekaniginde sahip

oldugu uzunluk skalasi ile ayn1 mertebede olan uzunluk skalasi

S =(h*/2mF)"3 (4.46)

ile verilir ve kinetik enerji terimi, x, —x<5 iken daha baskindir. izotropik

harmonik osilatér potansiyeli ¥ =mwir? /2 ve Rbulut yaricapi olmak iizere

F =mwlR dir. a,, =(h/ma,)"? olmak iizere asagidaki sonuca ulagilir:

4 \V/3 2/3
5| o | _[(F®) R (4.47)
2R P 2

Yukaridaki esitligin ikinci ifadesinde kimyasal potansiyel u = ma)ng /2 ’dir.

Sonucta, Thomas-Fermi yaklasimu, (a,,, /R)** degeri yeteri kadar fazla sayidaki

parcacik i¢in ¢ok kiiciik bir deger aldigindan, iyi bir yaklasim olmaktan ¢ikar.
Yiizey bolgesi lizerindeki hesaplamalar Gross-Pitaevski denklemi ile
baslar. Eger dis potansiyel ¢ uzunluk skalasi lizerinde yavasca degistirilirse,
ylizey civarindaki bolgede potansiyel yukarida anlatildigr sekilde genisletilebilir
ve problem bir boyutlu bir hal alir. x koordinati terimlerinde ve orjin yiizey

tizerinde secildiginde Gross-Pitaevski denklemi

h? d* 2
—————+ Fx+ Uyl (x)|” (x)=0 (4.48)
2m dx?

dir. Uzunluk 6 birimlerinde Slgiiliirse, Gross-Pitaevski denklemi daha basit bir

hal alir. Ayrica, yogusma dalga fonksiyonu, & bulut yiizeyinden olan uzaklik
olmak tlizere Thomas-Fermi teorisinde b= (Fo/ UO)” ? degeri i¢in olgiilebilir.

y =Xx/0 uzunluk degiskeni olsun; bu durumda dalga fonksiyonu ¥ =y /b olur.
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Denklem:
P =¥+ P (4.49)
halini alir. Burada tiirevler y {izerindendir. Thomas-Fermi yaklasimiyla ¢6ziim
y<0igin ¥ =,/—y ve »)0 igin ¥ =0 (4.50)
bi¢imindedir.

x))0 oldugu durumda y))I’dir. Yogusma dalga fonksiyonu kiigiik
oldugundan, kiibik terim ihmal edilebilir. Elde edilen denklem Airy

fonksiyonudur ve asimptotik ¢6ziimii asagidaki gibi verilir:

P (4.51)
y

Bulutun i¢ kismi i¢in y{(—1’dir ve ¥ = /—y seklindeki Thomas-Fermi

¢coziimii gecerlidir. Dalga fonksiyonuna en biiyiik katkiyr belirlemek igin,
Y =Y, + ¥, yazilip (4.49) lineerlestirilerek

—W P, 43P, =) (4.52)

bulunur. 1/y ’nin daha yiiksek mertebeden terimlerine katkida bulundugundan

yukaridaki denklemde ‘P, ihmal edilerek, (4.50) ifadesinden ¥, =(-y)"?

alinarak

'2 (4.53)

1
8y -y

sonucuna ulagilir.
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Boylece asimptotik ¢oziim
vy y[l +8L3] (4.54)
y

olur. Denklem (4.49) niimerik olarak coziilebilir ve (4.51) esitligindeki degeri
yaklasik olarak 0,391 olan C sabitinin belirlenmesini saglar.

x eksenine dik olan birim yiizeydeki kinetik enerji

2
@:% jdx|v l/,|2 (4.55)

dir. x((—o bolgesi icin gecerli olmas1 beklenen (4.50)’deki Thomas-Fermi dalga
fonksiyonu incelendiginde, x — 0 iken dalga fonksiyonu iraksak oldugundan
integral —/ limit degerinden daha kiiciik x degerleri icin hesaplanir. integralin alt
limiti 6 ile kiyaslandiginda biiyiik olan L degeri i¢in ise — L olarak belirlenir.
Buradaki limit uzaklik Thomas-Fermi yaklasimin ise yaramadigi ~—o6 olarak

secilmedigi siirece, kinetik enerjinin Thomas-Fermi sonucu ile verilebilir.

<p2> p2 W2F L
A 2mJ' (y )__U_l 7 (4.56)

2m

In(L//)’nin biliylik degerlerinde gecerli olan, dalga fonksiyonu kullanilarak

nlimerik olarak hesaplanan birim ylizeydeki kinetik enerji ise

< > T )2 n* F _ 4160L 4.57)

——1
2m o

-L 0

bicimindedir. Boylece, Thomas-Fermi yaklasimi, /=0,2400 olmak ({izere,

integral x =—/ limit degeri i¢in kullanilirsa kinetik enerjiye ait dogru asimptotik
davranis elde edilebilir. Benzer etkin limit degeri kullanmilarak daha genel

durumlar i¢in kinetik enerji hesaplanabilir.
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Fiziksel olarak ii¢-boyutlu harmonik osilatér potansiyelinde hapsedilmis

N atomdan olusan bulut i¢in izotropik durum ele alindiginda potansiyel
V(r)=magr* /2 dir. Taban durumu dalga fonksiyonu igin Gross-Pitacvski

denklemi:

h2 d 2 d 1 2.2 47rh2a 2
o2 ar\ ar) 2T - 4.58
[ 2mr? a’r(r er R @) ()= py(r) (4.58)

U= ma)ng /2 olmak tizere X = ry doniisiimii yapildiginda

Anh’a

_ndX +lmw2(r2 —RHX(D)+ |X(r)|2)((r) =0 (4.59)
2m dr? 2 0 mr? .
bulunur. Buradan Thomas-Fermi ¢oziimii
1/2
R*—r?
Xip = r( Z J (4.60)
Smaasc

olur. Denklem (4.59), r=R etrafinda genisletildiginde o ’nin (4.47)’deki
ifadeyle verildigi, (4.49) formunda olan bir sonuca ulagilir.
Kinetik enerjiyi hesaplamak icin, Thomas-Fermi dalga fonksiyonu ve

[ =0,2400 olmak {izere integral yarigapt i¢cinde R —/ integral limiti kullanilir.

Boylece sonug

R-1
jdrrz(dy//dr)z
E, 2
kin __ 0

N 2m

2
= h 1—51n2—R—§ (4.61)
omR*\ 4 1 2

R
Idrrzwz
0

olarak bulunur. Yukaridaki ifade, fark %2,5’tan az olmak {iizere In(R/0)

degerinin 3’ten biiylik oldugu durumlar i¢in niimerik sonug¢la uyumludur [5].
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5. YOGUSMA DiNAMIGi

Ortak modlara veya tuzagin serbest birakilmasinin ardindan yogusmanin
genislemesine benzer olarak Bose-Einstein yogusmus bulutunun zamana baglh
davranisi, yogusmanin fiziksel dogasi ile ilgili 6nemli bir bilgi kaynagidir. Ayrica,
yogusmanin  temel uyarilma  spektrumu, termodinamik  o6zelliklerinin

hesaplanmasinda baslica bilesendir.

5.1. Genel Formiilasyon

Yogusmanin denge durumundaki yapisi, parcaciklar arasindaki etkilesimin
de hesaba katildigi lineer olmayan potansiyel katkisi ile birlikte zamandan
bagimsiz Schrodinger esitligi ile tanimlanir. Dinamik problemleri ele almak igin,
ayni lineer olmayan etkilesim terimi ile birlikte zamana bagli Schrodinger esitligi

kullanilir. Bu denklem, zamana bagli Gross-Pitaevski esitligidir:

oy (r,t)
ot

2w(r,t) = ih (5.1)

2
- ;l—sz//(r,t) +V (O (1) +Uglw(r,0)
m

Bu denklem yogusma dinamigi kavraminin temelini olusturur.

Denklem (4.11)’deki zamandan bagimsiz Gross-Pitaevski esitligi,
zamandan bagimsiz Schrodinger denkleminde enerji 6z degerinin yerine kimyasal
potansiyelin yazilmasiyla elde edilir. Zamana bagli Gross-Pitaevski esitligi ile

zamandan bagimsiz Gross-Pitaevski esitligi arasinda tutarlilifi saglamak i¢in

w(r,t) sabit durumunun, exp(—iut/#h) zamaninda olmasi gerekir. |N > ve |N —1>
durumlari, exp(—iEyt/h) ile exp(—iE,_jt/h) zaman arhifinda degistiginden faz
faktorti, y 'nin makroskobik olarak N pargacik ile N —1 parcacik arasinda, taban

durumunda bulunan ¥ yok etme operatoriiniin matris elemanina esit oldugunu

gostermektedir:

w(r,t)=(N -1y )| N) o exp[-i(Ey — Ey_)t/h] (5.2)
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Biiylik N degerleri i¢in, E, —E,_, taban durumu enerjileri arasindaki fark

OE /ON ’e esittir ve bu deger de kimyasal potansiyeli verir. Boylece bu sonug,

temel olarak yogusma dalga fonksiyonunun ¢ fazinin gelisimi i¢in Josephson

bagintisidir:
d¢ _ u
Y2 5.3
dt h :3)

Denklem (5.1)’deki zamana bagli Gross-Pitaevski

prensibinden de tiiretilebilir:

esitligi  eylem

5ILa’t =0 (5.4)
Burada Lagrangian L

L= Idr%(l//*aa—l’/t/—y/%j—E

=Idr{%(w*2—t/—w%j—g} (5.5)

ile verilir ve E, daha dnce (4.9)’da verilen enerjidir. Enerji yogunlugu ise

_ﬁ 2 2 ﬁ 4
&= Vyl +V O] + 5 v (5.6)

dir. Denklem (5.4)’teki varyasyon prensibine gore, t=t,, t=t¢, tim ¢
degerlerindeki uzaysal siirlar disinda yok olmasinin gerekliligi disinda  (veya
w *) varyasyonlar1 gorecelidir. Fiziksel olarak uygulanabilir olan bir  deneme

fonksiyonu secildiginde ise, dinamik problemlerin yaklasik ¢oziimleri igin
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varyasyon ilkesinden yararlanilir ve bdylece hidrodinamik esitligin yeniden

diizenlenmesiyle, Gross-Pitaevski esitliginin fiziksel i¢erigi yeniden elde edilir.

5.1.1. Hidrodinamik Esitlikler

Genel olarak zamana bagli durumlarda, yogunluk i¢in |t//|2 ile verilen ve

(5.1) denklemine esit olan bir dizi denklem yerine yogusmanin yerel hizi ile
orantili olan faz gradyenti kullanilir.
Yogusma hizinin dogasim1 anlamak i¢in siireklilik denklemi tiiretilir.

Denklem (5.1)’deki zamana bagli Gross-Pitaevski esitligi i *(r,¢) ile ¢arpildiktan

sonra elde edilen esitligin kompleks konjugesi ¢ikarildiginda

6|1//|2 +V.
ot

U .(w*w—wl,u*)}o (5.7)
mi

sonucuna ulagilir. Bu denklem, lineer Schrodinger esitliginden elde edilen ile

aymidir, ¢ilinkii Gross-Pitaevski esitligindeki lineer olmayan potansiyel reeldir.
Denklem (5.7), pargacik yogunlugu i¢in n = |W|2 biciminde siireklilik denklemi

formuna sahiptir:

8—”+v-(nv) =0 (5.8)
ot

Burada yogusmanin hizi

2mi |W|2

ile tanimlanir. Momentum yogunlugu j ise:

o
=WV -y (5.10)
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Bu denklem, momentum yogunlugunun pargacik kiitlesi ile pargacik akim

yogunlugunun ¢arpimi olarak

j=mnv (5.11)

bigiminde ifade edilir.
Yogunluk ve hiz i¢in basit formlar y dalga fonksiyonunun f genligi ve

¢ fazi formunda yazilmasiyla elde edilebilir:

w = fe't (5.12)
Boylece yogunluk
n=f? (5.13)
ve hiz
h
v=—1V¢ (5.14)
m

ile ifade edilebilir. Hiz skaler bir niceligin gradyenti oldugundan, (5.14) numarali
denklemden yogusma hareketinin potansiyel akisa kars1 geldigi sonucuna ulagilir.

Yogusma icin bu denklem, hiz potansiyelinin #¢/m oldugunu sdyler. ¢ 'nin tekil

olmamasi sarttyla, yogusma hareketi kesinlikle irrotasyonel olmalidir:

VXVZEVXV¢=0 (5.15)
m

Yogusmanin olas1 hareketleri boylelikle klasik akiskandan ¢ok daha sinirhdir.
f ve ¢ igin hareket denklemleri, (5.12) denkleminin (5.1)’de yazilip, reel

ve imajiner kisimlariin ayrilmasiyla bulunabilir. Boylece

v . 0
oy _.Of iy 09 5.16
T T e (5.16)
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Ve

V= |-V (V) S iV S 2V 4V | (5.17)

olur. Buradan hareketle agagidaki iki denklem elde edilir:

Mz_zv.(f2v¢) (5.18)
ot m
g0 M L 2

hat = 2me f+2mv +Vr)+U,f (5.19)

Denklem (5.18), yeni degiskenler cinsinden (5.8)’deki siireklilik denklemidir. Hiz
icin hareket denklemini bulmak ig¢in, (5.19) numarali denklemin gradyenti

alindiginda

m@:—V(ﬁ+%mv2] (5.20)

v2idn (5.21)

dir. Denklem (5.19), 6E/ on bi¢ciminde fonksiyonel tiirevler terimlerinde

o) 1 o

ot T on(r) (5-22)

olarak ifade edilebilir. OE/on(r) niceligi, r noktasinda bulunan pargaciga

eklenmesi gereken enerji miktaridir ve nedenle burada elde edilen sonug, (5.3) ile

verilen taban durumunda bulunmayan parcaciklar icin Josephson bagintisidir.
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2

Sabit kosullar altinda 27 + %mv sabittir; hiza katki sifir oldugunda ¢ konumdan

bagimsizdir ve g sabittir. Bu durum kesinlikle zamandan bagimsiz Gross-
Pitaevski esitligidir.

Di1s potansiyellerden kaynaklanan katkilar ihmal edildiginde, (5.21)’deki
nU, ifadesi, uniform Bose gazi i¢in kimyasal potansiyeldir. Sifir-sicaklikta,
hacim sistemi i¢in kimyasal potansiyeldeki degisim ile p basincindaki degisim
arasindaki iliski, dp = ndu Gibbs-Duhem bagintisi ile verilir ve sonug, seyreltik
uniform Bose gazi i¢in pg=nU, ve p=-0E/0V = an0 /2 oldugundan

kolaylikla dogrulanabilir. Bdylece (5.20) denklemi asagidaki formda tekrar

yazilabilir:
2 2
@:_va_v Yy +lV h Viidn —iVV (5.23)
ot mn 2 m | 2myn m

Denklem (5.8) ve (5.23), miikemmel akiskan i¢in hidrodinamik esitliklerle
oldukca benzerdir. Akiskanin hizi v ile gosterilirse, (5.8)’deki siireklilik
denklemi, miikkemmel akigskanla tam olarak ayni formdadir. Denklem (5.23) ile

benzer olarak Euler denklemi:

@-F(V'V)V-I-LVp:—iVV (5.24)
ot mn m
veya
2
@—VX(VXV)=—LVP—V Y —LVV (5.25)
ot mn 2 m

dir. Burada p, yogusma basincindan farkli olarak akiskanin basincini ifade eder.

Denklem (5.23) ile (5.25) arasinda iki fark vardir: Birincisi, Euler esitligi

vx(V xv) terimini igerir. Ancak siiper akiskanin hiz alani, V x v =0 potansiyel
akisina kars1 gelir ve bu tiirden bir akis i¢in v x(V x v) teriminin Euler esitligine

katkis1 olmaz. Bu sebeple potansiyel akis i¢in iki denklem arsindaki tek farklilik,
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“kuantum basing terimi” olarak bilinen, (5.23)denkleminde bulunan sagdan ikinci

terimdir. Bu terim, yogusmus durum icin dalga fonksiyonunun uzaysal

degisimlerinden kaynaklanan kuvvetleri ifade eder. Vv?/2 gibi bu terimin de
kokeni enerji yogunlugundaki h2|V 1//|2 /2m =mnv? /2 +h*(Vf)* /2m kinetik

enerji terimine dayanmaktadir; fakat iki katki da farkl fiziksel etkilere kars1 gelir:
Bunlardan ilki, pargacik hareketinin kinetik enerjisine; digeri ise parcacik akimini

arttirmayan sifir-nokta hareketine kars1 gelir. Parcacik dalga fonksiyonunun

uzaysal degisimi [ ise, kuantum basmci terimi #°/m?/’ mertebesindeyken

(5.23)’teki basing terimi nU, /ml mertebesindedir. Bu nedenle kuantum basinci
terimi, yogunlugun uzaysal varyasyonlari, / uzunlugundan daha kisa veya
E~n/(mnUy)"? tutarll uzunluk skalasi mertebesinde oldugunda genel basing

teriminden baskin iken; daha biiyiik olan uzunluk skalalari i¢in dnemini yitirir.
Yogusmanin hareketi yerel yogunluk ve yerel hiz terimlerinde
Ozellestirilebilir. Bunun sebebi, yerel yogunluk ve yerel hizin, yogusma dalga
fonksiyonunu ifade edebilecek degeri ve fazi olan yegane serbestlik dereceleri
olmalaridir. Siradan sivilar ve gazlari tanimlamak i¢in daha fazla sayida serbestlik
derecesi gereklidir, bunun sonucu olarak da, pargaciklar i¢in dagilim fonksiyonu
gibi genel mikroskobik bir tanima ihtiya¢ vardir. Ancak, parcaciklar arasi
carpismalar termodinamik dengenin yerel olarak kurulabilecegi siklikta
oldugunda, siradan gazlar ve sivilar i¢in hidrodinamik tanim kullanilabilir.
Akiskanin durumu boylece yerel hiz, yerel sicaklik ve yerel parcacik yogunlugu
(es olarak kiitle yogunlugu) terimlerinde biitiiniiyle 06zellestirilebilir. Sifir-
sicaklikta, sicaklik kullanilabilir bir degisken degildir ve akiskan hareketi, tipki
yogusmada oldugu gibi yerel yogunluk ve yerel akiskan hizi terimlerinde
tanimlanabilir. Yogusma ve miikemmel akigkan i¢in hareket denklemlerinin bu
kadar benzer olmasinin sebebi, parcacik sayisi1 ve toplam momentum igin
korunum yasalar1 ifadelerini saglamalaridir. Fakat her iki durum i¢in de yerel
yogunluk ve yerel hiz terimlerindeki tamimlarin fiziksel nedenleri oldukca

farklidir [5,28,29].
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5.2. Temel Uyarilmalar

Temel uyarilma 6zellikleri, gazin denge durumundan kii¢iik sapmalar1 ve
zamana bagli Gross-Pitaevski denkleminin periyodik ¢oéziimlerinin elde edilmesi
ile belirlenebilir. Buna es deger olan yaklasim, yukarida verilen hidrodinamik

formiilasyonun kullanilmasidir. n,, denge yogunlugu ve dn yogunlugun denge
durumundan sapmast olmak tizere yogunluk n=n,, +dn olarak yazlabilir. v

hizi, on ise kiiciik degerleri gostermek iizere (5.8), (5.20) ve (5.21) numaral

denklemlerin lineerlestirilmesiyle

oon

E = —V'(nqu) (526)
A&

m% - Vo (5.27)

bulunur. Burada 617, (5.21) denkleminin lineerlestirilmesiyle elde edilir. Denklem

(5.26)’nin zamana gore tiirevinin alinip, (5.27)’nin de kullanilmasiyla

0%on
m 2
ot

=V - (n,,V ) (5.28)

olur. Bu denklem, keyfi bir potansiyelde bulunan Bose-Einstein uyarilmalarini

ifade eder.
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5.2.1. Uniform Gaz

Di1s potansiyel ¥ ’nin sabit oldugu homojen gazin spektrumu ele
alindiginda, uyarilmamis seviyenin yogunlugu her yerde aynmi olmak iizere n
olsun. Burada q dalga vektorii ve @ frekans olmak iizere exp(iq-r—ia)t) ile
orantili olan dalga fonksiyonu ¢oziimleri arastirilir. Denklem (5.21)’den z ’deki

degisim

2 2
STl = [Uo g ]5;1 (5.29)

dmn

olur ve hareket denklemi ise

2 4
ma?én = (nqu2 + ] Jé‘n (5.30)
4m

olarak elde edilir. Mikroskobik hesaplamalar ile baglantili olmasi i¢in €,

uyarilma enerjisi ile calismak, frekansla caligmaktan daha uygundur. Denklem

(5.30)’daki ¢oziimlerin gegerli olmasi igin

eq=\/2nU0 eg +(eg)2 (5.31)
olmak iizere, frekans @ =+ €, /7 olmalidir. Bylece serbest pargacik enerjisi
h2q2

0
= 5.32
€= o (5.32)

olur. Bu spektrum, ilk kez mikroskobik teoriden yararlanilarak Bogoliubov
tarafindan tiiretilmistir.

Denklem (5.31)’deki uyarilma spektrumu, Sekil (5.1)’de gosterilmistir.
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Kiigik g degerleri i¢in €, g 'nun lineer fonksiyonudur:
€,= shq (5.33)

ve ses benzeri bir spektruma sahiptir. s hizi

s=4nU,/m (5.34)

dir. Bu sonug, kiitle yogunlugu p = nm olmak iizere, s> = dp/dp = (n/m)du/ dn
hidrodinamik sonucundan hesaplanan ses hiz1 ifadesiyle ortiislir. Bu sebeple itici
etkilesim, serbest parcaciklar i¢in ¢ ’da kuadratik olan uzun dalga boyundaki

enerji spektrumunu deneysel olarak sivi *“He’da oldugu gibi lineerlestirir. Uzun
dalga boyundaki bu lineer spektrum, siiper akiskan davranisi konusunda bir
anahtar roliindedir ve Bogoliubov’un hesaplamasinin parlak bir sonucudur.
Hidrodinamik tanima gore sonu¢ hemen hemen aciktir, ¢iinkii ses dalgalari
hidrodinamik sistemlerin 1yi bir bi¢imde ortaya konulmus uyarilmalaridir. Burada

stirpriz olan, kisa dalga boyunda spektruma asil katkinin
e, ze, +nU, (5.35)

biciminde olmasidir. Bu durum Sekil(5.1)’de serbest pargacik spektrumuna

ortalama alan katkisi ile birlikte gosterilmistir. Lineer spektrum ve kuadratik
spektrum arasindaki gecis /12g* /2m ile verilen kinetik enerji, par¢acigm ~nU 0

potansiyel enerjisiyle kiyaslandiginda biiylik oldugu zaman; diger bir deyisle

kuantum basinci terimi, genel basing terimine baskin geldigi zaman meydana
gelir. Bu durum ~(2mnU, 0)” 2 /h ile verilen dalga sayisinda gerceklesir. Parcacik
basmma kinetik enerji ile etkilesim enerjinin birbirine esitlenmesiyle

(£2 =h*/2mnU,) elde edilen & tutarli uzunlugu ile ses hizi, birbirine (5.34)’e

gore &="h/ 2ms biciminde baglidir. £ ’den daha biiyiik uzunluk skalalar i¢in

atomlar toplu halde hareket ederken; daha kisa uzunluk skalalar1 i¢in serbest
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parcaciklar gibi davramirlar. Siiper akiskan sivi “He ic¢in temel uyarilma
spektrumu, kuvvetli kisa menzilli karsilikli etkilesimler nedeniyle seyreltik gazin
uyarilma spektrumundan farklidir ve spekrumun roton kismi i¢in tatmin edici ilk

hesab1 Feynman tarafindan verilmistir.

hw _ o
H.UU L

fig/ms
Sekil 5.1.  Homojen Bose gazinin uyarilma spektrumu ( §, (5.34)’te tanimlanan ses hizi
olmak iizere, fig/ ms boyutsuz degiskeni ile ifade edilen dalga sayisinin fonksiyonu

olarak cizilmistir (diiz ¢izgi). Noktali ¢izgi ile yiiksek dalga sayisi igin (5.35)

gosterilmistir.)

Yukaridaki yaklasim genellestirilerek, yogusmanin uzay ve zamana baglh
V(r,t)=V, exp(iqg-r—iot) dis potansiyeline tepkisi hesaplanabilir. Burada Ju

i¢in denklemde ek ¥, terimi vardir ve bdylece

2
€
m| @* —h—g on= nqqu (5.36)
veya
on=y(q,0)V, (5.37)

elde edilir. Burada

I’Zq2

m(w* - eé /h?)

2(q,0) = (5.38)
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ile verilen, yogusma i¢in yogunluk-yogunluk yanit1 fonksiyonudur. Bu yanitin, dis
potansiyel frekansi, yogusma temel uyarilma frekansina esit oldugunda iraksak

oldugu sonucuna varilir.
5.2.2. Bogoliubov Denklemleri

Uyarilma spektrumunu hesaplamanin alternatif yolu, hidrodinamik
degiskenlerle ugrasmadan direkt olarak Gross-Pitaevski denkleminden
baslamaktir. Bu yaklagim, tek parcacik davranisini vurguladigindan ve uzun dalga
boyunda ortaya cikan etkileri gosterdiginden hidrodinamik yaklasimi tamamlar.

w  dalga fonksiyonundaki degisim Oy  olsun. Denklem (5.1)’in

lineerlestirilmesiyle

2
- ;—Vz&//(r,t) +V(N)ow(r,t)+U, [2|t//(r,t) 2Sur,0) +w(r, 1)} Sy *(r,1)
m

_ 00w (.0)
ot

(5.39)

LSy (r ) +y K (L0 Sy * (L)

2
- ;l— V28w *(r,t) + V(6w *(r,0)+ U, [2|¢//(r, 1)
m

*
I ooy *(r,t)
ot

(5.40)

denklemleri bulunur. Burada w(r,t), u pertiirbe olmamis sistemin kimyasal
potansiyeli ve n(r) pargaciklarin denge durumundaki yogunlugu olmak iizere
w(r,t) :me_”” "biciminde yazilan pertiirbe olmamus durumdaki yogusma
dalga fonksiyonudur. Tiim hesaplamalarda keyfi faz faktoriiyle ugrasmamak i¢in

t = 0°da yogusma dalga fonksiyonu faz1 sifir kabul edilir. Burada e /" pertiirbe
olmamig durumun kapsamli faz faktorii disinda, yukaridaki denklemlerin zamanda

periyodik olan ¢oziimleri bulunmaya calisilir.
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Boylece ¢oztiimler asagidaki formda olmalidir:

Sy(r,t)=e /" [u(r)e_’ﬁ” —y* (r)eia’t] (5.41)

Burada u(r) ve v(r) incelenecek olan fonksiyonlari ifade eder. Denklem
(5.41)’deki e /" kapsamli faz faktorii, (5.39) ve (5.40)’ta bulunan w(r,1)* ve
w *(r,t)* nin faz etkilerini 6nlemek i¢in gereklidir. v nin 6niindeki negatiflik, u
ve v’nin ayni isarete sahip olmasi i¢in bir isaret anlasmasidir. Sy ve oy *

denklemleri c¢iftleneceginden, her ikisi de pozitif veya negatif olmadik¢a
denklemler saglanmaz. Denklem (5.41)’deki deneme fonksiyonunun, (5.39) ve

(5.40) denklemlerinde kullanilmasiyla agagidaki iki denklem elde edilir:

[— f—zvz +V () +2n(0)U, — pt — ha)}u(r) —n(r)Uyu(r) =0 (5.42)
m

[— ;l—zw +V () + 200U, — pt + ha)}v(r) —n(")Uu(r) =0 (5.43)
m

Yukaridaki denklemler ‘“Bogoliubov esitlikleri” olarak da adlandirilir. Bu

formalizm V(r)=0 i¢in Bose gazina uygulandiginda, V' sistemin hacmi ve

1/7"Y?  konvansiyonel normalizasyon faktdrii olmak {izere, ddniisiimiin

invaryanthigindan otiiri ¢éziimler

el'q.r eiq-r
ur) =u, T ve v(r)=v, PRTEY (5.44)
bigimindedir.
Uniform sistemin kimyasal potansiyeli (4.12)’den nU, ile verilir ve

bdylece Bogoliubov esitlikleri

2m

ntq?
[ +nU, —ha)]uq —nUgv, =0 (5.45)
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Ve

2 2
[hZ:i +nU, +ha)qu -nUgu, =0 (5.46)

halini alir. Bu iki denklem, katsayilar determinanti sifira esit oldugu zaman

tutarlidir. Denklem (5.32)’deki tanimdan yararlanarak

(€0 +nU, +ho)’ +nU, —ho)-n’UZ =0 (5.47)
veya

(ha))2 = (eg +nU0)2 —(nU, ) =eg (eg +2nU0) (5.48)

bulunur. Bu denklemler, hidrodinamik yaklasimdan elde edilen (5.31)’deki
spektrum ile uyumludur.

Uyarilmalarin dogasi, u, ve v, katsayilarinin davraniginin incelenmesiyle

q

aciklanabilir. Pozitif enerji ¢oziimleri i¢in

U
v, =y, (5.49)
ECl +§q
olur. Burada
&, =€, +nU, (5.50)

u, ve v, arasindaki ¢iftlenim ihmal edildiginde uyarilma enerjisini ifade eder. u,
ve v, ’nun normalizasyonu keyfidir, fakat kuantum mekaniksel diizeltme ile

uygun se¢im asagidaki gibidir:

| ~|v,|" =1 (5.51)
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Burada 6ne siiriilen operatorler, Bose komiitasyon bagintilarin1 saglar. Bogoliubov

denklemleri u, ve v, sabitleri keyfi faz faktorleri ile ¢arpildiginda degismez. Bu

nedenle, genellestirmeden uzaklasmaksizin u, ve v, reel alinabilir. Bu se¢imle

birlikte
u, =-1(éﬁ-+1} (5.52)
2 €,
vE
v, =l{§—"— } (5.53)
2 €,

bulunur. &, terimlerinde uyarilma enerjisi agsagidaki gibi verilir:

€, =42 —(nU,)* (5.54)

q q

u, ve v, sabitleri, ig/ms boyutsuz degiskeninin fonksiyonu olarak Sekil(5.2)’de
verilmigtir.
Pozitif enerji ¢oziimleri igin 1/¢* igin ¢ nun biiyiik degerlerinde v, sifir

i(q'r'wqt) /V1/2

olur ve bu limitte o, =€, /7 ile oy =e ’dir. Bu durum, #gq

momentumuna sahip parcacigin eklenmesine ve sifir-momentum durumundaki
parcacigin c¢ikarilmasina karsi gelir. Daha kiicik momentum degerleri ig¢in
uyarilmalar, 7%g momentumuna sahip parcacigin eklenmesi (pargacigin
yogusmadan ¢ikarilmasi) ile —7%g momentumlu parcacigin ¢ikarilmasinin
(parcacigin yogusmaya eklenmesinin) lineer sliperpozisyonudur. Uzun dalga boyu

degerlerinde u, ve v, sabitleri, 1/¢"*? biciminde 1aksaktir ve dalga

q

fonksiyonunun iki bileseni deger olarak birbirine esittir.
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figims
Sekil 5.2.  Dalga sayisinin fonksiyonu olarak g VeV, sabitlerinin, /ig / ms boyutsuz

degiskenine baglh grafigi

5.2.3. Cekici Etkilesimler

Atomlar arasi etkilesim ¢ekici oldugunda ses hizi sanaldir. Bu durum, uzun
dalga boyu modunun titresim hareketi yapmak yerine zamanla eksponansiyel
olarak artmasi veya azalmasi anlamina gelir. Cekici etkilesimden 6tiirii sistemdeki
sinyallerin kararli olmamasi, atomlar1 bir 6bek halinde bir araya getirir. Ancak
kisa dalga boyu modlari, serbest parcacik kinetik enerji terimi dispersiyon
bagintisinda baskin oldugundan kararlidir. Frekansin s6z konusu olmadigi durum

tarafindan modun kararli oldugu en kiigiik dalga sayis1 q, tanimlanir. Boylece

(5.31) denkleminden

g +2nU, =0 (5.55)
veya
4mnU
q. =- o L =167n|q| (5.56)

bulunur. Bu denklem gostermektedir ki, kararli olmayan modlarin uzaysal skalasi,
sagilma uzunluguna ait degerler de gbéz Oniinde bulunduruldugunda, tutarl
uzunluk skalas1 mertebesinde veya daha biiytiktiir.

Hacimsel bir madde ile ilgili bu diislincelerin tuzaktaki bulut ile

iliskilendirilmesi oldukca 6greticidir. Basitlik agisindan, R, yarigapina sahip bir
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tuzak ele alinsin. Burada en diisiikk mod 1/ R, mertebesinde dalga sayisina sahip
iken yogunluk ise n~N/ Rg bi¢cimindedir. Denklem (5.56)’ya goren diisiik mod,

parcacik sayist 1/ R3~Nc|a|/ R} arasinda verilen N, ile verilen kritik atom

c

sayisindan veya

~2 (5.57)

degerinden daha diisiik oldugunda ve fazla sayidaki pargacik icin sabit degildir.
Kisaca, yeteri kadar fazla sayidaki pargacik i¢in atomlarin sifir-nokta enerjisi,

aralarindaki ¢ekim kuvvetinin iistesinden gelemeyecek kadar kiigiiktiir.
5.3. Tuzaktaki Secici Modlar

Homojen gazdaki modlarin 6zelliklerini hesaplamak nispeten daha agiktir,
¢linkii problemde tutarli uzunluk ve uyarilma dalga boyu olmak tizere sadece iki
uzunluk skalasi mevcuttur. Tuzaklanmis gaz i¢in ek bir uzunluk skalasi daha
vardir: bulutun uzaysal boyutu. Ayrica tutarli uzunluk da uzayda degisir. Onceki

boliimden de hatirlanacag lizere, Na/a))l iken yani atom sayist yeteri kadar

bliyiik oldugunda bulutun statik 6zellikleri hesaplanabiliyordu, ¢linkii bu kosullar
altinda buluttaki atomlarin tuzaklandirilmasiyla iliskilendirilen kinetik enerji (ki
bu ayni zamanda kuantum basincini verir) ithmal edilebiliyordu. Boylece hareket
denklemindeki kuantum basici terimi ihmal edildiginde, modlarin 6zellikleri
belirlenebiliyordu. Bu tiirden bir yaklasimin gilivenilir olmasi i¢in modun ~¢
kalinligindaki bir smirlayic1 tabaka i¢inde yogunlastirilmamasi ve yerel tutarh
uzunluk ile kiyaslandiginda uzayda daha genis uzunluk skalalarina sahip olmasi
gerekir. Bu yaklagimla se¢ici modlar tanimlanabilir; ancak serbest parcacik
benzeri olan uyarilmalar tanimlanamaz.

Lineer modlar i¢in temel denklem, (5.28) ile verilir. Kuantum basinci

terimi ihmal edildiginde z, nU, +V degerine indirgenebilir.
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Buradan

Sti=U,Sn (5.58)

olur. Bu sonucun (5.28)’de kullanilmasiyla

0% n
m o =U,V-(nVon) (5.59)

denklemini saglayan yogunluk tedirgenmesi elde edilir. Osilasyonlar on~e '

biciminde zamana bagli olarak ele alinirsa (5.59) denklemi basitlestirilir:
—w*on :ﬂ(w-v&nmvzan) (5.60)
m

Denge yogunlugu ise

g MV (5.61)
o
ile verilir ve (5.60) asagidaki denkleme indirgenir:
061 =" {0V Ve -[u-V(V ) (5.62)

m
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5.3.1. Kiiresel Simetriye Sahip Tuzaklar

A =1 olan izotropik harmonik tuzak i¢in potansiyel ifadesi
V(r) =%ma)02r2 (5.63)

ile verilir. Thomas-Fermi yaklagiminda kimyasal potansiyel ile bulut yarigcapi
,u=ma)§R2/ 2 denklemiyle birbirine baghdir. », 6 ve ¢ kiiresel polar
koordinatlarda (5.62) denklemi;

2 2 0 a)oz 2 2\g2
0] 5n:a)0r6—5n—7(R —r°)V°on (5.64)
r

olur. Kiiresel simetriden dolay1, yogunluk i¢in genel ¢éziimden sapma miktari,

asagidaki formdaki terimlerin toplami bi¢imindedir:
Sn=D(r)Y,,(0.9) (5.65)

Burada Y, kiiresel harmoniktir. Kuantum mekaniksel tanima gore /, toplam

acisal momentumun degeri i¢in kuantum sayisidir ve m ise toplam acisal
momentumun polar eksendeki yonelimini ifade eder.

C keyfi bir sabit olmak iizere (5.64)’{lin basit ¢6zimii
Sn=Cr'y, (0,4) (5.66)

dir. /’nin artan degerleriyle modlar bulut yiizeyi yakinlarinda yerellesirler ve

ylizey dalgalarina kars1 gelirler. Denklem (5.66)’daki fonksiyon Laplace
denklemini saglar ve (5.64) denklemindeki son terim yok olur. Boylece w” = lw;

bulunur. Her yerde sabit olan yogunluga ait degisimi ifade ettiginden / =0 modu

onemli degildir. Bunun sonucunda kimyasal potansiyeldeki degisim de bulutun
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her noktasinda aymidir ve dolayisiyla higbir geri ¢agirici1 kuvvet s6z konusu
degildir ve modun frekans: sifirdir. /=1 modu bulutun i¢yapisinda herhangi bir
degisiklik olmaksizin Gtelenmesine karsi gelir. /=1 ve m=0 modu ele

alindiginda yogunluktaki degisim rY}, oc z ile orantilidir. Denge durumunda

yogunluk profili n(r) < (1-7*/R?) bicimindedir ve boylece bulutun merkezi z
ekseninde ¢ kadar yer degistirirse yogunluktaki degisim on =—-{on/0z oc z ile
verilir. /=1 modunun fizigi, harmonik dis potansiyel i¢in kiitle merkezi ve ilgili
hareketlerin, etkilesimler yalnizca pargaciklarin koordinatlarina bagli oldugu

zaman ayirt edilebilecegi seklindedir. Kiitle merkezi hareketi r,,, Nm kiitlesine

cm 2
sahip olan ve Nm a)g rcfn /2 dig potansiyelinde hareket eden serbest parcaciga aittir

ve bu durum serbest parcacik hareketiyle ayni formdadir. Bu modlar “Kohn
modlar1” olarak da adlandirilir ve sicakligin etkili olmadig1 etkilesimlerdekine
benzer hareketlerin genel 6zelliklerini ortaya koyar. / ’nin daha biiyiik degerlerine
sahip modlar, daha fazla sayida diigiim igerir ve daha fazla yiiksek frekansa
sahiptir.

Daha genel modlar1 incelemek i¢in ‘merkezkag¢ bariyeri’nden ileri gelen

radyal bagimlihigin ayrilmasi gerekir. Burada Laplasyen’deki /(/+1)/r* terimi

G(r) = D(r)/ ' olan yeni bir fonksiyon tarafindan tanimlanarak

e=— (5.67)
boyutsuz degiskeni atanir. G(r) radyal fonksiyonu i¢in diferansiyel denklem:

e G(r) = IG(r)+rG'(r) —%(R2 —r? ){G"(r) + w} (5.68)

Buradaki ortalama deger problemini ¢ozmek i¢in w=r*/R* doniisimi
yapildiginda G(u) asagidaki diferansiyel denklemi saglar:
21+3  2]45

Tu)G'(u)wL(e—z_l)G(u) =0 (5.69)

u(l-u)G"(u) + [
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Elde edilen denklem standart F(e,pf,y,u) hipergeometrik fonksiyon

formundadir:

u(l—u)F"(u)+[y — (& + B+ DulF'(u) — affF (u) = 0 (5.70)

Fonksiyonun 1yi huylu olabilmesi i¢in ¢ ve f’nin her ikisinin de —» bi¢iminde
negatif tamsay1 olmasi gerekir. Hipergeometrik fonksiyon, & ve S ’nin karsilikli

yer degisimi altinda simetriktir. & =—-n dOniisiimii yapilarak, (5.69) ve (5.70)
karsilagtirildiginda f=/+n+3/2 ve y=[+3/2 oldugu goriiliir ve ortalama
degerin € - =2n(l+n+3/2) veya

o = wy (1 +3n+2nl +2n*) (5.71)

oldugu bulunur. Burada » radyal diiglim sayisin1 ifade etmektedir.

C keyfi bir sabit olmak iizere bulutun normal modlari

on(r,t) = Cr' F(=n,l +n+3/2,1+3/2,r* / R*)Y, (0,p)e (5.72)

ile verilir. n ve [’nin kiiciik degerlerine ait ¢oziimler u = r*/R? kuvvetindeki

standart seri agiliminin kullanilmasiyla elde edilir [30]:

afu al@+DpB+hu’ (5.73)
y 1 y(y+1) 2!

F(a,B,y,u)=1+

n =0 1¢in modlar radyal diigiimlere sahip degildirler ve bu modlar, (5.66)
tarafindan verilen yiizey modlaridir. Modla ilgili hiz alani, (5.27) ve (5.58)’den
elde edilebilir. /=0 ve n=1 modu kiiresel simetriktir ve radyal hiz her yerde
ayni isarete sahiptir. Iste bu sebeple “breathing mod” olarak adlandirilir.

Denklem (5.71) ile verilen spektrumdaki algak uyarilma frekanslari, Sekil
(5.3)’te verilmistir. Harmonik tuzaktaki ideal gaz i¢cin mod frekanslari, ortalama

serbest yolun bulut boyutuyla kiyaslandiginda biiyiik olmas1 durumunda serbest
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parcacia ait mod frekanslarina karsi gelmektedir. Sonuglar, yogusmanin mod
frekanslarinin ideal gaza ait mod frekanslarindan nasil daha farkli oldugunu

gostermektedir.

» =0 =1 =2 =3 =4
wy 5+ 0 - B
4t e I e
3l T
2
1
oL

Sekil 5.3.  Izotropik harmonik tuzakta bulunan yogusmanin uyarilma spektrumu (diiz ¢izgi)
( Noktali gizgilerle etkilesimlerin olmadig durum cizilmistir. / =1 icin

@ = @ ’da meydana dejenerelik, kiitle merkezi hareketi modlarina kars: gelir. )

5.3.2. Anizotropik Tuzaklar

Deneysel olarak kullanilan tuzaklarin ¢ogu, simetri ekseni z olmak tizere

harmonik ve anizotropiktir. p? = x* + y* olmak iizere potansiyel

V(x,y,z) =%ma)§p2 +%ma)3222 =%ma)g (p* +1*z%) (5.74)

A =w;/w, anizotropi parametresi kiiresel simetrik tuzak i¢in baz almir. loffe-

Pritchard tipi tuzaklarda A bobinlerden gecen degisken akimla siirekli olarak
ayarlanabilir.

Bu tiirden bir tuzak i¢in denge yogunlugu Thomas-Fermi yaklasimiyla

2 2. 2
n:Ui{l—%—ﬂRZz ] (5.75)
0

dir.
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xy diizlemindeki bulut yarigapt R, #—V(R,0,0) =0 ile veya

R? = 2”2 (5.76)
ma;

ile wverilir. Merkez yogunlugunun n(r=0) i¢in /U, olduguna dikkat

edilmelidir. Boylece (5.62)’deki mod fonksiyonu

2
wzén:wg(p§+ﬂzzgj5n—w70(R2 Pt = RN (5.77)
0

0z

bi¢imindedir. m tamsay1 olmak iizere eksenel simetriden dolay1 ¢oziimler e”?
ile orantilidir. Basit ¢6zlim siniflarindan biri asagidaki gibidir:
on o p' exp(ilp) = (x+iy)' o r'Y, . (6,9) (5.78)

Bu denklem, izotropik tuzagin yiizey modlar i¢in elde edilen ile benzerdir.

V261 =0 oldugundan frekanslar
o’ =lwo; (5.79)
ile verilir ve ¢oziimler

on e z(x+iy)" ™ o r'Y, ) (60,0) (5.80)
formundadir ve frekanslari

o* =(-Doj +o; = -1+ 1)of (5.81)

esitligi ile bulunur.
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5.3.2.1. Diisiik seviyeli modlar

Bu modlar deneysel olarak incelenebilen modlardir ve a, b ve ¢ sabitler

olmak tizere v = (ax,by,cz) basit formunda hiz alanina sahiptirler. Buna bir 6rnek
o o p?exp(+i2p) = (x+iy)*’dir ve =2 icin (5.78) denklemine kars: gelir.

Modun frekansi
o =20F (5.82)

ile wverilir. Diger bir Ornek de o’ =1+ )a)g frekansiyla verilen
pzexp(Lig) =z(x tiy) oc rZYO,irl (6,¢p) dir.. Her ikisi de /=2’ye kars1 gelen

acisal simetriye sahip oldugundan, kiiresel simetriye sahip bu iki tip mod
dejeneredir. Ancak m indeksi farkli £2 ve +1 dejenerelige sahiptir. /=2 ve
m =0 olan bir diger mod da, tuzak kiiresel simetrik oldugunda digerleriyle
dejeneredir, fakat bu mod /=0 ve m =0 olan ve breathing mod olarak bilinen

mod ile karistirlmamalidir. Bu durumun daha net goriilebilmesi i¢cin ¢ ’den

bagimsiz ¢oziim
m=a+bp* +cz? (5.83)

formundadir ve burada a,b ve cincelenecek olan sabitlerdir. Denklem (5.83)’iin
(5.77)’de yazilmasiyla a ,b ve c sabitleri i¢in matris denklemleri yazilabilir. Reel
¢Oziimlerin olusturulabilmesi ig¢in, olusturulan matrisin determinant1 sifir
olmalidir. Bylece on = sabit oldugu durumlar i¢in @? =0 ve

(0 — 4o} N0® =32 20]) -2 w; =0 (5.84)

bulunur.
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Yukaridaki denklemin kokleri

@’ = wg(z+%zz J_r%\/16—16/12 +9,14J (5.85)

esitliginden A% =8 bigimindeki en kiiciik kokten ise
o = w,(14-2429)""% 21,797, (5.86)

sonucuna ulasilir. Hem m =0 hem de /=2, m =2 modunun (5.82)’den x/Ea)O

frekansina sahip oldugu deneysel olarak bulunmustur. Denklem (5.85)’den elde
edilen mod frekanslar1 A anizotropi parametresinin bir fonksiyonu olarak Sekil
(5.4)’te gosterilmistir.

Yukarida ele alinan tiim modlardaki yogunluk degisimlerinden, kartezyen
koordinatlara kuadratik baghligm oldugu ortaya c¢ikmustir. Ilgili hiz alanlari,
(5.27)’deki ivmelenme esitligine gore x, y ve z ’de lineerdir. Bu sebeple bulutun
hareketi, dogrultuya bagl olan skala faktorii ile bulutun tiirdes gerilmesine kars1

gelir.

35+ -
+
} — —
w 9 -
T - T
w, o
e — — -
WS5E_ ____________ o ___________ 3
7
‘1 — —
05F -
0 ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 5.4. A nin fonksiyonu olarak mod frekanslar
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5.3.2.2. Makas modu

Thomas-Fermi yaklagiminda genel harmonik tuzak i¢in de gecerli olan

basit analitik forma sahip modlar vardir:
V(r) =%m(a)12x2 +w; 9> +0iz° (5.87)

Burada ®,, ®, ve @, birbirinden farklidir. z ekseni etrafinda rotasyonel
simetriye sahip tuzaklar i¢in yogunluk degisimi xz veya yz ile orantili olan

modlar vardir ve ilgili frekanslart @® = @y (1+ A4%) ile verilir. Bu modlar, rzYzJ
ve r2Y2,_1 dejenere 6z durumlarinin lineer kombinasyonlaridir. Buna ek olarak

frekans1 @” = 2(03 ile verilen, yogunluk degisimi xy ile orantili olan ve /=2,

m =12 olan modlarin lineer kombinasyonu bi¢iminde bir mod vardir. Yogunluk
degisimi xy, yz veya zxile orantili olan modlar iki boyutludur ve ayrica (5.87)

ile verilen potansiyele sahip genel harmonik tuzak i¢in gegerlidir. C, e ile

degisen bir sabit olmak {izere yogunluk degisimi
on=Cxy (5.88)

ile verilir. Bu modun hiz alanmi tiiretebilmek icin isleme orijinal formdaki

hidrodinamik esitliklerden baglanir. Thomas-Fermi yaklasiminda o =U on idi
ve bu nedenle (5.27)’den hiz

—imov =-U,V(Cxy)=-U,C(y,x,0) (5.89)
olarak bulunur. V- v =0 oldugundan (5.26)’daki siireklilik denklemi:

—imon=—(Vn)-v (5.90)
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Pertiirbe olmamis bulutun hidrostatik denge durumu ele alindiginda

Vn=-VV /U, idi ve (5.89) denklemindeki v’nin (5.90)’da yazilmasiyla

C(a)l2 + a)22 )xy/ie bulunur. Bu durum, hareket denkleminin

o = o} +o; (5.91)

kosulunun saglanmasi sartiyla gecerli oldugunu gosterir. Buradaki sonuglar,
(5.91)’deki tuzak frekansinin dairesel permiitasyonu tarafindan verilen frekanslara
sahip yz ve zx ile orantili olan yogunluk degisimleri i¢in elde edilmistir.
Denklem (5.88) ile verilen mod bazen “makas modu” olarak da
adlandirilir. Bunun sebebi, tuzakta dengede bulunan bulutun dondiigii durumdaki

yogunluk degisiminin incelenmesiyle anlasilabilir. R, (4.35) denklemi ile
verilmek iizere, denge durumu yogunluk profili 1-x*/R{ —y*/R; —z* / R} ile
orantilidir.  Bulutun z  ekseni civarinda y acis1  kadar donmesi
X—>Xxcosy—ysiny, y—>xsiny+ ycosy doniisiimiine kars1 gelir. Bu sekilde
olusan yogunluk degisimi kiiciik y degerleri icin xy ile orantilidir. Moddaki

yogunluk degisimi bulutun rijid donmesi ile olusturulacak degisimle aynidir.

Ancak, hiz alan1 (y,x,0) ile degisir ve bu nedenle (—y,x,0) ile orantili olan z

ekseni etrafindaki rijid rotasyondan olduk¢a farklidir. Yogusmanin hizi, ikinci
formdaki hizin izinli olmamasi i¢in irrotasyonal olmalidir. Makas modu, deneysel
olarak Bose-Einstein yogusmasi i¢in elde edilmistir ve adim1 da niikleer fizikten
almaktadir. Deforme olmus bir ¢ekirdekte, notronlarin ve protonlarin yogunluk
dagilimi, acilip kapanan makasa benzeyen faz osilasyonlarina benzemektedir.

Ayrica makas modlar1 tamamen iki boyutludur ve bu sebeple sekli ve frekanslari

liclincii boyutta kullanilan ve genel olarak m(a)l2 x? + a)22 y*)/2+V(z) formunda

PR

verilen tuzak frekansinin ne sekilde degistigine bagli degildir [5].

106



5.3.3. Ortak Koordinatlar ve Varyasyonel Yaklasim

Tuzaklanmis Bose gazi igin hareket denklemlerinin analitik olarak
coziilmesi genellikle miimkiin degildir. Bu sebeple niimerik metodlara veya
analitik yaklagimlara bagvurulmalidir. Bu boliimde, diisiik uyarilmalar ve birbirine
yakin olan iki diizende bulunan modlara ait 6zelliklerin nasil belirlenecegi ele

almacaktir. Bu methodlar agiklayabilmek i¢in kiiresel simetrik tuzakta potansiyeli
V(r) :%ma)grz (5.92)

ile verilen breathing modlar1 kullanalim. Bu modlar i¢in / =0 ve n =1"dir.
5.3.3.1. Ortak koordinatlar

Etkilesimlerin roliiniin kii¢iik oldugu durumlarda, ¢ok-pargacik sisteminin
modlart tek parcacigin modlarina benzer. Ancak yukarida incelenen Thomas-
Fermi yaklasimindaki modlarda parcaciklar arasi etkilesim 6nemli bir role sahiptir
ve hareket ortaktir. Ortak koordinatlar metodunun 06zii, ortak davranigin
tanimlanmasinda kullanilan ve ¢ok sayida parcacigi ilgilendiren degiskenlerin

belirlenmesidir. Buna basit bir 6rnek, harmonik tuzakta bulunan o, frekansinin

modunun tanimlanmasinda kullanilan kiitle merkezi koordinatidir. Onceki
boliimde, bulutun genislik parametresi R ’nin enerji i¢in yaklasik ifadenin
bulunmasinda nasil kullanildig1 gosterilmistir. Burada bu yaklasim “breathing”
modunun 6zelliklerinin hesaplanmasinda kullanilacaktir.

Bulutun hareketi boyunca yogunluk profilinin seklini korudugunu fakat
uzaysal boyutunun zamana bagli oldugu farz edilsin. Daha 6nce kullanilan

Gaussian deneme dalga fonksiyonu yerine asagidaki gibi genel olan1 alindiginda

1/2

w(r)= ?T f(r/ R (5.93)

bulunur. Burada f keyfi reel bir fonksiyon ve 4 normalizasyon sabitidir.
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Bulutun toplam enerjisi, (4.9)’un ¢oziilmesiyle

E=Eg4,, +UR) (5.94)
olarak elde edilir. Burada ilk terim parcacik akimiyla ilgili kinetik enerjidir ve
n’ 2 )
E = [y ] (V9) (5.95)

ile verilir. Ikinci terim etkin potansiyel enerjidir ve fazin uzayda degismedigi

durumda bulutun enerjisine esittir. Etkin potansiyel enerji

U(R) = Ezp + Eosc + Eint (596)

bigimindeki terimlerin toplamu olarak verilir. E,, sifir-nokta enerjisine katkiy:

ifade eder:

) 2
E, = g—m | dr(@] =c, R (5.97)

Harmonik osilatdr potansiyelinden ileri gelen katk1 £ :

E, = %ma)g [arrly|” = c, R’ (5.98)
dir. Etkilesimlerden kaynaklanan katk:1 £, :

E, = %UO | drly|" = ¢, R (5.99)

ile tanimlanir. Burada ¢ sabitleri yukaridaki denklemlerde tanimlandig gibi f
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fonksiyonunun se¢imine baghdir ve kinetik enerjinin £,, + E 4, olduguna dikkat

edilmelidir. Bulutun kararli durumdaki yarigapt R,, toplam enerjinin minimize
edilmesiyle elde edilir. Denklem (5.95)’teki kinetik enerji katkist kuskusuz
pozitiftir ve ¢ ’nin sifir oldugu durumlarda ise sifirdir. Boylece denge durumu

etkin potansiyelin minimum olmasiyla olusturulabilir;

v

=0 5.100
IR (5.100)

R=R,

veya enerji katkilar1 R ’nin kuvvetleri bigiminde oldugundan

24U

| =B, 42E, —3E, =0 (5.101)

R=R,

yazilabilir.
R degeri, denge durumundaki degerinden farkli bir deger aldiginda, R ’yi
degistirme egiliminde bir kuvvet s6z konusudur. Bulutun dinamigini tanimlayan

esitligi tiiretmek icin, R ’nin zamana bagli oldugu kinetik enerji bulunmalidir.

R ’nin ilk degerinden R degerine degismesi, bulutun ayni oranda genislemesi

demektir, ¢linkii olusturulan yeni durumdaki yogunluk dagilimi, eski yogunluk
dagilimindaki her bir atom i¢in radyal koordinatin R/R kadar degistirilmesiyle

elde edilir. Boylece R zamana gore tiirev olmak iizere parcacigin hizi
R
v(r)y=r— 5.102
(r) z (5.102)
dir. Gazin hacimsel hareketinin kinetik enerjisi

E, = ﬂﬁjdrn(r)rz
ﬂOW 2 R2

1 .
=5mefR2 (5.103)

Ve
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2
r

ile verilen etkin kiitledir ve R ’den bagimsizdir. r_2=jdrn(r)r2 / J.drn(r) ise

bulut yarigapinin karesinin ortalamasidir. Harmonik tuzak i¢in buradaki integral,
osilatdr potansiyelinden ileri gelen katki i¢in (5.98)’deki yer aldigi haliyle

Ozdestir. Bu nedenle

RZ
Eg, =——E,_ (5.105)
S ngz
veya
m, =——2 F (5.106)
eff 6002R2 osc .

bulunur. Bulutun toplam enerjisi bdylece (5.96)’daki statik bulutun toplam

enerjisi ile (5.103)’teki kinetik enerji teriminin toplam1 bigiminde
1 .
E :Emef]-Rz +U(R) (5.107)

yazilabilir. Bu denklem, bir boyutlu U(R) potansiyelinde hareket eden m,;

kiitleli parcacik enerjisi ile 6zdestir. Enerjinin korunumundan (dE /dt =0)

OU(R)

5.108
R (5.108)

meﬁrR = —

bicimindeki hareket denklemine ulasilir. Bu denklem denge haline yakin durumlar
icin smirlandirilamaz ve daha sonraki boliimlerde serbest bir bigcimde genisleyen

bulutun son hizinin belirlenmesinde kullanilacaktir. Ancak ilk uygulamasi olarak
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denge durumu civarindaki kii¢iik osilasyonlar incelenebilir. Etkin potansiyelin

R — R, ’da ikinci mertebeden genisletilmesiyle

1

U(R)=U(Ro)+§1<eﬁr(R—Ro)2 (5.109)
bulunur. Burada
K =U"(R,) (5.110)

ile verilen etkin kuvvet sabitidir. Boylece osilasyonlarin frekansi

==L (5.111)

olarak elde edilir. Bu sonu¢ aslinda tuzak potansiyelinden bagimsizdir, fakat
tartisma harmonik tuzak {izerine Ozellestirildiginde (5.97)-(5.99) numarali

denklemlerden

R*U"=6E_, +2E,, +12E,,

=8E, +3E,, (5.112)

bulunur. Burada ikinci denklem formuna, birinci denklemde (5.101)’deki virial
durumunun kullanilip, sifir-nokta enerjisinin ihmal edilmesiyle ulasilir. Boylece

frekans asagidaki gibi verilir:

o = w; 443 BB (5.113)
2 Eosc(RO)

Bu ifadeyi saglayan sinirlarin sayisim  belirlemek i¢in ilk limit,

etkilesimlerin ihmal edildigi durumlar i¢in kesin ¢6ziimle uyusumlu olarak
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® =12, bulunur ve bu deger kuantum mekaniksel olarak iki osilatoriin

kuantumuna denk gelir. Ayn1 durum, Gross-Pitaevski esitliginden, etkilesimlerin
olmadigi durum igin Schrodinger esitligine doniismesinden de goriilebilir ve

enerji 0z degerleri 3%iwm,/2 olan kimyasal potansiyelden yararlanilarak

hesaplanabilir. Kiiresel simetriye sahip en diisiik uyarilmis durum, iki osilator
kuantumuna denk gelir, ¢linkii tek kuantuma sahip durumlar tek paritelidir ve bu
nedenle de kiiresel simetriye sahip olamazlar.

Diger bir limit ise kuvvetli etkilesimlerin s6z konusu oldugu Na/a,,.))1

durumudur. Ik yaklasim olarak sifir-nokta enerjisi ihmal edilebilir ve

(5.101)°deki virial durumu £, (R,) =2E

nt

(Ry)/3 ‘i verir. Boylece

osc

sonucuna ulasgilir. Bu durum, n=1, /=0 i¢in (5.71) ile verilen kesin sonugla
olduk¢a uyumludur.

f fonksiyonunun formuna bakmaksizin yukaridaki yaklasim metodu ile

hesaplanan mod frekansinin, kuvvetli etkilesimler ve zayif etkilesimler sinirinda
kesin ¢oziimlerle uyumlu oldugu olduk¢a dikkat ¢ekicidir. Bu durum harmonik
osilator potansiyeline ait 6zel bir niteliktir, ¢iinkii burada etkin kiitle basit bir
bi¢imde tuzaktan kaynaklanan potansiyel ile iliskilendirilebilir.

Bu method, x,y,z > ax, fy, )z formundaki dontistimlere karsi gelen bulut

pertiirbasyonlarinin da ele alinmasiyla anizotropik tuzaklar i¢in de uygulanabilir

(burada skala faktorleri farkli olabilir). Bu durum «, £ ve y igin ii¢ adet

ciftlenmis denklem verir. Eksenel simetriye sahip tuzak icin (5.72) ve (5.85)
denklemleri mod frekanslarini verir. Ayni sekilde makas modlarinin 6zellikleri

X—>x+ay, y—> y+bx, z— z ve bunlarin dairesel permiitasyonlarindaki yer

degistirmelerin ele alinmastyla tiiretilebilir.
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5.3.3.2. Varyasyonel yaklasim

Mod frekanslarinin  hesaplanmasi  ortak koordinatlarin  (7.4)’teki
varyasyonel ilkeden baslayarak daha diizgiin bir temel {izerine oturmasi
diistincesine dayanir. Temel diisiince, ¢cok sayida zamana bagl parametreyi igeren
deneme fonksiyonunun alinmasi ve bu parametreler i¢in varyasyon prensibinin
uygulanarak hareket denklemlerinin elde edilmesidir. Ornek olarak tekrar kiiresel
tuzaktaki bulutun breathing modu alinsin. Dalga fonksiyonunun genligi yogunluk
dagilimmni belirlerken, fazi da hiz alanini belirler. Genlik i¢in (5.93) formunda
fonksiyon alinsin. Breathing mod i¢in yapilan hesaplamalarda, hiz radyal
dogrultuda ve r ile orantili olsun. Bu durum dalga fonksiyonu davranigina

doniistiiriildiigiinde, yogusmanin radyal hizi (7/m)0¢/or ile verildiginden dalga
fonksiyonu fazi 7 ile degisir. Boylece B dalga fonksiyonundaki ikinci parametre

olmak tizere dalga fonksiyonunun fazi Smr*/2h olarak yazilir. Buradaki m/#

faktorii sonradan c¢ikan denklemleri basitlestirir. Deneme dalga fonksiyonu
asagidaki gibi olsun:
1/2

WMF%%JW&WWM (5.115)

Denklem (5.5)’teki r iizerinden integrasyon ele alindiginda Lagrangian £

ve R bagimsiz degiskenlerinin fonksiyonu ve S zamana gore tiirevi gostermek

uzere
me_ﬂrR2 5 )
L=—U(R)+T(,B + /) (5.116)

olur. S i¢cin Lagrange denklemlerinden

d oL oL

R (5.117)
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(5.118)

=
Il
= | -

bulunur. Bu durum buradaki problem i¢in siireklilik denklemine benzerdir, ¢iinkii

p ile orantili olan hiz alaniyla R ile ifade edilen yogunluk profili arasindaki

tutarliligi saglar. R i¢in Lagrange denklemi

d oL oL

el (5.119)
dt 0R  OR

Lagrangian R ’ne bagli olmadigindan 6L /&R = 0°a indirgenebilir. Buradan

dU(R)

my R(p+B7) = ——

(5.120)

£ i¢in (5.118) dekleminin (5.120)’de yazilmasiyla daha dnceden tiiretilen (5.108)

numarali hareket denklemine ulagilir. Bu yaklasimin sonuglari daha 6nceden
sezgisel olarak elde edilenlerle denktir. Ancak varyasyonel metod, ¢ok sayida
parametreye sahip deneme fonksiyonunun kullanilmasiyla ¢6ziimiin sistematik
olarak gelistirilmesine olanak sagladigi i¢in avantajlidir.

Burada breathing mod i¢in elde edilen sonuglar, Béliim (5.3.1)’de kuantum
basing teriminin ihmal edilerek hidrodinamik esitliklerin ¢oziilmesiyle elde edilen

sonuglarla  kargilagtirildiginda; hidrodinamik esitlikler £, ((E;,, limitinde

int
gecerlidir ve bu sebeple ortak koordinat ve varyasyonel yaklasim sonuglarinda
yine bu limit alinmalidir. En diisiik /=0 modu, her yerde ayni olan yogunluk
degisimine kars1 geldiginden ve frekansi sifir oldugundan énemli degildir, ¢iinkii
yogunluk degisimi higbir geri ¢agirici kuvvet olusturmaz. Bu durum #’in sifir
olmasma kars1 gelir. /=0 i¢in ilk uyarilmis durum »=1’dir ve yogunluk
pertiitbasyonunda tek radyal diiglim noktasi oldugunu ifade eder. Denklem

(5.71)’e gore bu modun frekansi, ortak koordinat yaklasimindan elde edilen

(5.114) denklemi ile uyumlu olarak * :5a)§ ile verilir. Bu modun dogasi,
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hipergeometrik fonksiyonlar1 terimlerinde veya asagida gosterildigi gibi ifade
edilebilir.

Denklem (5.64)’lin s -dalga ¢oziimleri asagidaki denklemi saglar:

2 2\ g2
0 S = a)g,,ié‘n - (R™—r7) d”
dr 2r dr®

(rom) (5.121)

Daha 6nce anizotropik tuzaklar i¢in kullanilan metodu takip ederek
Sn=a+br? (5.122)

formunda ¢6ziip olup olmadigi incelenir. Burada a ve b incelenecek olan

sabitlerdir. Bu fonksiyon, kiiresel simetriye (b =c) sahip mod i¢in (5.83)’teki

fonksiyona benzerdir. Buradaki ifadenin (5.121)’de yazilmasiyla r* ile orantili

olan terimlerden

o® =5w; (5.123)

bulunur. Boylece modun frekansi, diger methodlarla hesaplanan degerlerle

uyumludur. »’den bagimsiz terimlerin esitlenmesiyle

b=—2_ (5.124)

olur ve on yogunluk degisimi

2
Sn= a(l— 35;2J (5.125)

ile verilir. Bu durum, kararli bulut yogunlugundaki R degisimiyle 6zdestir. Bunu
gostermek i¢in Thomas-Fermi yaklasimindan, C bir sabit olmak iizere sifir-nokta

kinetik enerjisi ihmal edildiginde denge yogunlugu:

2
n :%(1—%) (5.126)
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Yukaridaki denklemden bulut yarigapt R ’deki kiiclik oR degisimiyle, denge

yogunlugunda olusturulan degisim

2
Sn =—%(3—5%]5R (5.127)

biciminde, (5.125) denklemi ile ayni1 forma sahip olan denkleme ulasilir. Bu
duruma kars1 gelen hiz alani (5.8)’deki siireklilik denkleminden r ile orantili bir

bigimde v oc VOon olarak bulunur. Hiz alani, ortak koordinatlar terimlerinde

tartismanin basinda oldugu gibi tiirdestir [5,31,32].
5.4. Yiizey Modlan

Bundan onceki béliimde, kiiresel simetrik tuzak iginde bulut yiizeyi
yakinlarinda yerellesmis modlar oldugu gosterilmistir. Bu modlar iizerine 1s1k
tutabilmek i¢in yiizey bolgesindeki potansiyele, Boliim (4.3)’te koordinatlarin

lineer fonksiyonu tarafindan yaklasimda bulunularak
V(r)=Fx (5.128)

yazilmistt. Burada x koordinati, VIV dogrultusundaki uzunlugu gdsterir. Bu
yaklagim bulutun lineer boyutuyla kiyaslandiginda daha kiiciik dalga boyuna
sahip olan modlar i¢in iyidir. Lineer bir potansiyeldeki yogusma modlari

incelendiginde y ve z dogrultularindaki donilistimiin invaryanthigindan otiirti
¢ozlim, bu koordinatlardaki diizlem dalgas: formunda se¢ilir. ¢ modun dalga
sayist ve z ’de yayilma dogrultusundaki eksen olarak secilsin. Modun, (4.46) ile
verilen ¢ kalinligindaki ylizey bolgesinde yogunlagmamasi sartiyla, Thomas-
Fermi yaklasimi ile dengedeki yogusma yogunlugu x(0 i¢in n(x) =—-Fx/U, ile
verilir ve x)0 oldugu bolgede yogunluk sifira esittir. C keyfi bir sabit olmak tizere

moddaki osilasyon yogunlugu i¢in (5.62) denklemi

on = Ce®™'# (5.129)
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biciminde bir ¢éziime sahiptir. Bu ¢6ziim, yiizey bolgesinde yayilan ve i¢ bolgede
eksponansiyel olarak azalan dalgayr tanimlar. Thomas-Fermi yaklasiminin

uygulanabilir olmasi i¢in 1/¢g bozulma uzunlugunun ¢ ’dan daha biiyiik olmasi

gerekir. Denklem (5.129) Laplace denklemini (V61 = 0) sagladigindan, (5.129)
denkleminin (5.62)’e yerlestirilmesiyle dispersiyon bagintisi

w'="gq (5.130)

olarak elde edilir. Bu denklem, g=F/m gravitasyonel alaninin s6z konusu

oldugu sikistirilamaz ideal bir akiskanin yiizeyinde yayilan gravitasyon dalgasiyla
ayn1 formdadir.

Ancak (5.129)’da verilen ¢oziim, bulutun i¢ bolgesinde eksponansiyel
olarak bozulan tek dalga ¢oziimii degildir. Denklem (5.62)’nin daha genel

¢Oziimlerini incelemek i¢in

on = f(gx)e® e (5.131)

formundaki fonksiyon alindiginda, f(y) icin asagidaki ikinci mertebeden

diferansiyel denklem elde edilir:

d? d
yd2f+(2y+1)d—§:+(l—e)f=0 (5.132)

Burada e=mw’/Fg’dur. z=-2y donisimi yapildiginda yukaridaki
diferansiyel denklem, € —-1=2n olmak lizere L,(z) Laguerre polinomlarina
dontstr.

Boylece ylizey modlart igin genel dispersiyon bagintisi elde edilmis olur:

o’ = Eq(l +2n), n=0,12.. (5.133)
m
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C bir sabit olmak tizere, ilgili yogunluk osilasyonlar1 asagidaki gibi bulunur:

on(x,y,z) = CL, (—2qx)e® 7" (5.134)

Bu modlarin frekanslar1 (5.71) ile verilen izotropik harmonik tuzaktaki

modlarin frekanslariyla karsilastirildiginda, »’den daha biiyilik olan / degerleri

icin dispersiyon bagmtisi @? = a)gl(1+2n) halini alir. Bulut yiizeyindeki tuzak
nedeniyle birim kiitle basina kuvvet, F = @R oldugundan ve bulut yiizeyindeki

modun dalga sayis1 g =//R ile verildiginden, a)gl = Fg/m olur ve dipersiyon

bagintis1  ylizey diizlemi i¢in (5.133) denklemi ile uyumlu olarak

o” = wyl(1+2n) bigiminde bulunur. /’nin biiyilk degerleri harmonik osilator

potansiyelinin lineer yol ile yer degistirmesi 1yi bir yaklasimdir. Yiizey modlari,
ylizeyden itibaren (2n+1)R/[/ kadar bir mesafe i¢inde yogunlasir ve bu sebeple
bu degerin R ’den daha kiiciik olmasi sartiyla lineer yol ile harmonik osilatér
potansiyeline yaklasilmasi izinlidir. Lineer yol potansiyeli i¢in 7 =0 modlarinin
frekanslarinin, harmonik tuzaktaki tiim / degerlerindeki diigiimii olmayan radyal
modlarin (7 =0 durumuna karsi gelir) frekanslariyla uyumlu olduguna dikkat
edilmelidir. Radyal diigiimlere sahip modlar icin (7 # 0) her iki sonug¢ da yalnizca
[)) n igin uyumludur.

Thomas-Fermi yaklagimiyla elde edilen yukaridaki sonuglar, sadece (4.46)
ile verilen & ylizey yapisi skalasi, modun niifuz edebilecegi derinliklerden daha
bliyiik oldugunda gecerlidir. Daha kisa dalga boylarinda, (5.130)’daki yiizey
bolgesindeki maddenin kinetik enerjisinden otiirli etkin yiizey gerilimi ile ilgili
olan dispersiyon bagintisinda diizeltmeler s6z konusudur. Sonug olarak, hareketli
lazer 1sm1 tarafindan uyarilarak yiizey uyarilmalari deneysel olarak

incelenebilmistir [5].
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5.5.Yogusmanin Serbest Genislemesi

Yukarida tanimlanan metodlar, denge haline yakin durumlara
siirlandirilamaz. Deneysel olarak ilgilenilen problemlerden biri, tuzagin aniden
kapatilmasi durumunda yogusma bulutunun gelisimidir. Genislemenin ardindan
bulut konfiglirasyonu, bulutun baslangigtaki yapisinin direkt olarak ¢oziilmesi

imkansiz oldugunda buluta ait bir prob olarak kullanilir. Basitlik i¢in,

V(r)=magr*/2izotropik harmonik tuzak tarafindan hapsedilmis bulut ele

alinsin ve bu potansiyel 7 =0 aninda kapatilsin. Burada f(r/R) = exp(—r*/2R?)
olmak iizere (5.115)’teki deneme fonksiyonu kullanilir. Denklem (4.22)’den de

goriilebilecegi gibi sifir-nokta enerjisi

3NK’
= s (5.135)
ve etkilesim enerjisi
N?U,
int — 2(27[)3/2R3 (5136)

formundadir. Gaussian deneme fonksiyonu i¢in etkin kiitle (5.106) denklemi ile

m,; =3Nm/2 bigiminde verilir. Enerjinin korunumu sartiyla

3mR*  3h* 1 NU, 3n* 1 NU,
+

+ = + 5137
4 4mR* 227)Y* R*  4mR(0)* 2(27)*'? R(0)° ( )

bulunur. Burada R(0), ¢ =0 anindaki yarigaptir.
Etkilesimlerin s6z konusu olmadigi durum (U, =0) icin yukaridaki

denklem:

R*(t) = R*(0) + vit? (5.138)

sonucundan yararlanilarak integre edilebilir.
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Burada v,

_h
~ mR(0)

Vo (5.139)

ile verilen pargacik hizinin ortalama karekokiine esittir. Boylece yayilma hizi,

~R(0)’da hapsedilmis parcacik icin Heisenberg belirsizlik ilkesinin dngordigi
hiza ait belirsizliktir. Baslangigtaki yarigap R(0), a,, = (h/ma,)"* osilator

uzunluguna esittir ve bu yiizden (5.138) asagidaki formda yazilabilir:
R*(t) = R*(0)(1+ wjt?) (5.140)

Yukaridaki sonug, Gaussian dalga paketindeki degisimin hesaplanmasiyla da
dogrulanabilecek olan kesin sonugtur.

Etkilesimlerin s6z konusu oldugu durum i¢in zamanin bir fonksiyonu
olan R 'nin degisimi, niimerik integrasyon ile bulunabilir. Ancak ¢ — o igin
asimptotik davranis, (5.137)’deki enerjinin korunumu kosulundan yararlanilarak

elde edilebilir ve bunun sonucunda son hiz

) h* U,N

~ m’R(0)> " 327°)"> mR(0)°

(5.141)

olur. Na/a,, degeri biiylik oldugunda, bulutun baslangictaki boyutu toplam

osilatér enerjisinin ve etkilesim enerjisinin minimize edilip incelenmesiyle

belirlenir. Denklem (4.29)’a gore izotropik tuzak i¢in sonug

a

osc

1/10 /5
ro-(2) (2] .14

dir.
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Daha genis zaman araliginda bulut, son hiz1 (5.141)’deki ikinci terim tarafindan

bastirildigindan asagidaki denkleme gore genisler:

R* (1) ~ UyN £2
R*(0)  3(27*)"2mR(0)°

zéwgﬁ (5.143)

5.6. Solitonlar

Bu boliime dek incelenen dinamik problemlerde, kiiciik genlikli hareketler
icin analitik sonuglar elde edilmistir, fakat lineer etkilerin Onemli oldugu
durumlarda ise yaklasim methodlar1 uygulanmistir. Ancak zamana bagli Gross-
Pitaevski denklemi lineer olmayan rejimde kesin analitik sonuglar1 verir. Bunlar
tek bir dalga formundadir (soliton), yani formunu degistirmeksizin yayilan
yerellesmis tedirgenmelerdir. Solitonlar konusu uzun bir ge¢mise sahiptir. Bu
konu ile ilgili ilk ¢alismalar 1834 ile 1844 yillar1 arasinda Ingiliz mithendis John
Scott ve denizci mimar Russell tarafindan s1g su dalgalarinda yapilmistir. Soliton
coziimleri ¢ok sayida lineer olmayan denklem i¢in gecerlidir ve bunlar; s1§ su
dalgalarinin 6zelliklerini tanimlayan Korteweg-de Vries denklemi ve (5.1)’de
verilen Gross-Pitaevski denkleminin 6zel bir hali olan lineer olmayan Schrodinger
denklemidir.

Solitonlarin  olugsmasin1  saglayan fiziksel etkiler nonlineerlik ve
dispersiyondur. Her ikisi de Gross-Pitaevski denkleminde bulunmaktadir. Bu
durum, (5.30)’da verilen, yerel yogunluk ve dalga sayis1 ilizerine uyarilma hizinin
bagliligini gosteren Bogoliubov dispersiyon bagintisindan
(w* = (nU, /m)q* +h*q* /4m?) da gorilebilir. Solitonlar icin lineer olmayan
etkiler, dispersiyondan kaynaklanan etkiler tarafindan karsilandigindan kendi
sekillerini korurlar. Detayli hesaplamalara ge¢meden Once bazi degerlere ait
mertebeler incelenmelidir. Daha belirli olmasi agisindan, itici etkilesime sahip
uzaysal olarak uniform yogusmus Bose gazi alinsin. Yerellesmis yogunluk
tedirgenmeleri An genligine sahipken ve L mesafesi boyunca yayiliyorsa,
dispersiyon bagintisindan tedirgenme igindeki ses hizinin, ortalama hacimdeki ses

hizindan lineer olmayan etkilerden dolayr ~s(An)/n kadar farkli oldugu
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goriilebilir. Ayrica g ~1/L oldugundan dispersiyon, hizi ~ s&%/L* kadar arttirir
(¢ tutarlt uzunluk). Lineer olmamaktan kaynaklanan etkilerin, dispersiyon
tarafindan karsilanabilmesi i¢in bu iki katkinin engellenmesi gerekir. Boylece
tedirgenmenin genligi ile uzunluk birbirine

An &2

25 5.144

T (5.144)
biciminde baglidir. Tedirgenme hiz1 u , dispersiyon ve non-lineerlik sebebiyle ses

hizindan

g2
lu—s|~ STy (5.145)
mertebesindeki hiz kaymasi kadar farklidir. Bu sistem i¢in solitonlar, yogunluk
coOkiintiilerine kars1 gelirken, s1g su dalgalari i¢in su seviyesinde ylikselmeye karsi
gelir. Bu farkliligin sebebi, sig su dalgalar1 i¢in dispersiyonun zit igarete sahip

olmasidir, yani g gravitasyondan kaynaklanan ivmelenme ve 4 suyun denge
derinligi olmak iizere @’ = ghqz[l—(qh)2 /3J bigimindedir. Yiizey dalgalariin
hiz1 tipki yogusmus Bose gazindaki ses hizinin yogunlukla artmasi gibi derinlikle
arttigindan, non-lineerlik her iki durumda da ayni isarete sahiptir.

Parcaciklar arasindaki itici etkilesimler i¢in en basit ornek, duragan
¢Oziimiin tim uzaya yayildigi Gross-Pitaevski denkleminin tuzak duvarindaki
¢Ozlimii olan solitondur:

X

v (x) =, tanh (5.146)
° [@J
Burada &, tuzak duvarindan itibaren tutarli uzunluktur ve asagidaki gibidir:

h

N R (5.147)
(2mnyU,)"?
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Denklem (5.8) ve (5.20)’deki hidrodinamik denklemler, uzaysal koordinat
x ve zaman t’ye bagl olarak x —ut kombinasyonu boyunca bir boyutlu soliton

¢ozlimlerini olusturur. Burada x+oo i¢in n yogunluguna ait sifir olmayan n,

degeri i¢in ¢oziimler aranir. on /0t = —udn/Ox oldugundan siireklilik denklemi

ai(un —vn) =0 (5.148)
X

dir ve integrasyonun ardindan v =0 da sonsuzluga gotiiren bagli durumun da

kullanilmastyla
v:u( —”—Oj (5.149)
n
halini alir. dv/0t = —udv/0x oldugundan (5.20) denklemi yeniden yazildiginda
2 2
—mu@=—i nU0+lmv2—h—a— n (5.150)
o ox 2 2mn ox*
olur. Denklemin integre edilmesiyle
n(x,8) = gy + (g — Mgy ) tanh2|(x —ut) 172, | (5.151)

bulunur. Burada hiza bagli olan genislik

= ° 5.152
(1—(u/s)2)1/2 (5.152)

u

dir. # hizi ile yogunluk orani n_ /n, arasinda

= Mmin ey g2 = MminZo (5.153)

bi¢ciminde bir baglant1 vardir ve uniform gazin ses hizi da s = (n,U,/ m)"'? ile

verilir. Solitonun hiz1 bdylece n,;, yogunlugunda hesaplanan hacimsel ses hizina
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esittir. u =0 iken solitondaki minimum yogunluk sifirdir ve (5.151)’deki
yogunluk profili (5.146)’daki ifadeye indirgenir. Tsuzuki tarafindan otuz yildan
fazla bir siire Once hesaplanan bu analitik sonuglar, (5.144) ve (5.145)
denklemlerinde daha O©nceden elde edilmis olan sayisal Ongoriileri
dogrulamaktadir.

Solitonlar i¢in 6nemli olan bir diger dnemli nicelik ise aralarindaki faz

degisimidir. v(x)=(%/m)o¢/0x oldugundan, buradaki durum siiperakiskan
ifadesinin integre edilmesiyle bulunabilir. Bu sebeple (5.149) ve (5.151)

denklamlarinden

) — —o0 __m OOd %o~ Mmin
P(x = 0) = Pp(x —> ~0) _j;oxnocoshz(x/\/zfu)—(no_”min)

h
=-2 cos_l[ Pinin J
o

bulunur. Pozitif x dogrultusunda ilerleyen soliton icin faz degisimi negatiftir.

(5.154)

Bunun sebebi fiziksel olarak dalganin yogunluk girintisinde olmasidir ve bunun
sonucunda bu durumdaki akiskan hizi negatif x dogrultusundadir.
Bir uzaysal boyut icinde c¢ekici etkilesimler (U,(0) i¢in de soliton

¢Ozlimleri mevcuttur ve buna en basit 6rnek

w(x,0) =y (0)e " ! = (5.155)
cosh [(2m|,u|/h2) x}
tir ve buradaki kimyasal potansiyel
1 2
#=2Uoly (0) (5.156)

ile wverilir. Biyiik |x| icin y s6z konusu olamayacagindan, bunlar x

dogrultusunda uzayda yerellesmis olan bagli 6z durumlardir.
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Solitonlar non-lineer optikte de incelenmistir ve burada 1s181n yogunlugu,
atomik buluttaki yogusma yogunluguna benzer bir rol oynamaktadir. Benzer
olarak, solitonlar1 tanimlamak i¢in kullanilan “dark™ s6zciigii, yogunluk girintisine
kars1 gelir. Solitonlarin bu kategorisi, yogunluk minimumu sifir olan “black” ve
yogunluk minimumu sifirdan biraz daha biiyiik olan “grey” olmak {izere iki gruba

ayrilir. Yogunlugu maksimum olan solitonlar “bright” olarak adlandirilirlar.
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6. BOSE GAZININ MiKROSKOBIK TEORISi

Onceki boliimde yogusmaya ait temel uyarilmalar, yogusma dalga
fonksiyonunun klasik bir alan gibi davrandigi kabul edilen Gross-Pitaevski
denklemi kullanilarak agiklanmisti. Bu boliimde, uyarilmalarin kuantum dogasi da
hesaba katilarak Bose gazinin mikroskobik teorisi ele alinacaktir.

Burada yapilacak  hesaplamalarin  baglangi¢  noktas1  (4.3)’teki
Hamiltonyendir. Bozonlar icin olusturma (7' (r)) ve yok etme (17(r)) operatorleri

terimlerinde ifade edilecek olursa bu Hamiltonyen

2
. . . . Uy . . U
H =[dr [— 7 (r)—fm VA0 +V @O0 Og @)+ 00 O Oe )

(6.1)
formundadir. Gross-Pitaevski denkleminde olusturma ve yok etme operatorleri ile
degil, klasik bir alan olan yogusmus durum dalga fonksiyonu ile g¢aligilir. Bu
sebeple Gross-Pitaevski yaklasimi, fotonlarin olusturma ve yok etme operatorleri
yerine klasik elektrik ve manyetik alan tarafindan karakterize edilen klasik
elektrodinamik teoriye benzerdir.

Tiim atomlarin tek kuantum durumunda yogunlastigi seviye etrafindaki

kuantum dalgalanmalarini hesaba katmak i¢in
V() =y () + Sy (r) 6.2)

yazilabilir. Jow(r) dalgalanma terimi ihmal edildiginde, Gross-Pitacvski

denklemindeki enerji ifadesine esit olan Hamiltonyene ulagilir.
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6.1. Uniform Gazdaki Uyarilmalar

V' hacimli kutuda hapsedilen birbiriyle etkilesen bozonlarin olusturdugu

uniform gaz ele alindiginda (6.1)’deki Hamiltonyen

¥
H= Ze apap+_ 2 Ap+q Ay.qp Ay (6.3)
V praa

olur. Burada e(;,z p?/2m’dir. a, ve ag, p momentum durumundaki bozonlarin

p

olusturma ve yok etme operatorleri olmak iizere

lap,aTJzﬁ : lap, pJ 0 wve al a;,J:O (6.4)

p.p° p’

Bose komiitasyon bagintilarini saglarlar.
Etkilesen sistemde, algak olan tek parcacik seviyesinin makroskobik
olarak iggal edildigi kabul edilir, yani N/V yogunlugu sabit olmak iizere N ve

V' sonsuz olma egiliminde iken termodinamik limitte, N,/ N sifir olmayan bir

degere sahiptir. Pertiirbe olmamis sistemde
al|Nog) =N +1[Ng +1)  ve  ap|Ny)=4[No|No=1)  (6.5)

olur ve Hamiltonyende bdylece a, ve ag ile \/N_O yer degistirir. Bu, ilk kez
Bogoliubov tarafindan gerceklestirilmistir. Bu drurum, (6.2)’de sifir-momentum
dalga fonksiyonu ¢, =V "2olmak iizere, yogusmus durum icin l//Z\/N_o o
dalga fonksiyonunun kullanilmasi durumuna esittir.

Bogoliubov yaklagiminda Sy (r) ’nin kii¢iik oldugu ve etkilesimde w(r)

ve y *(r) ’nin (en az) ikinci kuvvetindeki tiim terimlerin bulundugu varsayilir. Bu

durum Sy (r) ve 51/7T(r)’de kuadratik olmayan, p #0 i¢in a, ve a; durumuna
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denktir. Boylece sifir-momentum durumundaki pargacik yogunlugu n, = N, /V

olmak tizere

2
H= NSI(,JO Z(Eg +2n,U )a; dp +% Z(a; al, +a, a—p)
P (p#0) p (p£0)

(6.6)
bulunur. Yukaridaki denklemdeki ilk terim sifir-momentum durumundaki N,
tane parcacigin enerjisidir ve ikinci terim ise diger atomlarla etkilesimler

tarafindan olusturulan Hartree-Fock ortalama alaninda hareket eden eg +2n,U

bagimsiz enerjisine sahip uyarilma enerjisidir. Sifir olmayan bir degere sahip

U(r) etkilesim potansiyeline Fourier doniisiimii uygulandiginda
U(p) = [drU(r)exp(=ip -t /h) (6.7)

Hamiltonyendeki a, ve ag operatdrleri ¢ sabit sayilartyla yer degistirdiginde N,

ile orantili olan etkilesim terimi:

1
> U@ +U(p)aja, + > nU(p)laia’, +agay) 6.8)
p (p+0) P (p#0)
dir. a;ap teriminin iki katkis1 vardir. Birinci katki, sifir-momentum durumunda

bulunan N, atom ile p seviyesindeki pargacigin direkt etkilesiminden gelen
Hartree enerjisidir. Ikinci katki, p seviyesindeki atomun sifi-momentum
durumuna; ikinci bir atomun ise es zamanli olarak yogusmadan p durumuna

sacilmasina ait degisim veya Fock terimi olana bilinen enerjidir. Etkilesimin

Fourier doniisiimii olan U(p), p’den bagimsiz oldugu i¢in Hartree ve Fock
terimlerinin her ikisi de nyU,’a esittir. Denklem (6.6) ve (6.8)’deki son terim
yogusmadaki +p momentumlu iki atomun karsilikli + p momentumlu seviyelere

sacilmasina kars1 gelir.
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Daha sonra burada yapilacak olan islem (6.6)’daki Hamiltonyenin 6z
degerlerini bulmaktir. Orijinal Hamiltonyende toplam parcacik sayisi1 korunur ve
bu yiizden sabit ortalama pargacik sayis1 i¢in yeni Hamiltonyen i¢in 6z degerler

bulunabilir. Toplam parcacik sayisi i¢in operator

N=Y4dala 6.9
p%p
P

ile wverilir. Sifirmomentum durumundaki operatérler ¢ sayist  gibi

diisiiniildiiglinde, toplam parcacik sayis1 i¢in

N=Ny+ >ala, (6.10)
p (p#0)

yazilabilir. Denklem (6.6)’daki Hamiltonyenin toplam pargacik sayis1 terimlerinde

ifade edilmesinden

2
H= NZII/JO + Z {(Eg +nyU )a;ap T no;Jo (ag a:rp Tapdyp )}
p (p20)

(6.11)

elde edilir. Bu denklemdeki ilk terimde N ile beklenen degeri yer degistirmistir.
Parcacik sayisindaki dalgalanma az oldugundan bu durum izinlidir. Tim
parcaciklarin yogusmus durumda oldugu seviyeden ¢ok az farkli oldugu seviyeler
ele alindigindan, toplamda yer alan ifadeler i¢in yogusma yogunlugu veya toplam

yogunluk ifadesinin kullanilmasi herhangi bir farklilik yaratmaz. Toplam pargacik

+

sayisimn - sabit  oldugu durum nedeniyle, ap

. . 0 s
ap sabitt €, +2n,U, dan

p

eop +nyU,’a indirgenebilir. Uyarilmalarin klasik diizeltmesi olarak Onceki

boliimde bu durum kimyasal potansiyelin ¢ikarilmasina kars1 geliyordu, ¢linkii
(4.12)’ye gore sifir sicakliktaki uniform Bose gazi icin kimyasal potansiyel

2
nyU, "dir.
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e(;, +n,U, enerjisi p nin yoniine bagl degildir ve bu nedenle Denklem

(6.11)’deki Hamiltonyen simetrik formda

_ (o i i Pt
H = Z (ep +nyU, Xap ap +ala_, )+ nyU, Z(ap aly +ay a_p)
P (p#0) P (p#0)

(6.12)
p ve -p’ye karst gelen terimlerin bir kez hesaba katilmasi i¢in toplam {izerinde
kullanilan kesme isareti, toplamin momentum uzayinin yarist {iizerinden

alinacagini gostermektedir.
6.1.1. Bogoliubov Doniisiimii

Hamiltonyenin yapisi
e lafa+b'bl <, (a'b' +ba) (6.13)

formundaki birbirinden bagimsiz terimlerin toplamindan olustugundan, basittir.

¥

Buradaki €, ve €,, ¢ sayilaridir. @' ve a, p momentumlu durumdaki olugturma

ve yok etme operatorleri; 5" ve b ise -p momentumlu durumdaki yok etme ve

olusturma operatdrlerine kars1 gelir.

Bu Hamiltonyenin 6z degerleri ve 6z seviyeleri, sivi helyum igeriginde
Bogoliubov’un yaptigi gibi kanonik doniisiimlerin uygulanmasiyla elde edilebilir.
Bu yontem oldukga verimlidir ve yogun olarak siiper iletkenlik ve manyetizmada
kullanilir. Bu yontemde temel fikir, & ve [ gibi yeni bir operator seti dne siiriiliir

+

ve boylece Hamiltonyende yalmizca o' ve BT ile orantili terimler bulunur.

Bozonlar i¢in olusturma ve yok etme operatorleri komiitasyon bagintilarini

saglar:

la. " |=|p. bT|=1 ve  |a.bT]=|p.at]|=0 (6.14)
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u ve v belirlenecek olan sabitler olmak {izere, doniisiim tarafindan yeni o ve [
operatorleri

a=ua+vb' ve B=ub+va' (6.15)
dir. Bu yeni operatorler de Bose komiitasyon bagintilarint saglamalidir:
ot |=|p.pt]=1 ve  |a.pt]=|p.at]|=0 (6.16)

u ve v fazlart keyfi oldugundan, u ve v reel alinabilir. Denklem (6.15)’in

(6.16)’da yerlestirilerek, (6.14) numarali denklemde kullanilmasiyla # ve v ’nin

u? —v? =1 (6.17)

kosulunu saglamas1 gerektigi goriilir. Denklem (6.15)’e kars1 gelen ters

doniistimiin ardindan

a=ua—-vp' ve b=uf—va' (6.18)
olur. Yukarida elde edilen denklemin (6.13)’te kullanilmasiyla

H=2v"¢e, 2uve, +[eo (u2 + vz)— 2uv €, ](afa + ﬂTﬂ)

+[e1 (u2 +v2)—2uv GOKaﬂJrﬂTaT) (6.19)

(aﬂ+ ,BTaT) ile orantili olan terim, u ve v sabitlerinin uygun se¢imiyle yok

edilebilir. Bunun i¢in
)2
e w +v7)-2uve,=0 (6.20)

alinmalidir.
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u ’nun isareti keyfidir ve pozitif olarak kabul edildiginde Denklem (6.17)’deki

normalizasyon sartinin saglanmasi kosulundan u ve v i¢in

u = cosht ve v =sinh¢ (6.21)

bulunur. Denklem (6.20)’den

€ (cosh2 t +sinh? t)— 2 €, sinhtcosht =0 (6.22)
veya
tanh 27 = <L (6.23)
€2

yazilabilir. Yukaridaki denklemden

u? =10 ve vioifSo_ (6.24)
2\ € 2\ €

bulunur. Burada
e=.e; — €} (6.25)

u ve v’nin negatif olmamasi icin baslangictaki secimle de uygun olarak
karekokiin pozitif kokii secilir. u® +v? ve 2uv icin €, / €, orani terimlerinde

¢0Oziip, (6.19)’da yerlestirildiginde
H=cla"a+piBle-¢, (6.26)

sonucuna ulasilir. Taban durumu enerjisi negatif olan € — ¢, ile verilir ve €

enerjili birbirinden bagimsiz iki bozonun eklenmesine karsi gelen uyarimis
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seviyeler a' ve A7 operatorleri tarafindan olusturulur. €’nin reel olmasi igin

o’ degeri, €,’i asmalidir. |e,|)|,| ise uyarilma enerjisi sanaldir ve durum

sistemin stabil olmadig1 anlamina gelir.
6.1.2. Temel Uyarilmalar

Denklem (6.12)’deki Hamiltonyenin kosegenlestirilmesi i¢in yukaridaki

alt boliime ait sonuglar kullanilabilir. @, basit modeldeki a’ya, a_, basit

p p

modeldeki b’ye, a, basit modeldeki & ’ya ve a, basit modeldeki /’ya karsi

gelmek tizere

— _ i — _ i
dp =U,0p —V,ay V© Ay =U, 05—V, O (6.27)

p P

dontistimii yapilabilir. Boylece sonug

N?U 1
H=""2t4 S e, apay - Yl +mUp=<,) (6.28)
p (p£0) p (p£0)

olur. Burada

c,= \/(e?, +1U, | = (noU, ) = \/(eg)2 +2€% nyU, (6.29)

ile verilir. Yukaridaki denkleme ait enerji spektrumu, (5.48)’deki sonug ile tam

olarak uyumludur. Kiigtik p degerleri i¢in enerji € ,= sp dir. Burada

nU
¢2 =M

(6.30)

m

dir. Temel uyarilmalarin olusturma ve yok etme operatorleri:
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a;:upag-i-vpafp (6.31)
Denklem (6.17)’ye kars1 gelen sabitler normalizasyon kosulunu saglar:
u, —v =1 (6.32)

Pargacigin Hartree-Fock enerjisi ile kimyasal potansiyeli arasindaki fark olan

g, =eg +nyU,, olmak iizere bu sabitler agik bir bigimde

u) =%[5—P+1J ve vy %[i—f”— ] (6.33)

olur. Boylece sistem, Bogoliubov spektrumu tarafindan verilen enerjiye sahip

etkilesmeyen bozonlar toplulugu gibi davranir. Sistemin taban durumunda

uyarilma s6z konusu degildir ve béylece «,, | 0> =0"’dr.

6.2. Tuzaktaki Gaza Ait Uyarilmalar

Onceki boliimde uyarilma ozellikleri klasik yaklasim kullanilarak
hesaplanmisti. Bu duruma paralel olan kuantum mekaniksel teori benzer
cercevede gelistirilebilir. Klasik durumda kullanilan enerji fonksiyonundan
baslamak yerine, (6.1)’de verilen Hamiltonyen operatorii ve yogusmus durumun

boliimlerine karst gelen (6.2)’deki ifade dikkate alinir. Ayrica ortalama olarak
parcacik sayisinin korunmasi istendiginden, K = H — ;N operatorii ile calismak
Hamiltonyenin kendisi ile ¢aligmaktan daha uygundur. Dalgalanma operatoriinii
icermeyen terim Gross-Pitaevski denklemidir (Denklem (4.11)). Tek dalgalanma
operatdriine sahip terim, y dalga fonksiyonunun zamandan bagimsiz Gross-
Pitaevski denklemini sagladigi durumda yok olur, ¢iinkii n enerji varyasyonlari,

v 'nin birinci mertebeden varyasyonlarini yok etmelidir.
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Ikinci mertebeden dalgalanmalar i¢in Hamiltonyen:
- N R
K=H-uN =E, - uN, +jdr =0y () V5 (r)
m
2 At A
r o)+ 20 o) [ - it o)

+%{y(r)2 6wt ©OF +v )2 [P }) : (6.34)

Bu denklem, (6.11)’deki sabit potansiyelde bulunan gazin enerji ifadesine
benzerdir. Temel uyarilmalarin enerjilerini bulmak i¢in, zamandan bagimsiz
Gross-Pitaevski  denkleminden yararlanilarak uyarilmalarin  6zelliklerinin

belirlendigi, Bolim 5.2°dekine benzer bir yaklagim kullanilir. Heisenberg

cercevesinde 8y ve Sy ' operatérleri i¢in hareket denklemi asagidaki gibidir:

%Y _(sp k] ve ih%:[&;ﬁ K] (6.35)

Denklem (6.34)’ten K ’nin kullanilmasiyla

A 2
i —agt‘” - {—f—vz +V(F)+ 21, (MU, —u}&/}+Uo'//('r)25‘/}T
m

(6.36)

ve

At 2
—ih aé;/t/ = [_g_vz +V(r)+2n,(NU, _ﬂ}élﬁT +U0‘//*(r)25l/}
m

(6.37)

Bu ¢iftlenmis denklemleri ¢6zmek i¢in Denklem (5.41)’deki doniistime benzer bir
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dontistim uygulanir:

S0y =3 |u; (e — v r)ef e | (6.38)

Burada @ ve a, operatérleri, i uyarilmis durumunda bozonlari olusturur ve yok
eder. Boylece w(r)? =y *(r) = ny(r)  yazlabilir. Bu deger yerine
yerlestirildiginde u; ve v,’nin klasik diizeltmede oldugu gibi asagidaki

Bogoliubov denklemlerini saglamasi gerektigi goriiliir:
o,
—2—V +V () +2n,(NU, —pu—<€; (u,(r)+n,(NUw,(r)=0  (6.39)
m
ve

2
|: h VZ —|—V(r)+2n()(r)U0 — U+ Ei:|Vl~(r)+n() (r)UOul(r) =0 (640)

2m

Schrédinger denklemi i¢in normal ifadenin genellestirilmesiyle, farkli enerjili 6z

durumlarin ortogonal oldugu asagidaki denklem yoluyla da gortiliir:
e,y @ -vi 0w, m)]=0 (641)

u ve v terimleri arasindaki isaret farki, iki Bogoliubov denklemindeki farkli

isarete sahip €; enerjilerinin olustugu gercegini yansitmaktadir. al ve a,

1 1

operatdrlerinin Bose komiitasyon bagintisini saglamasi gerektiginden
2 2
Jdrl|“i(r)| (P J=1 (6.42)

sonucuna ulasilir. Normalizasyondaki bu sec¢im, (5.44) ve (5.51)’deki uniform

136



sistem icin klasik teoridekiyle u(r) ve v(r) uyumludur.

Sistem siradan bir sifir-enerji moduna sahiptir. Yogusma dalga
fonksiyonunun tiim faz1 degistiginde, enerji degistirilemez ve bu sebeple de geri
cagirict kuvvet s6z konusu degildir. Boylece bu modun frekansi sifirdir. Bu

durum, o¢ fazdaki degisim olmak {izere, yogusma dalga fonksiyonundaki

oy =iwog degisimine kars1 gelir.
6.2.1. Zayif Ciftlenim

Onceki boliimde sozii edilen hidrodinamik teori, statik yap1 i¢in Thomas-
Fermi yaklasiminin gecerli oldugu giiclii etkilesimleri gerektirmektedir, yani
Na/a>1 olmalidir. Bu methoda ek olarak, modlar cogunlukla bulutun i¢
bolgesinde olmalidir, ¢iinkii Thomas-Fermi methodu bulut yiizeyinden itibaren o

simirlayict kalinliginda ise yaramaz. Na/a{{l oldugu limitte mod &zellikleri

pertlirbasyon teorisi kullanilarak incelenebilir.

Basit olmasi icin atomlar eksenel simetriye sahip olmayan bir harmonik
tuzak i¢inde bulunsun ve atomlar arasindaki etkin etkilesim U(r —r')oc 5(r —r')
formunda olsun. Etkilesimlerin s6z konusu degilken taban durumundaki tiim
atomlar osilatoriin en diisiik seviyesinde bulunurlar. Sistemin temel uyarilmalari,
bir veya daha fazla sayidaki atomun harmonik osilatoriin uyarilmis seviyelerine
cikarilmasina karsi gelir. Eger osilator frekanslari orantili degilse, etkilesimin
zayif olmast durumunda ii¢ koordinat dogrultusu boyunca hareketle ilgili
uyarilmalar birbirinden bagimsizdir. Burada en basit uyarilma bir atomun
osilatoriiniin taban durumundan, z dogrultusundaki hareket i¢in osilatoriin 7.

kuantum durumuna ge¢mesidir. x ve y ’deki serbestlik dereceleri ihmal edilecek
olursa, taban durumu ‘ON > ve uyarilmis durum ise ‘ON n1> bi¢iminde yazilabilir.

Taban durumundaki enerjinin beklenen degeri, birinci mertebeden etkilesim

tarafindan asagidaki gibi verilir:

N N(N -1
E, =?h(a)l + @, +a)3)+¥<

00|U|00) (6.43)
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Burada <z]|U | kl> osilator seviyeleri arasindaki iki-cisim etkilesiminin matris

elemanidir. Uyarilmis durumdaki enerji direkt olarak

00|U[00) + 2(N —1){0n|U| 0n)
(6.44)

n

E =%h(a)1 + w, +a)3)+nha)3 + N(N—lz)(N—2)<

bulunur. Son terimde bulunan 2 sayisinin sebebi Hartree ve Fock terimlerinin
etkilesimlerde yakin nicelikler i¢in katkisinin olmasindan ileri gelir. Bdylece

uyarilma enerjisi agagidaki gibidir:
e,=E, — Ey = nhoy + (N —1)(2(0n|U|0n) - (00|U|00)) (6.45)
Basit hesaplamalardan

<01|U|01>=%<00|U|00> ve <O2|U|02>:%<00|U|00> (6.46)

bulunur. Yani n=1 durumunun frekansi, etkilesimlerin olmadigi durumdaki
frekans degerine esittir. Bunun sebebi bu modun yalnizca kiitle-merkezi

hareketinin uyarilmasina karsi gelmesindendir. N))1 i¢in n =2 modundan
N
€,=2hw, —?<OO|U| 00) (6.47)

elde edilir. Yukaridaki sonug, ortak koordinat yaklasimindan da elde edilebilir.
Zayif ¢iftlenim limitinde modun z dogrultusu boyunca genislemesine kars1 gelir.

Yukaridaki diizeltmede, etkilesimlerin s6z konusu olmadigr durumda

diisik uyarilmalarin dejenerelii hesaba katilmamstir. Ornegin ‘ON 7121> ile

‘ON _212> durumlar1 dejeneredir. Etkilesimler bu dejenereligi bozar, fakat N ’den

bagimsiz olan terimler tarafindan da uyarilma enerjisini kaydirirlar. Fazla

sayidaetkilesim s6z konusu oldugunda problem daha karmasik bir hal alir.
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6.3. Sifir Olmayan Sicakhik Limiti

Sifir olmayan sicakliklarda temel uyarilmalar s6z konusudur. Gegis
sicakliginin oldukga altindaki sicakliklarda ise pargaciklar arasi etkilesimler ihmal
edilebilir. Denge halinde uyarilmalar i¢in dalga fonksiyonu bu sebeple daha
onceki boliimde Bogoliubov yaklagimi tarafindan hesaplanmis olan enerjilere
sahip genel Bose-Einstein dalga fonksiyonudur. Burada yapilacak onemli bir
ekleme, bu uyarilmalarin toplam parcacik sayisini degistirmedigidir ve bunun

sonucunda ise Bose dagiliminda kimyasal potansiyel teriminin bulunmadigidir:

1
fi =
exp(e; /kT) -1

(6.48)

Bu tiir bir bakis acis1 altinda, buradaki uyarilmalar sivi *He’da lineer bolgedeki
uyarilmalar olarak adlandirilan fononlara ve minimuma yakin bolgelerdeki
uyarilmalar olarak adlandirilan rotonlara benzemektedir. Uyarilmalar i¢in dagilim
fonksiyonundan hareketle gazin termodinamik 6zellikleri hesaplanabilir. Ornegin

uniform Bose gazi i¢in enerjiye temel katki

d
(27[‘;)3 e, f, (6.49)

E(T)-E(T=0)=V]

dir. Yogusma yogunlugunun termal bozulmast

dp  Sp
Q2zh)y’ €, ’

Mo (T) =1, (T = 0) = | (6.50)

ile verilir. Bu denkleme gore, toplam parcacik sayisi sabit tutuldugunda

uyartlmanin hesaba katilmasi, yogusmada bulunan parcacik sayismi &,/ €,

oraninda azaltir. Sicaklik, 7, karakteristik sicakligindan daha az oldugunda:

kT, = ms* = nU, (6.51)
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Uniform gazin uyarilmalari, enerjisi €= spile verilmek iizere fonon-benzeridir.
Bu limitte enerjiye en biiyiik katki (6.50) denklemi ile verilir ve o =3/2 igin
etkilesmeyen gazda bulunan 7’2 *nin aksine 7* ile orantilidir. Aym denklemden

entropi ve 6z 1simn her ikisi de 77 ile orantilidir ve bu durum etkilesmeyen gaz

icin T%?’ye karsi gelir. p((ms icin parcacik sayisi §,/ €, ile p ters orantili

p

oldugundan, (6.50)’den elde edilen yogusma yogunlugunun termal bozulmasi,
etkilesmeyen gaz i¢in (2.28)’deki n,, ’ten elde edilen T 3'2°nin tersine T2 ile

orantilidir.
6.3.1. Hartree-Fock Yaklasimi

Yukaridaki hesaplamalarda sistemin taban durumuna yakin oldugu ve
uyarilmalarin birbirinden bagimsiz oldugu kabul edilmisti. Daha yiiksek
sicakliklarda uyarilmalar arasindaki gecisler O6nemlidir ve yogusma dalga
fonksiyonunun daha kiigiik kuvvetlerindeki Hamiltonyen terimlerinde tanimlanir.
Keyfi sicakliklardaki Bose gazinin 6zelliklerinin bulunmasi zordur, fakat yine de
basit bir fiziksel ¢ercevede hesaplanilabilir bir limiti vardir. Taban durumundan
¢cok uzakta olmayan seviyedeki homojen gazda yiiksek momentuma sahip
uyarilma enerjisi (5.50) ile verilmisti. Bu yaklasim formu, v’nin ihmal
edilmesiyle genel teoriden elde edilir, yani £p momentumuna sahip sahip
par¢acigin yogusmaya eklenmesi veya ¢ikarilmasina karsi gelir. Bu durumun
dalga fonksiyonu, tek-parcacik durumlarmin carpimi seklindedir ve Bose

istatistiginde hesaba katildig1r gibi parcacik koordinatlarinin karsilikli degisimi

+

altinda simetriktir. Bogoliubov Hamiltonyenindeki a'a® ve aa terimleri

ilgilenilen uyarilmalar i¢in ihmal edilebilir oldugunda, v’nin ihmali
ispatlanabilirdir. Bu durum eop» nyU, olmasim gerektirir. Sicaklik terimlerinde

ifade edildiginde bu durum 7'))7, kosuluna kars1 gelir (Denklem(6.51)).

Bu durumun fizigini incelemek i¢cin Bose gazi konuma bagli bir potansiyel

icinde ele alinir.
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Dalga fonksiyonunun da tek-pragacik seviyelerinin ¢arpimi ve parcgaciklar arasi

gecisler i¢in simetrik olmasi kosulundan hareketle

T(ﬁ NEPRIPY ) =Cy z¢1 (rl )¢2 (rz )¢N (rN) (6.52)

sym

yazilabilir. Isgal edilmis tek-paracik sisteminin dalga fonksiyonu ¢, ile
gdsterilmistir. Ornegin « seviyesinde N, tane parcacik varsa, bu seviye N, kez

bu dalga fonksiyonunda ardisik olarak bulunacaktir. Yukaridaki toplam, parcacik
koordinatlarinin karsilikli degisimi boyunca simetriktir ve normalizasyon sabiti

asagidaki gibidir:

1/2
N.!
cy = [H—} (6.53)

N!

Bu dalga fonksiyonu, parcaciklarin ayni seviyede bulundugu durum igin
(4.1)’deki dalga fonksiyonunun genellestirilmis halidir. Sistemin fizigini
bulabilmek i¢in, r ve r', iki pargacigin koordinati olmak tizere, (6.7)’deki

etkilesim yerine menzili sifir olmayan U(r —r’) etkilesiminin de hesaba katilmas

olduke¢a yardimci olacaktir. Dalga fonksiyonu i¢in etkilesim enerjisi ifadesinde iki
sira terim vardir. Ilki, dalga fonksiyonunun simetrik olmadigi durumda ortaya
cikar. Bu terim, direkt terim veya Hartree terimi olarak adlandirilir. Hartree terimi

asagidaki formda olan katkilar1 igerir:

U = [drdr'U (e -r)pm)[ o)’ (6.54)

Bu denklem ¢(r)@(r') seviyesindeki parcacik ¢iftinin enerjisidir. Ikinci sira terim

ise degisim veya Fock terimi olarak adlandirilir ve dalga fonksiyonunun

simetrisinden dolay1 ortaya ¢ikar:

Uk = [drdr'U(r —r')g; (D] (0, T)g, (1) (6.53)
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Fermiyonlar i¢in Fock terimi, dalga fonksiyonunun antisimetrisinden dolay1 zit
isarete sahiptir. Bu terimlerdeki sabitlerin hesaplanmasinda (6.52)’deki dalga
fonksiyonunun kullanilmas: gerekir, fakat (6.52)’deki dalga fonksiyonu formlari
arasindaki operatorlerin  matris elemanlari1  hesaplamak icin “second
quantization” formalizmi daha uygundur. Bu notasyonda etkilesim enerjisi

operatoriiniin genel ifadesi;

U :%%<y|u|kz>a;‘a; aa, (6.56)
dir. Burada
(i[Ukt) = [drdr'U (e 1) ()97 )4, () gy () (6.57)

iki-cisim etkilesiminin matris elemanidir. Potansiyel enerjiyi belirlemek i¢in

al a;a,ak ‘nin beklenen deerinin hesaplanmasi gerekir. incelenen tek-pargacik

seviyesi ortogonal oldugundan, bu operatoriin beklenen degeri, yok olan ve
olusturulan parcaciklara ait iki orbital 6zdes olmadik¢a ortadan kalkmaz. Bu

durumu saglamanin iki yolu vardir: i =k ile j =/ veya i =/ ile j =k olmalidir.
0, Kronecker delta fonksiyonu olmak fiizere, ilk olasilik i¢in matris elemani
N, (N ; —5U.)’dir, ¢iinkii bozonlar icin a,(a]) operatorii, i tek-parcacik

seviyesindeki N, sayida pargacik iizerine etkidiginde, tek-parcacik seviyesindeki

4

bir adet az (fazla) pargacikli seviyenin /N, (,/1 -N l.) katina esittir. Fermiyonlar

1

icin bu duruma kars1 gelen faktorler /N, ve ,/1-N, ’dir. Dort seviyenin de

birbirinin ayni olmasi durumu hari¢ tutulursa, ikinci olasilik i¢in matris elemant

N;N ;dir. Bozonlar i¢in etkilesim enerjisinin beklenen degeri

1 1
U= X lvlg )NV - 6;)+ 5 S dailuliiv,

i §(i#j)

i i(j

= S o v, 1)+ S (0l ) oL WY, 659)
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olur. <z] |U |y >’yi kapsayan katkilar direkt terimlerdir; <y |U | ji>’yi kapsayan
terimler ise karsilikl1 degisim terimleridir.
Etkilesim i¢in <y|U|1]> ve <1]|U| ji> matris elemanlar1 O6zdestir ve

boylece etkilesim enerjisi

U:%z<ii|U|ii>Ni(Ni_1)+22<ij|U|ij>NiNj (6.59)

i i(J

dir. Fermiyonlar i¢in ayn1 dahili durum s6z konusu iken bozonlar i¢in karsilikli

degisim etkisi, N;N; ile orantili olan terimin iki katidir. Dalga fonksiyonunun

antisimetrisi geregi etkilesim i¢in toplam potansiyel enerji yok olur ve dalga
fonksiyonunda gecikmeye sebep olur.

Homojen boz gazina bakildiginda doniisiim invaryantligindan tek-pargacik
dalga fonksiyonlarinin, diizlem dalgalar olmasi gerektigi sonucuna varilir.
Baglangic ve son seviyelerinin toplam momentumlarinin ayni olmasi sartiyla,

etkilesimin matris elemanlar1 U, /V ‘dir ve seviyelerin enerjisi asagidaki

formdadir:

U

0 0

E=Y ¢’ N, +o ZNP (Ny =)+ =2 D NN, (6.60)
p p.p

PP P?fp)

_ZG N(N 1”? ZN (6.61)

pp’ b#p )
‘ZE ( __zNz__] (6.62)

Sifir-momentum seviyesi, makroskobik olarak yerlesilen tek seviyedir ve bu
yiizden yalnizca N? ile orantili olan terimler alindiginda etkilesim enerjisi

(N 2 —Ng /2)U0/V ’dir. Verilen sayida pargacik igeren sistem ic¢in 7 ’nin
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tizerindeki sicakliklarda, saf yogusmada bulunmayan degisim teriminin varlhigi
nedeniyle sifir sicaklikta elde edilen yukaridaki etkilesim enerjisinin iki katidir.

p momentumlu uyarilmanmn enerjisi €,, N,’nin N, +1 bi¢iminde
degistirilmesiyle sisteme pargacik eklenmesine karsi gelen durum (6.62)’den elde

edilir:

N-N,
V

(S

p=e‘}, +§U0 + PU, (6.63)

Ik etkilesim terimi, N parcacik orijinal sistem ile eklenen pargacigin
direkt etkilesimi ifade eden Hartree katkisidir. ikinci etkilesim terimi yani Fock
katkisi, degisimden otiiriidiir ve eklenen parcaciginkinden farkli olan seviyedeki
parcaciklarin sayisi ile orantilidir, ¢iinkii ayni tek-pargacik seviyesinde bulunan
atomlar arasinda degisimin katkis1 yoktur.

Yalnizca sifir-momentum seviyesi makroskopik olarak isgal edilmis olmak
lizere, bu seviyeye ait uyarilma enerjisi hesaplanabilir. 1/N mertebesindeki

terimlerle

€po= 2n—-ny)U, =(ny, +2n,)U, (6.64)

yazilabilir. Burada » parcaciklarin toplam yogunlugu, n, yogusmadaki
parcaciklarin yogunlugu ve n, =n-—n, ise yogusmamis pargaciklarin sayisidir.

Diger seviyeler icin de

ep=e) +2nU, (6.65)

p

yazilabilir.[3,5,11]
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6.3.1.1. Termal denge

Hartree-Fock yaklasiminin termodinamigini incelemek i¢in izlenecek yol
etkilesimin s6z konusu olmadig1 gazdaki durum ile aymidir, fakat burada enerji
icin serbest pargacik yerine Hartree-Fock ifadesi kullanilir. Hartree-Fock
yaklagiminda seviyelerin belirlenmesi, serbest pargacik icin seviyelerin

belirlenmesi ile benzerdir ve boylece bozonlar i¢in S entropisi
S=kX [+ £, )i+ 1)~ £, In £, | (6.66)
p

dir. Burada f,, momentumu p’ye yakin olan seviyeler i¢in ortalama yerlesim

sayisidir. Denge dagilimi, toplam enerji ve toplam parcacik sayisinin sabit oldugu
duruma bagl olarak entropinin maksimum tutulmasiyla elde edilmistir. Buradaki
uyarilmalar gaza tek parcacigin eklenmesine karsi gelir. Bu nedenle entropinin
maksimum olmast durumunda parcacik sayisini sabit bir degerde tutmak igin
kimyasal potansiyel terimi ileri siiriilmelidir.

Denge dagilimi boylece

1

To = oplle, —ukr]o1 (6.67)

dir ve wuyarilma enerjileri Hartree-Fock ifadeleriyle (6.64) ve (6.65)
denklemlerinde verilmistir.

Makroskobik olarak isgal edilmis sifir-momentum seviyesi i¢in pargaciga
verilmesi gereken enerji 1/ N mertebesindeki terimlerle kimyasal potansiyele

esittir. Buna gore (6.64) denklemi
u=(ny+2n,,)U, (6.68)
ve diger seviyelerin ortalam yerlesimi i¢in

P 1
P expl(e’) +nU,)/ kT]-1

(6.69)
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yazilabilir. Yogusmamis parcacik sayisinin sabit olmasi gerektiginden

N-Ny= D[y (6.70)
p(p#0)

= ! (6.71)

p(p#0) eXP[(Gg +nyU,y)/ kT]-1

olur. n,=N,/V dagilim fonksiyonunda oldugundan, yogusmada bulunan

parcaciklarin sayisinin sabit olma kosulunu saglar.
Gegis sicakliginin tlizerinde tiim seviyelerin enerjileri ayn1 miktarda kayar
ve sonucta gazin termodinamik oOzellikleri basit bir bicimde etkilesimde

bulunmayan parcaciklarin ozellikleriyle iligkilendirebilir. Aslinda miikemmel
Bose gazi igin enerji ve serbest enerji ifadeleri N?U,/V ek terimi disinda

aymdir. Ciinkii sicakliga bagh degildir ve etkilesimlerin gegis sicakligi {izerine
hicbir etkisi yoktur.

Olusturma ve yok etme operatdrleri terimlerinde teori yeniden formdiile
edildiginde, sifir-momentum seviyesi makroskopik olarak isgal edilmis tek seviye
ise, diizlem dalgalarin simetrigi olan dalga fonksiyonuna ait durum igin enerjinin

beklenen degere katkis1 Hamiltonyen terimlerinde:

N2U U
H==L0 Sl 2mUo)aja, +=2 T ajayajay  (672)
P (p#0) PP’ (p,p'#0)

Burada 1/ N ile orantili olan terim ihmal edilmistir.

Sistemin f, ortalama yerlesim sayisina yakin bir durumda oldugunu ve

¢cok sayida uyarilmanin kiigiik degisimleri icin Hamiltonyenin ne oldugu

arastirildiginda

agap = fp +(a;ap _fp) (673)

yazilir ve Hamiltonyen birinci mertebeden dalgalanma terimlerinde genisletilir.
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Bogoliubov  yaklasiminda  yapildigi  gibi  sifi-momentum  seviyesinin

dalgalanmalar1 ihmal edilir. Boylece sonug

NgUO UO 0 T
H==220-20 S fofy s > (€0 +2n,U, Jal a, (6.74)
PP’ (p.p'#0) P (p+0)

olur. Bu denklem gostermektedir ki sifir-momentuma sahip olmayan seviyeye bir

parcacik eklemek icin gerekli olan enerji eg +2n,U,, *dir ve bu enerji (6.66)’daki

Hartree-Fock uyarilma enerjisidir.

Entropi sabit olmak iizere kimyasal potansiyel

OE

=— 6.75
. (6.75)

y7,

dir. Sifi-momentum seviyesiyle ilgili olan entropi sifirdir ve bu ylizden
yogusmaya parcacik eklendiginde enerji degisiminin hesaplanmasi i¢in en basit

yol uyarilma dagilimin1 sabit tutmaktir:

_OE
oN,

o1 fops0)

H = (nO + 2nex )UO (676)

Bu ifade (6.68) denklemi ile uyumludur.
€, uyarilma enerjisi, p — 0 i¢in 2nU,, egiliminde oldugundan, kimyasal
potansiyelden yararlanilarak 6l¢iilen uyarilma enerjisi bu yaklasimda n,U,, "lik bir

bosluga sahiptir. Hartree-Fock yaklasimindaki uzun dalgaboyuna sahip
uyarilmalarin, fiziksel olarak Bogoliubov teorisinde oldugu gibi spektrumunda
higbir bosluk olamayan ses dalgalar1 olmalar1 beklenirken, diger parcaciklarin

ortalama alaninda hareket ederler.
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6.3.2. Popov Yaklasimi

Hartree-Fock yaklasiminin 6tesinde etkilesimlerden kaynaklanan ayrica u

ve v’nin c¢iftlenmesinden de etkilenen parcacik benzeri ve hole benzeri

uyarilmalarin karisiminin da hesaba katilmasi gerekmektedir. Bu etki, eg In

nyU,, "dan kii¢iik veya kiyaslanabilir oldugu momentumlar i¢in 6nemlidir. Bunun

basit bir yolu parcacik ¢iftlerinin olusturma ve yok etme operatorleri terimlerinde
Bogoliubov Hamiltonyeninin, Hartree-Fock Hamiltonyeni terimlerinde asagidaki

gibi yazilmasidir:

N(%UO UO 0 T
:7—7 'Z'fpfp'_i' Z(EP +2nU0)apap
PP'(p.p'+0) P (p+0)
+nyU, Z (a al p tapdp) (6.77)
P(p+0)

Bu yaklagim genellikle “Popov yaklasimi1” olarak adlandirilir.

Burada Hamiltonyenin kendisi yerine pargacik sayisinin korunmasi sartiyla

H - ,u]\7 niceligiyle ilgilenilir. Boylece:

. N2 2N, N
H_luNz_ OUO _ ONexUO UO
2V 14 14

+ z'[(e(; +n0U0)(a ag +al pd_ )+n0U0(a al +apa7p)J
P(p#0)

(6.78)

Burada

N, = z <a;ap> (6.79)
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uyarilmis parcacik sayisinin beklenen degeridir. Elde edilen Hamiltonyen dikkat
cekici bir bicimde ¢ sabitleri disinda (6.12)’de verilen sifir-sicakliktaki
Bogoliubov Hamiltonyeni ile benzerdir. Bu sebeple spektrum, sifir-sicaklik
disinda ilgilenilen bir sicaklik i¢in de Bogoliubov ifadesi ile verilir. Burada da

uzun dalga boyu uyarilmalar1 fononlardir ve s hiz1

s(T)? = 2= 2—0 (6.80)

ile verilir. Serbest pargacik davranisina gecisi ifade eden tutarli uzunluk

h2 1/2 h
} (6.81)

Cf(T) B {Zmno (T)UO B \/Ems(T)

ile verilir. Bu denklem, uzun dalga boyundaki uyarilma enerjisinin kimyasal

potansiyelden nyU,, kadar farkli oldugu Hartree-Fock spektrumuna zittir.

6.3.3. Uniform Olmayan Gazdaki Uyarilmalar

Hartree-Fock ve Popov yaklasimlari, tuzaktaki gazlarin uyarilmalarinda

kullanilabilir. Hartree-Fock yaklagiminda uyarilmis durumlar icin ¢, dalga

fonksiyonu asagidaki denklemi saglar:
-
ey Vo+V(r)+2nr)U, |¢:(r) =€, ¢,(r) (6.82)
m

Yogusmus durum i¢in ¢, dalga fonksiyonuna kars1 gelen ifade ise

m

2
{ ;l VZ+V(n)+ [ny(r) +2n,, (N]U, }¢0 (1) = ugy (r) (6.83)

dir.
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Yogusma yogunlugu teriminde 2 faktoriiniin olmamasi, ayn1 durumda bulunan iki

atom i¢in degisim teriminin olmadig1 ger¢egini yansitmaktadir. Burada
ny (NN, |¢O (r)| 2 yogusmus durumdaki atomlarin yogunlugu;
n, (r)= z#o N, |¢I. (r)|2 ise yogusmamis parcaciklarin yogunlugudur. Dalga
fonksiyonlar1 ve yerlesim sayilar i#0 olmak lizere
N; = {exp[(ei —u)/ kT] —1}_1 ve N=N, +Zi#0 N, ile belirlenebilir.

Uyarilmalar i¢in Popov yaklasimina ait denklemler:

m

{ ;’2 V24V () + 200U, — - e,}ui(r) —ng (DU, (1) =0 (6.84)

2
{—f—vz +V(r)+2n(nU, — u+ ei}vi r)—n,(NUyu,;(r)=0 (6.85)
m

Yogusmus durum i¢in dalga fonksiyonu, genellestirilmis Gross-Pitaevski

denklemini saglar:
2
{— ;—Vz +V(r)+[ny(r)+2nr)U, - ,u}(ﬁo r=0 (6.86)
m

Burada potansiyele ekstra katki yofusma ile yagusmamis parcaciklarin

etkilesiminden dolay1dir. Yogusmamis parcaciklarin yogunlugu
n, ()= Zi#o N, (|u,- (I')|2 + |v,» (r)|2) ile verilir.

Hartree-Fock ve Popov yaklasimlarinda parcaciklar arasi etkilesimin tek
etkisi, parcaciklarin yogunlugu veya olusturulan ve yok edilen parcacik ¢iftleri
arasinda statik ortalama alanin ¢iftlenmesini saglamaktir. Bu yaklasimin zorlugu,
harmonik tuzaktaki gaz bulutunun incelenmesinde goriilebilir. Bu durum bulutun

kiitle merkezi hareketiyle ilgili olan secici modlara sahiptir ve osilator
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frekanslarinin ¢ok kath toplamlarindan olusan frekanslara sahiptir. Hartree-Fock
ve Popov yaklagimlarinda uygun modlar farkli frekanslara sahiptirler, ¢linkii
uyarilmalarda rolii olan statik potansiyel parcacik etkilesiminden etkilenir. Bu
zorluklar1 diizeltmek i¢in termal uyarilmalar ile yogusma hareketi arasindaki

ciftlenime izin verilmesi gerekir.
6.3.4. Yari-Klasik Yaklasim

Bu yaklasim, parcaciklarin de Broglie dalga boyu tuzak tarafindan
degistirilen uzunluk skalalar1 ve pargacik yogunlugu yeteri kadar yavas
degistirildiginde uygulanabilir. Bu kosulun ardindan gazin yerel olarak uniform
oldugu diisliniilir. Yogusmamis parcaciklarin 6zellikleri yari-klasik dagilim

fonksiyonu  f,(r) ile asagidaki pargacik enerjisinin  kullamlmasiyla

hesaplanabilir:

2

e (1) :§—m+V(r) (6.87)

Parcaciklarin etkilesimi s6z konusuysa uyarilmanin &zellikleri, uzaysal
varyasyonlar uyarilma dalga boyu ile kiyaslandiginda biiyiik olmasi kosuluyla
yari-klasik yaklasim tarafindan tanimlanabilir. Yogusmus durumun ozellikleri
genel olarak yogusma etkilesiminde termal wuyarilmalarin izinli oldugu
genellestirilmis Gross-Pitaevski denklemi ile hesaplanabilir.

Hartree-Fock teorisinden yararlanilarak yari-klasik enerjiler
e, () =p*/2m+2n(0)U, +V (r) (6.88)

ile verilir. Termodinamik O6zelliklerin incelenmesinde uyarilma enerjisi €; —u

kombinasyonuna girer. Bunun i¢in basit bir ifade Thomas-Fermi yaklasiminda
bulunur ve yogusmanin yogunluguna ve potansiyeline ait varyasyonlar i¢in

uzunluk skalas1 tutarli uzunluk ile kiyaslandiginda biiyiikk ise uygulanabilir.
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Thomas-Fermi yaklasiminda kimyasal potansiyel, V(r) katkisinin (6.76)’ya

eklenmesiyle

p=V () +ny(r)+2n,. (DU, (6.89)

halini alir.

Bogoliubov yaklagiminin yari-klasik limiti, ¢iftlenmis (6.39) ve (6.40)
numarali diferansiyel denklemlerinde kinetik enerji operatoriiniin  p? /2m ile

degistirilmesiyle elde edilir. €, (1) enerjileri determinantinin sifira esitlenmesiyle

e, (N = {[p2 /2m+2n,(O)U, +V(r) - ,u]z ~[ny (MU, I }1/2 (6.90)

bulunur. Burada g, sifir-sicaklikta Gross-Pitaevski denklemine giren kimyasal
potansiyeldir. Thomas-Fermi yaklasiminda kimyasal potansiyel, Gross-Pitaevski

denkleminde kinetik enerjinin ihmal edilmesiyle g =V (r)+n,(r)U, olarak

bulunmustu. Boylece yari-klasik Bogoliubov uyarilma enerjileri asagidaki gibidir:

1/2

g, (1) = [(p2 J2m) +(p? /m)nOUO} (6.91)

Son olarak Popov yaklagiminin yari-klasik limiti, yiiksek sicakliklar i¢in
(6.39) ve (6.40)’1n genellestirilmesiyle elde edilir. Bu denklemlerin her ikisinde
de yer alan 2n,(r)U, teriminin 2n(r)U, ile yer degistirmesiyle, Popov

yaklagimindaki yari-klasik enerjiler

5 h ) 1/2
< (r)=([p J2m+ 20U, +V (1) = uf =g U, ] ) (6.92)

dir. Denklem (6.89)’daki kimyasal potansiyel i¢in Thomas-Fermi ifadesi gecerli
ise uyarilma spektrumu, yogusma yogunlugu #,’1n sicakliga baglh olmasi disinda
Bogoliubov teorisinden elde edilen sonugla 6zdestir ( Denklem (6.91) ). Hartree-
Fock yaklasiminda uyarilmalar pargacik eklenmesine kars1 gelirken, Bogoliubov

ve Popov yaklagimlarinda uyarilma enerjileri toplam parcacik sayisinda degisim
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olmaksizin belirlenir. Denklem (6.90) ve (6.92)’de [”0 U, ]2 terimi ihmal
edilecek olursa, uyarilma enerjisi €, (1) — x i¢in Hartree-Fock sonucuna esit olur.

Bogoliubov yaklasimiyla yogusmamis atomlarin yogunlugu

2 —
n (1) =J- dp : p 12m+2n,(NU, +V(r)—u l,kT (6.93)
(Zﬂh) ep (I') ee" ) —1
Hartree-Fock yaklasimiyla
[ dp 1
nex (r) - J. (27Z'h)3 e(ep t Yu)lkT _1 (6.94)
ve Popov yaklagimiyla
dp  p*/2m+2n(Uy +V(r) - 1
M) = [P L WorPO—s 1 (6.95)
(2777}1) Ep (r) e P —1

biciminde verilir. Bogoliubov ve Popov yaklasimlarindaki  dagilim
fonksiyonlariyla carpilan faktorler, uyarilmalarla ilgili yogusmamis parcaciklarin
sayisidir. Hartree-Fock ve Popov yaklasimlarinda, yogusmamis atomlarin

yogunlugu ve yogusmadaki pargaciklarin sayist birbirinden bagimsiz hesaplanir

[5].
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7. DONEN YOGUSMALAR

Stiper akiskanlar1 karakterize eden Ozelliklerinden biri de rotasyona
verdikleri tepki veya yiiklii siiper akiskanlar icin manyetik alana verdikleri
tepkidir. Siiper akiskanlara has Onemli Ozellikler yogusma hizinin, dalga
fonksiyonu fazinin gradyenti ile orantili olmasi nedeniyle olusturulan zorlanmis
hareketlerinin bir sonucudur. Atomik gazlarda Bose-Einstein yogusmasinin
kesfinin ardindan tuzaktaki donen yogusmalar Tlizerine pek ¢ok calisma

yapilmistir. Bu boliimde donen yogusmanin 6zellikleri incelenecektir.
7.1. Potansiyel Akis ve Kuantize Dongii

Denklem (5.14)’e gore yogugmanin hizi, ¢ skalerinin gradyentidir:

v="1v4 (7.1)
m

Bu denklem yogusmanin muhtemel hareketleri i¢in, yogusmanin pek ¢ok
ozelligini etkileyen sonuglarindan biridir. Yukaridaki denklemden dogrudan

dogruya asagidaki sonuca ulagilir:

Vxv=0 (7.2)
Buradan mertebe parametresinin fazi tekil olmadik¢a hiz alaninin irrotasyonel
olmasi gerektigi sonucuna ulasilir. Boylece yogusmanin muhtemel hareketleri

oldukca smirlandirilmis olur. Genel olarak yogusma dalga fonksiyonunun tek

degerli olmasindan, kapali bir kontur etrafinda dalga fonksiyonu fazindaki A¢

degisiminin 27z 'nin katlar1 olmasi gerektigi veya / bir tamsay1 olmak iizere
A¢:§v¢-d| =27l (7.3)

sartin1 saglamasi gerektigi bulunur.

154



Boylece kapal1 bir kontur etrafindaki I sirkiilasyonu

r=fv-d WG (7.4)
m m

ile verilir. Denklem (7.4) sirkiilasyonun /4/m ile kuantize oldugunu gosterir.

Kuantum sirkiilasyonunun degeri, 4 kiitle numarasi olmak iizere yaklasik olarak
(4,0x107" / Ay m? s dir.

Bu tiirden bir akisa basit 6rnek z ekseni civarindaki rotasyon altinda
invaryant olan tuzaktaki tlimiiyle azimutal akis ele alinabilir. Tek degerli olma
sartinin saglanmasi i¢in yogusma dalga fonksiyonunun ¢ azimutal agi olmak
iizere e’ ile degismesi gerekir. p tuzak ekseninden olan uzaklik olarak alinacak

olursa, (7.4)’lin ardindan hiz i¢in

h
2rmp

v =] (7.5)

sonucuna ulasilir. Kontur tuzak eksenini kapsiyorsa sirkiilasyon /h/m’in
katlaridir ve bunun haricinde ise sifirdir. / # 0 ise tuzak ekseni iizerinde yogusma
dalga fonksiyonu sifir olmalidir, aksi takdirde azimutal hareketten otiirli kinetik
enerji 1raksak olacaktir. Akis deseninin yapist boylece girdap (vortex) ¢izgileri
bicimindedir. Kuantize girdap ¢izgileri ilk kez Onsager tarafindan siiper akiskan
stvi *He ic¢in ileri stiriilmiistiir. Feynmann da bagimsiz c¢alismalarinda sivi
*He’daki kuantize sirkiilasyonu ile akis deneylerinden elde ettigi sonuglar1 ortaya
koymustur.

Eksenel simetriye sahip dis potansiyel ve sadece eksen iizerinde tekillige
sahip seviye i¢in her bir pargacik eksen civarinda /7 ’lik agisal momentuma sahip
olur ve eksen civarinda L toplam agisal momentumu NI/%’dir. Yogusma dalga
fonksiyonunun tekilligi tuzak ekseninden uzaktaki bir bolgede ise, agisal
momentum genellikle N/fi’dan farklidir. Eksenel simetrisi olan yogunluk
dagilimma sahip seviye i¢in sirkiilasyonun kuantizasyonu, simetri ekseni

civarinda her bir parcacik basina agisal momentumun kuantizasyonuna esittir.
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Ancak pargacik bagina agisal momentum kuantize olmasa da diger seviyelerin
sirkiilasyonu hala kuantizedir. z ekseni boyunca uzanan girdaba sahip seviye i¢in

(7.2)’nin genellestirilmis hali
Vxv :2&52@) (7.6)
m

dur. Burada &%, xy diizlemindeki iki boyutlu Dirac delta fonksiyonu, p = (x, y)

ve z ise z dogrultusundaki birim vektordiir. Cok sayida girdap s6z konusu
oldugunda, yukaridaki esitligin sag tarafi girdap ¢izgisi dogrultusuna dik
ylzeylerdeki iki boyutlu delta fonksiyonlarinin toplami bi¢imindedir. Delta
fonksiyonunun siddeti, girdap ¢izgisi boyunca yonlenmis olan bir vektordiir ve

degeri ise girdapla ilgili sirkiilasyonun degerine esittir [33].
7.2. Tek Girdap Yapisi

Eksenel simetriye sahip tuzak icin dalga fonksiyonu e ise, yogusmanin

dalga fonksiyonu, f reel olmak iizere kiiresel polar koordinatlarda asagidaki gibi

yazilabilir:

()= f(p,2)e" (7.7)

Denklem (4.9)’dan da enerji

_ HICAC AR Y & 2, Uy 4
(7.8)

olur. Buradan elde edilen enerji ile, fazin yogusmanin konumuna bagli olmadigi
durumda elde edilen enerji arasindaki fark 1/p7’li terimin eklenmesidir. Bu
durum, kinetik enerji yogunlugunda mf 2\); /2=0%17f?/2mp* kadar artisa

neden olur ve yogusmanin azimutal hareketinin bir sonucudur. Yogusma dalga
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fonksiyonunun f genliginin degeri (4.11)’deki Gross-Pitaevski denkleminden

elde edilebilir:

R\l d( df\ d*f n*
——{——(P%JJFCZZT}LWﬂfﬂLV(,OaZ)f+Uof3 =4

(7.9)

7.2.1. Uniform Ortalamada Bulunan Girdap

Uniform potansiyelin V' (p,z) =0 oldugu sonsuz ortalama ele alindiginda,
taban durumunda dalga fonksiyonu z ’ye bagh degildir ve dolayisiyla z ’ye bagh
tiirevler ortadan kalkar. Bu boliimde tek bir kuantum sirkiilasyonuna sahip girdap
cizgisinin iizerinde durulacagindan /=1 alinacaktir. Eksenden daha uzaktaki
mesafeler icin radyal tirev ve oc1/p? bicimindeki merkezkag bariyeri terimi
Onemini yitirir ve bu ylizden yogusma dalga fonksiyonunun degeri
f=fo=Ww/U O)” % olur. Eksene yakin bolgelerde tiirev ve merkezkag terimi
baskin gelir ve eksen Tlzerindeki uygun ¢6ziim, iki-boyutta birim acisal
momentumuna sahip serbest parcaciktakine benzer olarak p gibi davranir.

Denklem (7.9)’daki Gross-Pitaevski denklemindeki terimler gostermektedir ki,
eksenden belirli uzunluktaki bir mesafe kadar uzakta bulunan maddede, iki durum

arasinda gecis meydana gelir. Bu sebeple uzunluklar, £ belirli uzunlugundan

yararlanarak dl¢ceklendirmek miimkiindiir:

72
e =nU,=u (7.10)

Burada n = fo2 ile girdaptan uzak bolgelerdeki yogunluktur. f,, girdaplardan uzak
bolgelerdeki yogusma dalga fonksiyonuna ait genlik olmak lizere x = p/& ve

ardindan y = f'/ f, doniistimii yapilsin. Boylece ¢ enerji yogunlugu,

2 2
g:anOHd—Zj +Z—2+l;f‘} (7.11)
dx

157



Denklem (7.9)’daki Gross-Pitaevski esitligi,

_li(xd_lj+ X —y=0 (7.12)

x dx\  dx x_2

olur. Bu denklem niimerik olarak ¢oziilebilir ve ¢oziim Sekil (7.1)’deki gibidir.

081 Lo .
X=1lfo =
0.6 .

Niimerik C6ziim

0.4

1 1 I 1 I 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

x=pl§
Sekil 7.1.  Yaricapin fonksiyonu olarak tek kuantize girdap i¢in yogusma dalga fonksiyonu
( Burada niimerik ¢oziim diiz ¢izgi ile ve yaklagik ¢oziim ise x /(2 + x? ) 12

kullanilarak noktali ¢izgi ile gosterilmistir. )

Girdabin enerjisini hesaplamak i¢in goz Onilinde tutulmasi gereken bir
diger biiyiiklik de uniform seviyede ayni sayidaki parcacigin enerjisi ile
kiyaslandiginda, girdabin varligin1 gosteren ekstra enerjidir. Girdabin birim

uzunluguna diisen € enerjisi

b 2 2 2,2
e=[2zpdp h—[ﬁ] +h—f—2+ﬂf4 (7.13)
5 2m\ dp 2m p 2

ile verilir. Integralin i¢indeki ikinci terim azimutal harekete ait kinetik enerjidir ve
1%/ p* ile degisir. Sonug olarak integral biiyiik mesafeler icin logaritmik olarak

iraksaktir. Bu durum, yiiklenmis c¢ubugun elektrostatik enerjisinde bulunan
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logaritmik terimle benzerdir. Burada iyi tanimlanmis ¢oziimleri elde edebilmek

icin girdaptan ¢ ile kiyaslandiginda yeteri kadar biiyiikk olan » uzakligindaki
siirl bolge i¢cinde bulunan atomlarin enerjileri ele alinir.

Girdapla ilgili enerjiyi bulmak i¢in toplam enerjiden b yarigaph silindir
iginde hapsedilen v birim uzunlugunda ayni sayida pargaciga sahip uniform gazin
enerjisi ¢ikarilir. % = v/ zb? ortalama yogunluk olmak iizere uniform gazin birim

hacimdeki enerjisi 77U, /2 ’dir. Referans sistemindeki ortalama yogunluk, girdap

seviyesindeki eksenden uzak bolgelerdeki yogunluga esit degildir, ¢iinkii girdap
seviyesinin eksen yakinindaki yogunluk dagiliminda hole bulunur. Her iki durum
icin de parcacik sayist ayni oldugundan, eksenden uzak bolgelerdeki girdap
durumunun yogunlugu, uniform sisteminkinden farklidir. Birim uzunluga diisen

parcacik sayisi

b b
v=[2mpdp f* =17 = [2n0dp f; - 1) (7.14)
0 0
dir. Boylece uniform sistemin birim uzunluktaki enerjisi asagidaki gibidir:

1 b
e():57T172f()4(J0 —f02U0j27zpdp<f02 —fz) (7.15)
0

Denklem (7.15)’te, son terimin karesi ile orantili olan terim ihmal edilmistir.
Ciinkii bunlar f04U0§4 /b* ile orantiidir ve b))¢ varsaymmindan Stiirii Snemli
degildir. Boylece girdapla ilgili olan birim uzunluktaki €, enerjisi, (7.13) ve

(7.15) arasindaki farktir:

_b n’ df2 n* £ Ug (2 2}
Ef{z”ﬁdplz—(ﬁ m o7 2 (73 -r°) (710
_7zh2 be¢ dy ? 77 1 5\
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Yukaridaki  ifade  Gross-Pitacvski  denkleminin  niimerik  ¢oziimiinde

kullanildiginda

2
€,= ﬂnh—ln (1,4642j (7.18)
m 4

bulunur. Bu sonug Ginzburg ve Pitaevski tarafindan 7, civarinda stvi *He’un

fenomenolojik teorisi i¢cinde elde edilmistir. Teorinin matematiksel formu sifir
sicakliktaki yogusma igin Gross-Pitaevski teorisiyle 6zdestir; ancak sabitlerin
fiziksel goriiniimii farklidir.

Denklem (7.17) yogusma dalga fonksiyonunun varyasyonel ¢oziimii i¢in
temel olarak kullanilabilir. Genel olarak f i¢in deneme formu kullanilarak
deneme fonksiyondaki parametrelerde g6z Oniinde bulundurularak enerji
minimize edilir. [34] numarali kaynaktaki deneme dalga fonksiyonu

kullanildiginda

z=m (7.19)

sonucuna ulagilir.

o 'nin optimum degeri 2 olmak {izere hem kii¢iik hem de biiyiik uzunluk
degerleri i¢in dogru sonuglara ulasilir ve ¢6ziim yine Sekil (7.1)’deki gibidir. u
kimyasal potansiyeli sabit tutulmak tizere (7.17)’de oldugu gibi girdap enerjisinin
minimize edilmesi, £ — gN miktarinin minimize edilmesine esittir. Burada E
toplam  enerjiyi ifade eder. a=2 igin varyasyonel c¢oziimden
€,= ﬂ(nhz / m) ln(l,497b / cf) biciminde asil sonuca yakin olan bir deger bulunur.

Denklem (7.7)’deki yogusma dalga fonksiyonuna gore her bir pargacik bir
birimlik acisal momentum tasir ve bu nedenle birim uzunluktaki toplam agisal

momentum

L=vh (7.20)

ile verilir.
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Burada agisal momentum i¢in elde edilen basit ifade rotasyonel simetrinin bir
sonucudur. Girdab1 tuzak ekseni iizerinde bulunmayan bulut igin agisal
momentum girdabin konumuna baghdir. Ayrica donme ekseni etrafinda
rotasyonel olarak invaryant olmayan tuzak i¢in agisal momentum korunmaz ve bu

sebeple de belli bir degeri bulunmaz.

7.2.1.1. Coklu kuantize girdaplar

|l|>1 icin birden fazla sayida kuantum sirkiilasyonuna sahip girdaplar

incelenebilir. Bu durumda Gross-Pitaevski denklemindeki tek degisim ~1/x?li

merkezkag potansiyeli teriminin [ ile ¢arpilmasi olacaktir. Girdap merkezinden

uzak bolgelerdeki hiz alami /7i/mp ile degisecek ve bdylece azimutal hareketin

kinetik enerjisi logaritmik hassasiyet dogrultusunda

2

€, ~ Pran 2 (7.21)
m g

olacaktir. Logaritmadaki niimerik faktoriin hesaplanmasi igin (7.12)’de ikinci

terimi /*> ile carpilmis olan Gross-Pitaevski denkleminin coziilerek girdap
merkezi yapisinin belirlenmesi gerekir. o ’nun kiiciik degerleri icin yogusma

dalga fonksiyonu, azimutal acisal momentumu /% olan iki-boyutlu serbest

1

parcacik dalga fonksiyonunda oldugu gibi p"' bi¢ciminde davranir. Denklem

(7.21)’de elde edilen sonug, birden fazla sayida sirkiilasyona sahip girdap
enerjisinin, ayni toplam sirkiilasyona sahip tek-kuantize girdap toplulugu
enerjisinden daha fazla oldugunu belirtmektedir. Bu da tek bir birimlik
sirkiilasyona sahip girdaplarin denge durumunda bulunamayacagi anlamina gelir.
Agiklamanin daha ikna edici olmasi bakimindan girdaplar arasindaki
etkilesiminde etkileri ele almmalidir. Ornegin iki paralel girdap ¢izgisi igin,

aralarindaki uzaklik d olan /; ve /, sirkiilasyon birimleri almsin.
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Boylece birim uzunluktaki etkilesim enerjisi logaritmik hassasiyet dogrultusunda

2zl Lh’n
m

Sint

R
In— 7.22
p (7.22)

ile verilir. Burada R kabin smirindan girdaplara kadar olan uzakliktir. Bu ifade

R))d ve d))¢ olmak kosuluyla olusturulabilir. Girdaplar arasi uzaklik kabin

boyutuyla karsilastirildiginda kii¢iik olmak sartiyla elde edilen etkilesim enerjisi,
izole iki girdap ¢izgisi enerjisinden azdir. Ayrica rotasyonel olarak invaryant olan
sistemler i¢in ayn1 acgisal momentuma sahip seviyelerin enerjileri belirlenebilecek
en kararli seviyelerdir. Ancak pratikte ikinci sinirlandirma sonucu degistirmez.
Rotasyon eksenine dik olan gaz igerigi tutarli uzunluktan daha az veya
kiyaslanabilir dl¢iide oldugunda veya rotasyon ekseni civarinda uygulanan itici
potansiyelden otiirii yogusma c¢oklu olarak bagli oldugunda, coklu-kuantize

girdaplar enerji yoniinden en uygun olanlardir.
7.2.2. Tuzaklanmis Bulutta Bulunan Girdap

Tuzakta bulunan Bose-Einstein yogusmasi bulutundaki girdap enerjisi,
bulutta girdabin olusabilmesi i¢in, enerji agisindan uygun olan en diisiik acisal hiz
ile ilgili 6ngoriilerde bulunabilmek i¢in dnemlidir. Bunun i¢in z ekseni etrafinda
rotasyonel olarak invaryant olan harmonik tuzak potansiyeli ele alindiginda ve
atom sayis1 da Thomas-Fermi yaklagiminin iyi bir sonug¢ verecegi kadar fazla
oldugunda, tutarli uzunluk tarafindan belirlenen tuzagin z ekseni iizerindeki
yerellesmis girdap ¢ekirdegi yarigapi, bulut boyutuyla kiyaslandiginda kisadir. Bu

durum, (7.10)’da verilen bulut merkezindeki &, tutarli uzunlugundan

yararlanilarak

72
2m§02

. (7.23)

yazilabilir.
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Burada n(0) rotasyonun olmadigi durumda merkezdeki yogunluk olmak iizere
1 =n(0)U, kimyasal potansiyeldir. Ayrica xy diizlemindeki bulut yarigap: R ile

kimyasal potansiyel arasindaki (6.35) ile verilen bagintinin kullanilmasiyla

Harmonik osilator potansiyeli

u=ma R*/2 (7.24)

olarak bulunur ve bu denklemde @, yiizeydeki hareketler i¢in osilator frekansidir.

Denklem (7.23) ve (7.24)’ten ise

n
¢ _ho, (7.25)
R 2u

sonucuna ulagilir. Denklem (7.25), Thomas-Fermi yaklagimimin uygulanabilir
oldugu durumlarda, kimyasal potansiyel osilatér kuantumundan biiyiik ise tutarli
uzunluk bulut yaricapina oranla kiiciiktiir. Girdap merkezinin disindaki bolgede
yogunluk uzunluk skalas1 ~ R ile degisir. Boylece p, yaricapimmin disinda ve
bulut yarigapiyla ¢ekirdegin boyutu arasindaki ( £({ o, ((R )girdap enerjisi, uniform
ortalamadaki girdap enerjisi i¢in (7.18)’deki sonucun kullanilmasiyla
hesaplanabilir. Daha biiyilik yaricap degerlerinde yogunluk profili, girdaba sahip
olmayan bulut ile kiyaslandiginda degistirilemez, fakat yogusma girdap
sirkiilasyonu tarafindan belirlenen bir hizla hareket eder. Daha uzak bolgelerdeki
ekstra enerji, hidrodinamikten hesaplanan yogusma kinetik enerjisidir.

z dogrultusundaki tuzak kuvveti ithmal edilerek iki-boyutlu problem ele
alindiginda, bulut p, yarigapina sahip olacak bicimde silindiriktir ve birim

uzunluktaki enerji

2 P2
e =mng " n (1,464?) +% [mn(pW? (o2 pdp (7.26)
0 P

m
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Burada n,, p— 0 i¢in girdap yok iken parcacik yogunlugudur ve &, da bu
yogunluk degeri icin belirlenen tutarli uzunluktur. Hizin degeri v =~h/2zpm
oldugundan Thomas-Fermi yaklasiminda harmonik tuzaktaki yogunluk

1- p? /R? ile degisir. Boylece

2 P2 2
S ln[1,464&]+ | p—df[l—p—z]
m So) 5P P

2
= 7n, h—{ln (1,464 &j - ﬂ (7.27)

m 0

bulunur. Yukaridaki denklemde integralde, p,/p,’den yiiksek mertebedeki
terimler ihmal edilerek p,{({p, ic¢in hesaplanmistir. Logaritmik terim uniform

yogunluk ortalamasinin sonucudur. -1/2 ise tuzak potansiyelinin sebep oldugu
parg¢acik yogunlugundaki azalmadan Otlirii kinetik enerjide meydana gelen

kiiciilmeyi yansitir. Bu sekilde birim uzunluktaki kinetik enerji  (7.18)
denklemindekine benzer fakat 1,464/ e''? ~ 0,888 bicimindeki farkli bir niimerik

sabit ile

2
e, =n, h—ln(0,888&J (7.28)
m o

olarak verilir.
Birim uzunluktaki £ agisal momentumu, birim uzunluktaki toplam

parcacik sayisiyla 7 garpilarak elde edilir. p))¢& igin ikinci durum Thomas-Fermi
yaklagimi kullanilarak asagidaki gibi bulunur:

P2 p2 1
L=neh [|1-55 2xpdp =—nyzpih (7.29)
0 P2 2
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Ug boyutlu problem ele alindiginda, z dogrultusunda bir Z sanki-ekseni
olusturulsun ve bulutun bu dogrultudaki boyutu tutarli uzunluktan daha biiyiik
olsun. Bu durumda bulutun enerjisi, yatay bulut dilimi enerjilerinin toplami
biciminde One siiriilebilir ve bu sekilde yogusma dalga fonksiyonunun diisey
gradyentinden ileri gelen kinetik enerji ise ihmal edilmis olur. Toplam kinetik

enerji (7.28) ile verilir ve bulutun dikey ekseni tizerinden integral alinarak

P rh? 4

jdz no(2) In [0 888 ’; 2((;)} (7.30)

bulunur. p,(z)=R(1-z*/Z*)"?* ve &(z)=&,[n(0)/ny(z)]"* olmak iizere
harmonik tuzak i¢in z eksenindeki yogunluk n, (z) = n(0)1—-2z*/Z?%) dir.

Boylece enerji asagida oldugu gibi elde edilir:

E= zh’ n(O)I ( ;2} {0888?(1—%}} (7.31)
0

1
j dy(1-y*)In(1- y*) = (121n2-10)/9 ifadesinin kullanilmasiyla
0

2
g 4mOR o (0,671£j (7.32)
3 m 0

sonucuna ulagilir. Bu sonug biiyiik bulutlar i¢in niimerik hesaplamalarla oldukga
uyumludur.

Toplam agisal momentum ise,

p2(2) 2 2
L =h[drn(r) = n(O)hj dz | Zﬂpdp[l ’Zz —Z—]

-Z 0

= 8—”n(0)R22h (7.33)
15
ile verilir [35].
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7.2.3. Eksenel Olmayan Girdap

Tuzak eksenine paralel olan girdap ¢izgisine ait a¢isal momentum durumu
(tesadiifi olmaksizin) genellikle pargacik basina kuantumun integral sayisi
degildir. Bu durumun agik bir bi¢imde ifade edilebilmesi i¢in yogusma i¢inde tek
kuantum sirkiilasyonuna sahip, dik kesiti R yarigapli ¢ember olan silindirik bir
kapta sinirlandirilmis yogusmaya ait girdap ¢izgisi ele alinsin. Burada girdabin
merkezindeki kiiglik bolge disindaki her yerde yogunluk sabit olsun. Silindir

ekseni civarinda birim uzunluktaki agisal momentum

L= nm'[pdp dov,p (7.34)
ile verilir. Agisal integral

[dpv,p=fv-d (7.35)

dir ve sirkiilasyonu verir. Bu denklem girdap c¢izgisi kontur i¢inde yer aldiginda
h/m iken; kontur disinda ise sifirdir. Boylece girdap cizgisinin merkezi silindir

ekseninden b kadar uzakta iken birim uzunluktaki agisal momentum
R b2
L =nh| pdp = vh[l = F] (7.36)
b

dir. Burada v = zR*n birim uzunluktaki parcacik sayismi ifade eder. Yogunluk
p ’va bagl oldugunda, tuzakta bulunan seyreltik gazda oldugu gibi £ ’nin b ’ye
baglilig farkli olacaktir.

Durumun enerjisi belirlemek iizere hiz icin akis deseni hidrodinamik
denklemlerden hesaplanabilir. Girdap merkezi disinda yogunluk sabit ise
stireklilik denklemi V-v =0 olur ve sonugta yogusma dalga fonksiyonunun fazi
Laplace denklemlerine uyar. Silindirde hizin radyal bileseni sifir olmalidir. Bu

sebeple problem aslinda iletken silindir iginde, silindire paralel olarak

166



yerlestirilmis yiiklii cubugun elektrostatik potansiyelinin belirlenmesi durumuna
benzerdir. Orijinal girdap ile ayni azimutal aciya sahip ve silindir ekseninden
R?/b kadar uzakta zit yonlii sirkiilasyona sahip ikinci bir girdabm ileri
stiriilmesiyle olusturulan goriintiiden faydalanilarak bu durum ¢oziilebilir. Toplam
hiz alam béylece b yaricapinda « sirkiilasyonuna sahip girdap ile R*/b
yarigapinda — x sirkiilasyonuna sahip girdabin {ist iiste binmesi ile elde edilir.

Birim uzunluktaki toplam kinetik enerji boylece
1 2
ekmzaj.pdpd(pnmv (7.37)

ile verilir. Girdap merkezindeki yogunluk azalmasini hesaba katmak i¢in integral

girdap merkezinden itibaren & uzunluguna kadar alinmalidir. Buradan hareketle
integral ¢oziildiigiinde

2
mnk

[In(R/&)+In(1-b*/R?)] (7.38)

y=
T

bulunur. Bulunan denklemde yalnizca R/& ’ye bagl olan terim korunur. Girdap

merkezi i¢in daha detayli bir model kullanildiginda ise yalmizca logaritmada

bulunan R/ ¢ sabiti degistirilebilir.
7.3. Donen Yogusmalarin Denge Durumu
Donen yogusmalarin denge durumu tuzagin simetrisine baglidir. Bu

boliimde, simetri ekseni etrafinda agisal momentum bileseninin korundugu

eksenel simetriye sahip tuzaklar incelenecektir.
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7.3.1. Simetri Eksenine Sahip Tuzaklar

Simetri eksenine sahip tuzaklarda bozonlara ait yogusmaya agisal
momentum eklemenin bir yolu, tiim atomlar1 sifir-momentum seviyesine (girdap
seviyesine) yerlestirmektir. Buluta agisal momentum eklemenin bir diger yolu da
Boliim 5.3.1°de oldugu gibi ylizey dalgalar1 gibi basit uyarilmalarin eklenmesidir.
Daha karmasik seviyeler genellikle iki siirecin birlestirilmesiyle olusturulur.
Ornegin girdap seviyesine basit uyarilmalarin eklenmesi gibi.

Burada incelemeye baglamadan Once, atom basina diisen agisal
momentumun 7% ’dan daha kiiclik oldugu bulut ele alinsin. Sezgisel olarak bu
seviyenin donmeyen taban durumuna yakin olmasi beklenir ve bu sebeple en
diisiik enerji seviyesinin, taban durumu enerjisi ile basit uyarilmalar toplami
seklinde olacag diisiiniiliir. Oncelikle etkilesimin itici oldugu durum ele alinsin.
Eger parcacik sayis1 Thomas-Fermi yaklagiminin uygulanabilecegi kadar fazlaysa,
uyarilma enerjileri B6liim 5.3.1°deki sonucglardan yararlanilarak hesaplanabilir.
Harmonik tuzak ic¢in, en diisikk enerjiye sahip temel uyarilmalar yiizey
dalgalaridir. 7w enerjileri, Bolim 7°de incelenen modlar i¢in elde edilebilir.

n =0 i¢in (5.71)’den izotropik tuzaklar, (5.79)’dan ise anizotroik tuzaklara ait

1/2
[

enerjiler bulunabilir. Boylece her iki durumdaki enerjiler de %@, igin esittir.

1/2
[

Buradan birim agisal momentumdaki enerji ise @,/ olur. Birim acisal

momentumda harcanan en diisiikk enerjiye, modlarin biiyiik / degerlerine
uyarilmastyla ulasilir. Ancak /’nin artan degerleriyle modlar bulut i¢ine gitgide
daha az sizar ve modlara ait basit hidrodinamik ¢ercevede ylizey dalgasinin sizma

derinligi (1/ p ~ R/1), ylzey kalmhig1 (&) ile kiyaslanilabilir bir hal alir. /’nin

daha da biiyiik degerlerinde ise enerjileri yaklasik 7°g*/2m oc [* olan modlar

serbest pargaciklara benzer ve birim agisal momentumdaki enerjileri artar. Sonug
olarak 1/6 veya I ~ R/6 mertebesinde dalga sayisina sahip ylizey dalgalari i¢in

birim agisal momentumda harcanan en diisiik enerji

1/2 2/3
el o a

— ~ | — ~ @, =2~ 7.39
(5] %] (739
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degerine sahiptir. Burada & ~ a/> /R"> ve a,, = (h/ma,)"* dir.

L = Nh igin, tek kuantum sirkiilasyonuna sahip girdap durumlarina benzer
seviyeler enerji yoniinden en uygun olanlaridir. Ag¢isal momentum artarken,
girdap ciftleri veya girdap dizileri bulunduran durumlar en diisiik enerjiye sahip
olurlar.

Parcaciklar arasi etkilesim ¢ekici oldugunda ise goriintii tamamen farklidir.
Verilen bir agisal momentum degeri i¢in en diisiik enerjiye sahip seviyede tiim
acisal momentum, bulutun kiitle merkezi hareketi ile ilgilidir ve tiim dahili
korelasyonlar, taban durumundakilerle 6zdestir. Bu durum /=1 olan yiizey
modunun uyarilmasina kars1 gelir. Buradaki 6zelliklerin etkilesimin isaretlerine
bagli olmasi, en diisiik enerji seviyesinin sabit olmasindan ve etkilesim sifir iken
degeri sifirdan farkli olan agisal momentumun faz gegisine ugramasindan
kaynaklanir.

Ozet olarak, itici etkilesimler icin tuzaktaki Bose-Einstein yogusmasinin
en diisiik enerji seviyesi genellikle girdaplarin ve basit uyarilmalarin, 6zellikle de
ylizey dalgalarinin siiperpozisyonudur. Etkilesim c¢ekici oldugunda en diisiik
enerji, tiim agisal momentumun kiitle merkezi hareketinde kullanilmasiyla elde

edilir. A¢isal momentumu buluta eklemenin ii¢ yolu Sekil 7.2°de gosterilmistir.

! i \
|" D) \". ( [ |
| || ! / \ ol |I I
/) W
L os # kN
— N S \“ _ //
Girdap Yiizey Modu Kiitle Merkezi
Hareketi

Sekil 7.2.  Tuzaktaki Bose-Einstein yogusmasina agisal momentum eklemenin ii¢ yolu
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7.3.2. Donen Tuzaklar

Simetri eksenine sahip olan tuzakta, eksen etrafinda agisal momentum
korunur; ancak tuzak simetri eksenine sahip degil ise agisal momentum korunmaz.
Buna duruma bir 6rnek, herhangi bir eksen etrafinda donen anizotropik tuzaktir.
Burada karsilagilan sorun ise, bu kosullar altinda denge durumunun nasil
tanimlanacagidir.

Doénen tuzaklarla ilgili zorluk, laboratuar ortaminda tuzak potansiyelinin
zamana bagli olmasindan ileri gelir. Bu sebeple denge durumunun bulunmasi
problemine, tuzak potansiyeliyle birlikte donen bir ¢ergeveden bakmak uygun
olacaktir, ¢ilinkii bu ¢ercevede potansiyel zamana gore sabittir ve bdylece denge
durumunun bulunmasi i¢in standart metodlar kullanilabilir. Mekanigin iyi bilinen
sonuglarina gore, potansiyel ile donen bir ¢ergcevede atom bulutunun E’ enerjisi,

donmeyen cercevedeki £ enerjisi terimlerinde

E'=E-L-Q (7.40)

ile verilir. Burada L agisal momentum vektorii ve € ise potansiyel rotasyonunu
tanimlayan acisal hiz vektoriidiir. Simetri eksenine sahip olmayan tuzakta,
rotasyon ekseni etrafinda agisal momentum korunmaz ve bu sebeple sistemin L
acisal momentumu, agisal momentumun kuantum mekaniksel beklenen degeri ile
tanimlanir. Buradan sonra problem, donen c¢ercevede en diisik E' degeriyle
birlikte en diisiik enerjiye sahip durumun bulunmasidar.

Denklem (7.40)’tan ¢ikarilacak O6nemli bir sonu¢ daha vardir. L agisal

momentum bilesenine sahip seviye rotasyon ekseni boyunca E; enerjisine sahip
ise, tuzagmn agisal hiz1 kritik €, degeri asmasi durumunda bu seviye taban

durumuyla kiyaslandiginda enerji yoniinden en uygun seviyedir.

o ==t~ %o (7.41)
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Q. degeri uyarilmis seviyenin karakterine baglidir. Thomas-Fermi yaklasiminin

uygulanabilecegi kadar fazla sayida parcacik i¢eren buluttaki girdap seviyesi igin,
girdap seviyesinin enerjisi ile taban durumu arasindaki baginti (7.32) ile verilir ve
buradaki toplam acisal momentum L ise (7.33)’ten hesaplanabilir. Denklem
(7.41)’e gore bu degerlerin oranlarindan kritik acisal hiz i¢in asagidaki sonuca

ulagilir:

2
Q, :éiz n 0,671£ ziwo(a(’ij In 0,671£ (7.42)
2 mR 0) 2 R So

Logaritmik terim ve nlimerik faktor disinda bu denklemdeki agisal hiz % agisal
momentumuna sahip bulut kenarindaki pargaciga aittir. Ciinkii yiizey dalgalari
icin enerji ile agisal momentum oraninin minimum degeri (7.39) ile verilir ve bu

tiir dalgalar icin kritik agisal hiz

a 2/3
Q, ~ a)o( Rj (7.43)

ile verilir. Boylece Thomas-Fermi rejiminde girdap durumlari, ylizey dalgalarinin
gerektirdigi agisal hizdan daha diisiik bir agisal hizla donen tuzakta dengede
olabilir. Kritik agisal hizin en diisiik degerinde izinli olan her tiir muhtemel
uyarilma icin daha diislik kritik agisal hizlara bagvurulmalidir. Bu agisal hizin
altinda donmeyen taban durumu, donen ¢ergevede en diisiik enerjiye sahiptir ve
daha yiiksek acisal hizlar i¢in de diger seviyeler daha uygundur. Bu durum II. tip

stiper iletkenlerdeki diisiik kritik manyetik alan ile benzer olarak €, ile gosterilir.

Daha yiiksek manyetik alanlarda aki cizgileri meydana gelir. Agisal hiz Q

cl
arttikca denge durumundaki agisal momentum, pargacik basina 0’dan 7 ’a kadar
stireksiz olarak degisir.

Rotasyon orani arttirildiginda denge durumunun dogasi degisir: ilk olarak
birbiri etrafinda donen iki girdap vardir, ardindan tiggende {i¢ girdap olusur, sonra

gitgide daha fazla girdap dizileri meydana gelir. Tiim girdaplar tek bir kuantum
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sirkiilasyonuna sahip oldugundan, ¢oklu kuantum sirkiilasyonuna sahip girdaplar,
tek kuantum girdaplarina bozunacagindan stabil degildir.

Q,, minimum agisal hiziyla kiyaslandiginda daha biiyiik acisal hizla

donen hacim siliperakiskani i¢in enerji yoOniinden girdabinin olmasi beklenir.
Donen cergevede en diisiik enerjiye sahip durum, iicgensel tuzakta uniform girdap
dizisinde organize olur. Akiskan yogunlugunun girdaplar arasindaki uzunluk
skalasin1 fark yaratacak kadar degismemesi kosuluyla tuzaktaki Bose-Einstein
yogusmasi i¢in benzer sonuclara ulagilmasi beklenir.

Girdap dizisi i¢in hiz alamiyla siradan akigkanin  hiz  alam
karsilastirildiginda; Q agisal hiziyla donen gergevede dengede bulunan akiskan
icin hiz yerel olarak uniform rotasyona sahip akiskandaki gibidir (v = Qxr). Bu
sebeple VxVv uniformdur ve 2Q’ya esittir. Yogusma i¢in hiz alan1 bu duruma
benzer olarak, yogusmada bulunan girdap dizisi agisal hiz dogrultusunda

siralanirsa olusturulabilir. Q *ya dik yiizeyde birim alandaki girdap sayisi

_ 2mQ

v P (7.44)

n

ile verilir ve yogusmada birim alanda bulunan ortalama sirkiilasyon 2 ’dir.
Ancak kuantum sirkiilasyonu sifir olmadigindan, v =Qxr hiz alaninin girdap
dizisinden itibaren her yerde olusturulmasi imkansizdir, ¢iinkii girdap civarinda
mevcut hiz alan1 rraksaktir.

Bose-Einstein yogusmasinin kuantum dogasinin direkt belirtisi olarak
kuantize girdaplarin 6nemi donen yogusmalarla ilgili pek ¢ok deneysel
aragtirmaya sebep olmustur. Bu tiir deneylerdeki temel fikir, lazer i1sininin
kullanilarak ~ yogusmayr harekete gecirmesidir. Atomlarin radyasyonla
etkilesmesinden Otiirii lazer 1511 atomlar i¢in donen bir potansiyel meydana
getirir. Tuzaklanmis buluttaki girdap merkezinin uzaysal skalasi 1 um ’den daha
kiigiik oldugundan, yapmin optiksel ¢oziimii imkansizdir. Girdap yapisinin
uzaysal skalasini biiyiitmek icin genellikle tuzak kapatilir ve optiksel incelemeden
once bulutun balistik olarak genislemesine izin verilir. Bu metod tek bilesenli

yogusmalarla ilgili pek ¢ok deneyde uygulanmistir. Ancak seyreltik gazlarda
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girdaplarin ilk kez incelenmesi, iki bilesenli yogusmanin kullanilmasiyla
gerceklestirilmistir.

Iki bilesenli yogusmalarin kullanilmas: fikri, tek bilesenli yogusmalarda
dengeye ulasmak icin gerekli siireyle ilgili merak ile birlikte Williams ve Holland

tarafindan one siiriilen 6zel tekniklerden ortaya ¢ikmustir. Deney ®’Rb atomlariyla
gerceklestirilmistir ve iki bilesen |F =lmg = —1> ile |F =2,mp = +1> ince yapi
durumlarindaki atomlara karsi gelir. Ozetle lazer 151 uzaysal olarak uniform
mikrodalga alani ile iki foton gecisi tarafindan ince yap1 seviyelerinin ¢iftlenimini

gergeklestirir.  Iki  pertiirbasyon da  galistirildiginda, |F =lmp :—1>

seviyesindeki yogusmanin dénmedigi varsayilirsa, |F =2,m, = +1> seviyesinde
donen bir yogusma olusturulur. Mikrodalga alaninin frekansi ve rotasyon frekansi
uygun bir bicimde secilirse, donmeyen yogusmadaki atomlar, ikinci ince yapi
seviyesindeki atomlarin girdap seviyesine rezonans olarak transfer olur. Ilk

deneyde girdap merkezi,

F=lm;= —l> seviyesindeki atomlarin donmeyen

yogusmasini igeriyordu. Ciinkii ince yapi seviyelerindekinden farkli olarak
atomlar arasindaki itici etkilesimden dolayi, girdap merkezi balistik genigleme
olmaksizin direkt olarak gozlenecek kadar genisler. Daha sonraki deneylerde ise
donmeyen atomlardan olugsan yogusma uzaklastirildi ve boylece tek bilesenli
sistemde donen yogusmaya ulasildi.

Tek bilesenli yogusmalarda girdaplart ¢ekirdeklestirmekle ilgili zorluklar
cok 6nemli degildir. Tek girdap ve girdap dizileri, *’"Rb atomlar1 gazinin lazer 1s1n1
kullanilarak hareketlendirilmesi esnasinda olusturulmustur ve donen Bose-
Einstein yogusmasi durumunun agisal momentumu 6l¢iilmiistiir. Son deneylerde,
Na atomlar1 yogusmasindal30 girdap iceren diizenli iiggensel diziler
incelenmistir. Buradan elde edilen sonuglar yukarida tanimlanan ddénen
stiperakiskanlarin denge durumlariyla ilgili temel goriintiiyli desteklemektedir.

Tuzak i¢inde donen Bose-Einstein yogusmasi ¢alismalari, homojen
olmayan sistemlerdeki girdap cizgilerinin davranisina yeni bir 151k tutmustur.
Burada, donen siiperakiskanlarin termal uyarilmalar gibi pertiirbasyonlara verdigi

yanita benzer heniiz gerceklestirilmemis pek ¢ok problem mevcuttur.
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7.4. Girdap Hareketi

Ideal akiskana ait klasik hidrodinamik sonuclarindan biri de Kelvin
teoremi veya sirkiilasyonun korunumu yasasidir. Bu yasa akigkanla birlikte
hareket eden kontur etrafindaki sirkiilasyonun zamanla sabit oldugunu ifade eder.
Bu teorem girdap hareketin terimlerinde ifade edilecek olursa, girdap ¢izgilerinin
yerel akiskan hizi ile birlikte hareket ettigini belirtmektedir.

Ik &rnek olarak silindirik bir kapta hapsedilmis sikistirilamaz bir
akiskandaki eksenel olmayan bir girdap ele alinabilir. Girdap ile girdap goriintiisii
arasindaki etkilesimin sonucu olarak, radyal koordinatlar1 sabit kalmak {izere
konumlarina ait azimutal agilar degisecektir. Acisal hiz klasik mekanik tarafindan

belirlenebilir:

_a

= (7.45)

p=0

Denklem (7.38) ile verilen enerji ve (7.36) ile verilen momentumun her ikisi de
parametrik olarak silindir ekseninden girdap c¢izgisine kadar olan uzaklik olan

b ’ye bagli oldugundan, frekans asagidaki gibi verilir:

_OE _QE/3b _ h 1
OL OL/ob  mR>1-b>/R?

1
b m(R*/b—b)

(7.46)

Boylece eksenden b yarigapt kadar uzaktaki girdabm hizi 7/m(R* /b —b) dir.
Orijinal girdap konumundaki akigskan hizinin kaynag girdap goriintiistidiir ve iki

girdap arasindaki uzaklik d = R?/b—b olmak iizere #/md ’dir. Bu sebeple
girdabin ilerlemesi esnasindaki hiz, Kelvin teoremiyle uyumlu olarak agik bir

bicimde akiskandaki girdap konumunun akis hizidir.

174



7.4.1. Girdap Cizgisi Uzerindeki Kuvvet

Kelvin teoremindeki sonuglar, girdap cizgisi lizerine etkiyen kuvvetin
dikkate alinmasiyla elde edilebilir. Bunun i¢in girdap ¢izgisi civarindaki bolge
icinde akisa ait momentum hesaplanir. Girdap ¢izgisini g¢evreleyen yiizey bu

girdapla birlikte hareket ediyor ise yiizey boyunca i¢ bdlgedeki akis momentumu
F, =-[ds,m, (7.47)

ile verilir. Burada IT; momentum aki yogunlugu tensdri ve yiizeydeki alan
elemani disar1 dogru yonlenmis normal vektori bigiminde dS; ile gosterilmistir.

Burada yiizeyin girdap merkezinin yeteri kadar disinda oldugu diisiintiliir
ve bu nedenle yogusma dalga fonksiyonu genliginin gradyentini igeren
momentum aki yogunlugu tensérii ihmal edilebilir. Buna ek olarak dis

potansiyellerin etkisi de ihmal edilebilir. Boylece p basing olmak iizere

momentum aki yogunlugu tensorii

II; = pd; +nmv,v, (7.48)
dir ve kuvvet ise

Fy ==[dS;(pS; +nmvy)) (7.49)

olur. Boylece kuvvetin bir kism1 ylizeydeki basing degisimlerinden, bir kismi ise
ylizeyi gecen akiskanin hacim hareketinin olusturdugu momentum taginmasindan
ileri gelir. Girdabin varhigindan otiirii girdap ¢izgisine yakin bolgelerdeki hiz
alani, girdap ¢izgisinden olan uzaklikla ters orantili bir bicimde degisen bilesene
sahiptir. Buna ek olarak, girdap merkezinin disinda, konumla diizgiin bir bicimde

degisen hiz alami katkisi (U) s6z konusudur. Girdaptan & tutarli uzunlugu

mertebesindeki uzakliklarda, merkez bolgesinde pargacik kaybinin adeta bir engel

gibi davranmasindan 6tiirii hiz alanina ‘ters akis’ katkilar1 mevcuttur, fakat girdap
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merkezine &’den daha uzak boélgelerde bu etkiler ihmal edilebilir. Boylece ele

alinan ylizeyde u sabit alinacaktir.
Girdapla hareket eden ¢ercevede, akis hareketsizdir ve bu nedenle akis hizi

Bernoulli esitligini saglar:
1 2 1 >
,u+5m(v—u) = Uy +5mu (7.50)

Burada g, girdap merkezinden uzak bolgelerdeki kimyasal potansiyeli ifade eder.

Kimyasal potansiyeldeki degisim:

2 2

1 1
5;1:#—;10:5171[14 —(v —uz)]=mv-u-5mv2 (7.51)

dir. Basinctaki degisim ile kimyasal potansiyeldeki degisim, sifir-sicakliktaki
dp = ndu termodinamik bagintisi ile iligkilendirilebilir. Akiskanla birlikte hareket
eden kontur etrafinda momentum akisini hesaplamak i¢in momentum aki
yogunluk tensorii girdabin sabit oldugu cerceveye doniistiiriiliir. Burada akis hizi
Vv —u ile verilir. Momentum aki yogunluk tensoriindeki degisim U ’nun birinci
mertebesinden

O, =nm(V-Ud; —u;v; —vu;) (7.52)

e

dir. Sinir {izerinden taginan toplam momentum, momentum aki yogunluk tensorii
ile sinirin yiizey alani elemaniyla skaler ¢carpiminin integre edilmesiyle bulunur.
Girdap tizerine etkiyen kuvvet bu niceligin negatifidir. Daha a¢ik olmasi i¢in u,

x dogrultusunda u = (u,,0,0) olarak alinsin. Girdabin birim uzunlugunda kuvvet

bilesenleri

Tx = uxif)nm(vxex +v,e,)dl (7.53)
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Ve

Ty = ux§nm(vyex +v,.e,)dl (7.54)

ile verilir. Burada d/, xy diizlemindeki yiizey elemanidir ve € disar1 dogru

yonlenmis ylizey normali dogrultusundaki birim vektoriidiir. Denklem (7.53)’te
sagda bulunan ikinci integrant, kontur boyunca yok edilmesi gereken net kiitle
akisidir. Boylece x dogrultusundaki kuvvet ortadan kalkar. Bu durum bir cismi
gecen potansiyel akista stiriiklenme kuvvetinin olmamasini ifade eden d’Alambert

paradoksuna bir drnektir. Kontur tizerindeki uzunluk elemani dl = di(-e¢,e,) ile

verilir ve (7.54)’teki integral kontur etrafindaki sirkiilasyonu verir:
K, = §(vyex —ve,)dl = fi;v -dl (7.55)

z dogrultusundaki kuvvet simetriden dolay1 ortadan kalkar, ve bdylece
sirkiilasyon girdap ¢izgisi dogrultusunda vektor olarak bakilacak olursa, girdabin

birim uzunlugundaki toplam kuvvet
F =nmxxu (7.56)

biciminde yazilabilir. Burada x, dogrultusu girdap ¢izgisi olan girdap
sirkiilasyonudur. Bu kuvvet genellikle “Magnus kuvveti” olarak adlandirilir.
Burada kuvvetin ele alinan ylizey i¢indeki durumlardan bagimsiz olduguna dikkat
edilmelidir. Ozellikle, bu sonug¢ kat1 bir nesne (u¢agin kanadi gibi) sdéz konusu
oldugunda gegerlidir. (Bu kuvvet ucus icin gerekli kaldirmay1 saglayan kuvvettir.)

Denklem (7.56)’dan O6nemli bir sonuca ulasilir. Sabit akista bulunan
girdap, lizerine etkiyen baska kuvvet yoksa yerel akiskan hizi ile hareket eder. Bu
sekilde olmasaydi dengelenmemis kuvvetler s6z konusu olurdu. Girdap diger
kuvvetlere maruz kalirsa, bu kuvvetler kesin olarak Magnus kuvvetini engeller.
Akiskandaki girdabin tasinmasi1 etkisi, Bolim 5.1°de tiiretilen hareket

denklemlerinde olmadigina dikkat edilmelidir. Boliim 5.1’de Vxv =0 oldugu
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kabul edildi ve boylece girdap olusumu s6z konusu degildi. Bu etkileri dahil
edebilmek i¢in girdap cizgisi yakinlarindaki bolgelerde dikkatli diizeltmeler
yapilmalidir ve bu durumda, akis irrotasyonel olarak kabul edilmeksizin, ideal

akiskan i¢in Euler denkleminden tiiretilen (5.25) numarali denklemde v x (V X v)

benzeri terimlerde artma meydana gelir.
7.5. Rotasyon Altinda Zayif Etkilesen Bose Gazi

Zay1f etkilesen Bose gazi, rotasyon ile ilgili calismalar i¢in bilgi verici bir
modeldir. z ekseni etrafinda eksenel simetriye sahip Harmonik osilator
potansiyelinde bulunan N tane 6zdes bozon goz Oniine alinsin. Sistemin taban
durumu, etkilesim enerjisinin osilatér kuantumu enerjisi ile kiyaslandiginda kiigiik
oldugu durum icin daha once ele alindi ve bu seviyenin enerjisi pertlirbasyon
teorisi tarafindan (4.23)’te elde edildi. Titresim hareketi yapan modlarin
Ozellikleri ise Bolim 6.2.1°de ele alindi. z ekseni etrafinda agisal momentumu
sifir olmayan seviyelere bakildiginda, daha 6nce incelenen durum ile arasindaki

fark, x ve y dogrultularindaki osilator frekanslarinin ayni olmasi ve bu sebeple

bu iki dogrultudaki osilasyonlar i¢in modlarin etkilesim tarafindan
karistirilmasidir. Bu problemin ¢o6ziilebilmesi i¢in x ve y dogrultularindaki
hareketin belirli kuantum sayilarina sahip seviyeler yerine, z ekseni yakinlarinda
belirli acisal momentuma sahip seviyelerle ilgilenilir. Burada z dogrultusundaki
hareket i¢in dalga fonksiyonunun bir rolii olmadigindan problem tamamen iki-

boyutlu ele alinir. izotropik iki-boyutlu osilatér igin enerji seviyeleri

E=(n,+n,+Dho, (7.57)

ile verilir. Burada n, ve n, bu iki dogrultudaki kuantum sayilar ve @, ise xy

diizlemindeki osilasyon frekansidir. Tek kuantumdan fazla kuantuma sahip enerji
seviyeleri dejeneredir ve z ekseni etrafindaki rotasyonlar altinda basit 6zelliklere

sahip aym enerjili seviyelerin kombinasyonlar1 kurulabilir. Spektrum, agisal
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momentum kuantum sayist m ve dalga fonksiyonunun fadyal diiglim noktalar

saysi n, terimlerinde agagidaki gibi ifade edilebilir:

E=(m|+n, +Diw, (7.58)

mh momentumuna sahip en diisiik enerjili tek-pargacik seviyesi, taban durumuyla

ilgili olarak |m|ha) , uyarilma enerjisine sahiptir. Bu durum klasik olarak xy

ylizeyinde dairesel yoriingeye karsi gelir. Verilen L acgisal momentumu igin
etkilesimlerin s6z konusu olmadigi durumda, ¢ok-parcacikli seviyenin en diisiik
enerjiye sahip durumlani radyal digiim noktalar1 olmayan seviyelerin
yerlestirilmesiyle ve parcaciklarin ayn1 L agisal momentumuna sahip olmasiyla
elde edilebilir. Daha belirli olmast agisindan L pozitif alinabilir. Radyal diigiim
noktast bulunmayan ve m#A agisal momentumuna sahip tek-parcacik

seviyesindeki atomlarin sayist N,, olmak iizere agisal momentum

L=h) mN, (7.59)
m=0
ve enerji

ifadesiyle verilir. L =% 1i¢in N —1 tane pargacik osilatoriin taban durumunda

oldugundan seviye tektir ve bu seviyedeki tek parcacik, agisal momentumun bir

birimine sahiptir. Bu seviye ‘ON 7111> ile gosterilsin. Agisal momentumun daha

biiyiik degerleri i¢in en diisiik enerjiye sahip seviye dejeneredir. Ornegin L = 2#

icin N —1 pargacig@in taban durumunda ve bir parcacigin da m =2’de oldugu

seviye ‘ON 7121> ’dir ve N —2 pargacigin taban durumunda ve iki pargacigin da

m =1"de oldugu seviye ‘ON _212> ’dir. Dejenerelik L ile hizli bir bi¢imde artar.
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Kiiciik acisal momentuma sahip seviyelerin enerjileri  {izerine
etkilesimlerin etkisini incelemek icin ele alinabilecek en basit 6rnek N —1
par¢acigin taban durumunda oldugu ve bir parcacigin da mh agisal
momentumuna sahip oldugu durum g6z Oniinde bulundurulur. Bu seviyenin

enerjisinin beklenen degeri asagidaki gibidir:

E, =E,+hmao, +(N-1)(00|U|00) - 2(0m|U|0m)) (7.61)

Etkilesimin ‘ON _1m1> ile ‘ONf‘m‘1m> seviyelerini karigtiracagi gercegi N ’inci
mertebeden enerjiye katkiy1 etkilemez.

mh agisal momentumuna sahip seviyenin dalga fonksiyonu p‘m‘ei’”@ ile

orantili oldugundan, etkilesimin matris elemanlar1 agik¢a hesaplanabilir. Boylece

(0m|U|0m) = L<00|U| 00) (7.62)
2 m

olarak bulunur. Bu nedenle uyarilma enerjileri
E, = E, +Hmlo, - N(00[U]00)(1—1/2"™") (7.63)

dir. Burada etkilesim teriminde N —1 ile N yer degistirmistir. |m|=1 i¢cin
etkilesim enerjisinin degismedigine dikkat edilmelidir. Bunun sebebi uyarilmis
seviyenin agisal momentumunun tamamen kiitle merkezi hareketiyle baglantil ele
almmasindandir ve sonu¢ olarak atomlar arasindaki karsilikli etkilesimler
kesinlikle taban durumundakiyle aynidir. Bu etki Boliim 5’te ele alindig1 iizere

koordinat ekseni boyunca titresim hareketi i¢in olan ile benzerdir.
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7.5.1. itici Etkilesimler

Itici etkilesimler igin uyarilma enerjisi, etkilesime sahip olmayan
parcaciklarla karsilastirildiginda indirgenmistir. Birim agisal momentum basina

enerji gideri

E, —E,
i

(11721

=, — N(00|U|00) i

(7.64)

ile verilir. Bu nedenle kuadrupol (|m = 2|) ve oktupol (|m = 3|) icin en diisiik

modlardir ve bu yaklasimdaki deger her iki tiirden uyarilma i¢in de aynidir.
Parcacik basina agisal momentumun sifir olmayan degerine sahip en son
enerji seviyesini belirlemek i¢in yukarida ele alinan temel uyarilmalar arasindaki
etkilesimler hesaba katilmalidir. Bu durumda diisiik a¢isal momentuma sahip en
diisiik enerjili seviye kuadrupol modlarinin uyarilmasiyla elde edilir. Etkilesim
enerjisindeki degisim negatiftir, ¢linkii uyarilmis durumdaki tek-parcacik taban
durumu dalga fonksiyonu taban durumundakinden daha fazla genisler ve boylece
etkilesim enerjisinin beklenen degeri azalir. Elde edilen sonuglar, kiigiik toplam

acisal momentum (L{(N#f ) i¢in Thomas-Fermi rejimi i¢in de incelenmistir ve
birim ag¢isal momentum i¢in en diisiik enerjili uyarilmalarin, agisal momentumu

(R/a,.)*>h mertebesinde olan yiizey dalgalar1 oldugu bulunmustur. Zayif

OSC)

ciftlenim limitinde R ve a,, ’a ait degerler karsilastirilabilir ve bu sebeple

uyarilmalara ait en uygun acgisal momentumun bir mertebesinde olmasi gerektigi
beklenir. Bu durumun beklendigi gibi oldugu agik hesaplamalarla da

kanitlanmustir.
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7.5.2. Cekici Etkilesimler

Cekici etkilesimler i¢in durum daha farklidir. Genel olarak atomu taban
durumundan uyarmak i¢in gereken enerji, serbest parcacik degerinden daha
biiyiiktiir, ¢iinkii ¢ekici enerjinin bir kismi pargaciklar birbirinden olduk¢a uzakta
odlundan kaybedilir. Buradaki istisna, durum uyarilma enerjisinde etkilesim
katkisinin olmadigi kiitle merkezi uyarilmasidir. Bu nedenle buluta agisal
momentum eklemenin enerji yoniinden en ekonomik yolu, dahili taban durumu
korelasyonlarint degistirmeden kiitle merkezi hareketini uyarmaktir. Bu durum,
burada yalnizca zayif etkilesimler ve kii¢iik agisal momentum i¢in gosterilmis olsa
da aslinda oldukca geneldir. Acisal momentum, etkilesim enerjisini degismez
kilan kiitle merkezi hareketine kismen eklenebilir veya etkilesim enerjisini arttiran
dahili uyarilmalar igine yerlestirilebilir. Boylece cekici etkilesime sahip atom
bulutunun verilen agisal momentum enerji yoniinden en uygun olan yolu kiitle
merkezi hareketinin uyarilmasidir.

Yukaridaki 6rnekten c¢ekici etkilesime sahip atom bulutunun rotasyon
altindaki davranisinin, itici etkilesime sahip olanlardan daha farkli oldugu
bulunur. Ciinkii sistem ciftlenim sifira dogru gittik¢e sistemde faz gecisi meydana
gelir. Bu durum yukarida ele alinan modeldeki durum i¢in birden fazla birim
acisal momentum ile incelenebilir. Taban durumu etkilesimler s6z konusu
olmadiginda dejeneredir. Zayif etkilesimler icin beklenen degerler, dejenere
seviyelerin alt uzaylarinda etkilesim Hamiltonyeninin kdsegenlestirilmesiyle elde
edilir. Tim matris elemanlar1 potansiyel kuvvetiyle orantilidir ve bu nedenle
beklenen degerler kuvvetin lineer fonksiyonlaridir. Beklenen degerlerin davranist
Seki 7.3’te sematik olarak gdsterilmistir. Buradan en diisiikk enerjiye sahip
seviyenin, etkilesim kuvveti sifira dogru giderken sistem karakterini degistirildigi
goriiliir. Yukaridaki hesaplamalar gostermektedir ki, yalnizca kiitle merkezinin
uyarilmasina karsi gelen seviye, cekici etkilesimler i¢in en diisiik enerjiye sahip
olan seviyedir ve ancak itici etkilesimler i¢in ise, pek ¢ok seviye icinden en

ylksek enerjiye sahip olanidir.
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Sekil 7.3.  Acisal momentumun sifirdan farkli degerlerine sahip ¢ok-atom 6z durumlari
enerjilerinin, atomlar arasi zayif ¢iftlenim i¢in etkilesim kuvvetinin fonksiyonu

olarak sematik gosterimi
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TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Giris boliimiinde belirtildigi gibi klasik sistemlerden birgok yoniiyle farkl
olan Bose-Einstein yogugsmasini olusturan atomlar ayni kuantum durumuna
yerleserek, kuantum fenomenlerinin makroskobik bir dlgekte incelenebilmesine
olanak saglarlar. Kuantum mekanigi yasalarinin sonucu olarak olusan Bose-
FEinstein yogusmasindan yararlanarak, fotonlarn bilgi tasiyicisi olarak gorev
yaptig1 kuantum bilgisayarlar1 tretilebilir. Yani bozonik yapiya sahip olan
fotonlar, kuantum bilgilerinin iletilmesinde kullanilabilir. Ayrica niikleon
ciftlerinin olusturdugu Bose-Einstein yogusmasi, notron yildizlarinin  ve
pulsarlarin yapilarinin incelenmesinde de dnemli bir yere sahiptir. Bose-Einstein
yogusmasi, yiiksek enerji ve pargacik fiziginde kuark-antikuark yogusmasina
sahip vakumun anlasilmasinda da olduk¢a 6nemlidir.

Bu tezde, Bose-Einstein yogusmasi ile siiper akigkanlik arasindaki iligkiyi
belirtmede 6nemli bir role sahip olan, donen yogusmalardaki girdap yapilari
incelenmistir. Bu amag¢ dogrultusunda, yapinin iyi bir bicimde anlasilabilmesi i¢in
yogusmaya ait genel istatistiksel tanimlarin ardindan, yogusmaya ait 6zellikler,
lineer olmayan Schrédinger denklemi olarak da bilinen Gross-Pitaevski
esitliinden baslamak suretiyle belirli yaklasimlardan da yararlanarak
agiklanmustir. ilk kez Onsager tarafindan siiper akiskan sivi *He igeriginde ileri
stiriilen girdap yapisinin Bose-Einstein yogusmasi icerigindeki olusumunun nasil
oldugu arastirilmistir.

Bu tezden yararlanilarak,

i. Girdap i¢in enerji seviyeleri farkli o lar i¢in hesaplanabilir,

ii. Birden ¢ok girdap ig¢in, enerji degerlerinin hesaplanmasinda, enerji
degerinin biiyiikliigiine etki eden faktdrler g6z Oniine almabilir ve bu
faktorleri farkli degerleri i¢in enerji hesaplamalar1 yapilabilir,

iii. Uzunluk bagina girdap enerjisinin logaritmik degistigi goriilebilir.

Bu noktalardan hareketle de Girdap dinamigi i¢in yeni hesaplamalar ve

acilimlar yapilabilir.
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