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Bugiin fizikteki kavramlar1 ve yasalar1 anlatmak i¢in farkli birgok cebir
sistemi kullanilmaktadir. Bu cebir sistemlerinden biri de Clifford cebridir. Bu
tezde, Clifford cebri tanimlandiktan sonra, farkli uzaylarda tanimli Clifford
cebirlerinin ozellikleri verilmistir. Cl, Clifford cebrinin, kuaterniyon cebrine
ayrica Clz ve Cly Clifford cebirlerinin ise kompleks kuaterniyon cebrine
benzerlikleri gosterilmistir. Clifford cebrinin bazlariyla benzer 6zellige sahip
ancak birlesimli olmayan hiperbolik oktonyon cebri de tanitilmistir. Clifford
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1. GIRIS

Geometrik cebir, geometrik kavramlarin cebirsel temsilidir. Fizikgiler i¢in
Onemi uzay zamanda cisimlerin Ozelligini tanimlayabilen cebirler olmasidir.
Glinimiize kadar birgok farkli geometrik cebir sistemleri, matematikgiler
tarafindan bulunmus ve bu sistemlerin bazilari fizikg¢ilerin ihtiyaglarini karsilamak
i¢in gelistirilmistir.

J. Willard Gibbs, Grassman’in cebri ve Hamilton’nun kuaterniyonlarindan
esinlenerek ii¢ boyutlu vektér cebrini olusturdu. Bu cebir genis Olgiide
kullanilirken, Einstein’in relativite teorisinin dort boyutlu uzay zamani i¢in yeni
bir cebire ihtiya¢ duyuldu. Baglangigta bu gereksinim tensor cebri ile karsilandi.
Ancak Pauli elektron spinini tanimlayabilmek ic¢in yeni geometrik bir cebir
gelistirdi. Daha sonra Dirac hem relativite hem de spini birlestirdigi farkli bir
cebir olusturdu. Vektor, tensor, Pauli ve Dirac cebirlerinin herbiri geometrik
cebirlerdir. Ancak tiim fiziksel olaylar1 anlatmak icin bu cebirlerden biri yeterli
olmadig1 gibi herhangi fiziksel olay1 iki ya da daha fazla geometrik cebirle ifade
etmek miimkiin olmaz. Ancak bir temsilden digerine gecis ifadeleri kullanilir.
Fiziksel olaylarin tiimiinii birden tanimlayabilen geometrik cebir Clifford cebridir
[1-2].

Geometrik cebirlerin en eskilerinden biri Grassman cebridir. Grassman,
yonlii dogru parcast olarak vektorleri tanimlamistir ve bu yonlii dogrular i¢in dis
carpimi tanimlayarak n-boyutlu geometrik nesneleri temsil etmistir [3].

Hamilton ayni zamanlarda ii¢ boyutlu déonme 6zelligini temsil etmek i¢in
kuaterniyon cebrini kesfetti.

Clifford ise daha sonra Grassman ve Hamilton’nun tanimladig: sistemleri
tek bir cebirle birlestirdi ve bu cebre geometrik cebri adini verdi [1-2].

Clifford cebri, kendine has geometrik yapisindan dolay1 katilarin simetri
islemlerinde kullanilmistir. Katilardaki tiim yansima ve donme islemleri kapali bir
bi¢cimde bu cebirle ifade edilebilmistir [3-6].

Clifford cebri ile parcacik ve kati1 cisimlerin mekaniginde akla gelebilecek

her tiirlii konu geometrik temellere dayandirilarak incelenebilmistir [7,8].



Kuantum mekaniginde yer alan spindrler, siitun matrislerdir. Clifford
cebrinin Dirac temsilerinden sonra, dort elemanli Dirac spin6rii Clifford cebrinin
bir elemani olarakta diistiniilmistiir. Boylece spinorlerle tanimlanan pek ¢ok
calisma Clifford cebri ile yeniden ifade edilmistir [9,10].

Clifford cebrinin, kuaterniyon cebirlerinin direkt toplamlar1 olarak ifade
edilebilecegi cebrin olusturulmasindan bu yana bilinmektedir. Kuaterniyon
cebirleri Clifford cebrinin 6zel hali olarak ele alinabilir. Bu cebirler degisimli
olmamakla birlikte birlesimlidir. Yine birlesim Ozelligine sahip olmasa bile,
oktonyon cebirleri de Clifford cebrinin baz elemanlart ve baz g¢arpimlarinin
benzerligi ile dikkat ¢ekmislerdir. Bilim adamlar1 yaptiklar1 birgok ¢alismada bu
benzerlikleri vurgulamislardir [11-20].

Einstein’in 6zel gorelilik kuramimin sonucu, Lorentz, uzay zaman
olaylarinin goreliligi tanimlayan Lorentz doniisimleri ifade eder. Clifford
cebrinde ise Lorentz doniisiimleri tanimlanmakla kalinilmamis, cebrin n-boyutlu
yapisi sayesinde Lorentz doniisiimleri genellestirilmistir [21-24].

Stiphesiz Clifford cebrinin en faydali oldugu uygulama alanlarindan biri
elektromanyetik teoridir. Maxwell’in dort esitligi daha kapali ve sik formda bir
esitlige indirgenmistir. Lineer elektrodinamikte, diizlem dalga, silindirik ve
kiiresel dalga c¢oOzlimleri elde edilmistir. Clifford c¢arpiminin 6zelliginden
yararlanilarak lineer Maxwell denklemleri gibi lineer olmayan Maxwell
denklemleri de tek bir denkleme indirgenebilmistir. Maxwell denklemlerinin ii¢
boyutlu uzayda Lorentz doniisiimleri saglayamadigi, bu denklemlerin ancak dort
boyutlu uzayda Lorentz invaryanth@im sagladigi deneysel sonuglara
dayandirilarak bu cebirde ispatlanmistir [24-30].

Clifford cebri her alanda artan bir hizla kullanilmaktadir. Clifford cebri
kullanim alanlarinin artmasina paralel olarak gelisme gostermistir. Baslangigta
reel say1 alami iizerinden tanimlanan Clifford cebri kompleks sayilar {izerine
tanimlanan kompleks Clifford cebri ve hiperbolik sayilar iizerinde tanimlanan
Clifford cebri tanimlariyla ¢esitlenmistir. Daha sonra tanimlanan bu yapilar daha
genis bir spektrumda kullanim alani bulmasina neden olmustur. Bu tezde

tanimlanan bu cebre iliskin yapilan ¢alismalardan 6rnekler verilmistir [31-41].



Clifford cebrinin uygulama alanlarindan birisi de siliphesiz kuantum
mekanigidir. Clifford cebrinin Dirac matris temsilleri, onu kuantum mekanigini
ifadesinin dogal bir araci1 yapmustir [42-53].

Goriilecegi gibi Clifford cebri fizigin tiim alanlarina uygulanabilmektedir.
Matematiksel fizik, kuantum dolasiklik, genel relativite, istatistik mekanik, string
teorisi bunlardan temel olanlaridir [54-63].

Ayrica, fizikte saydigimiz tiim konularin Clifford cebri ile anlatildig1 ¢ok
sayida kitapta bulunmaktadir [63-69].

Bu tezin amaci Clifford cebrinin cebirsel 6zelliklerini tanimladiktan sonra
bu yapinin fizikteki olast uygulama alanlarini aragtirmaktir. Bu amagla klasik
mekanik, kuantum mekanigi ve elektromanyetizmaya ait bazi 6zel konularda
calisilmistir. Proca alan ve Proca-Maxwell denklemleri ilk defa hiperbolik

oktonyonlarla ifade edilmistir.



2. CLIFFORD CEBRINE GIRIS

Geometrik cebir, yon kavramini da igeren reel say1 sisteminin bir dogal
genislemesidir. Bu nedenle de geometrik cebir vektor uzaymmin bilinen
kavramlarina bazi 6zel kurallar ve tanimlamalar getirilerek olusturulur.

Vektor elemanlarin skaler ve vektor carpimlart {i¢ boyutlu geometriyi
aciklayan carpimlardir. Daha biiylik boyutlarda yeni geometrik elemanlari
tanimlayabilmek icin i¢ ve dis carpim kullanilir. Bu c¢arpimlarla olusturulan
elemanlar tek baslarina matematiksel yeni bir geometri tanimladigi gibi farkl
boyutlu elemanlarin lineer toplamlari da ¢okluvektér denilen matematiksel
nesnedir. Cokluvektorler, lineer uzay sekilleridir. Clifford ise ¢okluvektdrleri
geometrik carpim denilen yeni bir ¢carpimla ¢arparak geometrik cebri tanimladi.

Bu bolimde geometrik cebri tanimlamadan once, bu cebrin temel
kavramlart olan lineer uzay, i¢ ve dig ¢arpim kavramlar1 verilmektedir. Daha

sonra, geometrik carpim tanimlanarak bu ¢arpimin 6zellikleri anlatilmaktadir.
2.1. Vektor (Lineer) Uzaylar
2.1.1. Skaler ve vektorler

Vektor uzaylar iki nesneye gore tanimlanir. Bunlar uzayda yonler olarak
gosterilen vektorler ve genellikle reel sayilar olarak anilan skalerlerdir.

Vektor biiyiikliikle birlikte yon belirten niceliktir. Bir vektor yonlenmis bir
dogru pargasi1 ile gosterilebilir. Vektdr dogrusu; vektoriin dogrultusunu, bu

dogrunun uzunlugu ise vektdriin biiyiikligiinii gosterir.

Vektorler &, 6, r..ile temsil edilebilir ve grafik olarak Sekil 2.1°de

gosterilebilirler:

0
Sekil 2.1. @ vektorii



2.1.2. Bazlar ve boyut

Boyut; herhangi bir niceligin karakterini yani uzunluk, genislik ve
yiiksekligini ya da biiylikliik ve sekil tanimlamak i¢in gerekli olan parametre ya da

Ol¢timdiir. Bir vektor uzayin boyutunu tanimlamak i¢in su islemler uygulanir:

(i) A, A, Skaler ve @ ve b vektor olmak iizere, b vektorii

b=A8+..+A4 =iznan (2.1)
i=1

ile gosteriliyorsa, b vektorii 4,,..., a, vektorlerinin lineer birlesimidir denir.

(i) A,..., 4, skaleri sifir olmadig: halde

Ad +..+4,8,=0 (2.2)

oluyor ise, {4,,..., &, } vektorleri lineer bagimhdir.

(ii1) Vektor uzayindaki her eleman lineer bagimsiz {él,..., a, } vektorlerin
lineer birlesimi olarak ifade ediliyor ise, {51,..., a, } vektorlerine vektor uzayin

bazlar: denir.

Bu tanimlamalara diizlemde ii¢ boyutlu uzayda vektorler diistintilerek daha
da agiklik getirilebilir. Ornegin, diizlemde herhangi ii¢ vektdr lineer bagimli iken
diizlemde bagimsiz iki vektor diizlemdeki tiim vektorler i¢in bazlar saglar. Kisaca
vektor (lineer) uzaym tiim bazlar1t uzayda birbirlerinden bagimsiz elemanlarin

sayisl ile aynidir. Bu sayiya uzayin boyutu denir.
2.2. Skaler Carpim

Skaler ¢arpimi Euclidean geometride daireyi tanimlamaya yarayan
noktalar arasindaki uzunluk (mesafe) ve vektorler arasindaki agiy1 tanimlamamizi
saglar.

Herhangi bir vektoriin uzunlugu
a=4(aa (2.3)
ile gosterilir. Uzunluklarin ve mesafelerin tanimi 6zel metrik uzaylar anlamina

gelir. Farkli tiirde birgok metrik uzay tanimlanabilir.



d ve b arasindaki ac1 @;
a-b =[alb|coso (2.4)

seklinde tanimlanir. Bu ¢arpim grafiksel olarak asagidaki gibi gosterilir.

Sekil 2.2. Skaler carpim

Sekil 2.2°de goriildiigii gibi, skaler carpim a vektoriiniin b vektorii
lizerine izdiistimiiniin, b vektdriiniin buytkligi ile carpimudir.

Iki vektoriin skaler carpimi sifir ise, vektdrler birbirlerine diktir. Baz
vektorlerin tiimii birim uzunluga sahip ise bu baz vektorlerine ortonormal bazlar

denir. Genellikle, bazlar {e,,... e, } vektorleri ile gosterilir. Bu bazlarla herhangi

bir @ vektort
a=>y ae (2.5)

olarak ifade edilir. Burada n uzayin boyutunu gosterir.
Buna gore, skalerler 0-boyutlu uzaylar gibi ele alinabilir. Vektorler 1-

boyutlu, 2-boyutlu,..., seklinde ifade edilirler.

2.3. Vektorel Carpim

a ve b iki vektériin vektorel carpimi axb ile gosterilir ve
x5 — [a[[sino (2.6)
ile tanimlanir (Sekil 2.3). Bu ¢carpim asagidaki 6zelliklere sahiptir.
(i) ax b, dveb ile tanimlanan diizleme diktir.
(i) axb |é|‘5‘sin¢9 bilyiikliigiine sahiptir.

(iii) &, b ve dxb sag el kurali ile sekillenir [67].



Q|
X
o
»
»

b

0
a

Sekil 2.3. ax b vektorel ¢arpim

2.4. D1s Carpim

Vektorel ¢arpim sadece li¢ boyutlu uzayda tanimlanmaktadir. Tiim uzayda
tanimlanabilen vektorel carpim fikri ile farkli bir ¢arpim tanimlanmistir. Bu

carpima ise dig ¢arpim adi verilir. Bu ¢arpma islemi kep (/\) ile gosterilir. & ve b

iki vektor olmak iizere, bunlarin dis ¢arpimi1 &a Ab seklinde gosterilir ve vektor
cebrinde olmayan yeni bir matematiksek nicelik tanimlar. Bu matematiksel

nicelige iki-vektor denir:

a

Sekil 2.4. d vektoriiniin b vektoriine uzanimi

Iki-vektor Sekil 2.4°de gosterildigi gibi bir paralelkenardir ve yonlii bir
biiyiikliiktiir. Paralelkenarin sinirlarinda uzanan a ve b vektdrlerinin doniisii saat
ibrelerinin doniisii yoniinde olup paralelkenarin yoniinii belirtir. @A b ’nin

bityiikligi |§|‘5‘sin0 ‘dir. Bu biiyiiklik, vektorlerin olusturdugu diizlem

parcasinin alani ile de aynidir. Buradan anlagilacag: tlizere iki-vektor bir yonlii

alani tanimlar.



a

Sekil 2.5. b vektoriiniin & vektdriine uzanimi

b Ad iki-vektori ise, Sekil 2.5°deki gibi ayn1 biiytikliikteki alana karsilik
gelir ancak ters yonliidiir. Matematiksel ifade ile dis carpim degisimli degildir:
arb=-bnra (2.7)
Ayrica her a vektori igin,
ana=0 (2.8)
verir. Bunun anlami, vektoriin kendisi boyunca uzanarak bir alan

olusturamadigidir.

d, b, ¢ vektorler ve A skaler olmak iizere dis ¢arpim icin asagidaki
Ozellikler vardir:

Skalerle birlesimlidir.

(248)Ab =a A (10) 2.9)
Dis carpim vektorlerin toplanmasi tizerine dagilimlidir.
anlb+c)=(anb)+(@nc) (2.10)
2.4.1. iki boyut

n-boyutlu uzayda verilen bir vektor (el,e2 yeoy € ) birim baz vektorleri ile

temsil edilsin. Iki-vektdrleri de lineer kombinasyon seklinde ifade etmek

miumkindiir.
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Sekil 2.6. iki boyutlu uzaym bazlari

R? Euclidean diizleminde d ve b vektdrlerini ele alalim. o, o, P, P

skalerler olmak iizere; & ve b vektorleri e, ve e, baz vektorlerinin lineer
birlesimi olarak;

a=oe, +a,k,
b = Be, + Be,
seklinde ifade edilsin. @ ve b vektorlerinin dis ¢arpimi;
anb= (ozle1 +a,e, )/\ (ﬂle1 + ,Bzez) (2.11)

Ab= (alel A ﬂlel)+ (alel A ﬂzez)+ (06262 A ﬂ1e1)+ (a262 A ﬂzez)

olup dis ¢arpimin dagilma 6zelliginden yararlanirsak,

jabl]

anb= (alﬂlel A el)+ (alﬂZel A ez)+ (azﬂlez A e1)+ (azﬂzez A ez)
yazabilir. Esitlik (2.8)’den yararlanilarak
anb= (@.B.8, n &)+ (B, ne,)

ifadesi bulunur. e, Ae, dis ¢arpimini | ile temsil edilirse

yazilabilir. Bu durumda esitlik (2.11);

anb=(a,,-a,p)
seklinde yazilabilir.



2.4.2. U¢ boyut

Vektorler gibi iki vektdrler de n-boyutlu uzayda temsil edilebilirler. Ug-

boyutlu uzaymn birim baz vektorleri e,,e,,e; tir. Bu durumda ise ii¢ adet birim

baz iki-vektor tanimlidir:

e, Ae, =€, (2.12)
N (2.13)
e, A, =8y (2.14)
Ug-boyutlu uzaym birim baz vektdrleri ve iki-vektorleri Sekil 2.7.°de
gosterilmigtir.
] |
i AR NS ,
1 ! 1l L
: \\ ~--7 i . ’
e, 4 L
VL
N el B s
_ ' ' é3 A
I,’ \ S~ ":// ‘
i e, Nne, e

Sekil 2.7. Ug-boyutlu uzayn iki-vektdr bazlari

Birim baz iki-vektorler igin genellikle {e,,,e,; e, | dongiisel gdsterimi

kullanilir. Ancak dort-boyut ve daha biiyiik boyutlarda boyle dongiisel gosterim
yoktur.

a ve b vektorleri R® uzayinda;
d=0,+oe + 0L, +ae,
b=45+pe+5e+ Pee;
seklinde ise bu vektorlerin dis ¢arpimi;
anb=(a, +ae +ae, +ae,) (B + e +Be, + Be;)

ile ifade edilebilir. Dig carpimin dagilma 6zelliginden yararlanilarak;

10



anb=ae Ape +ae ApBe,+ae APy +a,e, AL
+ a8y A B8y + 8, A P85+ a8 A B8 + 385 A 8,
+a3€; A S,

yazilabilir. Skaler ¢arpanlar yeniden diizenlenecek olursa;
anb=ape ne +a,p,e,ne,+a, e e +a,be, A€

+a,3,6, A€y +, a8, A€+ fi0s AE (2.15)
+ 0, 5,65 A€y + 305 A€y

elde edilir. Esitlik (2.7) ve esitlik (2.8) dikkate alindiginda i=] ve i# ] icin
asagidaki kurallar gegerlidir:
Birim baz vektoriin kendisi ile dis carpimai sifirdir
e, ne; =0. (2.16)
Farkli baz vektorlerin dis carpimi iki-baz vektore esittir

&, A€ =§. (2.17)

e, NE =—6. (2.18)
Bundan dolay, esitlik (2.15);
dnb= (alﬂz -, )912 + (alﬂB —a 3 )613 + (azﬂs —a,f3 )623 (2.19)

seklinde yazilabilir. Bu esitlik {ig-boyutlu Euclidean uzayinda, iki vektoriin dis
carpim ifadesidir.

2.5. U¢-Vektorler

Ug-boyutlu uzayda, ii¢ adet bir-boyutlu alt uzaylarin dis ¢arpimi sonucu
yonlii bir hacim elemani elde edilir. Buna ii¢-vektor adi verilir. Buna gore a, b ,
C gibi ii¢ vektoriin dis carpimlarinin sonucu iig-boyutlu bir alt uzay olusur.

R uzayinda baz vektorler;
€ AE, Ay =8y (2.20)

seklinde ifade edilir. Sekil 2.8’de goriildiigii tizere bir iki-vektoriin, liclincii bir

diger vektore uzanimi sonucu ii¢-vektdr olusmaktadir. Bu iig-vektdr Euclidean

11



uzayinda | ile gosterilir ve sanki skaler (pseudo scalar) adini alir. Bu gosterim ve

ad, n-boyutlu uzayda uzayin boyutuna sahip her eleman i¢in kullanilir.

o)
>
[=x}
~
>
ol
Il
s
>
—_
[=x}
>
()
~—

Sekil 2.8. Ug-vektor:

2.6. Cokluvektorler

Bir ¢okluvektor, k-dereceli bazlarm farkli lineer birlesimidir. Ornegin 2-

boyutlu ‘R? uzayinda tiim k-dereceli elemanlara sahip A cokluvektdrii a, reel

katsayilar olmak iizere;

A=a,+ae +a,e,+al (2.21)
ile verilir. Ancak, bir ¢okluvektor tanimladigi uzaydaki tiim k-dereceli elemanlari
icermek zorunda degildir.

Iki-boyutlu uzayda tiim elemanlar1 olan bir ¢okluvektdrii gdstermek igin
2°=4 reel katsayr gereklidir. Ucg-boyutlu uzayda tiim elemanlar1 olan bir
¢okluvektor 2°=8 reel katsay1 ile tanimlanabilir ve

A=a,+a,e, + 0,8, + Uy + 8, + AL + U0 + A8, (2.22)
biciminde ifade edilir.

Benzer olarak, 4-boyutlu uzayda 2°=16 bilesene ihtiyac duyulur.
Cokluvektorler géz oniinde canlandirmak kolay degildir. Vektorler, iki-vektorler,
tic-vektorler 2- veya 3-boyutlu uzayda sezgisel olarak goz oniinde canlandirilirlar.
Bir alana bir skaler eklemenin higbir yolu olmadigindan bu diisiince
cokluvektorler i¢in anlamsizdir. Ancak g6z Oniinde canlandirmadan da bu
gerceklestirilebilir. Bir ¢cokluvektor, alt lineer birlesimlere sahip oldugundan, bu

cok da alisik olmadigimiz ¢ok farkli geometrik kavramlar olusturur [3, 6, 67].
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2.7.Geometrik ¢carpim

Farkl1 dereceli gokluvektorlerin geometrik ¢arpimi ile olusturduklar: cebire
Clifford cebri ya da geometrik cebir denir. Bu nedenle Clifford cebrine 6rnek
vermeden Once cokluvektorlerin geometrik carpimi ve geometrik ¢arpiminin
ozellikleri incelenecektir. Bu ve bundan sonraki boliimlerde ¢okluvektdrlere ayni
zamanda Clifford elemani ya da Clifford sayisi da denilecektir.

Geometrik carpim, i¢ ile dis carpimin birlesimidir. @ ve b vektorleri i¢in
asagidaki gibi hesaplanir:

ab=a-b+anb (2.23)
Bu ¢arpim;

seklinde simetrik olmayan (antisimetrik) iki kisimdan olusur.
Bu ayrim @ vektori ile k-dereceli A¢ gokluvektoriin geometrik ¢arpimi
aA, =a-A, +arA,

olmak tizere;

A, = %(éAk ~(-1fA8) (2.24)
ve
AnA, =%(§Ak +(-1)Aa) (2.25)

seklinde genellestirilebilir. Bu denklemlerden i¢ ¢arpim

a-(E And, A A )= (-1)"E-8,8 A.. A8, AL AE,.

13



seklinde daha farkli bir formda da verilebilir. Burada a bagka bir yere tagindigi
anlamina gelir <A>2 6zel durumunda, vektor cebrinde iyi bilinen 6zdeslige benzer

é-(éi/\éz):(é-é'i)éz—(é-ﬁz)éi (2.26)
ozdesligi elde edilir. I¢ ve dis carpim formiilleri Gibbs’in vektdr cebrindeki
formiillerin genellemesini igerir.

Genel olarak A, B, C ¢okluvektorlerin geometrik toplam ve ¢arpimlari igin

asagidaki ozellikler gecerlidir:

Toplam degisimlidir;
A+B=B+A. (2.27)
Toplama ve ¢arpma birlesimlidir;
(A+B)+C=A+(B+C), (2.28)
(AB)C=A(BC). (2.29)
Carpma toplama iizerine dagilimlidir;
A(B+C)=AB+AC (2.30)
(B+C)A=BA+CA. (2.31)

Her A ¢okluvektorii —A tersine sahiptir;
A+(-A)=0 (2.32)

2.7.1. i¢ carpim

Geometrik cebirde iki vektoriin i¢ ¢arpimi geometrik ¢arpimin simetrik
kismi olarak goriilebilir:

a~6=%(*6+63) (2.33)
i¢ arpim | sembolii ile gosterilir. i¢ carpimin geometrik anlami vardur.
AlB anlami, A’nin B iizerindeki iz diisimii B’nin alt uzayinda temsil edilen
cokluvektordiir.
a, [ skaler, & ve b vektdr ve A, B, C cokluvektér olmak iizere bu
elemanlarin i¢ carpimlari;

skalerler alp=ap (2.34)
vektor ve skalerler & ] =0 (2.35)
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skaler ve vektorler ] b =ab (2.36)
vektorler ilb=ab (skaler carpim) (2.37)
vektor, cokluvektorlerd | (5 A C)Z( dlb)AC-ba(alC) (2.38)
dagilma (ArB)JCc=AlBJC) (2.39)
kurallariyla hesaplanir.
Yukaridaki kurallara dikkat edilirse, iki cokluvektoriin i¢ ¢arpim sonucu;
derece(A | B)=derece(B) - derece(A)
dereceye sahip cokluvektordiir. Baska bir ifadeyle i¢ ¢arpimda birinci ¢arpanin
derecesi ikinci ¢arpanin derecesinden kiigiik ya da en fazla esit olabilir. Birinci
carpanin derecesi biliylik oldugunda sonug sifir olur. Carpanlarin her ikisinin

vektor olmast durumunda i¢ ¢arpim skaler ¢arpim halini alir. Yani skaler carpim

i¢ carpimin Ozel halidir [1, 2, 73].
2.8. Bir Cokluvektoriin Derecesi

Bir alt uzaym boyutu derecesi ile temsil edilebilir. Bir ¢cokluvektor farkl

derecelerin lineer birlesimidir. Bir ¢okluvektoriin s dereceli kismint gostermek
i¢in <A>s gdsterimi kullamlacaktir. Ornegin A gokluvektorii,
A=(18345972)eCl, ise,

=1 skaler

(A)

<A>1:8,3,4 vektor
< > =59,7 iki-vektor
{

A> =2 lig-vektor

kisimlarindan olusur. Clifford cebrinde A ¢okluvektorii,

2L (A), =(A)y +(A), +HA), +.. +(A), (2.40)
s=0
seklinde ifade edilebilir. Bu gosterimden yararlanilarak dereceler bakimindan i¢

ve dig carpimin tanimi yeniden yorumlanabilir. &, b vektérlerinin a-b i¢

carpimi, vektdriin derecesi 1, skalerin derecesi sifir oldugundan,
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(a),-(b) =(ab) (2.41)
dir. Sekil (2.9)’da gorildiugi tizere, a vektorii B iki-vektorii {izerine yansidiginda

sonu¢ vektordiir:

Sekil 2.9. a vektorii ile B iki-vektoriin i¢ carpimu

Bu kural genisletilerek,

(A), -(B) =(AB), u ={§ o (242)

seklinde ifade edilir. Bu ifadeden de anlasilacag: iizere i¢ carpim derece azaltan
bir islemdir. a, b vektorlerinin dis carpim sonucu

(8), A (b) =(ab) (2.43)
elde edilir. Bu ifade genellestirilirse;

(A), A(B), =(AB) (2.44)

S+t

yazilir.

Derece kavramina gore, her A ¢okluvektorii <A>+ cift kisim ve <A>_ tek
kismin toplami olarak

A=(A) +(A) (2.45)

seklinde de yazilabilir. Ornegin R? uzaymda esitlik (2.21) ile verilen A

cokluvektoriin sirasiyla tek ve ¢ift kisimlart asagidaki gibidir [2, 3, 73]
<A>_ =a, + oyl
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<A>+ =8, +a,e,.

2.8.1. n-vektoriin derecesi

Alt uzaym boyutu k-derece kavrami ile ifade edilir. Burada k, derecenin
mertebesini gosterir. Skaler i¢in derece 0, vektor i¢in derece 1, iki-vektor igin
derece 2, iig-vektor igin derece 3’tlir. Cok boyutlu uzayda ise 4-derece, 5-
derece,..., seklinde devam eder. Yani n-boyutlu uzay i¢in bu gosterim n-derecedir.

Asagida tablo 2.1 ve tablo 2.2°de; 2- ve 3-boyutlu uzayin sahip oldugu dereceler

goriilmektedir.
Tablo 2.1. iki-boyutlu uzayin dereceleri
k Baz elemani toplam
skaler {1} 1
vektor {es, &2} 2
iki-vektor {e} 1

Tablo 2.2. Ug-boyutlu uzayin dereceleri

k Baz eleman toplam
skaler {1} 1
vektor {e1, & €3} 3
iki-vektor {e12, €13 €23} 3
iic-vektor {e1s} 3

n-boyutlu uzayin sahip oldugu dereceler icin genellestirme yapilabilir. n-
boyutlu uzayda k-dereceli eleman sayisi
n I
S L (2.46)
k) (n-k)k!
binom ¢arpani ile hesaplanir. Ornegin 3-boyutlu uzayda iki-vektdr bazlarin sayisi

i¢cin, n=3, k=2 oldugundan;

bulunur.
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Clifford cebrinin birim bazlarmin toplam sayisi, tiim derecelerin birim

bazlarinin toplanmasiyla hesaplanabilir.

Z[E) 2 (2.47)

k=0

Birkac geometrik cebir i¢in bu formiil asagidaki tabloda verilmistir [3, 6, 50]:

Tablo 2.3. Cl,’deki birim bazlar

Cl, Baz eleman toplam
Cly {1 2=1
Cly {Le} 2'=2
Cl, {1, e, €612} 2%=4
Cls {1, &1, €2, €3, €1, 13, €23, €123} 2°=8
Cly {1, ey, 5, €3, 84, €1, €13, €14, €23, €24, €34, €123, €124, €134, €234, E1234} 2'=16
2.9.Vektor Tiirev

Vektor tirev V sembolii ile gosterilir. Cebirsel olarak bu geometrik

cebirde vektoriin tiim dzelliklerine sahiptir. V ile bir & vektdriiniin i¢ carpimi &

yoniindeki yonlii tiirev ile sonuglanir. Matematiksel ifade olarak

a-VF(x)=lim F(x—ea)-F(x) (2.48)
£ g
seklinde yazilabilir. Bazlardan bagimsiz vektor tiirev ise
V=60, (2.49)
ile verilir. Burada;
= 0
0,=¢,V=—, k=1...n (2.50)
OX,

olup, k.’ inc1 koordinata gore skaler kismi tiirevdir. Burada X, = X-e, ’dir.

F=F(x) ve G=G(X) gokluvektsr fonksiyonlar ve « reel skaler sabit
olmak iizere vektor diferansiyelin 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir:

a-V(F+G)=a-VF+a-VG Toplam kurali, (2.51)
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.V(F-G)=(a-VF)G+F(@-VG) carpim kurals, (2.52)

a
a-V(aF)=ala - VF) sabitle carpim kural,  (2.53)
a-VF =(a- w)g zincir kurals, (2.54)

Zincir kuralinda A= l()?), X’in skaler fonksiyonudur ve F=F (/1(7()) olarak
yeniden tanimlanmustir.
Ancak F=(f) =f ise, f nin tiirevi:
VE=V.f+VAaf (2.55)

V-f’ye f nin diverjans: denir. Bu islem sonucu skalerdir. VA f ’ye f ’nin

rotasyoneli denir. V A f iki-vektordiir.

Vektor diferansiyelden yararlanarak vektor tiirev icin genel kurallar
asagidaki gibi tiiretilir:

F=F(X) ve G=G(X) cokluvektor fonksiyonlarmm toplam ve

carpimlarinin tiirevleri

V(F +G)=VF +VG (2.56)
V(F-G)= (V)G +Y e Fo,G (2.57)

ozelliklerine uyar.
V islemcisinin Clifford karesi
V2=V.V+VAV (2.58)
dir. Bu ifadeye, diferansiyel Laplace islemcisi denir. Ancak integrali alinabilen

fonksiyonlar igin; VAV = % (66 - §§>= 0’dir. Bu nedenle, diferansiyel

Laplace islemcisi

VZ=V.V (2.59)
olacaktir [2, 62, 65].
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3. CLIFFORD CEBIRLERI

Bir 6nceki boliimde lineer uzay, i¢ ¢arpim ve dis ¢arpim kavramlarindan
yararlanarak k-vektor ve ¢okluvektorleri tanimladik. Bu niceliklerin geometrik
(Clifford) carpimi denilen 6zel bir ¢arpimla olusturduklari cebre Clifford cebri adi
verildigini 6grendik. Bu boliimde ise, lineer uzaylarin kuadratik formlarindan
yararlanarak farkli Clifford cebirleri tamimlayip, birka¢ Clifford cebri
incelenecektir.

Clifford cebirleri lineer uzayda kuadratik (metrik) formla belirlenen

geometrilerin cebridir. g(X) kuadratik formuna sahip n-boyutlu vektér uzayinin
Clifford cebri — g()?) karekokii ile temsil edilir. Vektor uzayr Clifford cebrinin n-

boyutlu alt uzayidir. Clifford uzayinda ( tiim k dereceli elemanlarin lineer toplami

n-1
iceren uzayda ) bir vektor x—>)*(=Z:x|eI ile tanimlanir. x* =-g(X) yani
1=0

n-1 2
(Z X,el] = Z:giniXj ile Clifford cebrinin e; bazlarmin temel 6zellikleri olusur:
1=0 i,j=0

{ei,ej}z ee; +ee; =—29;;
g;; diagonal ve g;; =+1 olsun. O zaman,

ee; =—€;¢ 1# ]

e’ =+1.
Bu 6zellige uyan Clifford cebrine CI(g) evrensel Clifford cebri denir. Evrensel
Clifford cebri 2" boyuta sahiptir.

n-boyutlu R"™ sanki Euclidean uzayinda | tane art1 ve m tane eksi isarete

sahip metrigin olusturdugu Clifford cebrine, sanki Euclidean wuzaymin Clifford

cebri denir ve ClI(Im) ya da Cl,,, ile gosterilir. Euclidean uzaym Clifford
cebirleri igin de 6zel notasyonlar vardir: Cl(n)=Cl(n,0) ve CI,(n)=CI(0,n).
Sanki Euclidean uzayin Clifford cebrinin komplekslestirimi CI(n,C )

kompleks Clifford cebridir. Bu cebirde baz elemanlar i kompleks birimi ile
carpilarak olusturulur. Matematiksel ifade ile e baz elemanlar1 iex ile yer

degistirir [74].
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3.1. Clifford Cebri olarak Kompleks ve Hiperbolik Sayilar

R ve R bir boyutlu kuadratik uzaylar icin Clifford cebirleri
diisliniilebilir. Bu uzaylarin eleman1 z =xe durumunda bir tek baz elemana gore

ifade edilebilir. Kuadratik form o zaman

22" =—x%?
olarak hesaplanir. Kuadratik uzaym isareti (1,0) ise, yukaridaki ifadeye gore baz
elemanimin karesi e” =1’dir. Bu baz eleman e= j hiperbolik birimi olarak da
gosterilir. Kuadratik uzayn isareti (0,1) ise, baz elemanin karesi e =—1’dir. Bu

baz eleman e=i kompleks birimi olarak gosterilir. Her iki durumda iki farkli

cebir eleman1 vardir. ki cebir de 2"=2 boyuta sahiptir ve evrensel Clifford
cebirleridir. R®" uzaymin Clifford cebri C kompleks sayilari ile temsil edilir.
R kuadratik uzayin Clifford uzay temsili reel sayr alani iizerindeki J .
hiperbolik sayilarla temsil edilir. R reel sayilar, R**i¢in 2""=1 boyutlu evrensel
olmayan Clifford cebridir.

H , hiperbolik sayilar ve C kompleks sayillar R* ve R%® kuadratik

uzaylariyla 2"* =1boyutlu evrensel olmayan Clifford cebirleri olarak da
diisiiniilebilir. Hiperbolik sayilar kompleks sayilara benzer sekilde
Z=X+Jy X,yeR

olarak temsil edilir [31].
3.2. Euclidean Uzayin Clifford Cebirleri

3.2.1. Euclidean diizleminin Clifford cebri

R? reel Euclidean vektdr uzaymin ortonormal vektdr bazlari {el,ez}

olarak diisiiniilsiin. R? reel Euclidean vektor uzaymn Clifford cebri Cl; ile

gosterilsin. Cl, Clifford cebri i¢in birim bazlar;

{1’el’e27612}

seklindedir.
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Baz vektorlerin geometrik ¢arpimu;
e, =—€;€ i # J igin i,j=12 (3.1)
el =1 i=12 (3.2)
bagmtisina uyar. Burada baz elemanlarin birlesim ve degisimli olmama
ozelliginden (e, )" =—1"dir.

Geometrik cebrin genel elemanlarina g¢okluvektdr denir. Cly’de

cokluvektor
M= ZaAeA =a, +oe +a,e, + a8,
A
L (3.3)
=a,+M +M

N

Burada, a, skaler, M =ae, +a,e, vektsr ve M =a,e,, iki-vektdriin lineer
toplamidir.

Cl; Clifford cebrinin baz elemanlarinin geometrik ¢arpim tablosu asagida

verilmektedir:

Tablo 3.1. Cl, Clifford cebrinin baz elemanlarinin geometrik ¢arpim tablosu(*)

1 e € €12
1 1 e €2 €12
€ €1 1 €12 €,
€, e, -€17 1 -€;
€12 €12 -€2 e; 1

3.2.2. Dik izdiisiim

R? reel Euclidean vektdér uzaymmda & ve b iki vektdriin geometrik

carpimi

(")iki baz elemam garparken birinci eleman ilk satirdan, ikinci eleman ilk siitundan alinacaktir.
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db=a-b+anb
ile verilmisti. R® nokta ¢arpimin sonucu bir skaler, dis carpimin sonucu da bir
iki-vektor icerir. Ayni sekilde ab=a-b+anb de skaler ve iki-vektdr kismlarini
igerir.
iki vektor ¢ 0<¢<180° agisi ile birbirinden ayri ise, &’mn b yoniindeki

bilesenine paralel bilesen denir ve d, ile gosterilir ve &, paralel bilesen, & nin

‘ET‘ birim vektoriiyle skaler ¢carpimi ile bulunur:
a,=|d cos¢g = |§|‘5‘ cos(,zﬁﬁl2 5 =
d b
Boylece, ¢ . b
3, =(ab)>
o] (3.4)
—(a-b)p
oldugu aciktir.
a diizlemde tanimlanan vektor olduguna gore dik bileseni de vardir. &,
dik bileseni;

4, =da-a,=a—(abp" 5

~(@-abp =(anb)p"

ifadesiyle bulunur [63, 68].

3.3. Kuaterniyonlar

Bir g kuaterniyonu,
q:qo"'chi"'% j+q3k (3-6)

seklinde tanimlanir. Burada q,, q;, q,, g, reel sayilardir ve i, J, K ise,
i=j=k’=ijk=-1 (3.7)
ki=—ik=]j (3.8)

ij=—ji =k jk =—Kj=i
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kurallarina uyan birbirine dik kompleks birimlerdir. Béylece bir q kuaterniyonu
{1, i ], k} imajiner baz eclemanlariyla 4-boyutlu reel vektor uzaymi olusturur.
i, J, k birimleri 3-boyutlu vektor uzaymnin baz birim vektorleri olarak alinabilir.
Boylelikle q kuaterniyonu bir skaler ve bir vektoriin lineer birlesimi olarak

diisiiniilebilir. Eger g kuaterniyonunun g, € R skaler ve q,,q,,q, e R* vektorel

kisimlarini sirasiyla <q>0 ve <q>l ile gosterirsek

<q>o =
(@), = i+q, j+ 0, k
Buna gore g kuaterniyonu;
q=(a), +{a), (3.9)

ile ifade edilir.
3.3.1. Kuaterniyonun ¢arpimi

Py, U, €R ve P, GeR® olmak iizere p ve q kuaterniyonlarmin garpimi

pq =(po + PNdo +G)= Poly — B~ G+ Podi+ 0o P+ Px T (3.10)

[

seklinde tanimlanir. Burada ‘.” ve ‘x’ {li¢- boyutlu uzayda sirasiyla skaler ve
vektorel carpimi  gostermektedir. P=p, i+ p,j+ p;k ve G=0q,i+0,j+g;k
seklinde iki vektoriin ¢arpimi;

PG=—p-4+pxq (3.11)
seklinde bir skaler ve bir vektoriin toplanudir. p ve GeXR® iki vektoriin
kuaterniyon ¢arpimlarinin skaler ve vektorel kisimlari

p-d=—{pa),. pxd=(pd),

tanimlanabilir. Ayn1 zamanda, bu ¢arpimin, skaler kismi

p~G=—§(ﬁG+ﬁf>) (3.12)
ve vektorel kismi

I I

pxq= E(pq —dp) (3.13)
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kuaterniyon ¢arpimiyla iligkilendirilebilir [68, 80].
3.4. Kompleks kuaterniyon

qve q € H veikompleks birim olmak iizere kompleks kuaterniyon;
Q=qg+iq’
= (o + 0, i+, j+ 0; k) +i(0g + o7 i+ q, j+ a3 k)
= (g, +ia})+ (g, +iq})i+ (a, +iay ) j+ (a; +ig} )k
= (q, +iqp, G +id)

(3.14)

olarak tanimlanip

Q=[a,q]
=[QO’Q1’Q2'Q3]

ile temsil edilir. Q,,Q,,Q,,Q, kompleks sayilardir. Burada i kompleks birimi
i?=(ijk)’ =-1 (3.15)
seklinde de verilir. Kompleks kuaterniyonun skaler ve vektor kismi;
Sq =Q,
Vo =Q,i1+Q, j+Q;k
ile verilir. Boylece Q kompleks kuaterniyonu skaler ve vektor kisimlarin toplami

olarak
Q=S5,+V, (3.16)
seklinde ifade edilir [79].

3.5. Euclidean Uzaymnin Clifford Cebri

R?® Euclidean uzay1 €,,€,,¢€, ii¢ ortonornal vektdr bazlara sahiptir. R*

iizerinden tamimlanan Cls Clifford cebri, 3-boyutlu bu uzayda 2°=8 adet birim

baza sahiptir:
{1’ e1' eZ ! eS' elZ ! e31’ eZB’ elZS}
Burada 1(0-dereceli) reel skaler birim elemandir, e, e,, e, (1-dereceli) R*

vektor bazlarndir, e, =ee,, €, =€, Ve e, =e,e, iki-vektdr bazlardir ve
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e, =€e,e; =i Cls’deki en biiyiik dereceli birim eleman yani sanki skaleri

tanimlar.
Cly’de k-dereceli elemanlarin lineer toplami olan herhangi bir M

cokluvektorii

M= ZaAeA =, + o +a,e, + a8, + a8, (317)
A .
T 031€51 + Ap3€55 + 556,53

olarak tanimlanabilir. Burada «, reel sayilardir. e, =i, Cls’deki diger tiim
elemanlarla degisimlidir ve i’ = —1 degerine sahiptir. <M >k, M c¢okluvektoriin k-

vektor kismini tanimlasin. Buna gore esitlik (3.14)

M=(M) +(M) +(M), +(M) (3.18)

0 2 3
olarakta ifade edilebilir. Cl3’de kompleks eslenige benzer ii¢ involiisyon

(involution) tanimlanmaktadir.

M =(M) —(M
(M), = (M), uzaysal (kompleks) eslenik (3.19)

+HM),~(M),
M=(M)_ +(M) —(M) —(M)_ ters, (3.20)
M=(M) —(M) —(M), +(M), Clifford eslenik. (3.21)
Ayrica Clifford eslenik islemi;
M =M’ (3.22)

seklinde diger iki eslenik isleminin birlesimi olarak yazilabilmektedir.
M cokluvektoriiniin normunun karesi ¢okluvektor ile c¢okluvektoriin

tersinin i¢ carpimi ile bulunur:

M = (MMm) (3.23)
Béylece cokluvektdriin norm karesi

M = 2.

olarak da ifade edilebilir.
Bir M k-vektori ile i birim sanki skalerin iM ¢arpimina M’nin duali denir.
Cls’de bir iki-vektorin duali vektordir ve vektoriin duali iki-vektordiir. Cls’deki

bu 6zellikle iki vektoriin vektorel carpimi;
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(o]

dxb =id A (3.24)

b
olarak tanimlanir. Ayrica bu ifade

axb=ianb=-a-(ib)=(ib)a (3.25)

Tablo 3.2. Cl; Clifford cebrinin baz elemanlarinin geometrik carpim tablosu(")

1 €1 €2 €3 €12 €31 €23 €123
1 1 €1 €2 €3 €12 €31 €23 €123
€1 €1 1 €12 -€31 €2 -€3 €123 €23
€2 €2 -€12 1 €23 €1 €123 €3 €31
€3 €3 €31 -€23 1 €123 €1 -€; €12
€12 €12 -€; €1 €123 -1 €23 -€31 €3
€31 €31 €3 €123 -6, -€23 -1 €12 -€;
€23 €23 €123 -€3 €2 €31 €12 -1 €1
€123 €123 €23 €31 €12 -€3 -€; €1 -1

seklinde genisletilebilir. Clz Clifford cebrinin baz elemanlarinin geometrik

carpimi Tablo 3.2°de verilmektedir [1, 62].

3.5.1. Cl; : Kuaterniyon

Iki ¢ift elemanin ¢arpimi bir ¢ift eleman olusturur ise, ¢ift elemanlarn bir
alt uzay meydana getirebilecekleri anlamina gelir. Bu durunda alt cebrin bazlar1 1
ve ¢;; dir. Bu alt cebrin geometrik ¢arpim tablosu Tablo 3.3’te gosterilmektedir.
Bu ¢arpim tablosundaki iki-vektorler kuaterniyon birimleriyle yer degistirir, yani
€, >1, €5 — ], e, >k alindiginda tablo ayn1 6zelligini korur. Daha dnce

Euclidean diizlemin Clifford cebrinin ve simdide farkli bir Clifford cebrinin

kuaterniyon cebrine izomorf oldugunu gérmekteyiz.
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Tablo 3.3. Cl, Clifford cebrinin geometrik ¢arpim tablosu(")

1 e, €31 €23

1 1 e €31 €2
e e -1 €23 €13
€31 €31 -€23 1 €12
€23 €23 €31 -1 -1

3.5.2. Kompleks alt cebirler

1, e,,; baz elemanlarinin olusturdugu cebir, kompleks cebre izomorftur.

Clifford carpiminda 2-vektoriin herbiri i kompleks birimi gibi davranir. 3-vektor
diger baz elemanlarin herbiri ile degisimlidir.
Boylelikle Cl; Clifford cebri, kompleks cebir ve kuaterniyon cebrinin

toplamudir.
3.5.3. Cl3:Kompleks kuaterniyonun Clifford cebri

Bu cebirdeki bir eleman iki kuaterniyonun kompleks toplami olarak
olusturulabilir. Soyle ki cebrin bir elemant;
M=a+be, +ce, +de, +ee, A€, +

fe,ne +0e, ne;+he Ae, A,

olarak verilir. Toplamdaki terimler yeniden diizenlenirse;
M=(a+be, +ce,+ee ne,)+(d+ fe +ge, +he ne,)ne,
verir. Bu toplama, iki kuaterniyonun kompleks toplami olarak bakilabilir [73]:
0, =a+be +ce, +ee, ne,=(a+be)+(c+ee)ne,
q,=d+ fe +ge,+he, ne,=(d+ fe)+(g+he)ne,

M=0q,+q,ne, (3.26)
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3.6. 4-Boyutlu Uzayin Clifford Cebirleri

4-boyutlu uzay

{1’ el ! e2 ! e3 ' e4 ! e12 ' el3 ! e14 ' e23 ! e24 7e34 78123 ' e124 ! e134 ! e234 ! e1234}

olmak tizere 16 tane birim baz elemana sahiptir.

3.6.2. Clg 4:Bikompleks kuaterniyonun Clifford cebri

Clos Clifford cebrinde orthogonal baz elemanlarin skaler g¢arpimlari

e, -e, =—1’dir. Bu durumda, bu cebirdeki vektdr ve iki-vektor elemanlar Clifford

carpimi altinda kompleks birimi 6zelligi gosterirler. Bu cebrin genel elemanini,

kompleks ve kuaterniyon toplami ya da kompleks kuaterniyon olarak

yapilandirmay1 miimkiin kilar.
M=a-+ae, +a,e, +a,e, +a,e, +a.e, A€,
+a,e, A€, +3,6, AE, +3,€, A, +AyE, AE,
+a,)85 A€, +8,,6, A€, AC, +3,E, AE, AE,
+a,,6, A€, AC, +3,6, A€, AL, +3, .6 AE, AB AL,

Bu ifade z, =a; +a,e, seklindeki sayilarm toplamu olarak ifade edilebilir:
M=(a+ae )+(a, +ae, )re, +((ae, +age,)
+ (as + a1191)/\ €, )/\ €; + ((a4 + a7('31)+ (ag + aiZel)/\ ez)
+ ((alO + a13e1)+ (a14 + alSel)/\ €, )/\ €;

Bu say1 z; sayisina gore;
M=z, +2, A, +(2,+2, n€, )8,
+(25+2, Ay +(z, + 2, A€, ) AR, AR,

olarak yazilabilir. Yine bu elemanlarmn herbiri Q=12 +z;e, Kkuaterniyon

elemanlar1 olusturacagindan Clifford elemani kuaterniyon toplami olarak ifade

edilebilir;
M=Q, +Q, re, +(Q, +Q, re,)re,
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Sonugta, Q=Q; +Q; Ae; kompleks kuaterniyon oldugundan Clifford

eleman1 iki kompleks kuaterniyonun toplami seklinde ifade edilebilir [73].

M=Q+Qne,. (3.27)
3.7. Sanki (Pseudo) Euclidean Uzayn Clifford Cebirleri

Sanki Euclidean uzay, vektorlerin kendileriyle skaler ¢arpimlarinin pozitif

olmasi gerekmedigi uzay olarak tanimlanir. Diger bir degisle;

(6.6 )==%1 k=1,2,3,...n (3.28)
(e..€;)=0 j=k (3.29)
Ozelligine sahip sanki uzay i¢in {el,e2 e en} ortonormal bazlardan olusur.

Sanki Euclidean uzaya 6rnek Minkowski uzay1 verilebilir. Sanki uzaylarin

en onemli 6zelligi 77;, isaret matrisidir, burada;

7y =(e.€;) (3.30)
dir. Esitlik (3.28) ve (3.29)’den anlasilacag: gibi, 77, kdsegen elemanlar1 +1 olan

kosegen matristir. Ornegin Minkowski uzay: icin segilen ortonormal bazlarm
diizeninde, isaret matrisinin kosegen elemanlarindan biri +1 ve diger licii —1
olacak bi¢cimde diizenlenir.

Sanki Euclidean uzay i¢in Clifford cebri Euclidean uzayda da
yapilabilecegi gibi Dirac matrisleriyle de olusturulabilir. Dirac matrisleriyle
olusturulan Clifford cebrinde elemanlar su 6zelliklere sahiptir:

Vit T 07y =2m) (3.31)

n tane Dirac matrisinin olasi carpimlari alinarak 2" sayida lineer bagimsiz
matris olusturulabilir.

Sanki Euclidean uzayin n-boyutlu ortonormal Dirac matrislerini
yapilandirmak i¢in, Euclidean uzayin n-boyutlu ortonormal Dirac matrislerinin alt
uzaylar secilir ve bu alt uzaylarin elemanlar birbirleri ile ¢arpilir.

Bu halde iki yorum yapilir. Baz1 matematikgi ve fizikgiler;

7;j7;k+7;k77j:_277jk| (3.32)
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uyumunu kullanirken, bazi fizik¢iler Minkowski uzay1 i¢in ters metrik kullanirlar.

Baska bir degisle; (+,—,—,—) yerine (—,+,+,+) isareti kullanilir.
3.7.1. Reel Euclidean ve sanki Euclidean uzaylarin Dirac matrisleri

n-boyutlu reel Euclidean ve sanki Euclidean uzaylarda, herhangi bir durum

vektorii ortonormal Dirac matrislerinin lineer birlesimi olarak temsil edilebilir:
s=y, Xx“ (3.33)

Burada Einstein toplam anlagmasi vardir. Yani yukaridaki ifade daha agik halde;

olarak ifade edilir.
{ul,uz,...,u”} verilen koordinat sistemi i¢in, n-lineer bagimsiz Dirac

matris sistemi vardir. Buna Dirac matrislerinin koordinat sistemi denir. Burada

herhangi bir koordinat;

os . [oxf
v, = a=7ﬁ( J (3.34)

ou ou”

seklinde verilir. Koordinat sistemini gostermek i¢in Yunan indisleri kullanilir ve
kep isareti kaldirilir. Sistem koordinat sistemi gerektirmiyorsa, Latin indisleri

kullanilir. Bu durumda, ortonormal Dirac matrisleri iizerine kep isareti konulur.
3.7.2. Metrik tensor ve vektorlerin skaler ¢carpimi

a vektort Dirac matrisleriyle;
a=Aly, (3.35)
seklinde ifade edilir. @ ve b iki vektdriin skaler carpimini <55> seklinde

tanimlayalim. ab +ba sifir vektor oldugundan, <56>I ‘nin katsayisi ile

%(*6+Ba’)=<a’,6>| = (b,a)! (3.36)
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olarak tamimlanir. Iki simetrik matris, iki adet vektoriin skaler carpimi taniminda
olusturulur. Boliim 3.7’de tanimlanan isaret matrisi ortonormal bazlarla asagidaki
gibi iligkilendirilirler:

njk:nkj:<7’/\j7;k>' (3.37)
Ikinci simetrik d,; Matris metrik tensor olarak bilinir. Bu matris Dirac
matrislerinin verilen koordinat sisteminin bazlarindan olusur:

Oup = 9pe = (V) (3.38)

Euclidean ve sanki Euclidean uzaylarda, isaret matrisinden koordinat

sistemli Dirac matrisine doniisiim kolaydir. Ozellikle,

. [ ox!
=7 3.39
Ve 7,( 6u“j (3.39)

oldugundan, esitlik (3.38),

A A ox) ) ox
Qs = (7}, 7 >(6u—a](au—ﬂ} (3.40)
ya da
ox! ox*

= 3.41
gaﬁ' an aua auﬂ ( )

seklinde ifade edilebilir.

g, matrisin tersi g” ile temsil edilir. g,, alt indislere gore simetrik
oldugundan, ters matrisde iist indislere gore simetriktir. Matematiksel ifade ile
g” =g”* olarak yazabiliriz.

Ters matris verilen bir noktada teget vektor uzaylar i¢in biortogonal bazlar

olusturmakta kullanilir. Bu bazlar alt indislerle gosterilir ve
y” =g“ﬂyﬂ a=12,...n (3.42)
bagmtisiyla tanimlanir. Dikkat edilmelidir ki <7/" Y ﬂ> =g* < ViV g >g“’7 g,; yada
(r*.75)=5; (3.43)
seklinde verilmektedir.

Clifford cebrinde verilen koordinat sistemi i¢in aynmi vektorii temsil

etmenin iki yolu vardir:
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a=A"y, =Ay". (3.44)

7y’ =9”y, bagintisindan, A* =g*? A, yazilr.

3.7.3. p-Vektorler icin dis carpim ve Clifford sayilari icin skaler carpim

Euclidean uzayda daha once k-vektorlerin ortonormal bazlarla nasil
olusturuldugunu Boliim 2°de gdsterilmisti. Simdi benzer sekilde ortonormal Dirac
matrisleri ile p-vektorlerin olusturuldugu gosterilecektir.

p farkli ortonormal Dirac matrislerinin ¢arpimi ya da carpimlarinin lineer
birlesimine p-vektor denir. Omegin 7,,7,,7,bazlar ortonormal olsun. a veb
vektorleri,

d=A'p, + A%, + AP, ve b=B'p, +B*}, +B%, (3.45)

seklinde verilir ise;
ab =(A'B' + A2B + A°B%)l +(A%B® + A*B2 ), 7,
=(A°B + A'B* )7, + (A'B? + A’BI .7, (349

sonucunu verir. Bu sonug iki vektoriin ¢arpiminin 0-vektor yani skaler ve iki-
vektoriin lineer birlesimidir.
Farkli p-vektér uzaylarin direkt toplamlart alinarak tiim Clifford

sayisini(gokluvektor) vektor uzayina ulasilir. Bu uzayin boyutu;

z(nj =Z{nJ1f’1“-p —(+1) =2 (3.47)

p \P) H\P
ile verilir[66].

3.7.4. Cly 3 Uzay zaman cebri

Cly 3 Clifford cebri Minkowski uzay zamani tanimlar. Bu cebre Dirac cebri

de denir. 4-boyutlu bu uzayda ortonormal bazlar1 Dirac matrisleri olusturur. y, ve
yi 1=123 secilir. y, (y=0,1,2,3) bilinen Dirac matrisleri ile ayni ¢arpim
kuralina uyar. y,’ler uzaymms: vektorlerdir. y, zamanimsi vektor olup pozitif

kareye sahiptir.
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2

7e =1, yi=-1 Y. 7,=0, u#v (3.48)

ya da kisaca;

1
Yu'Vo= 5(7*‘7“ VoV u )= 9w (3.49)

ile verilir. Clys Clifford cebri 2°=16 boyutlu bir cebirdir. Bu uzaymn matris

elemanlarinda iki-vektorler;

1

Vi =YVu V0 =§(7ﬂn —nn) (3.50)
ti¢ vektorler;

Yo =Vu NVo NVo (3.51)

dort vektorler yani sanki skaler;

1
V=TT N N Y, (3.52)

olarak tanimlanabilir.
Cly3’de herhangi bir eleman skaler, vektor, iki-vektor, {lig-vektor, sanki

skalerin toplam1 olarak yazilabilir:

M=<M>o+<M>1+<M>2+<M>3+<M>4 (3'53)

Bu cebirde tanimli ii¢ involiisyon (involution) verilmektedir:

M*:<M>o_<M>1+<M>2_<M>3+<M>4 (3.54)
|r/|=<M>o+<M>1_<M>2_<M>3+<M>4 (3.55)
MZ<M>0_<M>1_<M>2+<M>3+<M>4 (3.56)

M ve N iki ¢oklu vektoriin geometrik ¢arpimlart i¢in yukarida tanimlanan

involiisyon islemleri;

(MN)" = N"M’ (3.57)
MN=NM (3.58)
MN = MN (3.59)

seklinde tanimlanir.

Bu cebirde geometrik hesaplamalar i¢in gradyent islemcisi;

0
657}45757”8# (360)

i
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ifadesiyle tanimlanir [1, 25].
3.8. Kompleks Clifford Cebri
3.8.1. Dirac cebri

Dirac cebri, n metrik se¢imine bagl olarak CI(3,1) ya da CI(1,3)’iin
komplekslestirimi ile olusturulur. Sirasiyla D(3,1) ve D(1,3) ile temsil edilir.

CI(3,1) ve CI(1,3) Clifford cebirlerinin komplekslestirimi €, > ie, doniisiimiine
uyar. Tiim Dirac cebri;

e, 1€, €., 1€, e,,ie,,e;,,ie,
vektorleri ile tiiretilen reel Clifford cebri olarak diisiiniilebilir. 77 Se¢imine bagl
olarak tiim Dirac cebri D(4) ile temsil edilir. Boylece vektor uzaylarin direkt
toplam1 benzer olarak;

D(4)=CI(1,3)® CI(1,3)
seklinde ifade edilir. =1 ise CI(3,1); D(3,1)’in reel kismidir ve CI(1,3);
D(1,3)’tin imajiner kismidir. 7=-1 oldugunda ise CI(3,1); D(3,1)’in imajiner
kismi ve CI(1,3); D(1,3)’lin reel kismin1 olusturur.

D(4) Dirac cebri asagida belirtilen bazlari igerir:
1’ eO ' el’ e2’ e3’ eOl’ e02 ! e03’ eZ3 ! eSl’ elZ ! e123 ! e023’ e031’ eOlZ’ e0123
D(4)’de herhangi bir eleman,

M=(M), +(M), +(M), +(M), +(M),

ile verilebilir. M elemaninin tersi M ile gosterilir ve

|\~/I=<M>o+<M>1_<M>2_<M> +<M>

3 4
seklinde tanimlanir.

D(4) Dirac cebri 16-boyutlu kompleks Clifford cebridir [42].
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3.9. Boliintiilii(Split) Cebirler

Uzay zaman geometrisi ¢ok farkli cebirlerle tanimlanabilir. Bu
geometrinin tanimi, reel say1 alani lizerinden birim elemana sahip normlanmig
cebirlerle verilir. Normlanmis cebirlerin fiziksel uygulamalarinda negatif kareye
sahip elemanlar kullanilir. Bu durumda cebrin normu pozitif tanimlidir. Pozitif
kareye sahip elemanlarla negatif kareye sahip elemanlarin olusturdugu cebire ise
béliintiilii cebirler denir. Boliintiili cebirler; birlesimli ve birlesimli olmayan
olarak ikiye ayrilabilir. Birlesimli boliintiili cebirlere sanki Euclidean uzayin
Clifford cebirleri ve bu Clifford cebrilerin alt cebri olan boliintiilii kuaterniyonlar
ornek verilebilir. Birlesimli olmayan boliintiilii cebre; kompleks oktonyonlar,
komplekslestirilmis oktonyonlar, bdliintiilii oktonyonlar, sedeniyonlar 06rnek
olusturur. Alt boliimde, sedeniyonlarin alt cebri olan hiperbolik oktonyon cebri

ayrica incelenecektir [11-15,19,20].
3.9.1. Hiperbolik Oktonyonlar

Bir hiperbolik oktonyon, sekiz boyutlu ve hiperkompleks sayidir. Bir O
hiperbolik oktonyonu,
O=a,+ae +a,e, +ae, +a,&,+a,&+a,&+a,s, (3.61)

seklinde tanimlanir (852, =g, =g =1). Hiperbolik oktonyonlarin bazlar1 arasindaki

carpim kurali Tablo 3.4’°te verilmistir.

O hiperbolik oktonyonun eslenegi ise;

O=a,—ae, —ae,—a,e,—a,&,—a;&,—a, &,—a, &, (3.62)
olarak tanimlanir. Béylece O hiperbolik oktonyonun normu igin,

|O=00=a] -a/ ~&; ~a; —a; —a —a& —a (3.63)
ifadesi elde edilir. Bu norm R** sanki Euclidean uzayda tamimli normdur.
Hiperbolik oktonyon normu izotropiktir. O hiperbolik oktonyonun normu sifir

olabilir, yani N(O)z 0. Eger O hiperbolik oktonyon sifir olmayan norma sahip
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ise N(O)¢ 0, O hiperbolik oktonyonun tersi vardir. O hiperbolik oktonyonun
tersi O™ ile gosterilir ve

-1

(@]
) (3.64)

seklinde tanimlanir.

Tablo 3.4. Hiperbolik oktonyonlarin baz ¢arpimlari(’)

€1 e, €3 £ g5 £ &
e, -1 €3 -8y € € -g7 €
e, -e3 -1 e € € € -g5
€3 e, -e; -1 € -Eg & €
€ -&5 -E -€7 1 e e, e;
& -€4 -&7 € -1 1 e; -
& € -€4 -€5 -€5 -e3 1 e
€ -gg €5 -€4 -€3 e, -8 1

Yukaridaki tablodan da, yer alan baz carpimlarini géz Oniine alirsak,

hiperbolik oktonyonlar;

AB=-BA, A,B=e g8, i=1,2,3 (3.65)
kosulunu saglar yani degisimli degildirler ve

(€ne)e, =2, (e,2,) m=n=p (3.66)

oldugu durumlarda birlesimli de degildir [13,14].
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4. CLIFFORD FOURIER DONUSUMU

Matematiksel fizikte karsilasilan adi ya da kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde, baz1 belirli integrallerin hesabinda, serilerin toplaminda
olduk¢a 6nemli bir ara¢ olan integral doniistimleri kullanilir. Bu boliimde integral
dontisiimlerinden biri olan Fourier dontisiimii sunulacaktir. Bunun sonrasinda, Cls

Clifford cebrinde bu dontisiimiin 6zellikleri verilecektir.

4.1. 'R’de Fourier Doniisiimii

f e L(R) integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, f ’nin Fourier
dontisiimii,

FUf ()= f(x)e"dx, (4.1)

seklinde tanimlanan F{f}:R —C kompleks fonksiyonudur. Burada i*=-1

kompleks birimdir.

F{f }(e) kompleks fonksiyonu ise;
F{f ()= Alw)+iB(w)=C(w)e"") (4.2)
seklinde yazilabilir. Bu ifadede; C(w)’ya, f(t) nin Fourier spektrumu, C?(w);
f (t) nin enerji spektrumu, @(ew)’ya ise f(t)’nin faz agis1 denir.

F{f}@)e 2(R) ve f e L*(R) ise, fnin ters Fourier déniisiimii;
FIF @)= 100=3 [F{T ek do @3)

ile verilir. Tablo 4.1’de Fourier doniistimiiniin baz1 6zelliklerini verilmektedir.
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Tablo 4.1. Fourier doniigiimlerinin 6zellikleri [62]

Ozellik Fonksiyon Fourier Doniisiimii
Lineerlik af ()+ A3(%) oF | f }()+ BFig (o)
Oteleme f(x-a) e F{f }(w)

Yon " f(x) F{ f {oo— )
Olgeklendirme f (aX) ﬁ':{ f }(gj
Konvoliisyon (f*g)x) F{ f }(o)Flg (@)
Tiirev f (n)(X) (i a))n F{ f }(CO)
Parseval Teoremi J.| f(x)|2dx = j| Fif }(‘U)rdw

4.2. Cls’de Clifford Fourier Doniisiimii

f(X); f:R*—Cl, cokluvektor degerli fonksiyon olsun. Burada X vektor
degiskendir. Esitlik (3.17)’den yararlanarak f()?);
f()?): zfA(i)eA =1, (X)+f1()?)el +1 (i)ez +f3(i)es
A

+ f12 (X)e12 + f31 (X)e31 + f23 (X)GZS + f123 (2)9123

seklinde bilesenleriyle ifade edilebilir. f, sekiz reel degerli fonksiyondur. Yine,

(4.4)

esitlik (4.4)’1 Boliim 3.5 ve Tablo 3.2°den yararlanarak;
(%)= [f (%) + s (%)is ]+ [£, (R)e, + £ (X)ic Je,
+ [fz (X)ez + f31()Q()i3]ez + [fs (X)es +1) (X)is ]63
seklinde de yazilabilir. Bu ifade, esitlik (4.4)’e dort kompleks fonksiyon toplami

(4.5)

olarak da bakilabilecegini gostermektedir. Boylece, Cls’teki f c¢okluvektor
fonksiyonlarin Fourier doniisiimii olarak diisiiniilebilir. Bu doniisiimlere Clifford

Fourier doniistimii denilecektir.

f(X)’in Clifford Fourier d6niisiimi;

Fifj@)= [f(x)e™*d°x (4.6)
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ile verilen F{f}:R*®—Cl, fonksiyondur. Burada R*in e,, e,, e, baz
vektorlerine gore @ =we, +w,8, +we; Ve X=XE€ +X,&,+X,e; seklinde

tanimlanmaktadir. d*x ifadesi ise agik sekilde;
4.7

43 — dxX; A dX, A dX,

I3
ile verilir. Esitlik (3.24) ve (3.25)’den yararlanarak;
—i2[dX, A dX, A dX, ]

4% = dX, AdX, AdX,
|3 |3

_ -y, .(i?diz Ad%s) _ (6%, - (d%, x %, )]

I3

olarak bulunur. Esitlik (4.7), gorildiigi gibi skaler degerlidir (dx, =dx.e,,
k=123 toplam anlagsmasi yoktur). i3 Cl3’lin tim elemanlariyla degisimli
oldugundan, e *** Clifford Fourier kernel Cl’iin tiim elemanlariyla degisimlidir.

fel?(R?.Cl,), [|f"d*x < oo olmak kosuluyla F{f} Clifford Fourier
R3

doniistimiiniin tersi bulunabilir. Clifford Fourier doniisiimiiniin tersi,

PR @)= (0= [Fiffak %

(27) &

(4.8)

ile hesaplanir.
Bu islemimiz, esitlik (4.8)’e, esitlik (4.6) yerlestirerek kolayca asagidaki

gibi ispatlanabilir:

(272') R3
1 S o
— f(y) el3(x—y)wd3 d3y
7'!-3 (272')3 ’}.L
= [f(F)o(x-y)d®y
R3

Esitlik (4.8)’e, Clifford Fourier integral teoremi denir. Bu ifade orijinal f

fonksiyonuna geri nasil doniilecegini tanimlamaktadir.



4.3. Clifford Fourier Doniisiimiiniin Temel Ozellikleri

Bu boliimde Clifford Fourier doniisiimiiniin bazi 6nemli oOzellikleri

ozetlenecektir. Ozelliklerin cogu degisken degisimiyle saglanabilir.
4.3.1. Lineerlik

f(X) £,(X) eCl,ve ave peR sabitleri igin £(X)= af,(X)+ Sf,(X)ise,

Fiffo)= oF{f (o) + AF{f, (o)
(4.9)

Clifford Fourier dontisiimleri lineer dontistimlerdir.
4.3.2. Oteleme (Delay) ozelligi

f(X)’in argiimeni a sabit vektdriiyle denklesiyor yani f,(X)=f(X —a) ise,
f(X)’in Clifford Fourier doniisiimii;
Fif, (@)= F{f|(®) (4.10)
ile verilecektir.
Bu ifadeye su sekilde ulasilir: Esitlik (4.6)’da, f()?) yerine {; (7()
fonksiyonu yerlestirilince;

Fif, (@)= [f(x-a)e™*d*x (4.11)

elde edilir. Yukaridaki ifadede;
x-a=t
degisken doniisiimii gbz Oniine alinirsa,
d*x=d’
olacaktir. Boylece;
Fify J(@)= [f(E)e ™% d% (4.12)
3

seklinde yazilir. Burada, esitlik (4.6)’dan;

[t d*t=F{f}(a)
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olacagindan, esitlik (4.12);

Fif, (©)=e*Fi{f (&)
olarak yazilir. Bu esitlik (4.10) ifadesinin aynisidir. Yani, Clifford Fourier

dontistimii 6teleme 6zelligine sahiptir [62].
4.3.3. Olgeklendirme (Scaling) 6zelligi

a e R olmak iizere, f,(X)=f,(axX)’in Clifford Fourier déniisiimii su sekilde

bulunur. Esitlik (4.4)’te £(X)fonksiyonu yerine f,(X)fonksiyonu yazilirsa;

Fif, @)= [f(ax)e™*d’x (4.13)

R3

olur. Burada

—

axX =0

degisimi gerceklestirilirse, d°x = d’u olacagindan esitlik (4.13);
Fif, (5)=— jf(a)e‘“[aﬂ)dsu
a R?

seklini alir. Bu ifade Clifford Fourier doniisiimiiniin tanim1 yardimiyla;

FiL,})- %F{f}@ (4.14)

a a

biciminde yazilir. Bu Clifford Fourier doniisiimiiniin de dl¢geklendirme 6zelligine

sahip oldugu gosterir.

4.3.4. Yon (Shift) ozelligi

w, € R? ve f, =f(X)e">™ ise;

Fif, (@) =F{f}(@-a,) (4.15)
olmaktadir.

Esitlik (4.6) kullaninca ve onu basitlestirince,
P, )6)= [ (R d%
R3

- F{f}(c?) - C?’o)
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elde edilir. Bu yon 6zelligi e"*™ ile f()?) ¢okluvektor fonksiyonunun ¢arpimi

Clifford Fourier doniisiimiiniin yoniinii gosterir.
4.4. Tiirevlerin Clifford Fourier Doniisiimii

Clifford Fourier doniisiimiiniin tiirev Ozellikleri Tablo 4.1’deki skaler

Fourier doniisiimiiniin tiirev 6zelliklerine benzer sekildedir.
4.4.1. Vektor diferansiyel ve kismi tiirev alma

f (7() ’in vektor diferansiyelinin Clifford Fourier doniistimii;
Fla-Vi|(@)=i,a- oF{f)(®) (4.16)
dir. @ yoniindeki vektor diferansiyel esitlik (4.8) yardimiyla asagidaki sekilde

yazilir ve hesaplanir:

a-Vi(x)= j Fif}(@)e"**d°x

3

(a Ve'B”’X)d3x

(4.17)

3 |3wxd X

= F 1[|3a - GF{f}(o)]

Bu ifade, esitlik (4.16)’y1 dogrular. d=e, gbz oniine almmca f(X)’in kismi
tiirevi;

F{0,f}(&)=i,0 F{f{®), k=1,2,3.
olur. Benzer hesaplamalarla ikinci mertebe tiirevleri bulunabilir yani;

Fla-Vb - Vi|(e)=-4-ab - aF{f)a). (4.18)
d=e, ve b =e,icin, yukaridaki esitlik;

F{6,0,(®)=—w,oF{f}(®) k,l=1,2,3.

olacaktir.
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X bir vektor degisken ise, Xf(X)’in vektor diferansiyelinin Clifford Fourier
dontisimii su sekilde hesaplanir. Esitlik (4.6)’dan )?f()?)’in Clifford Fourier

dontigiimii asagidaki sekilde yazilir ve hesaplanir:
F{xf(X)}(@)= [%f(X)e ™ d*x
RS

= | xe™*f(x)d°x

Burada
¥, e =i, [V, (@ %) =—i, xe > (4.19)
olur.
Boylece, & - Xf(X)’in Clifford Fourier déniisiimii;
F{axf(x)}(o)= [a-xf(X)e *"*d’x
2

= [f(x)a-xe ™ d*x

= |f(X)i,d-V, e ™"*d*x (4.20)

olarak verilir. Bu ifade a =¢e, (k=1,2,3) igin;

F{x,[(3)}(@) =i, —— F{f}(®) (4.20)

o,

seklinde ya da daha genel olarak;

FIXE(X)H(@) =i,V Fif}(@)

olarak verilir.
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4.4.2. Vektor tiirev ve Laplace islemcisi

Vektor tiirevin Clifford Fourier doniistimii;
FVI (@) = i,0F{f)(®)

(4.22)
ve vektor tiirevin Laplace islemcisi
FIV[ (@)= —0’Fif}(®) (4.23)
dir.

Bu ifadeleri kanitlamak i¢in Bolim 2.9°dan yararlanilir. g()?) g%
@&-X)=a-é

k(x) @-X olmak iizere g(X)’in vektdr tiirevi esitlik (2.54) ve &-V/(

yardimuiyla;
a-Vg=a-ai,xe""" (4.24)
olarak hesaplanir. Esitlik (2.54) kullanilinca;
Vg=v,(a-vg)
=Vilaid (4.25)
=9, {@-a Ji, e
— |3a) el3(,!) X
elde edilir. Esitlik (4.25)’den yararlanarak'
'[F |3coxd X
Ve *F{f}(&)d*x
(Zﬂ e @) (4.26)
i, @ e F{f}(@)d>x
- oy uo e )
=Ffi,0 F{f}(@)]
(4.27)

bulunur. Boylece
F{Vf |(0)=i,0F{f }(o)
olacaktir. Esitlik (4.26)’ya bir kez daha F{Vf}(®)=i,@F{f}(®) vektor tirevi

uygulanmasiyla;
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—i,6F{Vf (@) (4.28)

elde edilir.
Bu ifade genellestirilerek, m. mertebeden cokluvektdr fonksiyonunun

tiirevinin Clifford Fourier doniisiimii i¢in;
FiV" f (@)= (i,0)"F{f}(@) meN (4.29)

yazilir.
4.5. Konvoliisyon

Sinyal islem uygulamalarinda Clifford Fourier doniisiimlerinin en énemli
ozelligi konvoliisyon teoremidir. Abelian olmayan geometrik carpim nedeniyle

asagidaki tanimlar gecerli olacaktir.
Clifford Fourier doniisimii tanimlanabilen f ve g cokluvektor degerli

fonksiyonlar olmak iizere, f ve g’nin konvoliisyonu f *g gosterilir ve

(fxg)(X jf (x-y)d%y (4.30)

ile tanimlanur.

f(x) ve g(X)’in konvolisyonunun Clifford Fourier déniisimii f(X)
ve g()? ) ’in Clifford Fourier doniisiimlerinin ¢arpimina esittir, yani;

Fif+g}(@)=Fif}(®)F{g)(®) (431)

dir.

Bu, su sekilde ispatlanabilir: F{f}(@) ve F{g}(®) sirasiyla f(X) veg(X)’in
Clifford Fourier doniisimii olmak iizere, esitlik (4.6) Clifford Fourier
doniisiimiinii yardimiyla ifadedeki f(X) gokluvektor fonksiyonu yerine esitlik

(4.30) yerlestirildiginde;

F{f+g)(@ j[jf g(x—y)d y} e % d3x

:j [ngy '3@‘Xd3x}d3y
2

(4.32)
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olur. Z=X-y vektorii seklinde tanimlanarak, bu ifade;

Fif+g}(®)= [ 1(y) [2(2) e‘i3["3‘(y+7)]d3z}d3y

= [1(y) [() 9"3‘”'20'32} e ”d%y (4.33)

- [15)e ™ ay Fle)(o)

olarak yeniden yazilabilir.
4.6. Plancherel ve Parseval Teoremleri

f(%), f,(X) €Cl,’de gokluvektsr fonksyonlar, F{f, }(®) ve F{f, (&)

fonksiyonlar1 da bu fonksiyonlarin Clifford Fourier doniisiimleri olmak, tersleri de

esitlik (3.20)’deki gibi srasiyla f,(%), f,(X), F{f,}(®) F{,}(&®) seklinde

~

tanimlanmak {izere, fl()_(') ve f, (7() carpimlarmin integrali;

[0 - g Ficiamicio) 30

seklinde tanimlanir. Bu ifadeye Plancherel teoremi denir. Burada;

<>"< x> jfx z (4.35)

hacim integralini ifade eder.
Teoremin dogrulugunu gostermek amaciyla esitlik (4.35)’in sol tarafindaki

ifade iisteki tanim ve esitlik (4.6) yardimiyla hesaplinca;
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bulunur. Esitlik (4.34) cokluvektdr degere sahiptir.

f,(X)="1,(X)=£(X) 6zel durumu igin, (gokluvektor) Parseval teoremi

<f<z>f&>> L<F{f}<a>F{f£}<a>> 439

seklinde yazilabilir. Bu teorem, esitlik (4.34)’tin her iki tarafinda k-dereceli

¢okluvektor igin,

<< fl(i)f(i)> > :ﬁ« F{fl}(c?))F{f2~}(c?))> > K=01,23(4.37)

seklinde ifade edilir. k=0 igin, esitlik (4.35) ve (3.23)’e gore, (skaler) Parseval

teoremi
[ = s JIFlf@)f o (438

seklinde tanimlanir. Bu ifadeye esitlik (4.2)’e benzerlikten dolay1 fl()?) ’in enerjisi

denir. Tablo 4.2°de, Clifford Fourier doniisiim 6zelliklerinin timii verilmektedir
[62].
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Tablo 4. 2. Clifford Fourier Déniisiimlerinin Ozellikleri [62]

Ozellik

Fourier Doniisiimii

Lineerlik
Oteleme

Yon

Olgeklendirme

Convolution

Vektor Diferansiyel

Tiirev

Plancherel Teorem

Parseval Teoremi

af(X)+pg(X)

aF{{}(@)+ pFigl(®)
¢ F{f}(5)
F{f{(@- )

IIIF o) d'o



5. GEOMETRIK CEBIR KULLANILARAK HAMILTON MEKANIiGININ
FORMULASYONU

Geometrik cebrin uygulama alanlarinda biri de klasik mekaniktir. Bu
boliimde, dinamik sistemleri ¢dzerken skaler biiyiikliiklerin kullanildigi ve
kuvvet vektoriiniin dogrudan yer almadigi analitik dinamik yontemlerden bir

olan Hamilton mekanigin formiilasyonu geometrik cebir ile verilecektir.
5.1. Faz Uzayinda Hamiltonyen Mekanigi

{ql,qz,..., qn} koordinatlariyla tanimlanan mekanik sistemler icin, n adet

ortonormal bazlarla

e =1fe, .ej}:%(eiej ree)=05,, ij=12..n  (5.1)

€ ijo

i j 2
olusan n-boyutlu R" reel vektor uzay:r olarak konfigiirasyon uzayi tamimlanir.

Sistemin durumu;
G=0q'e, (5.2)
vektorleri ile temsil edilebilir. Konfiglirasyon uzayinda tanimli vektorleri;
4G=G"-G+d'Aq
geometrik carpimi ile c¢arpilarak R" reel geometrik cebri olusturulur.

Koordinatlarla iligkilendirilen vektor tiirevi 0 esitlik (2.49)’e gore asagidaki gibi

verilir:
o .
0.=—=8', 5.3
=7 (5.3)
Burada e', R" uzayina dik baz elemanlardir.
Benzer sekilde, esitlik (5.1)’de oldugu gibi,
N A 1,__ _ _
€ eJ—E{ei-ej}:a(e,eﬁeje,)—&ij (5.4)

Bagmtis1 ile verilen ortonormal € bazlarinin olusturdugu n-boyutlu R " reel

vektor uzayi ile momentum uzay tanimlanabilir.

Boylece, mekanik sistemin momentumu;
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p=p'e (5.5)
vektorii ile ifade edilebilir ve p momentum vektoriine gore tiirev esitlik
(2.49)’dan;
8i &

0 =$ ! (5.6)

ol

seklinde olacaktir. Burada € 'R "e dik bazlardir.
Konfigiirasyon ve momentum uzaylarinin direkt toplami olan M*" faz
uzayi,

M*"=R"®@R" (5.7)
bagntisi ile verilir. Faz uzayinin geometri cebir olusturabilmesi i¢in, bazlar esitlik
(5.1) ve (5.4)’lin yani sira;

g =={g -éj}zl(e-é- +8,6)=0 (5.8)
ile verilen kosula uymalidir. Ayn1 zamanda, faz uzayinda;

J,=e& =eg, (5.9)
bilesenlerine sahip simplektik iki-vektor;

J =ZJi (5.10)

seklinde tanimlanir.
Esitlik (2.18) ve (2.26)’de verilen kurallar geregi;
&-Ji=¢, (5.11)
ve
€ -J,=—6 (5.12)
ifadeleri elde edilir.
Faz uzayinda, sistemin € noktasinin durumunu;
G=0+P=qle,+ P, (513

ifadesi ile verilir. Bu durumun bilesen ve bazlar;

r <r<
gr=) @ lsrsn (5.14)
p’™"  n<r<2n

ve
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r <r<
C :{ e 1<r<n (5.15)
<2

seklinde verilince, (5.13) ifadesi;
0=0"E, (5.16)
olarak yazilabilir.

Esitlik (5.12) kullanilarak E ;

= e’ 1<r<
E-E -J={ ° r=n (5.17)
—e n<r<2n

olacaktir. Bu simplektik uzayda skaler ¢carpim;
(E,.E,)=E,-E,
1 _
= E{ E, E.}
ile ya da matris temsili ile;
(Er,ES)ZVrSZLO _5”} (5.19)
0. 0

ij

(5.18)

olarak tanimlanir. Faz uzay noktasina gore tiirev;
0;=04+05
P (5.20)
oq' ~ op’
_ 0 g
00"

ile verilir.
Ayrica,

0-=0;-J

.
o _ 0 (5.21)

=% =36
oq' - op'

Dy

olur. Sistemin Hamiltonyeni faz uzay: lizerinde skaler degerli bir fonksiyondur:
H=H(6,6)=H(q,p) (5.22)

Boylece, sistemin 6 = H(t) faz uzayin yoriingesinin Hamilton denklemi;
0=-0-H (5.23)

formunu alir. Bu Hamilton denklemi bilinen sekli ile;
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d'e, + p'g = —(a—H.—. _a—H.e.j (5.24)

ya da
i_oH i__oH

o _ 5.25
o o (5.25)

q
olarak yazilabilir.
Hamilton denklemleri Poisson parentezleri kullanilarak da yazilabilir.

Bunun i¢in, Poisson parentezi faz uzayda tammlanmalidir. F(6) ve G(6) skaler

degerli faz fonksiyonlar1 i¢in bu tanim;
[F.G] =6.F-9,G (5.26)

seklinde verilir. Bu ifade, esitlik (5.1), (5.4), (5.8), (5.20) ve (5.21) kullanilarak;

[F.o] =| Fg_Fel[Le_LCq
oq' op' oq' op'

oF oG _ oF oG _ _ OF oG
=—.—.ei 'ei +—.—.ei 'ei +—.—.ei 'ei
aq' oq' aq' op' op' aq'
oF oG _
—-——¢, 6
op' op'
_OF 0G oF 0G

o9 op' op' g’

(5.27)

olarak bulunur. Bu Poisson parentezinin koordinatlar cinsinden bilinen tanimidir.
Faz uzayinda, F = F(G) cokluvektor fonksiyon icin, hareketin denklemi
esitlik (5.23) ve (5.26)’ya gore;
F=0,F-6
:6§F-6§H (5.28)
=[F,H]
olacaktir. Boylece, esitlik (5.23) ile tanimlanan faz egrisi Poisson parentezi
kullanilarak;
o=[o,H] (5.29)
ile tekrar tanimlanir. Esitlik (5.29) ifadesi daha agik bir formda;
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d'+p' =[a+p,H]=[a,H]+[p,H]
{L‘fﬁ_@_(fﬁHa_p‘ﬁ_@_rfﬁ
oq' op' op’ g’ oq' op' op’ g’
_0H oH

“op og
elde edilir [8].
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6. CLIFFORD CEBRIi VE DORT BOYUTLU LORENTZ DONUSUMU

Bu boliimde hiperbolik kompleks uzayda Lorentz doniisiimiiniin genel
formu tartisilacak ve smirlandirilmig rélativite teorisinde invaryant mesafe
incelenecektir.

Hiperbolik kompleks uzaylarin tanimladigi Clifford cebrinde j hiperbolik
birimi;

j?=1, j=1, iT=-] (6.1)
kosulunu saglar. H(Ct, jF) hiperbolik kompleks uzay, Minkowski uzayimi

tanmimlayabilir. Bu uzaya hiperbolik Minkowski uzay: denir. Hiperbolik

Minkowski uzaymda konum vektorii;

4
X=ct+jF=>x,, (6.2)

n=1

hiperbolik kuaterniyonu ile verilebilir. Burada ct =X, , t zamandr.
3
JF =%, = XA, + jyA, + jzn, (6.3)
n=1

olup F ii¢ boyutlu uzayin durum vektoridiir ve r = /(x2 + y2 +z2) dir. H (ct, jF)

iki boyutlu uzay zaman kompleks diizlem olarak alinir. Burada r kompleks

saymin gercel kismi ve ct kompleks sayinin reel kismidir.
6.1. Dort Boyutlu Lorentz Doniisiimii

X hiperbolik kuaterniyonunu polar formda yazmak miimkiindiir. j gergel

birim vektore karsi gelmek tizere X lineer kuaterniyonu,
X=m(coshgl+jsinh<2) (6.4)
seklinde ifade edilir. —oo<cosh¢ <o, —oo<sinh¢ <o aralifinda degisir ve

cosh@+sinh@ =1 kosulunu saglar. Boylece X lineer kuaterniyon eksponensiyel
formda;

X =+/Nel? (6.5)

olarak yazilabilir. Burada
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IN =JXX* =R =/c? —r? (6.6)

hiperbolik kuaterniyonun modiiliidiir ve ¢, ct eksenine karsilik gelen argiimandir.

n

—

T r P
=f¢p=—arctanh—, el’=
=" o arctan T e nzz(;

5

. =cosh ¢+ jsinh¢. (6.7)

Sifir bolen olusturmamak sartiyla, lineer kuaterniyonun ¢arpimi;

4
X=ct+ jr=XX, = ) XX,
reXd= 2, (68)

=(ct, + jf, Yct, + B, )= (Ctt, + T, - T, )+ j(Ct,F, +ct,F;)
olarak tammlanir. Esitlik (6.8)’'de X, =cosh¢+ jsinh¢ birim kuaterniyon
alinirsa, dort boyutlu uzay;
X' =ct'+ jF' =X, X = cosh ¢+ jsinh ¢)- (ct + j7) 6.9)
sekline doniisiir. Esitlik (6.9)’de X' ’niin bilesenleri,

F'=ctsinh ¢ +Fcosh ¢

- - (6.10)
ct’=ctcosh ¢ +rsinh¢
olur.
tanhg=3"N¢ _V (6.11)
cosh¢y ¢
alininca;
- VA |
coshg=,1-— == (6.12)
c o
olur. Esitlik (6.12) esitlik (6.10)’de yerlestirilince, Lorentz doniisiimii;
P = i(r +Vt)
a
6.13
,_1 ( F -\7) (613)
t'=={ t+—
a
sonucunu verir. Esitlik (6.13) kuaterniyon formunda;
, 1
X'==V-X (6.14)
c
. dX 1 N .
yazilabilir. Burada V = ar = —(ct + jv) dort boyutlu genellestirilmis hiz ve 7
T «a

dogal zamandir. Esitlik (6.14)’deki doniisiim;
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{jf}:[f:o_sh% jsinhfb}{jr} 615
ct jsinh¢ cosh¢ | ct

1
O =
-
LT
1
| S—
SIS
31<®|
—
QIH%|<

ya da

X, =U,,X, (6.16)
matris formunda yazilabilir. Esitlik (6.16) ile verilen matris ile bu matrisin
hermityen esleneginin ¢arpimdan;

xXiix, =xlx, =R? (6.17)
elde edilir. Bu sonug esitlik (6.6)’de elde edilen sonucun aynisidir. Bu Minkowski

uzayinda uzunluk degigmezligi anlamina gelir. U, doniigiim matrisi;

UlU =0 U =] (6.18)

Mo T uo Huo 7 uo
Ozelligine sahiptir. Burada | birim matristir, ij ve U, birbirlerinin hermityen
eslenigidir.

Esitlik (6.16) dort diizenli matris formunda;

1oy o v
X' @ ac JX
1 v
vl |0 2 o =y
Y= a ac | (6.19)
)z 0 0 1 Wi
ct’ ] ) a aC | ct
e Yoy, 1
lac o o¢ a |

yazilabilir. Esitlik (6.19), esitlik (6.17) formunda yazilamaz, ¢linkii (6.19)’in
U,,doniisiim matrisi, esitlik (6.18)’i vermez. Bu (jr,ct’) ve (jr,ct) iki
koordinat sisteminde sadece F ’nin goreli hareket yaptigim1 ve hareketin V'’e
paralel oldugunu gosterir. Esitlik (6.16) ve (6.19)’un her bileseni Lorentz
doniigiimiiniin degismezligini saglamaz. Genelde I ve V 'nin yonleri farklidir.

Clifford cebrinde esitlik (6.8)’de verilen ¢arpim yerine, geometrik ¢arpim
vardir. Bu carpimda esitlik (2.23)’den hatirlanacag gibi;

db=a-b+anb

ile verilir. Iki vektor arasinda 0< ¢ < 7 olmak kosuluyla bir ¢ acis1 oldugunda

a’nm b yoniindeki paralel bileseni a, esitlik (3.4) den;
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a —|a”b‘COS(0 ( )Lz(é-ﬁ)ﬁ‘l.

ve &, dik bilesen ise esitlik (3.5)’ten

d, -a-a,=a-(abjp'=(ab-a-bjp'=(@rb)p*
olarak verilir. =7, b=V, F I ve V ayni yonde olursa, esitlik (6.13);
+vt
6.20
1[ rvj (6:20)
== t+—
a c

olarak yazilabilir. Esitlik (3.4) ve (3.5) den yararlanarak;

Fu:_(r-vz)v F/=F =7-T, :F_(F~\72)\7 (6.21)
Vi Vi
bulunur. Esitlik (6.13)’e esitlik (6.21) yerlestirilince, Lorentz doniigiimii;
r'= F+(l—lJM+zt
a |\7| a
(6.22)

t':l(tﬂ%’j

a c

olarak yazilabilir. Esitlik (6.22) matris formunda da X}, =V, X, yada
(1 O\, (1 VY 1 Sy,
(A (2 (S 2
_ o v a v a v ac |
Y ij 1(1j_ (1_ j_ |
Yi_|\a V2 a v a 2 ac | VY (6.23)

Y,
jz' YAY; YA 2 jz
J’ 1 % 1 AN g_lsz v, | )
ct a Y o v a \Y; ac || ct

<l
N

R |+

olarak yazilabilir. Esitlik (6.23)’de Lorentz doniisiimti;
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y’=(1—1j Y x {1{1_ j
o Vv o
v
z’:(l—lj%x +[£— j L2
a v a v
v
t'= szx +—=y
ac ac

seklinde bilesen formunda yazilabilir. Esitlik (6.23) ve U, doniisiim matrisi ayr1

ayrt esitlik (6.17) ve esitlik (6.18)’1 verir. Esitlik (6.23) ve esitlik (6.24) dort

boyutlu hiperbolik Minkowski uzayinin genel Lorentz doniisiimiidiir. v, =v ve

v, =V, =0 alindiginda, esitlik (6.24);

x'=£(x+vt)
o

y'=y

'=1

t':l[t+izxj
a\ ¢

seklinde 6zel Lorentz doniisiimii verir [22].
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7. CLIFFORD CEBRININ ELEKTROMANYETIK TEORIYE
UYGULANMASI

7.1. Clifford Sayilar1 ve Maxwell Denklemleri

Uzay zamanda, Clifford sayilari ile elektromanyetik tensor alani;

~ 1 a0 A a0}, L Al A]
F:E ;w}/llj/ :Ei(7 /\70)+580ijk8k7/71 (7.1)

formiiliiyle verilebilir. Burada E; ve B sirastyla elektrik ve manyetik alan

bilesenleri, & simetrik olmayan dordiincii mertebe tensordiir ve Egik = |g|

Hoop
olarak ifade edilebilir. 7* vektorleri igin 7*-7° =19’ dir. Burada 1 birim
Clifford sayis1 (4x4) birim matrisi ifade eder.

Esitlik (3.60)’da ifade edildigi gibi diferansiyel operator,

~ A a Au

GEV”WEV’@ (7.2)
ile temsil edilir. Boylece koordinattan bagimsiz Maxwell denklem sistemi;

OF =0 (7.3)

olarak verilir.
Clifford sayilaryla ilgili baz1 gosterimler asagidaki tanimlamalar

dogrultusunda kullanilir:

P =7 A" = p-pt =-g%g" +g°g” (7.4
popl=sl > p=fuad
burada 7 -7, =15 ve
=P (75)
ve
(M)=-1, 7pit==p), pii=ip (7.6)

ifade eder. (f) Clifford sayist simetrik olmayan dordiincii mertebe tensordiir.

12 =—1 oldugundan, i ’ye Clifford kompleks birimi denilebilir.
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Kompleks sayilara benzeterek, dort boyutlu uzayda Clifford sayisi (4><4)

reel matris ile;
C=al+by“+cp +dip' +e,ly” + fi
= (a +i f )1+ (by +iAey);/" +(ci +iAdi),r3i

olarak temsil edilebilir. Burada a,b,c;,d;,e,, f reel sayilardir. Clifford

(7.7)

sayisinin eslenegi C* ile gosterilirse,

C =(a-Tt )i+ (b, —fe, J* + (c 1d,)p' 7.9
=al+by"+cp —dip —eiy” — fi '

ile tanimlanir.

Esitlik (7.4), (7.5), (7.6), (7.7) ve (7.8) kullanarak, elektromanyetik alan;

A A A

F-E_{B, F"=E+iB (7.9)
yazabiliriz. Burada;

A

E=Ep, B=B'p (7.10)

ile verilmektedir.

Esitlik (7.7)’de, ilk kistm a ve f skaler oldugundan skalerdir. Ikinci kisim
vektordiir, b, ve e, katsayilari vektdr bilesenleri gibi diisiiniliir. Ugiincii kisim
iki-vektor olarak bilinir ve simetrik olmayan ikinci mertebe tensordiir.

Esitlik (7.7)’de a; skalerin reel kismi ve 1 f ise skalerin kompleks kismi
olarak adlandinlir. Yine, b, y* vektoriin reel, feﬂy” vektoriin kompleks ve ¢,p'

iki-vektoriin reel ve d.ip' ise iki-vektoriin kompleks kismudir.
Esitlik (7.3) asagidaki sekilde de yazilabilir:
O-F+0AF =0 (7.11)
Esitlik (7.9) temsili kullanilarak, (7.11) esitligi;
7°0, NE+7'0,-E+7'0, Aé.—yoaAO .ié A (712)
-7'0,-1B—7'0, ATB=0
olarak yazilabilir. Burada 7°-5, =0, 7° A71p, =0 kullanilmistir ve y* referans

vektorleri koordinatlara bagh degildir. Esitlik (7.12)’nin sol tarafi bir vektordiir.

Bu vektor, reel ve kompleks bilesenlere ayrilinca;
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78, AE=0 (7.13a)
7'6.-1B=0 (7.13b)
7°0, AE—7'0, ATB =0 (7.130)
7°6,-1B—7'9,-E=0 (7.13d)

dort adet Maxwell denklem sistemini verir. Yukarida esitlik (7.10) ve asagidaki

iliskiler kullanilmustir:

Jo AQ

7’}i/\/3j:_5}70 POAp =0 TATp ==s"F, (7.14)
P ALP =017, POALp =P, P p =17 (7.15)
J iv7o i i Kk

Burada &% = —/ *dir.
9

Esitlik (7.13); esitlik (7.13a) ve (7.13b)’nin sol taraflarinin elektromanyetik alan

vektoriiniin diverjanslart olan Maxwell denklemleridir [25].
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7.2. Cl3 Clifford Cebrinde Elektromanyetizma i¢in Ayar Doniisiimii

Elektromanyetizmada, Maxwell denklemleri énemli rol oynar. Vektorel

notasyonda kaynaktan bagimsiz Maxwell denklemleri asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:
V-E=0 Elektrik alan i¢in Gauss yasasi
V-B=0 Manyetik alan i¢in Gauss yasasi
VxB= 1€ Ampere-Maxwell yasast
c ot
VxE = 18 Faraday yasasi
C

Bu ¢alismada aligilmis bir kabul olarak, c=1 alinacaktir [70].
Cl; Clifford cebrinde elektromanyetik bivektor alan;

F=E+iB (7.16)
olarak yazilabilir. Burada E ; elektrik alan, B ; manyetik alan, i ise i =€, =—1

seklinde hacim elemanidir. Cls Clifford cebrinde diferansiyel islemci,

1=2.% (7.17)
ot

olarak verilebilir. Burada, ?:ieﬁieﬁgeg’dir [64]. Boylece, F
OX oy oz

elektromanyetik bivektor alanina diferansiyel iglemcisinin uygulanmastyla;
F=L Ve B8 |=0 (7.18)
ot ot

olur. Bu esitlik; skaler, vektor, bivektor ve sanki (pseudo) skalere ayrilinca

V.-E=0
—+IVAB=0
iB LG AE=0
iV-B=0
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elde edilir. Vektorel carpimin esitlik (3.24) tanimi kullanilinca bu denklemler
bilinen Maxwell denklemlerine doniisiir. Bu, esitlik (7.18) ile kaynaksiz dort
Maxwell denkleminin bir denkleme indirgendigini gdosterir. Ayn1 sonug,

diferansiyel islemcinin elektromanyetik bivektor alanin tersine uygulanmasiyla da

NF=0 (7.19)
elde edilir. Boylece, elektromanyetizma icin Clifford Lagrange yogunlugu, esitlik
(7.18) ve (7.19) yardimiyla,

L=%[F* (OF)-(F)F] (7.20)
seklinde tanimlanabilir. Lagrange yogunlugunun 4-boyutlu hacimdeki sonsuz
kiigiik degisimleri varyasyon prensibinde,

M=o [dt[dxL=0 (7.21)
olacaktir. Esitlik (7.20)’de ‘=’ uzaysal eslenigi ‘~ ters iglemi temsil etmektedir.

F, F*, ve F varyasyon hesabinda bagimsiz degiskenler olarak diistiniilmiislerdir.
Korunum denklemi, elektromanyetik bivektdr alanin ayar doniistimiinden
tiiretilebilir:

Fo>F =Fe“ ~(l+iafF (7.22)
Burada o; x ve t'nin keyfi sonsuz kiigiik fonksiyonudur. Esitlik (7.22)’deki
dontigiim tipine birinci tiir Clifford gauge doniisiimii denilebilir [71]. Esitlik
(7.20)’de esitlik (7.22)’deki F yerlestirildiginde, Lagrange yogunlugu asagidaki
bi¢cimde elde edilir:

L'(F)=L(F+iaF)=L+dL (7.23)
Buradadl ;

A= %[F 0 iaF)—(D i(;F}-F*} (7.24)
dir. Esitlik (7.24)’de tiirevler acildiginda oL ;

o= %{F [OioF)+iel F)]—[(D io?F)— ia(D Eﬂ : F*} (7.25)
olacaktir. Esitlik (7.18) ve (7.19)’a gore, ia(D F) =0 ve ia(D Izj =0’dir. Buna

gore, A hareketinde degisim;
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A=—= j dtf dx{ -(DiaF) (mio?Fj.F*} (7.26)
olur. Uzay zamandaki kisimlarla integrasyondan sonra, harekette degisim sifir

olmas1 gerektiginden
%[F* -i(DF)+i(DIEJ~F*}:O (7.27)

olacaktir. Esitlik (7.27) elektromanyetizma i¢in yerel enerji korunum denklemidir.
Soyle ki; F’nin uzaysal eslenegi ve tersi esitlik (3.19) ve (3.20)’den;

F'=—E+iB (7.28)
ve

F-=-E-iB (7.29)
seklinde yazilir. Esitlik (7.27)’de esitlik (7.28) ve (7.29) yerlestirildiginde ve
esitlik (7.27) ile tanimlanan islem yapilirsa asagida agik olarak yazilmig ifadeye

ulasilir:

(7.30)

+B-(VAE)-B- Z—'i’:o

Ayrica dis carpim ile vektorel ¢arpim arasindaki esitlik (3.24) ile verilen bagintisi
geregince;

VAE=iVxE ve iVAB=-VxB
kullanildiginda esitlik (7.30);

%[F* .i(DF)+i(DIEj-F*} €S -E.(9x8)

(7.31)

olacaktir. Burada,
V.(ExB)=8.(VxE)-E-(VxB)

vektor 6zdesliginden faydalanilarak esitlik (7.31);

%[F*-i(DF)Jri(DIE}F} -E. %E—B E_[V Ex8]]=o0

olarak ya da daha bildik sekli ile;
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%{F* .i(DF)Jri(DE)F*}{%(EZ ; BZ]N-(EX B*)}zo (7.32)

seklinde ifade edilir. Esitlik (7.27)’nin elektromanyetizma icin yerel enerjinin
korunumunun genel ifadesi oldugu islemler sonucu dogrulanmistir. Esitlik
(7.32)’de;
E*+B?
2

elektromanyetik enerji yogunlugu ve

W=

S=ExB

ise Pointing vektorii olarak adlandirilan elektromanyetik enerji akisidir.
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7.3. Hiperbolik Oktonyonik Proca-Maxwell Denklemleri

Bugiin fizikte alisilmis ve evrensel kabul géren vektor ve tensor cebrinin
kullaniminin yani sira birgcok farkli cebir kullanilmaktadir. Bu cebirlerden en
bilineni 4-, 8- ve 16- boyuta genellestirilebilen, bazilarinin degisimli ve birlesimli
olmadigi kompleks say1 cebridir. Kompleks sayilar, on dokuzuncu yiizyilda
hidrodinamik, elektrodinamik ve dalga teorisindeki faydali uygulamalarindan
sonra, yirminci yiizyillda da kuantum teorisinin ifade edilmesinde vazgecilmez
cebirsel yapilar olmusglardir. Bu siiregle birlikte, diger kompleks sayilar da ayni
zamanda Clifford cebrine ait 4- boyutlu kuaterniyonlar, 8- boyutlu oktonyonlar ve
cok daha sonra 16-boyutlu sedeniyonlar fiziksel olaylarin ifade edilmesinde
kullanilmislardir. Bu cebirsel yapilarin herbiri fizigin ilerlemesi ve de var olan
denklemlerin daha iyi anlasilmasinda, kompakt gosterimlerin elde edilmesinde
onemli rol oynamaktadirlar [11-21, 75-77].

Bu boliimde Proca- Maxwell denklemleri anlatilmaktadir. Genellestirilmis
Proca alan denklemi ve Proca-Maxwell denklemleri tek bir hiperbolik oktonyon

denklemi ile verilmektedir.
7.3.1 Proca-Maxwell denklemleri

Bilinen Maxwell denklemleri ve Maxwell Lagrangian’1 fotonun kiitlesiz
oldugu varsayimina dayanir ve elektromanyetizmada 6nemli role sahiptir. Ancak
yine biliyoruz ki kiitle terimi ekleyerek Lagrangian modifiye edilebilir. Sonug
Lagrangian; Proca Lagrangian olarak bilinir. CGS birim sisteminde, Proca
Lagrangian;

_ 1 po mV2 U 1 u
Lo P A A g A (7.33)

ile verilir. Burada m, =2 foton kiitlesiyle birlestirilmis Compton dalga
C

uzunlugunun tersi, J,; dort akimi (j = p,—T), A" ; dort potansiyeli (ﬂ = A, A)
F, =0,A4,—0,A,alan tensoriinii ifade eder. Iyi bilinen, Euler Lagrange

denklemleri;
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or or
iy -0 7.34
oA, “(a(avﬂﬂ )J (7.34)

seklindedir. Proca denklemi ise,
v 2 a0 4 v
0OF" " +m, A" =—7 (7.35)

C

olarak elde edilir. Lorentz-ayar sart1 olan

0,4 =0 (7.36)

ifadesi kullanilarak, vektor potansiyellere gore esitlik (7.35)
4z

(otm?) A, = —J, (7.37)
olarak yazilabilir. Boylece Proca- Maxwell denklemleri vektor cebrinde

V-E=4mp-m’ (7.38)

VxE--_18 (7.39)

c ot
V-B=0 (7.40)
TxB=2T L 1E ek (7.41)

olarak elde edilmis olacaktir [30, 70]. Bu denklemlerin, teorik ve deneysel fizikte

arastirmalar i¢in yeni yaklasimlar olusturacagi umulmaktadir.

7.3.2. Hiperbolik oktonyonik Proca alan denklemi ve

Proca-Maxwell denklemleri

Proca alan denklemleri, hiperbolik oktonyon cebri ile verilmeden 6nce bu

cebirde yer alacak olan [®] hiperbolik oktonyon diferansiyel iglemcisi;

O (7.42)
A

m'=—=———g——¢ e (7.43)

olacaktir. Buna gore d’ Alembert islemcisi olarak bilinen ifadesi;
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2
EE*=A—C%% (7.44)

dir. Burada A;
o* 0% o?

A= + +
ox* oy* ozt

(7.45)

Laplacian’a kars1 gelmektedir. Genel hiperbolik oktonyonik alan daha 6nce Dirac

denklemi yazilirken tanimlandig gibi;

V= Wi, 8t Va8, 8, =Y B~ Y, 86— s &) (1.46)
alinabilir [21]. Genel hiperbolik oktonyon potansiyeli,

P=(p, + A+ Ae,+Ae+pe,— A g—A g A, g,) (7.47)
ve genel hiperbolik oktonyonik kaynak;

!

J:4_”(cp'+Jxel+Jye2+Jze3+Cp84—JX ge—J, g1, 87j (7.48)
C

olarak tanimlanirsa, genel Proca alani hiperbolik oktonyonlarla;
my+k, P=J (7.49)
olarak yazilabilir. Burada
P=Mmy (7.50)
tanimlamaktadir. Burada k, segilen potansiyele gore olusan fiziksel bir sabittir.

Bilesenlerin agikg¢a yazilmasiyla esitlik (7.49) ile verilen genel Proca alan

denklemleri,

1oy, Ow, 0w, Oys o2

— 4z’ 751.1
c ot ot oy oz R ( )

Loy oya Ovs 0y g zp 47 (7.51.2)
c ot OX oy oz " c '

1oy, oy, oy, ovi AX:4_7Z-\] (7.51.3)
c ot oy OX oz ° ’

Loy oya Oy, _owi AX:4_7Z-\] (7.51.4)
cot a2 oax oy O * ¢t

1ove [ Ovy Oy OVa y f —an (7.51.5)

c ot oy  oX oz
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1oy, oy, , Oy, _5 0&' __J (7.51.6)

1OV, Ova OVs OV g p'_ ——J ' (751.7)

1oy, Ay, 0w, dyi A=Ay (7.51.8)
c ot a X oy

olarak elde edilir.
Hiperbolik Proca-Maxwell denklemlerini tanimlayabilmek igin, sirasiyla
hiperbolik dort potansiyel;
A=Ace+Ae,+Ace+og, (7.52)
ve hiperbolik oktonyon dort akim;

47t(

J= o J,e+J,e,+J e+Cp) (7.53)

olarak tanimlanirsa;

F=mA (7.54)
denklemi hiperbolik oktonyon elektromanyetik alaninm belirtir. Esitlik (7.54) acik
ifadeyle

EAz[_%_%] 1 [ A 8¢J ( oA a¢j
o o oy ot oz
EEERIEEY
o4 ox oy oz oy oz
o[22, [%_%};
ox oz oy ox )’

(7.55)

seklindedir. Bu denklemde;
% ,5.A=0
ot
Lorentz sarti gz Oniine alimirsa hiperbolik oktonyonlarla elektromanyetik alan
ifadesi;
F=E,e,+E,e,+E,e,—B,&,-B, g,—-B,¢, (7.56)
olarak elde edilir. Boylece Proca- Maxwell denklemleri tek bir hiperbolik

oktonyon denklemiyle;
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W F+m*A=J (7.57)

Ya da bilesenler cinsinden

oB
A L (7.57.1)
oXx oy oz
E B 0B

(LB B, By e =Ty, (7.57.2)

cot oy oz c

oE
T W (7.57.3)

co ox oz 7 c

0B

LBy B 24y, (7.57.4)

c ot ox ! c
oE, OE, OE 2

X+ +—2+m =4 7.57.5
ox oy oz o 0= 4m ( )

oE

108, Ok, % g (7.57.6)
co oy oz

oB
1%, % %y (7.57.7)
co ox oz

oE

108, % & _g (7.57.8)
cot ox oy

seklinde ifade edilir. Yukaridaki denklemlerde m,=0 alindiginda esitlik (7.57) iy1

bilinen Maxwell denklemlerini verecektir.

8. DIRAC DENKLEMIi
Relativistik kuantum mekanigindeki Einstein’nin kiitle enerjinin yasasi

Klein-Gordon denklemiyle wverilir. Clifford uzay zamanda Klein-Gordon

operatoru
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d* —nm? (8.1)
ile tanimlanir. Burada d diferansiyel operatorii esitlik (2.49)’daki gibi

d=0,e, (8.2)
olarak tanimlanmaktadir. Boylece kiitle-enerji korunumu;

(a2 —mm?)p=0 (8.3)
ile ifade edilir. Bu esitlige Klein-Gordon denklemi denir. Dirac denklemi, kiitle

enerji iglemcisinin karekokiinii relativistik dalganin momentum operatorii olarak
kabul eder ve

Dy = myk (8.4)
seklinde ifade edilir. Burada D, Clifford lineer diferansiyel islemcidir ve k sabit
Clifford elemandir. Bu denklem asagidaki varsayim listesine gore
yapilandirilacaktir:

a) @ Klein-Gordon denklemine uyar,
b) @ genellestirilmis bivektor alandir,
C) e, uzay vektoriine gore tercihli yon yoktur,

d) D lineer operator uzay zaman durumundan bagimsizdir.

Esitlik (8.4)’e D uygulaninca;
D?y = D(myk) = m?yk (8.5)
sonucunu verir. (a) ve (d) varsayimindan D*=d* ve k’=mn oldugu

varsayilacaktir. Bundan dolay: D lineer diferansiyeli;

D=>e,0" (8.6)
u

ile ifade edilir. (¢) varsayimini igeren K segimleri;
n=1ic¢in, £1, tiey,,, tie, ve tie,,,
n=-1icin *i, tiey,,, Tie, ve Lie,
alinabilir. k skaler ya da sanki skaler segilirse;
dy=myk (8.7)
Dirac denklemi i¢in @ =0 olan tek ¢6ziim vardir. Anlamli bir ¢6ziim i¢in K’nin
tie, ya da tie;,, olmasi gerekir. Boylece dort olast se¢im olusur. Herhangi

genellestirilmis dalga denklemi;
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W = eyl + il (8.8)
olarak yazilabilir. Burada y, ve y,vektordiir. K secimi alternatiflik saglar ancak
Y temsili aynidir. k = —ie; alinirsa, Dirac denklemi;

idy = mye,
seklinde ifade edilir. Bu denklemin zaman yonlii secildigi diisiiniilebilir. Bununla
birlikte bu Einstein kiitle-enerji esitliginin bir temsilidir, yani hem i0° enerji

operatorii hem de durgun enerji €y zaman vektoriiyle agiklanir [42].
8.1. Dirac Denkleminin Diizlem Dalga Coziimleri

Dirac denklemi igin, W= Ag'@*) seklindeki x-ekseni boyunca
ilerleyen diizlem dalga ¢oziimlerini aragtiralim. @, esitlik (8.7)’deki Dirac
denkleminde yerine yazilirsa;

—(we, —ke, )Ae, =mA (8.9)
elde edilir. Burada,

A =a+be,; +ce,,; +de, (8.10)
oldugu varsayilir ise esitlik (8.9)

— (e, — ke, @+ begy, + ¢, + nde,)—mA =0
olur. Daha acik bir ifadeyle;

noa+nwbe,, —noce,,, —mwde, —kae, —kbe,,,; +kce,,

(8.12)
+kd —ma—mbe,, —mcey,,, —mde,, =0

seklinde yazilir. Esitlik (8.11)’in ¢6zlimii i¢in farkl: tiir terimlerin katsayilart ayr

ayri sifira esit olacagindan;

wa+kd-ma=0 (8.12)

7

—nwd-ka-md=0 (8.13)
wb+kc—md =0 (8.14)
Uyl

—nwb+kc—-mb=0 (8.15)

yazilir. Bu denklem sisteminin ¢6ziimii asagida belirtilen matris esitlikten

bulunabilir:
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nw—m k 0 0 a 0

—k -m 0 0 d 0
e - (8.16)

0 0 nw—m K b 0

0 0 -k  no-mjc 0

Determinant sifir ise, bu sistem ¢dziime sahiptir. Yani;

(—(oz +m? +k2)2 =0
veya

o=2vVk?+m?*. (8.17)
Esitlik (8.12) ve esitlik (8.13)’den a ve d katsayilarindan biri bulunur ve diger
esitlige yazilinca 6biir katsay1 elde edilir. d katsayisi bilindigine gore esitlik (8.14)
ve (8.15)’te yerine yazilir. Boylece iki denklem ve iki bilinmeyenli bir sistemde
bir 6nceki islemler tekrar edilerek b ve ¢ katsayilar1 bulunur. Bu katsayilar,
~(no+m)a,

kay
(T]OH' m)az

— ka2
olacaktir. Boylece ¢cokluvektor dalga genligi;
A =2, (= (re+m)+key, )-8, (Kegyp, — (70 +m)e,,)

O T o 9

(8.18)
= a8 ((w + Um)eo + k601)+ 858123 (keo - (7750 + m)el)
olarak bulunur. A ’nin diger olasilig1 igin;
A =ae,y, +bey +ce,, +de, (8.19)

alinsin. Bu ifade esitlik (8.7)’de yerlestirilince;
(e, + ke, Nare, +brey, +dey, )-mA =0
—nwae,, —nabe,, +nawce,, +nawde,, +nkae,, —nkbe,, (8.20)
+nkce,, —nkde,, —mae,,mbe, —mce,, —mde,, =0

elde edilir. Farkl tiirde terimlerin katsayilari sifira esitlenirse;

—nowa—nkd—-ma=0 (8.21)
nod +nka—md =0 (8.22)
—nowb+nkc—mb=0 (8.23)
noc—-nkb—-mc=0 (8.24)
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denklem sistemi olusur. Boylece lineer denklem sisteminin ¢ozliimil i¢in agagidaki

matris esitliginden yararlanilir.

-no-m —nk 0 0(a 0
k -m 0 0 |d 0
1 ne - (8.25)
0 0 —no-m +nk || b 0
0 0 —nk no-milc 0

Bu sistemde determinant sifir yani;
2
(—o)2 +m? +k2) =0
ise ya da daha anlamli bir gosterimle;

o=+vk?+m? (8.26)

ise, sistem ¢oziime sahiptir. Yukaridaki islemler tekrar edilerek esitlik (8.19) un

katsayilart;
a ka,
d _ —(w+mm)a, ©.27)
b ka, '
c (@+nm)a,
olarak bulunur. Béylece Dirac dalga genligi,
A=a, (keoz - ((‘) + 77m)e12 )"‘ a, (keos + (a) + Um)esl) (8.28)

= ke, (asez + a4e3)+ (7760 + m)elzs(a4e2 - ases)
olacaktir.
X —ekseni boyunca yayilan genel diizlem dalga esitlik (8.18) ve esitlik
(8.28) ile ifade edilen dalgalarin toplami olarak asagidaki sekilde ifade edilir:
W= {eo [ai((a) + Um)eo + kel)+ k(asez +8,6 )]
€23 [az (keo - (77(0 + m)el )] (8.29)
+ (77w + m)(a4e2 — 8,38, )]}ei(wyik)()
Dalga denkleminde o pozitif ya da negatif olabileceginden, burada sekiz

bagimsiz ¢6ziim vardir. Esitlik (8.29)’daki dalga denkleminin normu

W’ = 20(0+ mma” +[ay|” + || +|a,[*) (8.30)
sonucunu verir [42].
9. SONUCLAR VE TARTISMALAR
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Clifford cebri William K. Clifford tarafindan geometrik cebirleri bir tek
geometrik cebirde birlestirmek fikrinden ortaya ¢iktiginda beklenen ilgiyi
gormemistir.  Ancak  1930’larda  Clifford cebrinin Dirac  matrislerinin
olusturulmasiyla bu cebrin fizikte oOnemli uygulama alani1 olusturulmustur.
Fizikteki tiim konular1 tek bir matematik diliyle anlatabilme fikriyle yola ¢ikan
bilim adamlar1 bu cebrin Clifford cebri oldugunu gérmiislerdir. Yiiksek boyutlu
yapisi sayesinde fizikteki birgok teori, Clifford cebri ile genellestirilmistir.

Bu tezde ilk olarak Clifford cebrinin yapisin1 olusturan geometrik
kavramlar tanitilmistir. Cebirde daha onceden vektorler arasinda bilinen skaler
carpim yani sira i¢ ve dig ¢arpim tanimlanarak, bu carpimlarla olusturulan
geometrik anlamlar verilmistir. Geometrik ¢arpimla da Clifford cebrinin olustugu
anlatilmistir. Daha sonra farkli uzaylarda ve temsillerde Clifford cebir tanimlar
verilmistir. Bu cebirlerin izomorf oldugu cebirler gosterilmistir.

Fizikte kullanilan matematiksel yontemlerden biri de Fourier
dontigiimleridir. Bu doniistimler fizikte; 1s1 denklemi, dalga denklemleri gibi

fiziksel denklemleri ¢ézmede oldukca basarilidir. Calismamizda, Cl, Clifford

cebrinde Fourier doniisiimleri ve bu dontistimlerin 6zellikleri anlatilmistir. Elde
edilen bu doniisim o6zellikleri Fourier doniisiimlerine olduk¢a benzemektedir.
Ayni zamanda bu doniisiimler; c¢okluvektdr alanlar1 iceren problemlerin
¢Oziimlerinde kullanilabilir.

Mekanik, fizigin en eski dalidir ve Newton yasalar1 adini alan {i¢ temel
yasa lizerine kurulmustur. 19.ylizyillda d’Alambert, Lagrange, Hamilton Jacobi
olmak iizere pek c¢ok arastirmacinin katkilariyla sistematik bir yapiya
kavusturulmustur. 19. yiizyilda gelistirilen bu yapiya analitik dinamik ya da
analitik mekanik denir. Analitik dinamik yontemlerinden biri olan Hamilton
yonteminden baglayarak, Hamilton denklemlerini ¢ozebilmek icin gelistirilen
Poisson parantezleri sanki Euclidean uzayda tanimli Clifford cebri ile verilmistir.
Cokluvektor fonksiyonu olarak verilen yoriingelerin hareket denklemlerinin bu
yontem kullanilarak nasil elde edilebilecegi gosterilmistir.

Clifford cebirlerinin en O&nemli faydalarindan biri de Maxwell
denklemlerinin temsilinde ortaya ¢ikmaktadir. Bu yap1 kullanilarak dort Maxwell

esitligini tek bir Clifford denklemi ile vermek miimkiindiir. Farkli boyutlardaki ve
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farkli Clifford cebirleri temsilleriyle Maxwell denklemlerini yazmanin miimkiin
oldugu gosterilmistir. Elektromanyetizma igin enerji korunum denklemi Lagrange
yogunlugu ve Cls’de yazilan elektromanyetik bivektor alanin ayar doniisiimiiyle
elde edilmistir. Elde edilen sonug, diger yontemlerle elde edilen ya da Onerilen
sonuglarin aynisidir. Ancak son yillarda Ivezi¢’in iddaa ettigi elektomanyetik
teorinin Lorentz doniisiimiine uymasi ig¢in dort boyutlu yani Cl, Clifford cebrinde
yazilmis olmasi ya da tensor cebri ile ifade edilmesi gerekliligine uymamaktadir.
Ancak bu yontemin ayar tipi degistirildiginde ya da Cl, Clifford cebrinde hacim
elemant zaten degiseceginden ayni sonucu verebilecegi disiiniilmektedir. Bu
yeniden ¢aligilabilir. Bu ¢alismadan sonra, momentum ve agisal momentumun
korunum  denklemlerinin  benzer sekilde elde edilip edilemeyecegi
arastirilabilinecektir.

Einstein’in gorelelik kurami sonucu ortaya ¢ikan Lorentz doniisiimleri
Clifford cebrinde verilmistir.

Tezde yer alan Dirac denklemi, daha once Clifford cebri ile Dirac
denklemini olusturma kosulundan farkli kosullarda elde edilmistir. Dalga
fonksiyonunun ¢okluvektor olabilecegi gosterilmistir. Dalga normunun skaler
olusu, bu cebirde yapilan kabullenmelerin dogru olabilecegini gosterir.

Clifford cebrine benzer yapiya sahip hiperbolik oktonyonlara da
calisilmigtir. Bu cebrin matematiksel olarak klasik elektrodinamigin ve Dirac
denklemlerinin ifade edildigi oktonyonlarin sekiz parametresinin uzay-zaman
koordinati, momentum ve enerji olarak yorumlandigi boliintiilic oktonyonlar ile
birlesimli olmayan kuantum mekaniginin tartisildigi oktonyon cebrine benzedigi
goriilmiistiir. Kuantum alan teorisinde genellestirilmis Maxwell denklemleri
hiperbolik oktonyon cebri kullanilarak formiile edilmistir. Bu gostermektedir ki
tek bir homojen olmayan multivektorel denklem, teoriyi tanimlamakta yeterlidir.
Elde edilen sonuclar bilinen Proca-Maxwell denklemleriyle aynidir fakat kapali
gosterime sahiptir. Bu ¢alismanin devaminda; hiperbolik oktonyonlarin matris
temsilleri aragtirilabilinir ve fizikte olas1 uygulama alanlar1 incelenebilir.
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