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Bu calismada kuaterniyonlar ve (split) boliintiilii kuaterniyonlarin genel bir tanimi
yapildiktan sonra, bunlara ait Ozellikleri ve 2X?2 matris gosterimi tanimlanmistir.
Boliintiilii kuaterniyon bazlari, 2X2 matris formu kullanilarak Pauli-spin matrislerine
esitlenmistir. Daha sonra Pauli spinorlerinin elde edilmesi, boliintiilii kuaterniyonlara ait
gosterimler kullanilarak gergeklestirilmistir. Goreceli olmayan kuantum teorisi boliintiilii
kuaterniyonlar aracilifiyla ele alinmistir. Hatta sonugta Pauli operatorleri ve Pauli
gozlemlenebilirligi boliintiilii kuaterniyonlar yardimiyla ifade edilmis ve spin vektorii
boliintiilii ~ kuaterniyonlar  kullanilarak  tanimlanmistir.  Donmeler  boliintiili
kuaterniyonlarla gerceklestirilirken (spacelike) uzayimst kuaterniyonlar
kullanilabilmektedir. Sonucta manyetik alandaki parcacigin hareketi Hamiltonyen

operatorii ve boliintiilii kuaterniyonlar araciligiyla elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuaterniyon, Boliintiilii (split) kuaterniyon, Goreceli olmayan
kuantum teorisi, manyetik alandaki pargacik, spinor, Pauli-spin

matrisleri.
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In this study, after defining of quaternion and split quaternion, their matrix
representations and properties are defined. The basic of split quaternion are
equalized to Pauli-spin matrices. Non relativist quantum theory is discussed by
split quaternions. Also, Pauli operators and Pauli observable are defined by split
quaternions and spin vector is represented by split quaetrnions.

Timelike quaternions can be used for defining of rotations. At the end of
study, the action of particale in magnetic field is attained by Hamilton’s operator

and split quaternions.
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TABLOLAR DIiZiNi

2.1. Boliintiilii kuaterniyon bazlarinin ¢carpimi
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1. GIRIS

Burada kuaterniyon gosterimi i¢in, kompleks sayilarin tanimlanmasini ve
gosterimini genigletmede William Rowan Hamilton tarafindan yapilan ¢alismanin bir
kisminin sonucunu anlatacagiz. Reel sayilari, bir boyutlu olan hiper-kompleks sayilar
olarak diistinebiliriz. Bu reel sayilar, herhangi bir toplam ve carpim altinda cisim
ozelliklerini saglarlar. Herhangi bir kompleks sayiyr ise 2 boyutlu olan hiper-
kompleks say1 olarak diisiinebiliriz ve reel sayilar1 imajiner kismi sifir olan kompleks
sayllarin bir alt kiimesi olarak ele alabiliriz. Hatta kompleks sayilarda cisim

ozelliklerini de saglarlar.

Boyutu 2’den biiyiik hiper—-kompleks sayilarin herhangi bir kiimesi ise cisim
ozelliklerini saglamaz. Bu gercek; ® > de karmasik sayilarin dereceli olmasin ileri

siiren yiiksek derece gelisimini arastiran matematikcileri rahatsiz etmistir.

Hamilton 1830 yilindan itibaren kompleks sayilar iizerinde calismis ve nihayet
1833 yilinda iki reel sayidan olusan kompleks sayilarin bir cebir olusturdugu
sonucuna varmustir. Bu sonuctan yola c¢ikarak calismalarini iki kompleks ve bir reel
bilesenden olusan (q=a+eb+e,c) iigli sayr sistemi iizerinde yogunlagmustir.
Vektor olarak adlandirdigi bu sistem {izerinde toplama ve carpma islemlerini
tanimlayabildigi halde bolme islemi icin ise bir metot gelistirememistir. 1843’de bu
say1 sisteminin ¢arpma isleminde degisme Ozelliginin gerceklesmedigini anladi ve
carpma isleminin bu ozelliginden vazgecerek e; =e; =e; =e,e,e, =—1 Ozelligine
sahip ii¢ imajiner birim tanimladi. Boylece Hamilton, Kuaterniyon ismini verdigi 4-
boyutlu olan sdzde hiper-kompleks sayiy1 kesfetmistir. Boliintiilii kuaterniyonlar ise
1849°da James Cockie tarafindan ileri siiriilmiistiir. Hamilton ve James Cockie,
carpim operatorleri ile donatilmis 4 boyutlu gercek vektor uzayr olusturmuslardir.

Kuaterniyondan farkli olarak, boliintiilii kuaterniyonlarin bdleni sifir olabilmektedir

[1,5].



Kuaterniyonlar aynmi reel ve kompleks sayilar gibi bir sayr sistemidir. Reel
sayilar bir, kompleks sayilar iki bilesen icerirken kuaterniyonlar dort bilesene
sahiptir. Kompleks sayilar reel sayilarin bir kombinasyonudur. Dolayisiyla da reel
sayilar, kompleks sayilarin bir alt kiimesidir. Diger taraftan kuaterniyonlar da iki
kompleks saymin kombinasyonundan olusmustur. Buna gore kompleks sayilarda
kuaterniyonlarin bir alt kiimesi olmalidir. Bu sonug, kuaterniyonlarin hem reel sayilar
hem de kompleks sayilar1 kapsayan daha genis bir sayr sistemi oldugunu
gostermektedir [2].

Fizikte Olciilebilen her sey reel olmak zorundadir. Bu nedenle reel sayilar
bilimin dogusundan itibaren kendilerine her alanda uygulama sahas1 bulmustur. Ote
yandan kompleks sayilarin mekanik ve elektriksel uygulamalarda, o6zellikle devre
analizlerinde kullanildig1 bilinmektedir. Ne yazik ki bu say1 sistemi uygulamalara
sadece iki boyut getirir. 3-boyutlu uygulamalarda ise vektorler kullanilir. Fakat
vektorlerin bazi uygulamalarda yetersiz kaldigi goriilmektedir. Kuaterniyonlar
vektorleri ifade etmede kullanilabilir. Bu say1 sistemi vektorleri kapsadigi gibi,
bunlara ilaveten bir de reel bilesen ortaya koyarak uygulamalara dordiincii bir boyut
katar. Kuaterniyonlar bolim cebrine sahiptir. Kuaterniyon cebri, bilesimli fakat
degisimli olmayan (eo, e,e,, e3) gibi dort elemandan olusur ve bunlardan biri reel,
diger {icii sanaldir [1].

Kuaterniyon cebrinin kesfedildigi yillarda A. Carley, K. Clifford ve J.J.
Slyvester gibi Ingiliz matematikgiler ve elektromanyetik teoriyi yeniden insa eden J.
C: Maxwell ile P. G. Tait gibi fizikciler bu konuya onemli katkida bulunmuslardir.
20. ylizyilin baslarinda ise vektor ve tensor cebrini gelistiren fizikgiler, fizikte vektor
cebrinin kullanimini benimsetmislerdir. 1878 yillarinda Vidinli Hiiseyin Tevfik Pagsa
Ingilizce olarak yazdig: lineer cebir adli kitapta kompleks sayilarla ilgili teorisinde
ileri siirdiigli ¢carpimin 3-boyutlu uzaya uygulamanin bir yolunu bulmus ve 6zgiin
caligma olarak kuaterniyonlarin c¢arpiminin bizi ii¢ boyutlu uzayda calismaya

zorladigin1 vurgulamistir; R. Kaya ve $. Kocak tarafindan kuaterniyonlardan

hareketle zayif kuaterniyonlarin tanimi yapilarak ® ’’iin vektorleri zayif kuaterniyon



uzaymna tasinmis ve bolme isleminin bu sekilde daha anlamli olarak
gerceklestirilebilecegi ispat edilmistir [1-3].

Kuaterniyonlarin fizikte c¢ok kullanilmast ancak E. Schrodinger, W.
Heisenberg, P. A. M: Dirac, M. Born ve daha pek ¢ok {iinlii fizik¢i tarafindan 1927 ile
1932 wyillart arasinda, neredeyse bugiin kullandigimiz kuantum mekaniginin
bulunusundan sonra gerceklesmistir. 20. yiizyilin baslarinda Yale Universitesi
profesorlerinden Gibbs uygun kuaterniyon ic¢in kullanim seklini Hamilton’un
caligmalarin1 ve Rodrigues’e ait ¢calismalarin1 anahtar noktalarin1 buna ilave ederek
kesfetti ve caligmalarin1 vektor nokta carpimi ve bugiin bildigimiz vektorel ¢arpimla
tamamlandi. Hemen hemen ayni zamanlarda Alberd Einstein 4. boyut icin bir
kullanim kesfetti. Isik hizim1 tim gozlemlerde sabitlemek icin uzay ve zaman
birimlendirilmeliydi. Burada sonug, 4. boyut i¢in sekillendirilmisti. Fakat Einstein bir
matematik diigkiinii olmadig1 i¢cin sadece lokal olarak ise yarayan parcalari buldu.
Einstein; Minkowski’nin uzay zamanint ve Lorentz’in doniisiimiinii kesfetmis ve
problemlerin ¢oziimiinii gerektiren yardimcilarin 6zel rolativite igcinde oldugunu
gostermistir [1].

Tiirk fizikcilerimizden Prof. Dr. Feza Giirsey de kuaterniyonik ve oktoniyonik
yapilarin 6nemini 1950’11 yillarda sezip, bu yapilart ve ilgili istisnai grup ve
geometrileri ¢calismalar ile fizige yerlestirmistir. Kendisini kuaterniyonlar iizerindeki
caligmalar1 komform grubu, genel rolativite de bazi ¢oziim, Yang Mills teorisinde
instanton c¢oziimleri, kuaterniyonik analitisite ve Oklidyen rolativitede Kahler yapisi
ve bu uzayda diffeomorfizmlerin kuaterniyonlarla kovaryant gosterimi gibi genis bir
yelpaze olusturur. Kuaterniyonlarin temel fizik kanunlarinin incelenmesinde oynadigi
roliin 6nemi, 6zel rolativite ve kuantum mekaniginin kesfi ile daha iyi anlasildi. Feza
Giirsey 1955 yilinda 6zel rolativiteyi kuaterniyonlar ile ifade etmeye calistigl bir
yaymn yapti. Simetrik yapilarin fark etmesindeki olagan iisti kolayligr ile
kuaterniyonlarin temel fizik kanunlarinda 6nemli bir rol oynayacagini sezmisti [1].

Kuaterniyonlarin fizikte kullanim buldugu konulardan birisi ve belki de en
onemlisi Einstein’1n 6zel ve genel rolativite teorileridir. Bu teorilerde zaman kavrami,

3-boyutlu uzaydan bagimsiz olarak mutlak bir nitelik tasimaz. 4- boyutlu uzay-



zamanin her bir noktasi, belli bir anda belli bir noktada yer alan bir olguya kars1 gelir.

Tipik uzay-zaman noktast; (qo =ct,q, =X,q, =Y,q; = z) kartezyen koordinatlart

ile temsil edilebilir. Burada t zaman koordinatini, ¢ ise boslukta 151k hizini
gostermektedir. Bu tanimlar yardimiyla uzay-zamanda hareket eden bir noktasal

pargacigin konumu q =iq, +e-q ifadesi ile verilen bir kompleks kuaterniyon ile
gosterilebilir. Bu ifade de kuaterniyon birimleri e=(e1,e2,e3) ticlisti ile uzay

koordinatlari ise G = (x, y, z) vektorii ile verilmektedir. i’=—1 kompleks sanal birim

sayidir. q kuaterniyonun normu acik olarak yazilirsa;

— 2 RN
N,=qa=-(¢") +d-3 (L1)
bulunur. Kompleks kuaterniyon cebrinin norm koruyan izomorfizmleri
q— q =UqU", q kuaterniyonun kars1 geldigi uzay-zaman vektoriiniin Lorentz

doniistimleridir. Boylece Einstein’in rolativite teorisinin temelini olusturan Lorentz
doniistimleri kompleks kuaterniyon cebrinin norm Kkoruyan izomorfizmleri ile
ozlesmis olmaktadir. Ik kez 1912°de A. W. Conway ve L. Silberstein tarafindan 6zel
rolativite teorisi icin One siiriilen bu yaklasim o sirada tensor cebrini yerlestirmeye
calisan fizikciler arasinda ragbet kazanmastir [1].

Kuaterniyonlar, uzaysal donmelerde ve fiziksel biiyiikliiklerin karakterlerinin
belirlenmesinde c¢ok ise yaramaktadir. Ayrica kuaterniyonlar grup teorisinde ve
elemanter parcaciklarin siniflandirilmasinda kullanilmaktadir. Uzaysal donmeler,
grup teori uygulamalari, kontrol sistemleri ve robotik uygulamalarinda bir¢ok
arastirmaci igin ilging bir aragtir. M. Tanigh tarafindan hazirlanan doktora tezinde
endiistriyel robot kollarinin hareketi kuaterniyonlar tarafindan tanimlanmaktadir. Bu
calismada ayrica kuaterniyonlar arasindaki her tiirlii islemi yapmak icin bir algoritma
gelistirilmis ve bu amacla bilgisayarda kullanilmak iizere Pascal 7.0’da bir paket
program hazirlanmistir. Sonlu donmeleri ifade etmek icin kuaterniyonlar
kullanilabilmektedir. Ayrica, kuaterniyonlar fiziksel biiyiikliikleri ifade etmek i¢inde
kullanilabilmektedir. 1989°da K. Ozdas tarafindan skaler ve vektorel biiyiikliiklerin

kuaterniyon uzayimi taginarak birer kuaterniyon olarak nasil ifade edilecegi



gosterilmistir. Kuaterniyon ¢arpimindan farkli olarak kuaterniyonlar icin skaler (i¢)
ve vektorel (dis) carpma islemleri tanimlanmistir. Bu islemler yardimiyla “is” ve
“tork™ gibi biiyiikliiklerin nasil ifade edilecegi gosterilmistir. J. C. K. Chou; hiz, ivme
ve momentum gibi vektorel biiyiikliikleri kuaterniyonlarla temsil ederek bunlara
iliskin kinematik ve dinamik diferansiyel denklemleri yazmistir. M. Tanisli robot
kinematik denklemlerini iiretmek igin genel kuaterniyon doniistimlerini kullandi.
Boylece donme matrisine gore avantaj saglayan Euler parametreleri ve donme
matrisleri arasinda bir baginti gelistirdi. Kuaterniyonlar, kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerle =~ tanimlanabilen = dinamik  sistemlerin  ifade edilmesinde
kullanilabilmektedir [2, 4, 5].

Kuaterniyonlar son yillarda her alanda artan bir hizla kullanilmaktadir.
Kuaterniyon cebride kuaterniyonlarin kullanim alanlarinin artmasina paralel olarak
gelisme gostermektedir. Kompleks sayr ve kuaterniyon bilesiminden olusan
kompleks kuaterniyonlar (Bikuaterniyonlar), fiziksel uygulamalarda son yillarda
artan bir hizla yer almaktadir. Bunun yani sira kuaterniyonlar teorik fizik
arastirmalarinda  kullamilmaktadir. Ornegin Gurlebeck ve Wolfgang kompleks
kuaterniyonlarin yani bikuaterniyonlar1 6zel rolativite teorisi, parcacik mekanigi ve
elektromanyetizmaya uygulayarak kompleks kuaterniyonlarin kendine olduk¢a genis
bir uygulama alani buldugunu gostermislerdir. Bugiine kadar fizikteki bir¢cok
denklem c¢esitli bilim adamlan tarafindan kuaterniyonlarla yeniden ifade edilmistir.
Bunlardan bazilar1 sidyledir. S. C. K. Chou kinematik ve dinamik diferansiyel
denklemleri, Adler kuantum mekanigini, D. C. Jolly matris ve kuaterniyonlar
arasindaki izomorfizmi, Kugotownsend tarafindan kuaterniyonlarin siiper simetrik
modellerle olan baglantisi, K. Morita tarafindan kuaterniyonlarin Dirac teorisindeki
rolii, M. Tamish ve K. Ozdas robotik manipiilatorlerin pozisyonunun kuaterniyon
doniisiimiinii, M. Tanigh akustik enerji korunum denklemini, yine Tamsh ve Ozgiir
acisal momentum ve Dirac denklemlerini, Negi ve arkadaslar1 tek kutup dynonslar
gibi teorik varliklar1 anlatmak i¢in bu say1 cebrini kullanmiglardir [6-8].

Kuantum mekaniginde elektron spinini tarif ederken kuaterniyon cebri

kullanilmaktadir. Bir spindr iizerinde islem yapan kuantum operatorleri, drnegin,



momentum operatorleri 6-p gibi, 2x2 matrislerdir. Dolayisiyla kuantum

operatorleri kuaterniyonlarla gosterilebilir. Bu yaklasimla spinorlerin matematik
formalizmi 1930°da B: L. Van der Waerden tarafindan gelistirildi. Daha sonra bu
kavram E. Cartan ve H. Weyl tarafindan daha yiiksek boyutlu vektor uzaylar {izerine
genellestirildi. Bugiin spinorler fizikte vektorlerden daha temel rol oynamaktadirlar
[1].

Kompleks kuaterniyonlarin fizikteki uygulamalar1 daha cok genel ve oOzel
rolativite ile kuantum mekanigi alaninda olmustur. Kompleks kuaterniyonlarla Dirac
rolativistik denklemlerinin ¢esitli formiilasyonlarinin ilk onciisiic A. W. Conway
olarak goriilmekle birlikte bircok bilim adammin yazilarinda kompleks
kuaterniyonlarla kuantum mekanigi K. Morita tarafindan yeniden formiile edilmistir.
Leo’nun da kuaterniyon ve kompleks kuaterniyonlarla ilgili calismalari vardir [1, 9].

Fiziksel olarak 1927°de Pauli ve 1938’de Dirac elektron spininin tanimi i¢in
spindr esitliklerini gosterdi. 1930°’da Juvet ve Saunter, siitun spindrlerini sadece ilk
siitunu sifir olmayan kare matris spinorleri ile yer degistirdi. 1947°de Marcel Riesz
spinorleri Clifford cebirlerinin minimum kiiciik ideal elemanlar1 olarak diisiindii.
1958’de Riesz homojen ve izotropik ortamin 6zel durumundaki Maxwell esitliklerini,
Cl,,3 Clifford cebrinde bivektorler ile basit bir esitlikte ozetlendi. 1956-58’de Giirsey
H(2)’de 2x2 kuaterniyon matrisleri ile Dirac esitligini yeniden yazdi. 1964’te
Kusraanheimoi, Kepler hareketinin spinor diizenini gosterdi. Bu KS-doniisiimii,
spindrlerin operator yoniiniin vurgular. 1983’te Y. Takahaski ve 1985’te J. Crawford
bilineer es doniisiimlerinden spinérleri tekrar elde etti [10].

1881°de Michelson farkli yonlerde 1s1gin hizimi olgtii. Michelson & Morley
1887°de deneyi tekrarladilar ve 1s181n, 151k ortamina gore kaynagin hareketinden
bagimsiz ayni hizda hareket ettigi sonucuna vardilar. 1887°de Voight,

X' =x—-vt

, VX (1.2)
U=t——
C
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Degiskenlerinin degisimine gore sabit kalan dalga denklemini %l ol
X° ¢

olarak tanimladi. Voight’in formiilleri, direkt ve ters doniisiimler i¢cin ayni1 degildir.

Daha sonra simetri igin 4/1— ivz/ c’ , orani ile yeniden faktor tanimim yapti. 1892°de

FitzGerald ve Lorentz, bagimsiz olarak hareket eden cisimlerin /1— ivz / c? , orani ile

hareket yoniinde kisaldigim1 varsayarak Michelson & Morley deneyinin bir
aciklamasini verdiler [11].

Uzay-zaman olaylarinin Lorentz doniisiimleri, 1900’de Larmor tarafindan
sunuldu, ancak rolativistik Maxwell esitliklerinin kovaryantlari, 1903’te H. A.
Lorentz tarafindan kanitlandi. 1905°te Einstein, 151k hizinin bagimsizhigr ilkesi
postiilasi ile rolavite ilkesini tamamladi. Bu iki ilke, Einstein’in zaman notasyonunu
tekrar gozden gecirmesine sebep oldu ve Lorentz’in kinetiksel doniisiim yasalari
sonucunu c¢ikarmasimi sagladi. Daha sonra Einstein, 6zel rolativite ilkesini tekrar
formiile etti. Boylece Einstein, sadece mekaniksel degil elektromanyetik olguyu da
benimser:

“Fizik yasalari, biitiin referans cercevelerinde aynmi bi¢ime sahiptir.”

Einstein’in bu rolativite ilkesi, Maxwell esitliklerine uygulandiginda, 151k
hizinin biitiin referans cercevelerinde aymi olacagi sonucunun cikarilacagi ikna
edicidir. Rolativite ilkesi ve Maxwell esitliklerinin bilinmesi, Lorentz’in doniisiim
yasalarinin sonucunu ¢ikartmak i¢in yeterlidir. Bugiinlerde rolativistik ve rolativite
terimleri hemen hemen Einstein ilkesi ile aymdir [1, 11].

Matematikciler acisindan, dirac matrisleri aslinda Clifford cebrinin
generatorlerinin temsilinden baska bir sey degildirler. Kuaterniyon ve Dirac cebri
Clifford cebirlerinin 6zel hali olarak goriilmektedir. Nasil iki elemanli bir spindr
kuaterniyon cebrinin elemani olarak diisiiniiyorlarsa dort elemanli bir Dirac spinorii
de aynen Oyle Clifford cebrinin bir elemani olarak diisiiniilebilir. Soyut Clifford
cebirleri giiniimiizde elektron, nétrino v.b. iki degerli spin tagiyan ve bu nedenle Pauli

disarlama ilkesine uyan fermiyon adimi verdigimiz parcaciklarin incelenmesinde,



kuantizasyonunda ve siipersimetri kavramlarinin gelistirilmesi alanlarinda 6nemli rol
oynamaktadir [1].

Kula L. tarafindan hazirlanan “Boliinmiis Kuaterniyonlar ve Geometrik
Uygulamalar1” doktora tezinde bdoliintiilii (split) kuaterniyonlarin Minkowski 3-
uzayinda donme matrisleri tamimlanmistir. Hamilton operatorleri ile Minkowski 3-
uzayinda vida hareketinin gosterimi yapilmustir [12].

Matris mekaniginde Ozfonksiyonlar birer siitun matrisleri ile gosterilirken
operatorler ise matris elemanlar1 o operatoriin beklenen degerlerinden ibaret olan
birer matrisle temsil edilirler. Matrisin elemanlari, ilgili operatoriin o uzaydaki
spektrumunu olusturur. Operatoriin temsil eden matrisin mertebesi (boyutu) bagimsiz
0z fonksiyon uzayinin boyutu ile belirlidir.

Bu calismanin 2. boliimiinde kuaterniyonlar ve boliintiilii (split) kuaterniyonlara
ait cebir incelenecek, 3. boliimde Pauli-spin matrislerinin boliintiilii kuaterniyonlarin
bazlari cinsinden elde edilmesi yapildiktan sonra, spin vektorii ele alinarak spinorler

ve donmeler tamimlanarak manyetik alandaki parcaciklarin hareketi incelenecektir.



2. KUATERNiYON CEBIiRi

Kuaterniyonun vektor kisimlarinda islemler yapmak i¢in en {iinlii kurali,
kuaterniyon bazlarinin ¢arpimlari i¢in tanimlanmais olan;

ee =e,e, =ee, =ee, e, =-1
—
e3

ee =-9e,+e, €; e =1 (2.1)
ifadeleridir.

Toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikte kuaterniyonlar kiimesi bir cebir, daha
dogru olarak degisme 6zelligi olmayan boliim cebirleri ad1 verilen bir matematiksel
sistemi olusturur. Yer degistirmeyen boliim cebirleri adi, kiimede sifir olmayan her
eleman i¢in, genelde kuaterniyon ¢arpiminin yer degistirmedigini ve de genel olarak
carpimin tersinin var oldugunu vurgular. Ozet olarak, ¢arpma ve toplama islemleri
altinda kuaterniyonlar kiimesi ¢arpma i¢in, yer degistirme 6zelligi disinda bir cismin

tiim aksiyomlarini saglar.

2.1 Kuaterniyonlarin Tanmimlanmasi

R’ gibi ii¢ boyutlu uzayda vektorleri gostermek icin e,, e,ve e, ortonormal

bazlar1 kullanabiliriz. U¢ boyutlu uzaydaki vektorler reel sayilarin katlar1 seklinde

yani skalerlerle yazilabilirler, bdylece ortonormal bazlari,

e, =(1,0,0)
e, =(0,1,0) (2.2)
e, =(0,0,1)

olarak yazabiliriz.
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Bir kuaterniyonu, ® *’ iin herhangi bir elemani olarak da diisiinebiliriz. Bu

durumda ise bir q kuaterniyonunu,
q4=(90591292+95) (2.3)
olarak yazabiliriz. Burada ¢, q,, g, ve q,; reel sayilar veya skalerdirler [12, 13].

Bir kuaterniyonu temsil eden bilesenlerden skaler veya reel say1 olan bilesenine

g, diyebiliriz. Daha sonra q, ®’’de;

q=¢€4q, +€,q, +e;q, (2.4)

olan herhangi bir vektore karsilik getirebiliriz. Buradae,, e, vee,; ®°’de standart

ortonormal bazlardir. Bir kuaterniyonu ise;
q=q,+q= q,+e€q, +e,q, +eq; (2.5)

toplam1 olarak tanimlariz. Bu toplamadaq, kuaterniyonun vektor kismi olarak
adlandirilirken; ¢,, kuaterniyonun skaler kismi olarak adlandinlir. ¢,, q,, ¢, ve g,

skalerleri, kuaterniyonun bilesenleri olarak adlandirilmaktadirlar [13, 14].

Esitlik, toplam ve ¢ikarma: 1ki kuaterniyonun esit olmasi; aym bazlarla

yalnizca, tam olarak, ayni1 bilesenlere sahipseler olur. Yani p ve q kuaterniyonlart;

pP=p,+ep te,p, +e;p,,

(2.6)
q=4g,+e€q, +e,q, +e;q;
olursa ve yalnizca;
Po =4,
pl - QI (27)
P, =4,
P3 =43

ise esitlik tanimli olmaktadir. Yukaridaki iki p ve q kuaterniyonlarinin toplami ve

cikarmasi ise,
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ptq :(Po iq0)+e1(pl i_ql)+e2(p2 i‘]2)""33(193 i%) (2.8)

olarak tanimlanir. Boyle tanimlanan kuaterniyonlar icin toplama ve c¢ikarma tam
olarak reel sayilarin 4 derecelileri ile ayn1 toplama ve c¢ikarma 6zelliklerine sahiptir.
Iki kuaterniyonun toplami veya cikarmasmin yine kuaterniyon olduguna dikkat
edelim, yani kuaterniyonlar toplama ve cikarma islemi altinda kapalidir. Daha da
fazlas1 her q kuaterniyonu -q ile gosterilen bir negatif ya da toplamaya gore tersine
sahiptir. -q’daki her bilesen q’nun benzer bileseninin negatifidir. Ayrica,
kuaterniyonlarin toplami; birlesme ve yerdegistirme 6zelliginin her ikisine sahiptir,

clinkii reel sayilarin toplami da, bu 6zelliklere sahiptir [13, 14].

Carpinun tamimlanmasi: Oncelikle bir skaler ile bir kuaterniyonun carpimi acik

bir durumda; ¢ bir skaler olmak iizere ve

q = q,+eq, +e,q, +e.q, (2.9)
q kuaterniyonu ile carpimi;

cq = cq,+ce,q, +ce,q, +ce,q, (2.10)

ile verilir. Bu nedenle kuaterniyonu bir skaler ile carpmak, kuaterniyonun her
bilesenini ayni skaler ile carpmaktir. Sonucun yine bir kuaterniyon olduguna ve
kuaterniyonun c skaleri kadar biiyiidiigline dikkat edelim, yani kuaterniyonlar kiimesi,

bir skaler ile ¢carpma altinda da kapalidir [13, 15].

Daha sonra ise, iki kuaterniyonun c¢arpimi daha da karmasiktir. Bu ¢arpimda,
denklem (2.1) goz oniine alindiginda asagidaki bazlar arasindaki temel 6zel carpimlar

saglanmalidirlar:

2 2 —-1

¢ =€, =¢; =¢¢6,6;=-1,

ee, =e, ==-¢,¢

1v2 3 2% (211)
€,e; =€, =-¢€;¢,,

e.e, =e, =-ee,.
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Bu carpimlarin yer degistirmedigine dikkat edelim. Bu nedenle genelde iki
kuaterniyonun carpimi da yer degistirmez. Yani degisme 6zelligini tasimaz. Simdi,
yukaridaki temel carpimlar ile cebirsel carpim icin genel kurallarin kullanilmasi ile
kuaterniyonlarin c¢arpimi asagidakiler gibi olmak zorunda oldugunu kanitlamak

kolaydir. Eger p ve q gibi iki kuaterniyon,

p=p,tep +e,p, te;p; (2.12)
veE
q=9g, t€,q, +€,q, t€;q, (2.13)

olursa bu iki kuaterniyonun ¢arpimi;

pq=(p, +ep +e,p, +e,p,)q, +€,q, +e,q, +e,q;)
= Do4o T €019, t€,0,9, T€34;D,

+€ g, +912p1q1 +e,€,p,q, +€;e p;q, (2.14)
+e€,p.q, t€€,pq, +e22pzqz +e5e,p,q,

2
+e€;p0q; t€,€;p,q; +€,€,p,q; +€; pPsg,

seklindedir. Eger Hamilton’un bazlar icin 6zel ¢carpimlarinda diizenleme yapilirsa,

P4 = Pyq, T € P19, T€,P,49, T€; P34,
T€,0049,"P\9, —€3P29, T €,P39,
+€,004, +€3P,4,P,9, — € P39,
+€3P0q; —€,P193 T €,P2q57P3q;

(2.15)

olacaktir. Simdi terimlerin bazi cebirsel gruplanmasiyla, ifademiz,

Pq = P4~ (qul +Dpyg, t p3Q3)
+ Py (el% +e,q, +e3Q3) +QO(e1p1 +e,p, +e3p3) (2.16)
+ el(pz%'p3%)+ ez(p3q1-p1q3)+e3(p1q2—p2ql)

olarak yazilabilir. Bu ifadeyi daha 6zet bir sekilde tekrar yazmadan 6nce, ii¢ boyutta
vektorlerin cebirlerinden skaler carpim ve vektorel carpimi tekrar hatirlamamiz

yararh olacaktir. Eger;
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a=(ana,a,) ve b=(b,b,b,) (2.17)
vektorlerini ele alirsak, o halde bu iki vektor i¢in skaler carpim;
ab= ab, +a,b, +a,b, (2.18)

ile verilir ve vektorel carpim,;

el e2 e3
axb=la, a, a (2.19)
bl b2 b3

=€ (a2b3—a3b2 )'ez (alb3'a3b1 )+ €; (ale -a,b, )

oldugu bilinmektedir. Bu sonuclar kullanirsak; p=p, +p ve q=g¢,+q seklinde

iki kuaterniyonun ¢arpimi daha 6zet bir sekilde;
P4 = PyqyP-9+ Pod+q,P+PXq (2.20)

olarak yazabiliriz. Diger tamimlar kullanilabilir olmasina ragmen, denklem
(2.20)’deki ifadeyi iki kuaterniyonun carpimi tanimi olarak kullanacagiz. Denklem
(2.20)’de tanimlanan kuaterniyonlarin ¢arpimi, matris cebirlerinin kullanilmasiyla da

yazilabilir. Eger ¢arpimi;
pq=r=r,+1=r1,+e€71 +e,r, +en (2.21)

kuaterniyonu olarak diizenlersek ve denklem (2.15)’te yer alan ifadeleri ortak bazlar

altinda yazarak,

Iy = Po407P19:"P2927P34;

n= P90 % Pod, T P2493P39,
"y = Po42P149s + P240 T P34,
3 = P2q3 T P1427P29, + P39,

(2.22)

seklinde diizenlemeyle, matris gosterimi yazilirsa ifademiz,
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o Po —DPi —Pr» —P3|4
h _ P Py — D3 P> q, (2 23)
T P> D Po —Pi| 4

r P —P, D Py || 45

seklinde olacaktir. Kuaterniyonlar kiimesi, toplama ve c¢ikarma islemine ek olarak
carpmada da kapalilik 6zelligine sahiptir. Ayrica kuaterniyon ¢arpiminin gercekten

birlesme 6zelligine sahip oldugunu da soyleyebiliriz [14, 15].

pxq vektorel carpimi yerdegistirmedigi i¢in, kuaterniyon carpimi yer
degistirmez ve bu kuaterniyon cebiri i¢in, yalnizca cisim Ozelliklerinden bir

ayricaliktir [15].

Fakat kuaterniyon ¢arpimi disinda, toplama i¢in de bir tanima sahip olmaliyiz.

Kuaterniyonlar kiimesi, reel kismi 1 ve vektor kismi O olan bir kuaterniyon i¢in;
q=1+0 (2.24)

olarak yazilabilir. Kuaterniyonlarin carpimi, toplama iizerinde dagilma ozelligine
sahiptir. Son olarak; sifir olmayan her kuaterniyonun, ¢carpmaya gore tersi oldugunu

sOyleyebiliriz [13, 15].

Kuaterniyonun kompleks konjugesi: Kuaterniyonlara ve bunun disinda herhangi
bir kompleks sayilara bagli onemli cebirsel bir kavram olan bir kuaterniyonun

kompleks konjugesini anlatmak yararli olacaktir[14].
q=¢,+q=q,+eq, +e,q, +e;q, (2.25)

seklinde olan kuaterniyonun kuaterniyon eslenigi,

q=q,—q4=q,—€q, —€,q, —€;q; (2.26)
ile verilir. Denklem (2.20)’de tanimlanan kuaterniyon ¢arpiminin kullanimindaki bir
ornek gibi, iki kuaterniyon icin kuaterniyonlarin ¢carpiminin kuaterniyon eslenigi her
bir kuaterniyonun kuaterniyon esleniklerinin ters olarak carpimina esit olur, yani

verilen herhangi iki p ve q kuaterniyonlar1 i¢in,
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(pa)=ap (2.27)

olur. Ayrica herhangi bir q kuaterniyonu igin; q ve a kuaterniyon esleniginin

toplaminin bir skaler olduguna dikkat edelim, yani
a+4q= (g, +d)+(g,-d) =24, (2.28)
olarak sonug, 2¢g, seklinde bir skalerdir [13, 15].

Norm: Kuaterniyonlarla ilgili diger 6nemli cebirsel kavram, bir kuaterniyonun

normudur. Yani norm;

N, =aq (2.29)

skaleri ile tanimlanir. Herhangi q vektorii igin qxq=0 kurali ile kuaterniyon

carpim tanimint kullanarak normu,

N; = (QO'EI)'(qo +(j)
= quO_(_(_j)'q+q0q+(_EI)q0 +('(_j) xq
ZQOZ +q-q

2 2 2 2
=q, tq, tq9, t4q;

(2.30)

seklinde hesaplayabiliriz. Bu, tanim ®.**deki bir vektoriin uzunlugu i¢in olan tanimla
aymdir. Ayrica herhangi Oklid normuyla ayn1 anlama sahip olduguna dikkat edelim

[13, 15].

Eger bir kuaterniyonun normu 1 ise, bilesenlerinin herbiri 1’den kii¢iik veya 1’e
esit bir degerde olmalidir. BoOyle kuaterniyonlar birim veya normalize olmus
kuaterniyonlar olarak adlandirilirlar [15].

Iki p ve q kuaterniyonlarmin carpimmin normu her bir kuaterniyonun

normlarinin ¢arpimina esit oldugu;
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szq = (p(l)(ﬁ)
= pqqp
=pN’(q)p (2.31)
=ppN’(q)

=N’(p)N’(q)

seklinde gosterilebilir. Tabiiki iki birim kuaterniyonun carpimi, yine birim

kuaterniyondur [15].

Kuaterniyonun tersi: Kompleks eslenigi ve bir kuaterniyonun normu fikirlerini
kullanarak, sifir olmayan her kuaterniyon i¢in, ¢carpmaya gore tersi vardir deriz. Eger

=19

bir q kuaterniyonunun “q ~ ” ile tersini gosterirsek;

q'q=qq’ =1 (2.32)

esitligi gecerlidir. Simdi, (_1 kompleks konjugesi ile q kuaterniyonunu sagdan ve

soldan carparsak;

q'qq=qqq" =q (2.33)

yazabiliriz. qq = Ny oldugundan;

-1

gt

= Wl (2.34)

qa
N, q‘

olur. Burada q, birim veya normalize olmus kuaterniyon (yani N, =1 ) ise, tersi

sadece kompleks konjugesine esittir yani,

q'=q (2.35)

seklinde ifade edilir [14, 15].
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2.2 Boliintiilii (Split) Kuaterniyonlar

Boliintiilii kuaterniyonlar E; ile gosterilen iki indisli yar1 6klid 4 uzayi ile pure

boliintiilii kuaterniyon yani boliintiilii kuaterniyonun alt uzay: ise Minkowski 3 uzay1
ile Ozdeslestirilebilirler. Boylece; Lorentzian i¢ ve vektor c¢arpimlart kullanimiyla
vektor analizinde yapilan islemlerin ¢ogunu bdliintiilii kuaterniyonlarla yapmak
miimkiin olmaktadir [15].

Bazlarinin ¢arpimi;
ee =—l,e,e,=ee; =1
ve (2.36)

€6, =¢€;, €,6;=—€, €6, =¢,,

€6, =—€;, €5¢,=¢, ¢€¢€;=-¢,
denklemlerini saglayan;

H ={q=d +ae, +be, +ce, :a,b,c,d € R} (2.37)
kiimesinin elemanlarina boliintiilii kuaterniyon denir. Boliintiilii kuaterniyonlar;

q= (d,a,b,c) =d +ae, +be, + e,

veya (2.38)

S,=d ve V, =ae, +be, +ce,

olmak iizere g =S, + \7q seklinde gosterilir. Sq’ya skaler kisim, \7q ’ya ise vektorel

kistm denir. Skaler kismi sifir olan boliintiilii kuaterniyonlara saf(pure) boliintiilii

kuaterniyonlar denir. Boliintiilii kuaterniyonun bazlari i¢cin ¢arpim kurali asagida
tablo 2.1°de verilmistir. c_] =8, - \7q islemi ise C_] boliintiilii kuaterniyonun eslenigini

gostermektedir [15].
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Tablo 2.1: Boliintiilii kuaterniyon bazlarinin ¢arpimi

(3] e -1 e3 -€)

() (] -3 1 -0

e3 e3 (] e 1

Matris gosteriminde, boliintiilii kuaterniyona ait bazlarin standart matris

ifadeleri;

1 0 R i 0
1 s e < .
0 1 0 —i
R 0 —i R 0 1
e, &\ . s e, &
i 0 1 0

seklindedir [17]. Burada i* = —1 "dir.

(2.39)

q= [d ,a,b, c] =d +ae, +be, +ce, bolintiili kuaterniyonunun 2X2 matris

formunda gosterimi;
1 0 i 0 0 —i 0 1
q=d +a |+Dh| +c
0 1 0 —i i 0 1 0
3 d+ia c—-ib (s r
9= c+ib d—ia) r s

seklinde tanimlanir. Boliintiili kuaterniyonun bazlari icin denklem (2.39) ifadeleri

(2.40)

kullanilmistir. Burada s =d +ia, s=d— ia, r=c+ib, r=c—ib’dir.

Boliintiili kuaterniyon i¢in tanimlanmis 2X2’lik matristen yola c¢ikarak
q= [d ,a,b, c] =d +ae, +be, +ce, boluntiili kuaterniyonunun matris ifadesinin
determinant ise;
det(q)=ss—rr (2.41)
olarak elde edilir [18].
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Bir g boliintiilii kuaterniyonu icin, I(q)= qc_]=c_1q olmak {iizere: I(q) <0,
I(q) > 0 veya I(q) = 0 durumlarinda sirasiyla; g béliintiilii kuaterniyonuna,

uzaymsi, zamanimsi ve isigumsi boliintiilii kuaterniyon denilmektedir.

q =(d,a,b,c) bolintiilii kuaterniyonu igin, N, = \/‘d >+a’ —b* —c?| seklinde

q

tammmlanir. Ng = 1 ise qQ'ya birim boliintiilii kuaterniyon denir ve q,=-——

N,

formiiliiyle tanimlanabilir. Ayrica; sadece uzayimsi ve zamanimsi boliintiilii

q

kuaterniyonlarin tersi qq~' =q~'q =1 ozelligini saglarlar ve q~' = N olarak ifade
q

edilir. Isigimsi boliintiili kuaterniyonlarin tersi tanimli degildir.
g=ae,+be,+ce,, q =a,e, +b,e, +c,e, seklinde skaler kisimlari sifir
olan iki boliintiilii kuaterniyonun ¢arpimi;

—¢, €, ¢€
qq’'=-a,a, +bb,+c,c,+|a, b, ¢ (2.42)

a, b, ¢

seklinde bir tamimlamaya sahiptir. Bir diizenleme yaparsak ayni carpim,;

99'=(q.9"), +(a%. q') (2.43)
olarak ifade edilebilir. Burada (q, q’> , Lorentzian i¢ ve (gx L q’) Lorentzian vektorel
carpimlaridir. d*+a’—-b*-c* <0 ve 0<d><-a’+b° +c° :<\7q,\7q>l_

oldugundan herhangi bir uzayims: boliintiilii kuaterniyonun vektorel kismi uzayimsi
vektoriidiir. Fakat bir zamanimsi boliintiilii kuaterniyonun vektorel kismi zamanimsi,
uzayimsi veya 1s1g1msi olabilir [15].

q ve q° bolintillii kuaterniyonlar olmak iizere icin asagidaki kullanish

ozellikler gecerlidir [15]:

q ): vq'vq

<\
<\
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iii. N(qq')=N,N,

iv.V . \7[,' ’ye paralel olmast igin gerek ve yeter sart qq@° = ¢’qQ olmasidr.
v. q(q’r)=(qq’)r

vi. q(q"+r)=qq’ +qr

vii. 1, =11,

viii. Zamanimsi kuaterniyonun vektor kismi, zamanims1 veya uzayimsidir.

a. Her uzayimsi kuaterniyon;

g = Nq(sinh® + &, cosh )

/ 2 2 2
q1 cosh® = 'q2+q3+q4

formunda yazilabilir. Burada sinh® =——, seklinde ifade

Nq Nq

. . €, +q.e,+q,e s . -
edilmektedir ve £, = 9:61+ 9565 + 9464 E;’deki uzayimsi birim vektordiir.

V-9:+q; +q;

b. Her uzayimsi vektor kismi ile zamanimsi kuaterniyon;

g = Nq(cosh® + &, sinh )

Caz+a’+a?
9D Gnho=Y"T BT inde ifade
Nq

formunda yazilabilir. Burada cosh = N—,

. . . €, +q.e,+q,¢é : iy o
edilmektedir ve &, = 9.6, 79, £ 9., E;’deki uzayimsi birim vektordiir.

V-9: +q; +q;

€,€, =1 dir.
¢. Her zamanimsi vektor kismi ile zamanimsi kuaterniyon;

g =Nq(cos®+g,sin0)

2 2 2
formunda yazilabilir. Burada cos@ = i, sin@ = 9-9 -9 seklinde ifade
Nq Nq

. . . e +qg.e,+q,e . . e e
edilmektedir ve &, = .61+ 9565 + 9464 E]’deki zamanmimsi birim vektordiir.

V-G:+q; +q;

€,€, =—1 dir.

ix. 4=(q,,9,,9,q,) kuaterniyonu kullamlarak Oklid 3 uzayindaki verilen donme;
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9/ +9;-9;-9; -29.9,+29,9, 29,9,+29.9,
R=| 29.9.+29.9, q/-9;+9;-q. 29.9.-29.9, (2.44)

2

29.9,-29,9,  29,9,+29.9, q;-q;-q;+q;
matrisine genellestirilebilir.
x. g ve r zamamms1 kuaterniyonlari olsun. R: H" — H” doniisiimii;

_ -1
R,(r)=qrq (2.45)
normu ve skaleri ricinde ayni1 olan zamanimsi kuaterniyon ile tanimlanir.

xi.q =cosh@+¢€,sinh@, vektér kism1 uzayims: olan zamanims: kuaterniyon ve &€

Lorentzian vektor olsun. R, (€)=q€q™" doniisiimii, €,uzayimsi1 ekseni gevresinde

20’lik hiperbolik aciyla yapilan bir donmedir.

xii. ¢ =cosO+¢€;sin@, vektdr kismi1 zamanims! olan zamanimsi kuaterniyon ve €
Lorentzian vektor olsun. R, (€)=q€q™" doniisiimii, €,zamanims1 ekseni gevresinde
20’lik hiperbolik aciyla yapilan bir donmedir.

xiii. © acis1 boyunca e, = (1,0,0) standart zamanimsi koordinat ekseni ¢evresinde

donme;
1 0 0

qu =|0 cos® -—sin6 (2.46)
0O sin® cosO

ortonormal matris ile tanimlanir.

xiv. 0 hiperbolik acis1 boyunca e, =(0,1,0) ve e, =(0,0,1) standart uzayimsi

koordinat ekseni ¢cevresinde donme;

cosh® O sinh® cosh® sinh® O
R,=| O 1 0 ve R, =|sinh® cosh® 0 (2.47)
sinh® O cosh© 0 0 1

ortonormal matris ile tanimlanir.
Boliintiilii kuaterniyonlar tanimlanan dort baz elemamiyla birlesimli, degisimli

olmayan ve boliim cebrinin tanimlanmadigi bir cebir olustururlar [15].



22

Boliintiilii kuaterniyonlarin ¢arpimi matris gosteriminde de asagida tanimladig
gibi gerceklestirilebilmektedir. p = [pl, Dy Pss p4] ve = [ql, G55 q3,q4] herhangi
iki boliintiilii kuaterniyon olmak iizere;

Py —P, P3 Dy q,

pq = P, P Py ~P3||4 (2.48)
Py Py Pv P24

Py -P3s P D q,
seklindedir [15].
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3. GORECELI (ROLATIVIiSTiK) OLMAYAN KUANTUM SPiNi

Pauli ve Dirac cebirlerinin her ikisi, 4 boyutlu uzay-zaman ve 3 boyutlu uzayda
geometrik cebrin dogal matris gosterimleri olarak meydana gelir. Geometrik cebir
icinde de kuantum teorilerinin cogu bir dogal ifade bulmaktadir. Bunu basarmanin
yollarindan biri, kuantum spin islemcilerinin (operatdr) standart gosterimini ele
almaktir. Burada izlenecek yol, kuantum mekaniginde daha derin yapili sorular
coziimlemenin basitlestirilmis cebirsel yolu olarak ele alinabilir [19].

Goreceli olmayan kuantum mekaniginin Pauli—spin matrisleri bilindigi gibi;

N 0 1 ~ 0 —i R 1 0
61:1 of 62:1‘ o) G, = 0 -1 (3.1

seklindedir. Aslinda bu matrisleri acik olarak geometrik cebrin de elemanlarindan
daha ¢ok matris operatorler olarak gostermek icin kullaniriz. [19].
Kuaterniyon bazlari; e ,e,,e, ve Pauli-spin matrisleri (6,,6,,6,) yaklasik

olarak cebirsel izomorfiktirler. Bir kuaterniyon, 2X2 matris formunda denklem

(3.1)’deki matrisler yardimiyla yazilabilir. Bir p kuaterniyonunu;
P =p,—ip6, =p,—ip,6, —ip,6,—ip;6, (3.2)

olarak matris formunda ifade edebiliriz. Bu ifade;

1 0y . (0 1 (0 =iy (1 O
= —i —i —i
P =Dy 0 1 D, 10 D, i 0 D5 0 —1
p:(Po_ip3 _ipl_sz:(a_ Ej
—ip,+p, Potip; -B o

seklinde alimir. Burada o= p, —ip, ve P =-—ip, —p,’dir. Bu 2x2’lik matristen,

(3.3)

p kuaterniyonunun determinantinin;

det(p) = (p,)" +(5)’ =pp = ac+pp (3.4)
oldugu ve Pauli—spin matrisleri ile kuaterniyon bazlarinin;
e, =—i6,,e, =—i6,, e, =—i0, (3.5)

ifadesiyle birbirine baglantili oldugu goriiliir [16, 19].
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Simdi, Pauli-spin matrisleri boliintiili  kuaterniyonlarin bazlarinin matris

ifadeleriyle tanimlanmak istenirse,

6, =¢€;=¢¢,
G, =¢e,=e,e (3.6)

6, =—ie, =ie,e,

seklinde elde edilir.

3.1 Pauli Spinorleri

Spini % olan parcacigin dalga fonksiyonu spindrdiir. y, ve y,, {&k}

operatorleri, 2 bilesenli kompleks spindrlere etki eder. Heisenberg gosterimindeki

stitun vektorlerinin Dirac gosterimi;

) = (Wj 3.7)

v,
ifadesinde goriildiigii gibi KetE|\|l>’e karsilik gelmektedir. Burada y, ve w,

kompleks sayilardir. Kuantum durumlari, ¢coklu vektorlerden ayirt edebilmek icin bra

ve ketler ile kullanilir [19, 20].
|\|;>’lerin bir kiimesi, bir iki-boyutlu kompleks vektor uzayr sekillendirir. Biz
ise multivektor olarak bunlar1 géstermenin bir yolunu ariyoruz. Bunu bagarmanin yol,

|\|1> kompleks vektore elemanlart sifir olan bir siitun eklemek ve

0 1 0
(wl j:(\vl %] ( j 3.8)
v, 0 YV, VY, 00
matrisi elde etmektir. Burada y, ve y, iki -konuyla ilgisi olmayan- keyfi sabitlerdir.

Her 2x2 matris, kompleks katsayili Pauli matrislerle ve Ozdeslikler yardimiyla
ayristirilabilirler. i (imajiner) sanal sayist ve I'nin yer degistirmesiyle, multivektorlere

dogrudan haritalandirilabilirler. Denklem (3.8)’deki esitligin sagdan ilk terimi bir
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genel 8-bilesenli (multi) coklu vektorii haritalandirir. Ikinci terim ise %(1+63)

matrisidir [19].

Boylece denklem (3.8)’in ¢oklu vektor esitligi;

‘I’%(1+G3):(‘|’l %](1 Oj (3.9)

v, v,)\0 0
denklemini saglanacaktir. Fakat biz biliyoruz ki,
1 1
E(l+c3)=c3§(1+c3) (3.10)
denklemini saglayan izdiisiim islemcisidir (operatoriidiir). Bu ozelligi 3-boyutlu

geometrik cebrin ¢ift altcebri icinde yer alan w%(l+c3) icinde y coklu vektoriinii

elde etmek i¢in kullanilabilir. Bu cebir 4 boyutludur. Buradan yola cikarak boliintiilii

kuaterniyonlarla;
w%(l+c3)—>\|1%(l—iel) (3.11)

seklindeki ifadeye ulasiriz. Ayrica izdiisiim islemcisi i¢cinde boliintiilii kuaterniyon

bazlaryla;
1 . 1 .
5(1—ze1)= —ie, 5(1—ze1) (3.12)

denkleminin denk oldugunu gostermek artik agikca bellidir [19].
2x2 Pauli-spin matrisleri, izleri sifir Hermite-sel matrisler olup y matrisi ise
birim matris ve ¢, ’larin bir serisi olarak [18],

a, +ia, . . . .
w) = &y =a, +a,ic, =a, +(a,ic, +a,ic, +a,ic,)

—a, +ia, (3.13)

Yy =a,+ale, =a,+ (alie3 +a,ie, +ai (- iel))
seklinde yazilabilmektedir [19].

Spin kuantum sayisi % olan parcaciklarin spin uzayim geren iki baz vektorii

vardir. Bunlara spin dalga fonksiyonu da denir. Ozellikle (Spin-up) spin yukar1 |+>
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ve (spin-down) spin asagi |—> temel durumlar seklinde ifade edilen bu matrisleri

[21, 22],

Heolire,)
2

(3.14)

) oo, —ia.)

gosterirsek ve boliintiilii kuaterniyonlar bazlariyla bu tanimlamalari, sirasiyla,
4o Li-ie,)

? (3.15)
|—> “ 5((33 —iez)

olarak tamimlamak miimkiin olacaktir.

3.2 Pauli Operatorleri

|\|1> durumlarn tizerinde {6k} kuantum operatorlerinin etkisi, bir y ¢oklu vektor

izerinde benzer bir isleme sahiptir [19]. Yani

6 v) o owe (k=1,2,3) (3.16)
seklinde tanimlanir. Daha agik sekilde ifadeyi ele aldigimizda bdoliintiilii
kuaterniyonlarla;

G, \|1> ey (-iel)zie3 ve,

G, \|1><ee2\|1(-ie1)=ie2\|1e1 (3.17)
&:|w) & (e, )y (-ie,)=-¢, we,

seklindeki tamimlamalara ulagilir. Pauli-spin matrislerinin ¢carpimini ele aldigimizda

sonug,

0
&1&2&3=(l .j=i19e3e2(—iel)=i1 (3.18)
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seklinde boliintiilic kuaterniyonun bazlariyla ifade edilebilir. |\|1>’nin her iki
bileseninin carpani, ii¢ matris islemcisinin carpilmasiyla meydana getirilebilir. Bu
yiizden;

i|y) <> 6,6,6,y(6,) =y i6, (3.19)

dontistimiine ulagilir. Burada, kuantum teorisinin birim imajeri, “i6,” bivektorii
tarafindan sag carpimla yer degistirilir [19].

(3.19) denkleminin boliintiilii kuaterniyonlarda denk ifadesi;

i‘\|1>He3e2(—ie1)\|1(—ie1)3 =ye, (3.20)

(13

seklinde yazilir. Burada ise kuantum teorisinin birim imajeri “e,” bivektorii

tarafindan sag carpimiyla yer degistirilir [19].
3.3 Pauli Gozlemlenebilirligi

Her o, Pauli spin matrisinin hermitik eslenigi o, =6, dir. Boliintiilii

1

kuaterniyon bazlar1 g6z oniine alinacak olunursa;

61T :61 = (‘?3)T :é3

) =6,=(,) =6, (3.21)

&3T =6, = (_ié1)T :(_iél)

Q>

.9

seklinde ifade edilir. “i" =—i” oldugundan, hancer operatériiniin, ii¢c boyutta ters
yone donmeye esit oldugu anlasilir. Bu ylizden uzay zaman tersi icin, tilde (hanger)
semboliinii ters cevirir ve ii¢ boyutta ters yone donmenin operatorii icin hanger
sembolii kullanilir. Eger ilk olarak kuantum i¢ carpiminin reel kismini dikkate alirsak

[19];
Rylo) =Ry o, +vyie,) (3.22)

ifadesini elde ederiz. Bu ifade kuantum operatdriiniin uzayini geren baz vektorlerinin

i¢ carpiminin reel kismidir. Denklem (3.22) asagidaki gibi,

R(y|9) & (v o) (3.23)
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olarak yeniden yazilmaktadir. Buradan;

(w| 9y = Rw| @) — iR(yip) (3.24)

ifadesi elde edilip; biitiin i¢ ¢carpim boliintiilii kuaterniyonlarin bazlari cinsinden;
(Wo) = (wio)—(y'pe)e, (3.25)
olarak yazilabilir. Denklem (3.25)’de de “e,” bileseni disar1 alinabilir. Bir A ¢oklu

vektorii iizerindeki bu izdiisiimiin sonucu (A) , olarak yazilmaktadir. Uc boyutlu bu

izdiisimdeki her dereceden coklu vektor igin;

1 1
<A> qzz(A+('ie1)A('ie1))ZE(A_e1Ae1) (326)

seklinde basit bir ifadeye sahiptir. Boylece bir¢cok problemin analizini yapmak icin

basitlestirilmis yeni yollar saglanmis olur.
3.4 Spin Vektor

k yoniindeki spinin beklenen degerini boliintiilii kuaterniyonlarla;

(e jw) & (w'e,w (ie,))—(w' e,y i) ie, (3.27)

[13R2)

olarak ele alalim. Ciinkii y' e,y , kendi kendileri yi vermek ig¢in ters gevirir.

Skaler boliimii sifirdir ve sag taraftaki son terim yok olur. Kalan terim i¢in, dikkat

etmeliyiz ki 3 boyutta v (-ie, )y ; pure vektoriidiir. Bununla birlikte spin vektorii;

—

Vo =wyl(-ie)y" =-iye,y (3.28)

olarak tanimlanir. Kuantum bekleneni simdi,

(wleJw)=e, -V,
(3.29)

<\|’|(e3 te, 'ie1)(‘|’>: (e3 te, 'iel)'Vs

ifadesine indirgenir. Bu ifade kuantum operatoriiniin alisilmis beklenen deger

formiiliinden daha farkli gésterimidir [19].
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3.5 Spinérler ve Donmeler

STA yaklagimi, V. vektorii iizerine dikkatle odaklanir. Oysa islemci/matris

teorisi sadece onun bireysel bilesenlerinden bahseder. Pauli spinorlerin;
p=yy’ (3.30)
seklinde skalerinin tanimlanmasiyla kazanilir, y spinorii sonra;

v=p" R (3.31)

olarak ayristirilabilir. Burada R = p_%\y "dir. R ¢oklu vektorii, RR" =1 kosulunu

saglar ve bu yiizden bir doniisimdiir. Bu yaklasimda pauli spinorleri, kolayca
normalize edilemeyen doniisiimdiir.

\75 , spin vektorii simdi,
V. =pR(-ie,R’ (3.32)
olarak yazilabilir. (3.27) denkleminin beklenen degerinin cift tarafli yapilandirilmasi,
spin yoniinde sabit (-iel) ekseni etrafinda dondiirmek icin bir bilgi igerir. \75
vektort, ROVS R’ ile yeni bir vektore doniismektedir. Dénme, grup kombinasyonu

yasas1 geregince; R, R R ’e doniisiir. Bu,

v >Ry (3.33)

spindr doniisiim yasasini indirgenir. Bu spindr dalga fonksiyonunun dogasi “spin -
1/2” ile agiklanir. Spin vektorler \75 =\|1(—ie1)\|1T olarak yazildiginda uzayda yon
secilir. y’nin sagindaki (-i el) referans cercevesinde bir vektorii gosterir. Tim
fiziksel vektorler, \7S gibi, fiziksel yapi iizerindeki bu cergevenin donmesiyle elde
edilmektedir. Burada (-iel) cevresi O0zel degildir, herhangi bir referans cercevesi
secilebilir ve \7S istinde uygun donme kullanilabilirdi. Ayn1 yolla burada, kati

cismin referans konfigiirasyonunun yonelmesi de 6zel degildir. Bu bagimsizlik, kati

cisim mekaniginde genellikle cismin ilk durumuyla referans gruplasmasini ortaya
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koymak icin kullanilir. Kuantum teorisinde kural referans vektor olarak z ekseni ile

calismaktir [19].
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4. UYYGULAMA
4.1 Manyetik Alanlar

Spini olmayan sifir spinli pargaciklar da manyetik momente sahiptir. Bu,
i =758, 4.1
seklinde islemcisiyle bagmnti olarak ifade edilebilmektedir. Burada [i,, manyetik

moment operatoril; §,, spin operatdrii ve y kuantum sistemini tanimlayan bir sabit

olup jiromanyetik oran olarak adlandirilirlar. Jiromanyetik oran genellikle,

2m

seklinde yazilir. Burada m; parcacik kiitlesi ¢; yiik ve g; spin icin g-faktoriidiir [18].
g-faktoriiniin elektron, proton ve nétron icin degerleri asagidaki gibidir:

Elektron g, =2,
Proton g, =5,587, 4.3)
Noétron g, =—3.826.

Notron i¢in deger negatiftir. Ciinkii onun spini ve manyetik momente anti

paraleldir. Yukaridakilerin hepsi, spini % olan parcaciklardir.

Elektron, proton ve nétron gibi bazi temel parcaciklarin, i¢gyapilarindaki yiik
dagilimindan kaynaklanan spin dipol momentleri ve ona bagli olarak spin agisal
momentumlar1 vardir. Her agisal momentumunun bir kuantum sayisi olacagindan
elektron, proton ve notron... gibi pargaciklarin spin ag¢isal momentum kuantum sayisi

s =1/2 olup bunlar Fermi-Dirac istatistigine uyan pargaciklardir [20]. Pauli matrisleri

ile spini % olan parcaciklarin agisal momentum vektorii arasindaki iliski;

S, =—ho, 4.4)



32

olarak tanimlanmaktadir. Boylece spin agisal momentum vektorii matrislerle ifade

edilmis olmaktadir[19, 22]. Bu ifade boliintiilii kuaterniyon bazlariyla;

Sy 57’133

. 1

5. = Lte, (4.5)
R 1

S; = —lahel

seklinde ifade edilebilir.
4.2 Manyetik Alandaki Parcaciklar

Manyetik alanda bulunan bir parcacik i¢in Hamiltonyen operatorii;

ﬁz—%yhBﬁkz—ﬂE (4.6)

ifadesiyle verilir. Incelemeyi basitlestirmek icin spin % durumunda ele alalim. Yani
spin operatorii kullanilmis olsun. Dalga fonksiyonu iki bilesenli bir spinor olarak,
() =a,(t)]+)+a,()]-) 4.7

biciminde yazilir. a, ve a, genel kompleks katsayilaridir. Burada |+> biiytiklugi,

sistemin % durumunda bulunmasi olasiliiyla ve |—> ise sistemin —% durumunda
bulunma olasililigiyla orantilidir. Sistem, bu iki durumun birinde bulunmasi
gerektiginden dalga fonksiyonu bire normallestirilmelidir [23].

Zamana baglh dalga fonksiyonlari ‘\y(t)> olan bir spin sistemini ele alalim.

Boyle bir sistemi niteleyen zamana bagli Schrodinger denklemi [24];

Aly)=in=2 (438)

ile verilir. Bunu klasik olarak analiz etmek zordur. 1k olarak;
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dy) 1 ..
L = _'YlBk(;k|\|]>

dt 2

4.9)

M = lyi(Blcrl +B,0, + B3631\|I>

dt 2 ]
bicimindeki denklemi yazalim. Bu denklemin boliintiilii kuaterniyonlarla ifadesi;
%\pzéyi(&% +B,e, + By(-ie,))| y) (4.10)

seklinde olacaktir. ¢ ¢oklu vektorii ile |\|;> degistirilirse, sol taraftaki y, carpimi

zamana gore tiirevini gOsterir, sag taraftaki i ¢, ile |\|1> spindriin ¢arpimina neden

olur. Bunu
io,|y) <o, yo,(ic,)=ic,y
] ) (4.11)
< (61 +0, +°3)‘|’°3(l°3): 1(01 +0, +°3)‘|’
seklinde ifade edebiliriz. Boliintiilii kuaterniyonlarda bu ifade,
ie e, yl-ie Nil-ie,)) k=123
W) o evbie)itie) (k=123 i

—e yiel =ieyy
olacaktir. Boylece denklem (4.8)’deki Schrodinger denkleminin STA versiyonunu

basitlesir ve
o1 . L. ( |
V=21 B oy =i B161+Bzcz+B3c3)\|1=§yzB\|l (4.13)
veya boliintiilii kuaterniyonlarla;
1 :
= Ey i (Ble3 + B,e, +B3(— zel))\v (4.14)

olarak tamimlanir.



34

Ornek 1: a sabit bir béliintiilii kuaterniyon olmak iizere, ii¢ boyutlu uzayda
r—r'=Ar=ax_r
doniislimii géz Oniine aliniyor. 4 nin lineer bir operatér oldugunu ve 4 operatoriinii

(e,.e,.e,) sisteminde temsil eden A matrisinin a=aa olmak iizere

A® —a®A = 0denklemini sagladigini gosteriniz [26].

Coziim 1: ¢, ve c, iki keyfi reel sabit ve 1;, T, de keyfi vektor olsun.

ﬂ(clrl +C2r2): axg, (Clr1)+aXL (Czrz)
=c,ax_ r +c,ax.r, (4.15)
=C,Ar, +c, Ar,

esitligi saglandigindan 4 operatorii lineerdir.

A operatdriinii (e, , e, , e,) sisteminde temsil eden matrisin bulunusu:
r=xe +Ye,+ze,, I'=Xe +ye,+2e,,a=ae +a,e, +a,e,
yazilirsa, basit hesapla,

x'=a,z—a,y, y=a,z-a;x, z'=-a,y+a,X

esitligi, yani

X"} (—azy+a,z 0 -a; a,)\(x
y |=|-a;x+a,z|=|-a;, 0 a,||y
z a,x-a,y a, -a, 0)(z

ifadesi elde edilir. O halde

A=l-a, 0 a,

dir. Matris ¢arpimi kurali kullanilarak;

0 —as(—a$+a§+a§) az(—a$+a§+a§)
A’ = AAA =| —a,(-a2 +a2 +a?) 0 a,(-a2+a2+a?)|=aA
az(—a$+a§+a§) —a1(—af+a§+a§) 0

Yani
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A®-a*A=0

bulunur.

Ornek 2: Bir U lineer operatoriiniin birimsel olmasi icin gerek ve yeter sartin U

operatoriiniin verilen bir Pauli gbzlemlenebilir operatoriiniin 6zketlerinin olusturdugu
3 2

{‘ck >} tam sistemindeki <ci|U|ck> matris elemanlarinin ZKGJ U |c k>‘ =1 sartinm
k=1

gerceklestirdigini boliintiili kuaterniyonlar yardimiyla gosteriniz [26].
Coziim 2: U birimsel UU'=U'U=1 dir. Buna gore {‘ck>} tam sisteminde

6,=¢,, 6,=¢, 6,=-i¢, bolintili kuaterniyon bazlarin1 yerine yerlestirerek

olusturulan kapanis 6zelligi kullanilarak,

g‘<ci|U|Gk>‘2 =5 (e Ule, e |UTJe,)
= :_1 <ek‘ U’ |ei><ei| U|ek>
<ek‘UT ‘(g|e[><e[‘j|U|ek>

<ek‘UTU|ek>=<ek|l|ek>=1

bulunur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Kuaterniyonlar 1843’te Hamilton’un kesfinden bugiine kadar fizikte gerek
fiziksel olaylar1 ve denklemleri; daha anlasilir sekilde ifade etmek, gerekse ¢cozmek
icin kullanilmistir. Fiziksel niceliklerin kuaterniyonlarda kullanilmasi, bu niceliklerin
3 boyuttan 4 boyuta taginmasi ile miimkiindiir. 3 boyutlu uzayda bélme islemi yokken
kuaterniyonlarda bolme islemi mevcuttur. Bilindigi gibi fiziksel biiyiikliikler
kompleks degildir. Ciinkii Olciilebilir hi¢bir biiyiikliik kompleks olamaz. Fiziksel
biiytikliiklerin kompleks sayilarla gosterimi sadece temsilden ibarettir. Dolayisiyla
kuaterniyonlar veya boliintiilii kuaterniyonlarla fiziksel niceliklerin gosterimi sadece
temsil Ozelligi tasimaktadir. Kuaterniyon cebri bilesimli, ancak degisimli olmayan
dort elemandan olusur. Boliintiilii kuaterniyonlar da bilesimli, ancak degisimli
olmayan dort elemandan olusan bolme islemi mevcut olmayan bir cebirdir.

Bu calismada; Pauli-spin matrislerini, boliintiilii kuaterniyonlarinin bazlarini
kullanilarak, elde ettikten sonra bu ifadeleri spin vektorlerinin spin-up ve spin-down
gosterimlerini  ifade etmek icin kullandik. Pauli operatorlerini de bdoliintiilii
kuaterniyonlarla  gosterilmistir. ~ Boliintiili  kuaterniyonlar  yardimiyla Pauli
gozlemlenebilirligini  agikladik. Spin  vektoriinii  boliintiilii  kuaterniyonlarla
gosterdikten sonra uygulama olarak bir parcaci@in manyetik alanda hareketini

boliintiilii kuaterniyonlarla inceledik.
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