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Bu calismada, Clifford cebirlerindeki temel kavramlar tanitilmistir.
Ayrica Clifford cebirlerinin genel 6zellikleri ve matris gosterimleri verilmistir ve
de bivektorler agiklanmistir. Bivektorler; donme ve yansima operatorii olarak
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Lorentz doniisiimleri, Uzay—Zaman diyagramlar1 ve Minkowski uzay1 hakkinda
genel bilgiler verilmistir. Clifford cebirleri fizigin bircok alaninda basariyla
kullanilmaktadir. Ilaveten, literatiir taramasi yapildiktan sonra Clifford
cebirlerinin Ozel Rolativite teorisine, Lorentz doniisiimlerine ve Minkowski

uzayma uygulanmasi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Clifford cebirleri, Ozel Rolativite, Lorentz doniisiimleri,

Minkowski uzay1, Paravektorler



ABSTRACT

Master of Science Thesis

INVESTIGATIONS OF SPECIAL THEORY OF RELATIVITY AND
LORENTZ TRANSFORMATIONS WITH CLIFFORD ALGEBRAS

Haluk OZENIR

Anadolu University
Graduate School of Sciences

Physics Program

Supervisor: Prof. Dr. Kudret OZDAS
2006, 57 pages

In this study, basic concepts in Clifford algebras were introduced.
Furthermore, the general properties and matrix representations of Clifford
algebras were given, as well. Bivectors were explained. They were used as
rotation and reflection operators. Paravectors were introduced. The general
informations about Special Theory of Relativity, Galilei and Lorentz
transformations, Space-Time diagrams and Minkowski space were given. Clifford
algebras are successfully used in various fields of physics. In addition, after
literature review was conducted, some practical applications of Clifford algebras
to the Special Theory of Relativity, Lorentz transformations and Minkowski space

were presented.

Keywords: Clifford algebra, Special Relativity, Lorentz transformations,

Minkowski space, Paravectors

il



TESEKKUR

Bu calisma yardim ve destegini esirgemeyen degerli hocam Prof. Dr.

Kudret OZDAS’ a cok tesekkiir ederim.

Haluk OZENIR
Eyliil — 2006

il



ICINDEKILER

OZET i
ABSTRACT ii
TESEKKUR jii
ICINDEKILER iv
SEKILLER DiZiNi vi
CIZELGELER DiZiNi vii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZiNi viii
1. GIRiS 1
2. CLIFFORD CEBIRLERI 3
2.1 GIIS e e et e e et e e etae e e etaeeeeaaaeae s 3
2.2, BIVEKLOTIET ...ttt et 4
2.2.1. Voliitorlerin Tanimi ve OzelliKIeri...........coovevvverrvererreieiieeieeieienaans 4

2.2.2. Hodge DONUSUMTL....cccueereieiieiieeiieeie et 6

2.2.3. BivektOrlerin Carpimi........ccceceeueeiienieeieesiieseie ettt 6

2.3. Clifford Cebrinin Bazlari.........ccccoouevierieiininiiiniiieniccneeceeccseeeeeee 8
2.4. Bivektorlerin Donme ve Yansimalarda Kullanimi..........cccccceveviiencniennne. 9
2.4.1. Bivektorlerin Donmelerde Kullanimi...........coceeveeniiniinninnieniennen. 9

2.4.2. Bivektorlerin Yansimalarda Kullanimi........c..ccoccoviiiniiiinnncnne. 10

2.5. Trivektorlerin Tanimi ve OzelliKIEri............coovvervevevreereiceereeeee e 13
2.6. Multivektorlerin Tanimi ve OzelliKIETi...........c.veevevevereerieceeieeeeeeceens 15
2.7. Clifford Cebirlerinin Matris Temsili.........cccccevveirviirniinienieniineeseeneeee, 16
2.7.1. IR iin CI, Clifford Cebirinin Dirac Matrisleri ile Temsili........... 16

2.7.2. Uzay—Zaman IR™ .........c.ccccccommommeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 17

2.7.3. Uzay—Zaman IR" ..........cccccoommmrmeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees e 18

2.8. Hacim Eleman1 ve Hodge Dualler.............ccorieiiiiiiieiieiieieeeeeeeee 18
2.9. ParaveKtOTIOT . ...c...oouiiiiiiiiiieee et 19
2.10. CL;” tin ve CL,’in Involutionlari..........ccccccooiviiiniiiniiiniiiiiicce, 20

v



3. OZEL ROLATIVITE TEORISi ve LORENTZ DONUSUMLERI............ 23

3L GIIS et e e e e e e et e e e e tre e e earaeas 23
3.2. Galilel DONUSUMIETT.........eeeiieuiieeieetieeeeecteee ettt et eevee e eeareeeeaes 23
3.3. Lorentz DONUSHMIETi.......ccccuviiieeiiie et e 24
3301 GHIES ettt ettt sttt 24

3.3.2. Lorentz Ki1Salmasi.........coceeueriirierienieniinieienieicieeeseeeeee e 26

3.3.3. Zaman GenleSmeSsi.........ccccuiiieeeriireeeiiiieeecirieeeeireeeeeireeeeeree e e 26

3.3.4. HizIarin TOpIaml.........ccceeceiiriiriniieeniie ettt e eeeee e e sebee e 27

3.3.5. Lorentz Doniisiim Matrisinin GOStErimi..........ccoceeeeeevveeeeecnneeeennen. 27

3.3.6. INLEIVAIIET.........ooceveeeeecee e, 28

3.3.7. Uzay-Zaman Diyagramlari...........ccocceverriiiiieiienieeeeeeeeee e 29

4. MINKOWSKI UZAYI 34
5. CLIFFORD CEBRI ve OZEL ROLATIVITEYE UYGULAMALARIL.....40
5.1. Paravektor Uzayinin Metrifi........ccceveeeieeiiieiieiieieecieete e 40
5.2. Oz Zaman ve Oz Hizin ParavektSr GOSterimi.............ccoveevveeveeverrueiennann, 41
5.3. Lorentz Doniisiimlerinin Paravektorlerle Incelenmesi............ococveveveeeee... 43

6. MINKOWSKI UZAYINA CLIFFORD CEBRININ UYGULANMASI....45

6.1. Lorentz Doniigiimlerinin Clifforlarin Carpimi Olarak Gosterimi.............. 52
7. SONUC 55
KAYNAKLAR



2.1.

2.2.
2.3.
2.4.
2.5.

2.6.

2.7.

2.8.
2.9.
2.10.
3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
4.1.
4.2.
4.3.

SEKILLER DiZiNi

Saat yOniiniin tersi ve saat yoniiyle ayn1 yonelimli iki halka

a ve b vektorlerinin olusturdugu B voliitdriiniin geometrik gosterimi
a A b voliitoriiniin antikomiitatifliginin, geometrik olarak gosterimi
Sag el vida kuralimin geometrik gosterimi

a-(bAc) carpiminin geometrik gosterimi
BveC voliitérlerinin i¢ (skaler) carpiminin geometrik gosterimi

a vektoriiniin e e, Diizleminde 90° donmesi

a vektoriiniin paralel ve dik bilesenlerinin ile b vektoriiniin gosterimi
r vektoriiniin bilesenleri ve a vektoriine gére yansimasi

Vektorlerle olusturulan bir trivektoriin geometrik gdsterimi

Galilei doniistimii

Kaynaktan yayilan 1s1k 1ginlarinin, S ve S’ sistemindeki dalga cephesi
Uzay zaman diyagraminda A parcaciinin yer ¢izgisi

A olayinin, S ve S’ uzay zaman diyagramlar iizerindeki bilesenleri
A ve B olaylarinin es zamanliligi

Uzay zaman diyagraminda kalibrasyon egrileri

Uzay zaman diyagraminda Lorentz kisalmasinin gdsterimi

Uzay zaman diyagraminda intervallerin gosterimi

Ug boyutlu uzay zamanda Isik konisi

Ucg boyutlu uzay zamanda tek yaprakl1 hiperboloit

Ug boyutlu uzay zamanda ¢ift yaprakli hiperboloit

vi



2.1.
3.1.
3.2.

4.1

CiZELGELER DiZiNi

a vektoriiniin multivektorlerle i¢ ve dis carpim
Galilei doniigiim bagintilarinin gosterimi
Tek boyutta Oz Lorentz doniisiim bagintilarinin gosterimi

Minkowski uzayindaki vektorlerin siniflandirilmasi

vii



SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

IR" : n boyutlu Oklid uzay1
IR’ : Ug boyutlu Oklid uzay:
Cl, : IR OKklid uzayinin Clifford cebri
Cl, : IR’ Oklid uzaynim Clifford cebri
a : Vektor
: Diklik isareti
: Skaler ¢arpim
B : Bivektor
a,fB,1 : Skaler sayilar
* : Hodge doniisiim
X : Vektorel carpim
a : a vektOriiniin dik bileseni
a, : a vektorliniin paralel bileseni
A : Mingled ¢arpim
e, : Oklid uzayinda birim baz vektor
ee, : Birim baz bivektorlerin gosterimi
i jk : Birim kuaternionlarin gésterimi
R : Donme operatorii
R™' : D6nme operatériiniin tersi
b : b vektoriiniin tersi
T : Trivektor
I,ee € : Birim trivektor gosterimi
Eix : Levi Civita sembolii
X : Cliffor sembolii
V.7, 7 : Dirac-gamma matrisleri
1 : Birim matris
0,,0,,0, : Pauli spin matrisleri

viii



6,,0..,0

v Vi

um

Uik

D

: Hacim eleman1
: Paravektor

: Paravektoriin Clifford eslenigi

: Paravektoriin Hermityen eslenigi
: Isik hizi
: Lorentz doniisiim matrisi

: Kroneker deltasi

: Oz zaman
: 4-vektor gosterimi
: 4-vektoriin uzaysal kismi

: Metrik tensor

: Lorentz metrigi

: Nabla operatorii

: Dort gradyent diferansiyel operatorii
: D’ Alembert operatorii

: Skaler dalga fonksiyonu

: Paravektor metrigi

: Lorentz operatorii

: Kuadrivektor

: Dort boyutta Levi Civita sembolii
: Diskiriminant sembolii

: Voliitoryel ac1

: Hiperbolik ac1

1X



1. GIRiS

Clifford cebirleri lineer bir uzayda kuadrik formda tanimlanmis geometrik
cebirlerdir. Geometrik cebir, modern matematiksel fizikte, cisimlerin genis bir
bakis acisi ile ifade edilmesinde, matematiksel fizigin bir¢ok bagintisinin yeniden
diizenlenmesinde, yeni birtakim olanaklar ortaya koyar. Bu matematiksel
gelismeler fizigin ilerlemesinde onemli rol oynamaktadir. Son yillarda, fizikte
Clifford cebirlerinin uygulamalar1 yaygm bir sekilde kullanilmaya bagslandu.
Ozellikle Genel Rolativite teorisi alaninda[1]. Clifford cebirlerinin basariyla
uygulandig alanlardan bir digeri de Ozel Rolativite teorisidir.

1881°de Michelson farkli yonlerde 1s18in hizim1 oOlctii. Michelson ve
Morley 1887°de ayn1 deneyi tekrarladilar ve 1181n, 151k ortamina gore kaynagin

hareketinden bagimsiz ayn hizda hareket ettigi sonucuna vardilar. 1887’de

Voight,
xX'=x—vt
v VX
CZ

f 19°f _
ox* ¢* at?

olarak tanimladi. Voight’ in formiilleri, direkt ve ters doniisiimler icin ayni

degiskenlerinin degisimine gore sabit kalan dalga denklemini

degildir. Daha sonra simetri i¢in +/1— ‘vz/ czi orani ile yeniden faktor tanimini

yapti. 1892°de FitzGerald ve Lorentz, bagimsiz olarak hareket eden cisimlerin

ﬁl—‘vz/ czi orani ile hareket yoniinde kisaldigim1 varsayarak Michelson ve

Morley deneyinin bir agiklamasini verdiler[3].

Uzay-zaman olaylarinin Lorentz doniisiimleri, 1900’de Larmor tarafindan
sunuldu, ancak rolativistik Maxwell esitliklerinin kovaryantlari, 1903’te H.A.
Lorentz tarafindan kanitlandi. 1905’te FEinstein, 1s1tk hizinin goézlemciden
bagimsizligr ilkesi postiilas1 ile rolativite ilkesini tamamladi. Bu iki ilke,
Einstein’in zaman notasyonunu tekrar gozden gecirmesine sebep oldu ve
Lorentz’in kinetiksel doniisiim yasalar sonucunu ¢ikarmasini sagladi. Daha sonra
Einstein, 6zel rolativite ilkesini tekrar formiile etti. Boylece FEinstein, sadece

mekaniksel degil elektromagnetik olguyu da benimser:



“Fizik yasalari, biitiin referans ¢ercevelerinde ayni bigcime sahiptir”

Einstein’ 1n bu rolativite ilkesi, Maxwell esitliklerine uygulandiginda, 151k
hizinin biitiin referans cercevelerinde ayni olacagi sonucunun ¢ikarilacagi ikna
edicidir. Rolativite ilkesi ve Maxwell esitliklerinin bilinmesi, Lorentz’ in
doniisiim yasalarinin sonucunu ¢ikartmak icin yeterlidir. Dirac’mn rolativistik
dalga denklemlerinde kullandigi 4 x4 Gamma matrisleri birbirinden bagimsiz iki
takim kuaterniondan olusan Clifford sayilaridir.

Bu calismada; Clifford cebirleri, Ozel Rolativite teorisi, Lorentz
doniisiimleri ve Minkowski uzay1 hakkinda genel bilgiler verildikten sonra
paravektorler yardimiyla Ozel Rolativite teorisi ve Lorentz doniisiimleri,

multivektorler yardimi ile de Minkowski uzayi incelenmektedir.



2. CLIFFORD CEBIRLERI
2.1. Giris

Clifford cebirleri; reel say1 sistemini, vektorleri ve onlarin geometrik
carpimlarim icerecek sekilde genisletilir. Clifford cebirleri geometrik modeller
icin, yiizeyleri ve yiiksek boyutlu nesneleri temsil eden vektér carpimlari,
donmeler, yansimalar ve diger geometrik doniisiimlerin tanimlarinda c¢ok
kullanighdir. Clifford cebri ismi Ingiliz matematik¢i William Kingdon Clifford’un
onuruna verilmistir. Clifford, Alman yiiksek-okul matematik 6gretmeni Hermann
Giinther Grassmann tarafindan ileri siiriilen fikirlerin oneminin farkina vardi.
Clifford, Grassman’ 1 fikirlerini Clifford cebri olarak adlandirilan geometrik
cebirler icinde gelistirdi[4]. Clifford cebri, geometrik bir uzayda tanimlanan
cebirdir. Boyutuyla ve metriginin isaretiyle tammmlanmis her geometrik uzay icin o
uzayla  birlestirilmis  farkli  bir  cebir = bulunur. Eger  metrik

(+++,eecit,———,.....,—) isaretlemesine sahipse, n tane +, m tane —, siralamaya

bakmaksizin, CI

n,m

cebri bu uzayla birlestirilebilir.

Clifford cebirlerinin toplama ve carpma isglemi altinda kapalilik 6zelligi
vardir. U¢ veya daha fazla vektoriin geometrik carpimlarinin birlesme 6zelligi

vardir.

u(vw) = (uv)w

Clifford cebirlerinin temel aksiyomu, herhangi bir vektoriin kendisi ile

carpiminin kendi uzunlugunun karesine esit olmasidir:

a’=aa=a-a 2.1
burada iki vektor arasindaki nokta isareti, iki vektoriin i¢ carpimim gosterir. Bu
denklem CI, geometrik cebrinin yapisini olusturur. (2.1) bagintisinda a=c+b
konulursa;

(c+b)2 =(c+b)-(c+b)

¢’ +cb+bec+b’=c-c+2¢c-b+b-b (2.2)
bagintisi elde edilir. (2.2)’ in her iki tarafindan ¢* =c-¢ ve b’ =b-b cikarilirsa;

cb+bc=2c-b (2.3)

elde edilir.



Denklem (2.3)’ de ¢ L b olursa, ¢-b=0 olur. Bununla birlikte ¢-b=0

olsa bile ¢ ve b vektorlerinin cb ¢arpimu sifir olmayabilir.
cb zé(cb+bc)+%(cb—bc) 2.4)

cb=c-b+cab (2.5)
cb carpiminin simetrik kismi, Gibbs nokta ¢arpimidir[5]. Bu carpim bir
skaler, antisimetrik kismi1 c¢Ab ise ne bir skaler nede bir vektordiir. Bu yeni

eleman bivektor olarak adlandirilir. (2.3) ve (2.5) kullanilarak;
cx\b:%(cb—bc) (2.6)
elde edilebilir.
2.2. Bivektorler
2.2.1. Voliitérlerin Tanim ve Ozellikleri

Bir diizlem iizerinde olan ve kendisiyle kesismeyen kapali egriye halka
ad verilir. Halka {izerinde belirli bir yonelim varsa bu tiir halkaya yonlendirilmis
halka denir. Yonlendirilmis halkalar, halkanin {izerine konulan bir okla gosterilir.
Bir halkanin iizerinde, Sekil 2.1’ de gosterildigi gibi birbirine zit, iki yonelim

miimkiin olabilir.

Sekil 2.1. Saat yoniiniin tersi ve saat yoniiyle ayn1 yonelimli iki halka

Bir diizlem iizerinde yonlendirilmis halka gosterilebilirse, o diizlem,
tizerinde alinan halkayla aym yonelimli olur. Bir diizlemin bir nokta etrafinda
dondiiriilmesiyle, diizlem iizerindeki tiim noktalar donme ekseni merkezli daireler
cizer ve bu daireler aym1 yonelimli olurlar. Boyle bir eksen etrafinda donen bir
diizlem yonlendirilmis bir diizlem olur. Diizlemin yonelimini belirleyen halkalar,
bir bagka diizlemin de yonelimini belirliyorsa bu ancak bir 6teleme hareketiyle

miimkiin olur.



Voliitor, smirlart yonlendirilmis halka olan bir diizlem parcasidir. Bu

sinirlar icinde kalan alan, voliitoriin bityiikliigiidiir. ‘E‘ ile gosterilir. B'.B

voliitdriiniin tersidir. — B’ =B olarak yazilir. a ve b gibi iki vektorden, bir voliitor
elde edebilmek icin Oncelikle ilk vektor belirlenir. Sonra ilk vektoriin bitis
noktasina, ikinci vektoriin baglangi¢ noktasi getirilir. Sekil 2.2 de gosterildigi gibi
vektorlerin diger uclarindan bu vektorlere paralel dogrular cizilir. Bir voliitor, iki
vektoriin wedge carpimi;

B=anb 2.7
seklinde yazilabilir.

>

B=aAab

Y

a

Sekil 2.2. a ve b vektorlerinin olusturdugu B voliitoriiniin geometrik gosterimi

Sekil 2.2’ deki paralel kenarin alani, B voliitdriiniin biiytikliigidiir.

‘IAS‘ = |a/\b| = |a||b| sina ile verilir. Modern matematikte bivektor, sonlu sayida dis

carpimin toplamidir. Yani sonlu sayida voliitoriin toplamidir. Voliitorler i¢in basit
bivektorler diyebiliriz[6].
Denklem (2.8)’ de dis carpimun antikomiitatiflik 6zelligi verilir. Sekil

2.3’ de iki voliitoriin antikomiitatifligi gosterilmistir.

anb=-baa (2.8)
h bAra anb
—> —>

Sekil 2.3. a A b voliitoriiniin antikomiitatifliginin, geometrik olarak gosterimi
a ve b vektorleri paralel ise:

arb=0 2.9)



olur. 0, 6zel bir tiir voliitérdiir. D1s carpimin toplama altinda dagilma 6zelligi;

an(b+c)=aAnb+anc (2.10)

olarak yazilabilir. a ve b vektorlerinin A skaleriyle dig carpimi;
(la) Ab = A(a A b) =a A (4b) (2.11)

homojendir.

2.2.2. Hodge Doniisiimii

Uc boyutlu uzayda herhangi bir diizleme dik olan biitiin dogrular
birbirlerine paraleldirler. Bu dogrular birer vektor olarak alinirsa, bu vektorlerin
her birine bir voliitdr karsilik getirilebilir. Voliitoriin yonelimi sag el vida
kuraliyla Sekil 2.4° de gosterildigi gibi bulunabilir. B voliitorii ile ayni
biiyiikliikte ve buna dik bir B vektorii arasinda hodge doniisiimii adi verilen
BB, *B=B seklinde bir doniisiim kurulabilir. Hodge doniisiimiiyle, vektorel
carpim;

*(axb)=aAb (2.12)

dis carpima doniistir.

Sekil 2.4. Sag el vida kuralinin geometrik gosterimi

2.2.3. Bivektorlerin Carpimi

a vektoriiniin b A ¢ voliitorii ile i¢ carpimi:
a-(barc)=(@-bec—-—(a-cb=w (2.13)
ile verilir. w, b A ¢ voliitoriiniin bulundugu diizlemde bir vektordiir. bu vektoriin
biyiikliigii;
\w| =[a[b Ac|cos (2.14)



ile verilir. Burada © acisi, a ile (bAc) arasindaki acidir. Sekil 2.5’ de a

vektoriiyle b A ¢ voliitoriiniin i¢ ¢arpimi gosterilmistir.

Sekil 2.5. a- (b A c¢) carpiminin geometrik gosterimi. a | ve ay, a vektdriiniin

bilesenleridir

(b A¢), voliitorii ile a vektoriiniin i¢ ¢arpimu;
(bAac)-a=b(c-a)—c(b-a) (2.15)
seklindedir. Bir vektorle, bir voliitériin i¢ carpimi arasinda de8isme oOzelligi

yoktur. (2.13) ile (2.15) esitlendiginde;

A A

a-B=-B-a (2.16)
elde edilir.

B=anabveC =c A d voliitérlerinin i¢ carpimi;

A

.C=@ab)-C=a-b-0 (2.17)

o>

ile verilir.

A A

B-C=B-(cad)=B-¢)-d (2.18)

bu carpim bir skalerdir ve degisme 6zelligi vardir. U¢ boyutlu uzayda herhangi iki
voliitdr i¢in ortak bir kenar bulunabilirB=aAb,C=aandveb Lald
oldugunda B-C carpiminin biyiikliigii:
B-C=—a'(b-q)
=—a[’b]d| cos 6 (2.19)
=fa[bald|cos 6
olur. Burada & acis1 B ve C voliitdrleri arasindaki acidir. Bu carpim Sekil 2.6’ da

gosterilmistir.



Sekil 2.6. BveC voliitorlerinin i¢ (skaler) carpimimin geometrik gosterimi
B=bnrave C=cnad gibi iki voliitor arasindaki Mingled carpim[6];

]§/’xé=(a-c)b/\d—(a-d)b/\c—(b-c)a/\d+(b-d)a/\c (2.20)
olarak tanimlamir. B ve C voliitsrlerinin Mingled carpimi bir bivektor verir.
bl (a||c) 1 d oldugunda a-d =b-c=aAc=0 olur. (2.20)’ de bu esitlikler yerine
konularak;

BAC=(a-c)bad (2.21)
elde edilir. B A C” in biiyiikliigii;

B AC|=a[e]b A d| =|alc|b]d| sin 6 (2.22)

olur. Burada @ agcisi, b ve d arasindaki agidir.
Vektorel carpimlar icin ii¢ farkli durum olusabilir:
1-*(axb)=aAb
a ve b vektorleri polar ise sonug eksenel vektor,
2-(axB)=-a B
a polar ve B eksenel vektor ise sonug polar vektor,
3-%#(AxB)=-A AB

A ve B eksenel vektor ise sonug eksenel vektor olur.
2.3. Clifford Cebrinin Bazlar:
IR" Oklid uzayindaki herhangi bir vektor {e,, e,, e,,......, €, } ortogonal

birim baz vektorlerinin, geometrik cebir icindeki herhangi bir bivektor ise

{e,e,. e.e,,......} birim baz bivektorlerin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.



ee = e Ae = —ee,

- — _eZe? =
(ejek)Z = eeee = —ee = -1

(2.23)

(2.24)

IR Oklid uzayinda, ii¢c birim bivektor bazi vardir. (2.25)° de bu bazlar

birim kuaternionlar gosterilebilir:
i’=j=k*=ijk=-1
i=epe,, j=ee,;, k=e,e
ij=k=eseee,=e,e
2.4. Bivektorlerin Donme ve Yansimalarda Kullaninm
2.4.1. Bivektorlerin Donmelerde Kullanimi

Bivektorler, 1ii¢ boyutlu uzayda vektorlerin,

(2.25)
(2.26)

donmelerinde ve

yansimalarinda bir operator olarak kullamlabilir. (2.27)’ de e, ve e, baz

vektorleri e,e, diizleminde dik ac1 ile dondiiriilmiistiir.

e (ee,)=e,, e(ee,)=—¢€

Denklem (2.28) herhangi bir a=a'e, +a’e,

diizleminde 90° ac1 ile dondiiriilmesini verir.

alee,)=a'e, —a’e,

vektoriiniin

(2.27)

€e,

(2.28)

Denklem (2.29) ayn1 diizlemdeki herhangi bir 8 agis1 ile donmeyi verir.

a—a(cosf+ege,sinb)

; 1
aee,:; aeee,

2
ae,

2
a 62EIE2 a el

90°

Sekil 2.7. a vektoriiniin e e, Diizleminde 90° donmesi

(2.29)



Clifford cebri, n boyutlu uzaydaki donmeleri aciklamada etkili bir aractir.

(2.30)’ da ee, diizlemi iizerindeki a=a'e, —a’e, vektoriiniin € agisi ile dSnmesi
verilmistir.

a— a =RaR™’ (2.30)

Denklem (2.31)’de e,e, bivektdriine donmenin jeneratorii denir.

R = exp(ezzlej (2.31)

R = exp(#j (2.32)

b vektorii ee, diizlemine dik ise o zaman bu vektdor donme islemi

sonucu degismeden aynen kalir.
b—RbR™'=bRR ™' =b (2.33)
Ornek: ee, diizlemi iizerindeki, r = 4e, — 3e, vektoriiniin 90° dénmesi

ile olusan r” vektoriinii bulunuz.
Coziim: (2.30)’ da (2.31) ve (2.32)’yi yerine koyarsak:

r >r =RrR™

rwer

-1

olur. Exponansiyel R ve R™’ in yerine (2.29)’ da ki Euler formu yazildiginda:

' =[cos(6/2)+e,e, sin(6/2)]4e, - 3e, [cos(6/2) + e,e, sin(6/2)]
= [cos(45) +e.e sin(45 )][4e1 - 3e2][cos(45) +ee, sin(45)]
=4e, cos’ (45)+ 4e, cos(45)sin(45) - 3e, cos’ (45)+ 3e, cos(45)sin(45)
+ 4e, sin(45)cos(45) - 4e, sin® (45)+ 3e, sin(45)cos(45)+ 3e, sin’ (45)
= 6e, cos(45)sin(45)+ e, sin(45)cos(45)
=3e, +4e,

olarak bulunur.

2.4.2. Bivektorlerin Yansimalarda Kullanimi

Sekil 2.8° de a ve b vektorlerinin arasindaki ac1 ¢(0 < @< 180°) olmak

izere, a’ nin b yoniindeki a bileseni:
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b

b
= |a|b|cos p— (2.34)

a =alcos@
Il | | |b|2

ile verilir. Diger bir deyisle a, bileseni, a-b=|a||b| cos @ skaler carpimi ile
b = b/ |b|2 vektoriiniin carpimidir. Burada |b|: (b,b)%, b’ nin modiiliidiir[7].

Bu nedenle;

a, = (a- b)-2 = (a- b’ (2.35)

b
olur. Bu son ifade, b yoOniindeki gosterimlerde b’ nin uzunlugundan bagimsiz

oldugunu gosterir. a, bileseni, a—a, farki ile verilir:
a, =a,—a=a—(ab)b’'e,
=(ab—ab)b' =(@Ab)b™”’ (2.36)

Burada e, bivektoriiniin, ee, diizlemindeki biitiin vektorlerle ters yer

degistirdigine dikkat edelim:
@aanbb'=-b'arnb)=b'bara)=—-bArakh’ (2.37)
dir. Bu nedenle a ve b kenarli paralelkenarin alani,
la,b|=|a A b|=|a|b|sine (2.38)

oldugu goriiliir. Burada 0 < ¢ <180°” dir.

Sekil 2.8. a vektoriiniin paralel ve dik bilesenleri ile b vektoriiniin gosterimi
r vektoriniin a vektorii dogrultusundaki yansimasi; r =1, + 1,
formiilii ve r’ = r, —r, ile elde edilir. Sekil 2.9 da gosterilmistir. Burada
L = (r - a)a™’ dir. r vektdriiniin a vektorii dogrultusundaki yansimasim v~ ile

gosterirsek;

11



r=(r-aa’'—(rra)a’

=(r-a-rra)a’

(2.39)
=(a-r—aar)”
=ara’
olur. Islemi ilerletirsek,
r=Q2a-r-raa’
a-r (2.40)

=2 —a-r
a

olur. r’ = ara™ bagmusini Clifford cebrinin sadece yer degistirme 6zelliklerini
kullanarak direkt elde edebiliriz: r=r,+r ’ dir. Burada; ar,a” =—r aa™ =-r,
iken ara”'=raa"'=r

! ! , dir. Ik 6nce a vektorii dogrultusundaki ve sonra b

vektoril dogrultusundaki iki yansimanin bilesimi;

r—r'=(ara”)>r’=brb" =blara” )b~ = (ba)r(ba)" (2.41)

ile verilir.

Sekil 2.9. r vektoriiniin bilesenleri ve a vektoriine gore yansimasi
Ornek: r=4e, —3e,, vektorii once a=3e,—e, vektoriinden yansiyor
yansima sonucunda olusan yeni vektor, b =2e, +e, vektoriinden yansiyor. Bu iki

yansimanin sonucunda olusan vektorii bulunuz.

Coziim: Denklem (2.39)’ u kullanarak r” bulunur.

)= /(a, ) + a,F =BF + (- 17 =10
al= 3 368 0.1(3e, —e,)
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r'=0,1(3e, —e, )(4e, — 3e,)(3e, —e,)
=0,1(12¢.e, — 9e e, — de,e, +3e,e,)(3e, —e,)
=0,1(15+5e,e,)(3e, —e,)
=0,1(45e, —15e, +15e,e,e, — Se,e.e,)
=0,1(45¢, - 5e,e.e,)
=0,1(45e, +5e,e,e,)
=0,1(50e,)
=5e,

Benzer yolla r”” niin b vektoriindeki yansimasi r” bulunur.

r"=brb™
Ibj=(b, F + (b, F =/2F +(1F =5
4 _ b 2e +e,

=0,2(2e, +e,)

b (s)
r’=0,2(2e, +e,)(5e,)(2e, +e,)
=0,2(10+5e.e,)(2e, +e,)
=0,2(20e, +10e, +10e,e e, + 5e.ee,)
=0,2(20e, +20e, — 5e.e,e,)
=0,2(15e, +20e,)
=3e, +4e,

olarak bulunur.
2.5. Trivektorlerin Tanmm ve Ozellikleri

Uc boyutlu yonelime, donme ve oteleme hareketinin kombinasyonu

olarak bakilir. Trivektorler iic boyutlu yonelime ve Sekil 2.10° da goriildiigii gibi
hacim olarak yorumlanan biiyiiklii§e sahip geometrik nesnedir. T ile gosterilir.
T in biiyiikliigii m ile tersi de T” ile gosterilir. T=-T olur.

Bir trivektor; (2.42)° deki gibi bir vektorle, bir voliitoriin dis

carpimindan;

T=cAB (2.42)
ya da (2.43)’ deki gibi ii¢ tane vektoriin dis carpimindan:

TZC/\(a/\b) (2.43)
elde edilebilir.
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Denklem (2.42)’ nin sag tarafi icin Bac=cAB degisme ozelligi,

(2.43)’ iin sag tarafi i¢in ise ¢ A(aAb)=(cAa)Ab birlesme 6zelligi vardir.

A

T=ca(anb)=an(bAac)=bA(cra)

T=cAranb=aAbAac=bAcAa

Sekil 2.10. Vektorlerle olusturulan bir trivektoriin geometrik gosterimi

Trivektoriin bir skalerle carpimu AT ile gosterilir. Eger 4 > 0 ise AT,
T ile ayn1 yonlii, 4 <0 ise /ﬁ“, T ile z1t yonlil olur. Birim trivektor {el,ez,e3}
bazlarinin wedge carpimi olarak;

I= e ANe, e, =€.e,e,=¢€, (2.44)
yazﬂabilir.i‘ = esitliginde t reel say1 olursa, t’ ye, T trivektriiniin koordinati
denir. Verilen bir {e,,e,,e,} bazi icin t — T déniisiimii bire birdir.

T+T iki trivektoriin toplamidir. Bu toplam sonucunda olusan
trivektoriin - yonelimi trivektorlerden biiyiikk olanin yonelimiyle ayni olur.

Biiyiiklugii: m + "f" olarak yazilir. Trivektorler, bir boyutlu lineer uzay

olusturdugu i¢in bir baz trivektor se¢mek yeterli olur. {e ,e,,e,} vektorleri uzayin
bazlarin1 olusturan ortogonal bazlar olursa, bu ii¢ elemanin alti permiitasyonu
oldugundan dolay1 onlardan alt1 dis ¢carpim;

€ Ne Nne =E,€e Ne,Ne, (2.45)

seklinde yazilabilir. Bu alt1 trivektorden sadece biri baz olarak alinabilir. (2.44)

de e, A e, A e, baz olarak alinmistir.
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0 herhangi iki indis ayni1 ise
£ = 1 (i,j,k), (1,2,3) siralamasinin ¢ift permiitasyonu ise

-1 (i,j,k), (1,2,3) siralamasimin tek permiitasyonu ise

¢ A B trivektoriiniin koordinatlarini ¢ ve B voliitdriiniin koordinatlariyla;
cAB= (cle1 +c,e, + c3e3)/\ (B23e2 Are,+Bj e, Ane +B e A ez)
yazilabilir. (2.44) ve (2.45) kullanilarak;

cAB= (¢,B,; +¢,B,, +¢,B,, )i (2.46)
elde edilir.

2.6. Multivektorlerin Tanmmu ve Ozellikleri

Skalerleri, vektorleri, bivektorleri ve trivektorleri Multivektorler adi
altinda genelleyebiliriz. Skalerler sifirinci; Vektorler birinci; bivektorler ikinci;
trivektorler {giincii; k-vektorler ise k’ ici1 dereceden multivektorlerdir. Bir
vektoriin bir trivektorle dis carpimi ti¢ boyutlu uzayda sifirdir. Ciinkii bu ¢carpimin
biiytikliigii dort boyutlu bir hacim olur.

Skalerlerin, vektorlerin, bivektorlerin ve trivektorlerin lineer uzaylarinin
direkt toplam1 olan yeni bir lineer uzay tanitacagiz. Eger vektorlerin iic boyutlu
uzaymdan baslarsak 1+3+3+1 = 8 boyutludur. Bu uzayin genel elemani biitiin
derecelerden multivektorlerin toplama:

X=A+a+B+T (2.47)
olarak yazilabilir. Buradaki X, Ingiliz matematik¢i William Clifford onuruna
Cliffor olarak adlandirilir. Cizelge 2.1’ de multivektorlerin derecesi bir artiginda,
bir a vektorii ile i¢ ve dis ¢arpimlarinin, komiitatifliginin ve antikomiitatifliginin
degisimi gosterilmektedir.

Cizelge 2.1 a vektoriiniin multivektorlerle i¢ ve dis carpimi

a vektori ile carpim | I¢ carpim Dis carpim

Skaler a-A=-LA-a=0|aAnl=AAa
Vektor a-b=b-a anb=-bAaa
Bivektor a-B=-B.a arB=Bha
Trivektor a-T=-T-a arT=-TAra=0
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Bir skalerle bir clifforun ¢arpimu;
UX = uA + pa + uB + ut (2.48)
Iki clifforun toplam;
X, +X,=(4+4)+(@ +a,)+B,+B,)+(T,+1) (2.49)
Bir vektorle bir clifforun dis ¢arpimi;

bAX=bAaA+bAra+bAB+b+bAaT (2.50)
olarak verilir.

Di1s carpimla bahsedilen clifforlarin lineer uzayr Grassman cebri olarak
adlandirlmistir. Eger X=A+a+ B+T’ in herhangi ii¢ terimi sifirsa cliffor X
homojen olarak adlandirilir. Bir skaler ve bir bivektor kombinasyonu, X =4+ B
cift cliffor, bir vektorle ve bir trivektdr kombinasyonu da X = a+T tek cliffor,
olarak adlandirilir. |X| ifadesi X clifforunun biiyiikliigiidiir. Ozellikleri:

1- |X| =0 sadece X=0
2-  uskaleriigin |I,LX| = |u||X|

3- X+ X, <)X | +[X,|

Mz):Mo’ MI:MI’ M£ =-M,, M;:_M3
olarak yazilabilir. X clifforunun tersi X' = A+a—-B-T olur. iki clifforun dis

carpimlarinin tersi;
XAY) =Y AX' (2.52)

seklinde yazilabilir.
2.7. Clifford Cebirlerinin Matris Temsili

2.7.1. IR’ iin CI, Clifford Cebirinin Dirac Matrisleri ile Temsili

Clifford cebirini anlayabilmenin en kolay yolu bu cebirin elemanlarina ait

matrisleri gostermektir. Uc boyutlu IR* 6klid uzayinda herhangi bir a vektorii baz

elemanlar: Clifford cebirinin elemanlar1 olan matrislerle;
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a=a'f, +a’p, +a’y, (2.53)

01 0 0 1 0 0 0 0 00 -1

1o 0 ofl. lo-1t 0o ol. |0oo0o1 0

"Zloo o -1’70 o =100 1 0 (2-54)
00 -1 0 00 0 1 100 0

seklinde gosterilebilir. / birim matristir. ¥,,7,,¥, matrisleri Dirac matrisleridir.

Bu matrisler arasinda;

(7)) =@y =) =1 (2.55)
?2793 + ?3?2 = 793791 + 791793 = 791792 + 792771 =0 (2.56)
}72793 = _?3}72’ }71793 = _793791’ 771}72 = _792}71 (2.57)

ozellikleri bulunmaktadir. Bu matrislerin miimkiin olabilen biitiin carpimlartyla
{1,995, 75, 9,720 7275 7571, 7.7, 75 ), sekiz boyutlu bir uzay gerilebilir. Bu uzayda
daha yiiksek siral1 carpimlar bu sekiz baz elemanindan birine doniistiiriilebilir.
P00 = 2 00) = =00ng = i) = 0008 = 15 = 01,

Dirac matrislerinin her lineer kombinasyonlarina; [-vektor
775> 9,75, 757, matrislerinin lineer kombinasyonlarina; 2—vektor denir. I birim
matrisinin katlarma O-vektor , 97,7, trivektoriniin katlarina da 3-vektor
denir[8].

Denklem (2.53) deki a vektorii, o, ’Pauli spin matrisleri kullanilarak da:

a=a'o +a’c, +a’c, (2.58)

0 1 0 —i 1 0
O-l = > 0-2 = . 4 0-3 =
1 0 i 0 0 -1
yazilabilir. (2.55) ve (2.56)’ daki cebirsel 6zellikler bu matrisler icin de gecerli
olur. IR’ uzaymn CI, Clifford cebirindeki bazlari, Dirac matrisleri ile
gosterildigi gibi Pauli spin matrisleri ile de gosterilebilir:
{I’ 0,,0,,05,0,0,,0,05, 050, 0-10-20-3}~

2.7.2. Uzay—zaman IR™'

IR*’in  Clifford cebirinin  CL,, ; {e,.e,.e,,e,} orthonormal baz

vektorleri vardir. Bunlar:
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e, =e =e =1 (2.59)
el =1 (2.60)
HEV (2.61)
ozelliklerine sahiptirler. CL;, cebiri, elemanlari reel say1 olan 4 X 4’ likk matris
cebirine izomorftur. Ayrica 0|, 0,, 0, Pauli spin matrisleri kullanilarak 2 x 2 lik

matrisler olarak da yazilabilirler.
e = ,
0 o,
0 o, ioc, 0
€= ’ €, = .
o, O 0 -io,

2.7.3. Uzay—zaman IR"’

IR’ in Clifford cebiri CI,,; elemanlari kuaternion olan 2x2’ lik
matris cebirine izomorftur[9]. Cl,,’ iin baz vektorleri olan {y,, 7,7, %}

Dirac—gamma matrisleri,

olup,
(r,) =1 (2.62)
) =) =) =) =-1 (2.63)
Valy = ~VVur HEV (2.64)

bagintilarim saglarlar.

2.8. Hacim Eleman1 ve Hodge Dualler

Geometrik cebirin iizerine yerlestigi IR" Oklidyen vektor uzayindaki
biitiin orthonormal baz vektorlerin (2.65)’ deki carpimi kanonik eleman ya da

hacim elemani olarak adlandirilir[2].
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e, =ee,...e (2.65)
Hacim elemaninin tersi;
e =ee, ..e (2.66)
olarak yazilir.
Denklem (2.67)’ deki *V, V' nin Hodge dualidir.
*V = Ve, (2.67)
Cl,’ de bir bivektoriin Hodge duali bir vektordiir.
* (e1e2) = (eleZ )(e3eze1 )
=e,e,e,e.e
=e€.e5¢
=eee;
= eS
=e, Xe,
IR’ uzayinda yer alan CI, geometrik cebirinin ee,e, kanoniksel

elemanin karesi —1 dir.

ee.e, =i (2.68)
2.9. Paravektoriin Tanim

Cl,’tin bazlari, reel olan skalerler ve kompleks olan trivektorlere

aynistirllabilir. Bununla birlikte CI,° iin bivektor bazlari da sanal bir vektor

olarak;
ee,=92% -1 _je (2.69)
e3 e3
yazilabilir. Daha genel olarak;
anb=iaxb (2.70)

seklinde yazilabilir.

Cl,’ iin herhangi bir elemam {l,e,,e,,e,} bazlarmm kompleks lineer

kombinasyonu olarak tamimlanabilir. /R’ de olusturulan geometrik cebir dort

boyutlu kompleks bir vektdr uzayinda islem goriir. p paravektorii p € CL;, p,

skalerinin ve p vektoriiniin toplamidir. Her ikisi de kompleks olabilir. n boyutlu
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oklidyen uzaymn paravektorleri, (n+1) boyutlu lineer vektér uzaymin
elemanlaridir[10].

P=Dy+P (2.71)
pile p’ nin ¢arpimi;

pp=(p,+p)p, —P)

2.72)
=p,—p’

saf skalerdir[11]. Bu 6zellik paravektoriin biiyiikliigiinii;

p|=/rP 2.73)

seklinde tanimlamaya izin verir. Paravektoriin tersi;

p'= E_ (2.74)
pp
olarak yazilabilir.
2.10. Cl1,’ iin ve CI’in Involutionlar
Herhangi bir M multivektorii;
M = (M), + (M), + (M), + (M), +..cc......... +(M), (2.75)

seklinde yazilabilir. Burada (}1 operatorii, derece operatdriidiir. i indisi dereceyi
gosterir[12]. Eger M = <M>k ise M multivektoriine k—vektor veya derecesinin k
oldugu soylenir. (2.75)’ de <M>O, skalerleri gosterir. Derecesi 0’ dir.
Cl,’ de, bir paravektor derece operatorleri kullanilarak;
P =(p), +{p), +(p), +(p), (2.76)
yazilabilir. Burada < p> , skalerleri, < p)1 vektorleri, < p> , bivektorler, < p> s
trivektorleri gosterir.

Cl,’ de bir paravektoriin Clifford eslenigi;

p=(p), = (p), = (p), +{P), (2.77)

olarak, Hermityen eslenigi;
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p =(p),+(p),~(p),~(r), (2.78)

olarak, Clifford ve Hermityen eslenigin kombinasyonu;

P =(p),—(p), +{r), - (p), (2.79)
olarak yazilabilir.

Kompleks sayilardaki, kompleks eslenik Clifford cebirlerinde involution
olarak adlandirilir[2]. Involutionlar, kompleks esleniklerden daha zengin bir
yaptya sahiptir. Cl[ ’° in bir involutionu CI iginde tersine ¢evrilebilir bir
doniisiimdiir. p — p € CI, paravektoriin iki kere involutionu alindiginda yine
ayn1 paravektor elde edilir. p — p = p

Clifford esleniginin, involutionu;

P=DPytP—>P=p,—P (2.80)
paravektoriiniin vektor kisminin Oniindeki isareti degistirir. Bir paravektor;

1 1
p—;(p+p)+5(p p) os1)

=(p); +(p),

skaler ve vektor kisimlara ayrilabilir. Paravektoriin skaler kismi < p> , 1le vektor

kismi < p>V ile gosterilir. Skaler kisim nokta ¢arpim, vektor kisim wedge carpim;

(pq), = % (pg + pa)
1 B (2.82)
(pq), = 5 (pg - pa)

olarak alinabilir. Burada skaler kisimlarin dereceleri g = 0,3,4,7,8,........
olabilir. Bir bagka deyisle gmod4 = 0,3 olan dereceler skaler kisimlardir.

Dereceleri, g = 1,2,5,6,9,........ olanlar ise vektor kisimlardir. gmod 4 =1,2.
Hermityen eslenigin involutionu p — p', ile gosterilen Gnemli bir diger
involutiondir. Oklidyen uzaym bazlarimin hermityen matrislerle gosterildigi CI °
in herhangi matris gosteriminde matrislerin hermityen eslenigine benzer. Cl;’ de,
carpimlarin derecesini (pg) — ¢'p’ degistirmenin disinda kompleks eslenigine

benzer. Her i’ yi —i’ ye dOniistiiriir ve ¢arpimin derecesini degistirir. Eger bir
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eleman pe ClL, {e, = 1e,e,e,} bazlarinda genisletilirse, biitiin baz elemanlar
hermityen olarak alinabilir ve her bir katsayinin kompleks eslenigi alinarak
hermityen eslenik;

p=pe, > p =pe, (2.83)
toplamlar 4 = 0,1,2,3 hermityen eslenigin elemanlar1 ger¢ek ve sanal kisimlara

ayirmak icin kullanilir:

_1 Ny L(,_
p—2(p+p)+2(p r') (.84)

=(P)y +(P)s

Denklem (2.81)’ de paravektoriin gergek kismi < p>m, sanal kismi da

< p)5 bicimde gosterilir. CI ° de gmod4 = 0,1 dereceli elemanlar gergek,

gmod 4 = 2,3 dereceli olanlar sanaldirlar.

Clifford esleniginin ve hermityen eslenigin kombinasyonu carpmanin
derecesini degistirmeksizin biitiin vektdr carpanlarinin isaretlerini degistirir.
Herhangi bir p € CI , (2.85)’ deki gibi ¢ift ve tek kisimlara ayrilabilir;

n?

p:%(p+ﬁT)+%(p_ﬁT) (2.85)
= (p), +{r).

ve p — p' doniisiimii derece otomorfizmi olarak adlandirilir.
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3. OZEL ROLATIVIiTE TEORISi ve LORENTZ DONUSUMLERI
3.1. Giris

Klasik mekanikteki teorik hesaplamalarda ele alinan hizlar 151k hizina

yaklastifinda bu hesaplamalar deneysel gergekleri gostermez. Ornek 10° voltluk
bir potansiyel fark altinda hizlandirilan bir elektron 0,9988c hizina ulasabilir. Bu
durumda elektronun kazandigi enerji yaklasik 10 Mev olmaktadir. Elektronun
enerjisini 40 Mev’ e c¢ikardigimizi varsaydigimizda klasik mekanige gore hizi
1,9976¢c olmalidir. Fakat deneysel olarak elektronun hizi 0,9999c olarak
bulunur[13]. Isik hizina yakin hizlarda klasik fizik yasalar1 yerine Einstein' nin iki
temel postiilasindan olusan Ozel Rolativite teorisi uygulanir.

[Ik postiila (Einstein' min esdegerlik postiilas1): Fizik yasalari biitiin
eylemsiz referans cercevelerinde aynidir. Birbirlerine gore duran ya da sabit hizla
hareket eden gozlem c¢ercevelerine eylemsiz gozlem c¢erceveleri denir.

Ikinci postiila: Isigm bosluktaki hizi biitin  eylemsiz gozlem
cercevelerinde sabittir, kaynaktan ve gozlemciden bagimsizdir. Bu postiila Ozel

Rolativite teorisinde 6nemli bir rol oynar[14].

3.2. Galilei Doniisiimleri

Galilei doniisiimleri, ilk postiila nedeniyle fizikte temel bir yasa olur.
Fizik yasalari, zaman ve uzunluk Galilei doniisiimleri altinda invaryanttir. S* ye
gore u, hiziyla hareket eden, S’ eylemsiz gdzlem gergevesindeki bir A olayinin
Galilei doniisiimii, Sekil 3.1 de gosterilmistir.

A

v

v

Sekil 3.1. Galilei dontigiimii
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Cizelge 3.1 Galilei doniisiim bagintilarinin gosterimi. S sistemi hareketsiz, S’ sistemi

u,, hiziyla hareket ederse Direkt doniisiim bagintilar1 kullanilir. Tersi

durumda bagintidaki hizin 6niindeki isaret degisir

Direkt Galilei doniigiim Ters Galilei doniisiim
r’'=r—uyt r=r'+uyt’
t'=t t=t’

Sekil 3.1” deki A noktasinin S” sistemindeki yerdegistirme vektorii;
r'=r—u,t (3.1)

olarak yazilabilir. Denklem (3.1)’ in zamana gore birinci tiirevi alinarak;

dr’ dr dt
= _u.— 3.2
dt dt  ’dt (3:2)
(3.3)’ deki hiz bagintis1 bulunur.
u=u-u, (3.3)
Denklem (3.3)’ iin zamana gore birinci tiirevi alinarak;
d_“=ﬂ_%, du (3.4)
dt dt dt dt
(3.5)’ deki ivme bagintis1 bulunur.
dt dt

Denklem (3.5), ivmenin her iki gozlem cercevesinde de ayni oldugunu
gosterir. Eger (3.3)’ de u’ yerine ¢ 151k hiz1 konulursa S gdzlem ¢ercevesinde 11k

hiz1 ¢+u, olarak gozlenir. Bu durum Ozel Rélativite teorisinin ikinci postiilast ile

celisir. Sonug olarak, Galilei doniisiim bagintilar1 151k hizindan ¢ok daha kiigiik

hizlarda dogru sonuglar verebilir.

3.3. Lorentz Doniisiimleri
3.3.1. Giris

Klasik mekanikte bir eylemsiz gézlem g¢ercevesindeki zaman koordinati
diger gozlem cercevesindeki uzay ve zaman koordinatlarindan bagimsizdir. Ozel

Rolativitede uzay ve zaman koordinatlarinin birbirlerine bagimli oldugu Lorentz
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doniigiim denklemlerinden goriilebilir. Lorentz, bu doniisiim denklemlerini
Maxwell” in elektromanyetik alan denklemlerinden tiiretmistir. Lorentz
doniigiimlerinde, biitiin sistemlerdeki 1s1k hiz1 aymidir. Cizelge 3.2° de tek boyutta
Oz Lorentz doniisiim denklemleri verilir. Oz Lorentz doniisiimiinde uzaysal

donmeler bulunmaz sadece eksenel 6telemeler vardir[13].

Cizelge 3.2 Tek boyutta Oz Lorentz doniisiim bagintilarimin gosterimi

Direkt doniisiim Ters doniigiim
X =y(x—u,t) x=y(x"+u,t)
y'=y y=Yy
7=z z=17
t'=y{t—u—ng t:;{turhx')
c c

u 1
ﬁ = —0 s 7/ = —_—_—_—

A

Baslangicta cakisik olan iki gézlem ¢ercevesinden, S sisteminin orijinine
konulan noktasal bir 1g1k kaynagindan yayilan 1sik 1sinlarinin, dalga cephesinin
geometrisi ayni sistemdeki bir gozlemci tarafindan kiiresel olarak gozlemlenir.
Ozel Rolativitenin ikinci postiilast nedeniyle, hareketli S” sistemindeki bir

gozlemcide bu dalga cephesini ayn1 geometride gozlemler.

Y Dalga
cephesi

v

Sekil 3.2. Kaynaktan yayilan 1s1k 1ginlarinin, S ve S” sistemindeki dalga cephesi

S eylemsiz gbzlem cgercevesinde herhangi bir t aninda dalga cephesi;

() + () + ()" = (ct) (3.6)
1 2 3
ile S” cergevesindeki dalga cephesi;

() + () + () = ey (3.7)

kiire denklemleriyle verilir. (3.6) ve (3.7) esitlenerek;
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() + () + () = (etf = () + @) + (&) - () (3.8)

elde edilir. Denklem (3.8)’ de i* = —1 sanal sayist konularak;

) +n)+@) +Gct) =)+ @) + (&) + ety (3.9)
bulunur. Denklem (3.9) toplam semboliiyle;
4 4
2 =20 (3.10)
p1=1 =1

olarak yazilabilir.
Denklem (3.10) dort boyutlu uzayda bir donmeyi gosterir. Biri zamana
ait sanal boyuttan, diger iicii de konuma ait olan bu dort boyutlu uzaya Minkowski

uzay1 denir. Lorentz doniisiimleri Minkowski uzayinin ortogonal doniisiimleridir.

3.3.2. Lorentz Kisalmasi

S eylemsiz gozlem cergevesinde L = x, — X, uzunlugundaki bir ¢cubugun,
hareketli S” gozlem cergevesinde t* aninda 6lgiilen uzunlugu L = x), — x| olur.

Cizelge 3.2’ deki ters Lorentz doniisiim denklemlerinde kullanilarak (3.11) yazilir.

x+ut x+ut

Jlﬂ -

X, =X}

= (3.11)
1- p?

= L,
1- 57

=L1-p? (3.12)
Denklem (3.12) de u, << ¢ oldugundan /1 — #° < 1 olur. Hareketli
cercevede gozlemlenen uzunluk sabit ¢ercevedekine gore daha kisa olciiliir. Buna
Lorentz kisalmasi denir.
3.3.3. Zaman Genlesmesi
S eylemsiz gozlem gergevesinde x, noktasina konulan bir saatin dl¢iilen
zaman araligi t, — t,, S’ cercevesinde aym noktadaki bir gozlemcinin Sl¢tiigii

zaman araligi t, — t; olur. Hareketli sistemdeki gozlemci i¢in zaman aralifi
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duran sistemdeki zaman araligindan p katsayis1 kadar daha fazladir. Buna

zamanin genislemesi ad1 verilir.

t,—t

t)—t] = ———
o i-p (3.13)

:7(t2_t1)

3.3.4. Hizlarin Toplami

Lorentz doniisiimlerinin arka arkaya eklenmesi ile 151k hizindan biiyiik
bir hiz elde etmenin miimkiin olabilecegi diisiiniilebilir. Bu halde bir sistemden

kendisine gore c¢/2’ den biiyilk bagil w, hizi ile hareket eden ikincisine
doniigtirme yapilabilir. Sonra bu u,” e paralel olarak, ikinci sisteme gore c¢/2’
den biiyiik bir u, hiziyla hareket eden li¢iincii bir sisteme doniisiim yapilabilir.
Ugiincii sistemin birinciye gore hizi u, +u, ile verilemez. Birinci sistemden

iclincli sisteme Lorentz doniisiimii dogrudan dogruya iki ayri doniisiimiin
doniisiim matrislerini ¢arparak bulunabilir. Bu halde toplam doniisiimiin; hizlar
icin Einstein toplama kanunu denen bir u, hizina kars1 geldigi goriiliir:

Ut

=
uu,
2

1+
c
B = % B, = % B = % esitlikleri kullanilarak;

__Bb
ST 9

elde edilir. Burada daima S, <1 olur.

3.3.5. Lorentz Doniisiim Matrisinin Hiperbolik Fonksiyonlarla Gosterimi

Cizelge 3.2’ deki bir boyutlu Lorentz doniisiimlerinde x =x,, y=X,,

z=X,, ct=Xx, esitlikleri konularak, Lorentz doniisiimleri matris formunda;

x 0 y =1 0 0]x°

xt -B v 0 0f[x .
’ = 3.1

x> 0 0 1 0f|x’ -1

ES 0 0 0 1][x°
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yazilabilir. (3.16)’ daki 4 x4 matris, Lorentz doniisiim matrisidir.

y =13 00

- B y 00
A = (3.16)
0 0 1 0

0 0 01

Denklem (3.16)’ daki Lorentz doniisiim matrisine (3.19) konularak (3.20)

deki elemanlar hiperbolik fonksiyonlardan olusan Lorentz doniisiim matrisi elde

edilir.
y= 1 _ 1 _ cosh@ (3.17)
\/l—tanh29 \/1_ sinh* 0 \/coshzﬁ— sinh* 0
cosh* 0
cosh®> @ — sinh* 0 =1 (3.18)
y=cosh@, B =tanh6 (3.19)
Denklem (3.16), li¢ boyutlu uzayda donme matrisine benzer.

cosh@ —sinh@ 0 O

—sinh@ cosh@ 0 O
A(g) = (3.20)

0 0 1 0

0 0 0 1

3.3.6. intervaller

S referans cercevesindeki P(x,,y,,z,t,) ve P,(x,,y,,2,,t,) olaylarn

arasindaki uzay zaman intervali (3.21) ile verilir[15].

S, = \/(x2 —x) +(y, —y) +(z, —z) +(t, — )" (3.21)
Denklem (3.22)’ da uzay zaman intervalinin karesi alinmistir.
ds> = dx*> + dy’ + dz* + c*dt’ (3.22)
Einstein toplama kurali ve uzay zaman metrigi g,, = J,, kullamlarak
(3.22) daha genel tensorel formda;
ds® = 6,,dx dx,, uyv=1234 (3.23)
seklinde yazilabilir. Kroneker deltasi:

1 icin =V
s ={ ¢ 7

uv

(3.24)
0 icin J7E Y
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S” referans gergevesindeki bir gozlemci P/(x,,y,,z.t,) ve

P,(x,, ¥, 7,, t,) olaylarmi P/(x],y!, 7, t]) ve Pi(x},y}, 7, t;) olarak &lger.
Uzay zaman intervali;

ds = ds’ (3.25)

her iki cercevede de aym kalir.
3.3.7. Uzay-Zaman Diyagramlari

Fiziksel siirecler cok sayida ardisik olaylardan olusur. Olaylar, ii¢ boyutlu
uzayda noktalarin dort boyutlu uzay zaman benzerleridir. Ozel Rélativitenin
Minkowski yorumlar1 zaman uzaysal boyuttan farkli davranir. Minkowski 4-
vektorleri zaman bileseninin ters isaretli verildigi Minkowski dort vektorleriyle
gosterilirler[21]. (3.26) ve (3.27) de dort boyutlu uzayda aym dort vektor iki
farkli sekilde gosterilir. Uzay zaman diyagramlarinda olaylar nokta ile bir cismin
hareketi ise bu noktalardan olusan siirekli bir dogru ile temsil edilir. Bu dogruya
cismin yer cizgisi adi verilir. Uzay zaman diyagramlarinda zaman boyutu c ile
carpilarak uzunluk boyutuna ¢evrilir ve diisey koordinat ekseni olarak secilir.

Sekil 3.3’ de bir parcacigin yer ¢izgisi iizerinde A noktasindaki tegeti:

dx = l(d_x Bu tegetin zaman ekseniyle arasindaki ac1 8 = arctand—x =Y olur.
dw cldt dw ¢

u parcacigin hiz1 u <c oldugu icin bu a¢1 her zaman 45° den kiigiiktiir. Parcacik

bir fotonsa yer ¢izgisi 45° egimli bir dogru olur.

Fotonun yer ¢izgisi

\45"

v

Sekil 3.3. Uzay zaman diyagraminda A pargaciinin yer ¢izgisi
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Uy

Cizelge (3.2)’ deki doniisiim bagintilarina w=ct, S = —% esitlikleri
c
konularak, bir boyutta Lorentz doniisiimleri;

N Sl L1 (3.26)

1- 57
w= WX (3.27)

1- 5
=Xt Bw (3.28)

J1-p5°

wo WA (3.29)

Ji-p
seklinde yazilabilir[16].

Denklem (3.26)’ da x” = 0 konularak x = fw ve (3.27)’de w’ = 0
konularak w = fx bulunur. Bulunan bu denklemler, x - w uzay zaman
grafiginde cizilir ise S” sisteminin uzay zaman grafiginin eksenleri elde edilmis
olur. Lorentz doniigiimleri ortogonal olan S sistemini ortogonal olmayan S’
sistemine doniistiiriir. Sekil 3.4° de A olayinin S ve S” uzay zaman diyagramlari
tizerindeki bilesenleri. gosterilmistir. Bu diyagramlarin eksenleri arasindaki aci

@=arctan 3’ dir.

x=0 X = fw
A =0
w w’

A

w =[x

¢ ~~~~~ ’
w =0
¢ » w=0

Sekil 3.4. A olayinin, S ve S’ uzay zaman diyagramlar lizerindeki bilesenleri

S ¢ercevesinde farkli konumlarda eszamanh olusan A ve B olaylar1 S’
cercevesindeki bir gozlemci tarafindan farkli zamanlarda gozlemlenir. x; > X,

ise (3.27) kullanilarak A ve B olaylar igin;
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- (ctiﬂll - ,62)+ ct

XA =

B

- (ct;3 1—,32)+ ct
B

esitlikleri yazilabilir. Buradan

Xg =

’ ’
Xg > X, = t, >t

sonucu bulunur.

Denklem (3.32)° den bulunan sonu¢ Sekil 3.5’ deki uzay zaman

diyagraminda gosterilmistir. S” cergevesindeki gozlemci B olayim1 A olayindan

once goriir.

/

/V

Sekil 3.5. A ve B olaylarinin eszamanlilig
Iki boyutlu uzay zaman diyagraminda w> — x> =1 ve x> — w’ =1
hiperbolleri iizerindeki noktalar ile orijin arasindaki intervaller sabittir. Sekil 3.6

da OA ve OB intervalleri ve kalibrasyon egrileri gosterilmistir.

»
>

Xp

Sekil 3.6. Uzay zaman diyagraminda kalibrasyon egrileri
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Denklem (3.28) ve (3.29)’da OB = x” = 1 ve w’ = 0 konularak (3.33)
ve (3.34) elde edilir.

we_ P (3.33)

= —— (3.34)

S sisteminde, uzunlugu 1, = 1 metre olarak olgiilen bir sopanmin S’
sistemindeki gozlemci tarafindan olgiilen uzunlugu, S = 0,7 alindiginda (3.12)°
den 1, = 0,714 metre olarak bulunur. Bu sonu¢ Sekil 3.7’ deki uzay zaman

diyagrammin geometrisinden goriilebilir. S” diyagramindaki 1, uzunlugu bu

diyagramin uzay eksenindeki birimden kiigiiktiir.

.l 2 I
L ?E/Xv
2,
ol L >

Sekil 3.7. Uzay zaman diyagraminda Lorentz kisalmasinin gosterimi

Uzay zaman diyagraminda x = 0 ve t = 0 noktasindaki bir A
olayindan gecen 151k 11nlarinin yer cizgisi diyagrami dort parcaya ayirir. Sekil 3.8
de gosterilmistir.

I bolgesi x = 0 ve t = 0 noktasindaki A olayinin gelecegini gosterir.
Bu bolgede A olayinin olabilecek biitiin muhtemel yer ¢izgileri vardir.

II ve IV bolgeleri x = 0 ve t = 0 noktasindaki A olaymin simdiki
zamanin1 gosterir. A olayr bu bolgedeki olaylar etkileyemez. A olaymin bu
bolgelerdeki olaylarn etkileyebilmesi icin 151k hizindan daha hizli sinyal
gonderebilmesi gerekmektedir. Bu rolativitenin ikinci postiilasiyla celisir.

III bolgesi x = 0 ve t = 0 noktasindaki A olaymin ge¢misini gosterir.

A olaymin x = 0 ve t = 0 noktasina gelinceye kadar gectigi veya gecebilecegi

32



biitin muhtemel yer cizgilerini verir[17]. A olay1 artik buradaki olaylar
etkileyemez.

A ve D, A ve E olaylan arasindaki intervallerin egimleri sirasiyla
Ctpa > Xpas Ctga > X4 Oldugundan dolay: bu intervaller zamansaldir.

A ve C, olaylan arasindaki intervalin egimi ct., < X, oldugundan
dolayi bu interval uzaysaldir.

A ve B olaylar arasindaki intervalin egimi ct,, = X, oldugundan

dolayi bu interval 1s1ksaldir[18].

A
ct
I ctpa D
C
ctea
j 1I 457 v R
XpA iXga Xpa Xca X
CtEA E
O cty, B
v

Sekil 3.8. Uzay zaman diyagraminda intervallerin gosterimi
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4. MINKOWSKIi UZAYI

Minkowski uzayi, reel cisim iizerinde metrigi (+1, —1, —1, —1) isareti ile
tanimlanmis dort boyutlu vektor uzayidir[19]. Minkowski uzayinda herhangi bir

x 4-vektoriiniin, zaman kismi x° ve uzay kismi X = (x', x% x°) olur.

x = (x% X) = (x° x', x>, x*) Minkowski uzaymnda x ve y vektorlerinin,
Minkowski i¢ carpimi[20];

x -y =x"% -X-Y =x%" -x'y' —x% -xy’ “4.1)
olarak, oklidyen uzaydaki skaler carpimi ise;

(x , y) = x"’ + x'y' + x’y’ + x%y’ 4.2)
olarak verilir.

Minkowski uzayinda x vektoriiniin skaler karesi (4.1)" deki y vektorii

yerine x vektorii konularak;

¥ =x-y= K- X 4.3)
seklinde bulunur. (4.2) Minkowski uzayina;

x-y=(x,Ry) 4.4)
doniigtimil ile taginabilir. R doniisiim matrisinin elemanlari, metrik tensor g, ,

U,V e {0,1,2,3} olarak adlandirilir.

1 0 0 0]

Rzgﬂvzo_l 00 4.5)
00 -1 0
0 0 0 -1

Denklem (4.4) toplam semboliiyle;
3
X -y= z x“g,,y" (4.6)
uv=0

gibi yazilabilir.
Minkowski uzayi, dort boyutlu bir vektdr uzay1 oldugundan dolay1 bu
uzayda birbirinden lineer bagimsiz dort tane baz eleman tammlanabilir. (4.7) ve

(4.8)’ de baz vektorlerin ozelliklert;

\e;\ =1, ue{0123} 4.7
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e, =1, e =e;=e;=-1I (4.8)

olarak verilir. iki baz vektoriin skaler carpimu farkli tensérel gosterimlerle;

e,e =g, M,V E {0,1,2,3} (4.9)
ef-e"=g" (4.10)
seklinde yazilabilir.

Minkowski uzayindaki x vektorii x, kovaryant koordinatlariyla;

14

x=x,e (4.11)

ve x* kontravaryant koordinatlariyla;

x=x"e, (4.12)

]

seklinde verilebilir. x~ kontravaryant tensér, (4.13) ile x, kovaryant tensore

cevrilir.

9uX =X (4.13)
x vektoriiniin kontravaryant koordinatlarinin Lorentz doniisiimii, A/ Lorentz
metrigi ile;

x* = x* = A XY (4.14)

14

X, = gux" =g, Nox" = g, N, g"x, 4.15)
seklinde verilebilir.

Kismi tiirevlerin Lorentz doniisiimii, tensorler yardimiyla;

0f(®)_3f(A'X)
ox™ ox™
df (X)(ray
= A
ox” ( )”
Ly 9 f(x)
=AY 2L
( )” ox”
_ df(A'x)
ox™*
olarak bulunabilir. Minkowski uzayindaki gradyent vektorii;

a =
ox”

olarak verilir. ¥, skaler bir dalga fonksiyonu olursa, skaler dalga denklemi:

(4.16)

d=e' 2 =ed, (4.17)
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1 o’y
viy-—2¥Y_o
v ¢’ ot’

Bu dalga denkleminde ii¢ boyutlu gradyent diferansiyel operatorii yerine dort

(4.18)

gradyent diferansiyel operatorii [ konulabilir. [1°, dort gradyent diferansiyel
operatoriiniin skaler ¢carpimidir[13]. Bu skaler carpim Minkowski uzayinda bosluk

icin D’ Alembert operatoriidiir.

c (oY (aY (oY 1(aY
U=l ) e tlae) @ la (4.19)

Bu operatoriin daha sade gosterimi;

0’ =9; +9; +0; + 0, (4.20)
0’=-0-9 (4.21)
seklinde yazilabilir.
Denklem (4.18)" deki dalga denklemi, D’ Alembert operatoriinii
kullanarak;
Dy =0 (4.22)
seklinde yazilabilir.

u, hiziyla hareket eden bir parcacigin, (4.23)° deki uzay zaman
vektoriiniin;

x = (cAt, AX) (4.23)

skaler karesi alinip, (At )2 ” ye boliiniirse;

2 2
x , (AX s
=¢"—|— | =c"—u 4.24

elde edilir.

u, < ¢ oldugundan dolay1 (4.24) negatif olamaz. Parcacigin duragan
oldugu S” gozlem ¢ercevesinde uzay zaman vektorii; x” = (CAT,O) ile S gozlem

cercevesindeki uzay zaman vektorii; x = (cAt, AX) arasindaki interval kareleri
esitlenerek (4.25) bulunur.

c(ar) = ) - (AX) (4.25)

Tek boyutlu hareket icin (4.25)’de AX yerine, Ax yazilip her iki taraf

(At )2 > ye boliinerek A7 6z zaman aralig1 bulunabilir.
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At = (4.26)

AT = y At 4.27)
Denklem (4.26) ve (4.27) zaman genlesmesinin 4-vektorler yoluyla gosterimidir.
Minkowski uzayinda x vektoriiniin, skaler karesinin alindiginda x
vektorii icin ii¢ farkli durum Cizelge 4.1° de gosterilmistir. Iki boyutlu uzay
zaman diyagramlarina iiclincii uzay boyutunu ekleyip, intervali sabit tutarak ii¢
boyutlu uzay zaman grafikleri cizilebilir. Zamansal vektorlerin i¢inde, uzaysal
vektorlerin disinda ve 1siksal vektorlerin de yiizeyde kaldigi bir 151k konisi Sekil
4.1’ de gosterilmistir.

Cizelge 4.1 Minkowski uzayindaki vektorlerin siniflandirilmasi

x? <0 ‘xo‘ < |X| ise x vektorii uzaysal vektor olur.

x>0 |x0| > |X| ise x vektorii zamansal vektor olur

x2=0 ‘xo‘ = |X| ise x vektorii 1s1ksal vektor olur.
<04

Sekil 4.1. Uc boyutlu uzay zamanda Isik konisi
Uc boyutlu uzay zaman diyagraminda, x> < O esitsizligi cizildiginde

tek yaprakli hiperboloit elde edilir. Sekil 4.2’de gosterilmistir.
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\ * / Asimtot

egrileri

Sekil 4.2. U boyutlu uzay zamanda tek yaprakli hiperboloit

Uc boyutlu uzay zaman diyagraminda, x> > 0 esitsizligi cizildiginde
cift yaprakli hiperboloit elde edilir. Sekil 4.3’ de gosterilmistir. Ust yapraktaki
olaylar alt yapraktakilerden 6nce olur. Olaylar arasindaki zaman siralamasi hi¢bir
zaman degismez. Neden sonu¢ iligkili olaylar arasindaki interval daima

zamansaldir[17].

Sekil 4.3. Ug boyutlu uzay zamanda cift yaprakli hiperboloit

Minkowski uzaymmda x y vektorlerinin skaler carpiminin Lorentz
doniisiimii;

Ax-Ay=(Ax,ARYy) (4.28)

38



kullanilarak bulunabilir. (4.28)’ deki doniisiim denkleminde matrisler konularak;

[y =By 0 Oofx"] [ yx"-pyx']
[Ax] -By v 0 0|« - Byx’+yx'
X|= =
0 0 1 0fx x>
0 0 0 1|x*| | X |
'y =By 0 01 0 0 07y"]
AR ] -By ¥y 0 0[0 -1 0 0]y
0 0 10)0 0 -1 0|y
0 0 0 1J0 0 0 -1]y
7Y - Bry']
By -y
- L,
S A

(Ax ,AR y)’ skaler carpimini yapabilmek i¢in [Ax] matrisinin transpozu
[A xr almur.

(Ax,ARy)=[Ax][AR y]

vy’ - Bry']
Bry’ -7y

2

-y
_y’ (4.29)

(Ax,ARy)=[yx" = fyx' - Byx"+yx' x* X

=(rx" = Br='Yry" - ry')
+Brx +yx fBry - ry')- Py - Xy’
(4.30) elde edilir.
Ax -Ay=x-y (4.30)
Denklem (4.30)’ dan Minkowski uzayindaki x ve y vektorlerinin skaler

carpimlarinin Lorentz doniisiimleri altinda invaryant kaldig1 goriilebilir.
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5. CLIFFORD CEBRI ve OZEL ROLATIVITEYE UYGULAMALARI
5.1. Paravektor Uzayimin Metrigi

p € Cl paravektoriiniin kendisiyle ¢arpimi genellikle bir skaler degildir,
fakat Clifford eslenigiyle carpimi pp skalerdir. pp = < pﬁ) , Paravektoriin kare
uzunlugu ile bir metrik tanimlanabilir;

PP =p; =P’ (5.1)
pp metrigi Minkowski uzay zaman metrigidir. ¢g,r € CI, olmak kosuluyla,
p=q+r ve p=gqg+r esitliklerini (5.1)’ de yerine koyarak pp metrigi kuadrik
formda;

pp=(g+rfg+7)
=qq+qr+rg+rr
pp—qq —1r=qr+rq

1 1
5(1917 —qq —17)= 5(q7+ rq) (5.2)

1(_ —
=—\gr +gqr
e
={ar)s
yazilabilir. Burada <q7> , skaleri, g ve r paravektorlerinin skaler ¢arpimi olarak

aliabilir. <q17> s skaleri bilesenleri cinsinden;

<q7>s = q”rv<eﬂév>s

(5.3)
=q"r'n,,
tensorel notasyonda yazilabilir. <e ﬂév>s =1, paravektor metrigidir.
1, u=v=0
Nw=1-L wu=v>0 (5.4
0, HEV

Iki vektoriin skaler ¢arpmminin sifir oldugunda, birbirine dik olmas1 gibi

<q7> ;=0 olursa g ve p paravektorleri ortogonal olur. Paravektor metrigi ile

oklidyen bir metrik olan kroneker deltas1 arasinda;

<ejek>s =0d, (5.5)
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bagintis1 kurulabilir. Buradan kare uzunlugun pozitif olma zorunlulugunun

olmadig goriilebilir.

5.2. Oz Zaman ve Oz Hizin Paravektor Gosterimi

Pauli cebri Cl;, ii¢ boyutlu reel 6klidyen uzayin geometrik cebridir, fakat

biitiin elemanlar1 kompleks olan dort boyutlu uzaydaki paravektorler olarak

goriilebilirler. Uzay zaman da bir x noktasinin e 4 baz vektorleri, x noktasinin

koordinatlara gore kismi tiireviyle;

€X =x
d0x
eﬂ:ax—ﬂE aﬂx (56)

verilir. Cl;” iin paravektor uzayi, uzay zamanin metrigine sahiptir. Herhangi

bl

p=p’e,, uzay zaman vektorii iic boyutlu fiziksel uzayda e,e,,e;’ iin uzaysal

birim vektorler oldugu bir paravektorle gosterilebilir ve e, birim skalerdir. Bir
parcacigin uzay zaman yerdegistirme paravektorii;

dx =cdte, +dX (5.7)
olarak yazilabilir. Burada X, parcacigin uzaysal vektoriinii gosterir. Parcacigin
sabit duruyor olarak gozlendigi bir sistemdeki uzaysal pozisyonu:X(0) olur
parcacigin sadece zaman koordinati degisir. Boyle bir parcacik icin uzay zaman
pozisyonu:

x(t) = cte, + X(0) (5.8)
olur. Parg¢acik bu sistemde sabit u, hiziyla hareket ettiginde zaman ve uzay
koordinatlarinin her ikisi de degisir. Parcacigin uzay zaman pozisyonu:

x(t) = (c+u, )t +X(0) (5.9)
seklinde olur. Pargacigin 6z zaman, (5.7)’ de t yerine zyazilip, dz =c 'dx olarak
bulunur. Par¢acifin 7 parametresine gore yoriinge fonksiyonu x(z) olur. Bu

parcacigin yoriinge fonksiyonu iizerinde bir 7 anindaki, teget paravektor

parcacigin 6z hizidir. (5.10)’ da uc paravektorii parcacigin 6z hizin1 vermektedir.
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uc=—
dr
d x*
=0 x 5.10
0, %)% (5.10)
e dx*
“dr
dt dx dx
_dtdx_ dx 5.11
“Tara T 11

Parcacik duragan oldugunda, u=e, =1 olur, ve u paravektoriiniin kare

uzunlugu wuu =1 olur. Hareket eden parcacik icin duragan cerceve degeri u =1

olur. (5.11) de »’ nin degerini 6nce (5.9)’ un her iki tarafinin zamana gore

tiirevini alip;

dx(t) d d
=—I(c+u,)t+—XI(0 5.12
B w)r - X0) (5.12)
%X(O) =0, (5.12)’ de yerine konursa;
dx(t) d
=—(c+u )t 5.13
g Ctw) (5.13)

bulunur. (5.13), (5.11)° de yerine konursa wuc= 7(0 + V) elde edilir. (2.75)
kullanilarak ¢ = ¥(c — v) bulunabilir. ui =1 oldugundan dolayz;
uu = 7(c+ V)7(C—V)=l (5.14)

yazilabilir. Buradan 7 ;

1 (5.15)

olarak bulunur.
m kiitleli bir pargacigin uzay zaman momentumunu ve uc 0z hizi;
p=muc

_ ymc’ (5.16)

+P
c
paravektorii ile bulunur. (5.16)° da ki p uzaysal momentumu gosterir. pp kare

uzunlugu pargacigin kiitlesini verir.
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_ mcC
pp=L0C _p (5.17)

Kiitlesi sifir olan pargaciklar 151k hiziyla hareket ettiklerinden dolay1
(5.9)’ da u, yerine, v=cV konulup her iki tarafin diferansiyeli alinirsa;

dx = (1+ ¥)edt (5.18)
elde edilir. Pagacigin enerjisi E = ymc” olarak almir. m=0 igin pp =0 ve uzay
zaman momentumu 1s1k paravektorii olur.

p=mcu

L
dt

= myS 9% (5.19)

5.3. Lorentz Doniisiimlerinin Paravektorlerle incelenmesi

p, uzay zaman paravektoriinii koruyan ve pp kare uzunlugunu

invaryant birakan lineer doniisiimler Lorentz doniisiimleri olarak adlandirilir. p’
uzaysal kare uzunlugunu invaryant birakan uzaysal donmeler gibi Lorentz

doniigiimleri de uzay zaman dénmeleri olarak adlandirilir. Herhangi bir p uzay
zaman paravektorii icin pp invaryanttir. Uzay zaman paravektorleri kare
uzunluguna gore;

pp >0  p zaman tipi
pp =0 pisik tipi
pp <0  puzay tipi

siniflandinilabilir. pp kare uzunlugunda, p = g+r ve p =g+ 7 konulursa;

pp =g+ r)g+7)
=qq+rr+qgr+rq
= qq+ 17+ 2(% g7+ ﬁ)j (5.20)

=qq+rr+ 2<qF>S

43



olarak bulunur. Buradan Lorentz invaryanti;
(g7), =(rq), = ¢"1" M, = 4"1, = (@r), (5.21)
Rolativitede bircok soru Lorentz doniisiimleri olmadan Lorentz

invaryantlar kullanilarak ¢oziilebilir.

p , uzay zaman paravektoriiniin Lorentz doniisiimiiniin lineer formu;

p—p =LpL (5.22)
olarak yazilabilir. Burada p bir nesnenin duragan oldugundaki momentumu olarak
alinabilir. Kare uzunluk Lorentz doniisiimii sonrasinda da aym kalir. pp=p’p’
ve LL=1 olur. (5.22) ye smurlandirilmis Lorentz déniisiimii denir. Bu tiir
doniigiimler; hiz doniisiimlerini, donmeleri ve onlarin ¢arpimlarim igine alir[2].
(5.22)’ nin ters doniisiimii;

p—>p=LpL (5.23)
olarak yazilir. L’ yi eksponansiyel olarak;

L=exp|W/2] W=w-i8 (5.24)

L=explw—-i6/2]

= exp(w)exp(—i6/2)
yazabiliriz. Burada W =w—i@ biparavektor olarak adlandirilir. w ve @ reel
vektorlerdir. Cl;” deki her biparavektor, ili¢c tane reel ili¢ tane sanal vektor
bileseninin toplami olarak yazilabilir. L operatorii i@ diizleminde, gozlenen

sistemin @ acis1 kadar saf donmesiyle tanimlanir. Eger 8 =0 olursa, L operatorii

.
w hiziyla bir hiz doniisiimii olarak tanimlanir. L operatorii reel ise L= L olur ve

Euler formiiliinii kullamlarak exp(i @)= cos@+isin6, (5.25) deki hiz doniisiimii

elde edilir.
B= 2
exp(w/2) B 5.25)
= cosh(w/2)+ W sinh(w/2)
L,ciftise L=L Jf olur ve (5.26)’ daki donmeyi verir.
R=expl-i6/2
p(-i6/2) A 5.26)
= cos(6/2)-i0sin(6/2)
L=BR (5.27)

Her Lorentz doniisiimii (5.27)" deki gibi gosterilebilir.
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6. MINKOWSKIi UZAYINA CLIFFORD CEBRININ UYGULANMASI

Minkowski uzayinda, multivektorler tanimlanip bu uzayda Clifford cebri
olusturulabilir. Biitiin bivektorlerin kiimesi reel sayilar iizerinde lineer uzay

olusturur. {e,ee,.e,}, Minkowski uzaymn bazlari olarak alinirsa; e, Ae,,
e, ne,, €,Ae;, e Ae, e, A e, e, Ae alu volitor, bivektorlerin lineer
uzaymda baz olusturur. Bu lineer uzay icindeki her D bivektorii kontravaryant
D*" koordinatlartyla;
b=Lpw 6.1
=5 e, Ae, (6.1)
olarak ve D, kovaryant koordinatlariyla;
D=1D, e ne’ 6.2
=5 we Ae (6.2)
olarak yazilabilir. Bu koordinatlar antisimetriktir. D*' =—-D" Kovaryant ve

kontravaryant koordinatlar arasmmda D, =g, g,D* ve D" =g"g"D,,

bagintilar1 vardir.

Denklem (6.1)’ i {j,k = 1,2,3} indislerini kullanarak toplama kuraliyla;

A

D:eo/\D(”ej%—%Djkej/\ek (6.3)

seklinde yazabiliriz. Buradan D bivektdrii, Minkowski uzayindan D ,=anb
]52 =c A d voliitorlerinin toplami olarak;

D=D,+D,=aab+cnad (6.4)
seklinde gosterilebilir. D bivektoriiniin, kendisiyle i¢ carpimi;

D-D= [(a/\b)+(C/\d)]-[(a/\b)+(C/\d)]
=(aab)-(anb)+(asb) (cad) (6.5)
+(cad)-(anb)+(cad)-(cad)

olarak yazilir. a L c,a Ld, olursa (6.5)" deki (aAb)-(cad) ve (cad)-(anb)

carpimlan sifir olur. (6.5)’ de (2.13) ve (2.17) kullanildiginda D bivektoriiniin,
kendisiyle i¢ ¢arpimi;
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A A

D-D=a-[b-(anb)]+c-[d-(cAd)]
=a-[—a(b-b)]+c-[—c(d-d)]
=-a’b’-c’d’ (6.6)
olarak bulunur.
Ayn1 baz vektorlere sahip olan Minkowski uzayinda, trivektorlerin lineer

uzaymin bazlari; e, Ae Ae, e, A€, A€, €, Ae, A€, € Ae,Ae, olur. Bu dort

boyutlu lineer uzayda herhangi bir trivektor, kontravaryant T koordinatlariyla;
t = Lo 6.7
s e, Nne, ne, .7)

olarak ve kovaryant T,,, koordinatlariyla;

T= éTﬂMe“ e’ net (6.8)

olarak yazilabilir. Bu koordinatlar antisimetriktir. T*"* = T,

Minkowski uzayinda dordiincii dereceden multivektor olan kuadrivektor,
bitytikliigii dort boyutlu hacim gibi, yonelimi ise dort boyutta dteleme ve sarmal
hareketlerin bilesimi olarak diisiiniilebilen geometrik nesnedir. kuadrivektorlerin
kiimesi bir boyutlu lineer uzay olusturur[6].

Q=ae,rne re, ne, o€ IR (6.9)

Dort boyutta, Levi civita tensori;

o herhangi iki indis ayni ise
Epie =1 1 (1, v,A, ) siralamasi (0,1,2,3)’ iin ¢ift permiitasyonu ise
-1 (4,v,A, & siralamasi (0,1,2,3) iin tek permiitasyonu ise

ile verilir. bazlar arasindaki antikomutatiflik;

e, €, A€, A€ =E, € A€ A€, AL, (6.10)

ile verilir. U¢ boyutlu vektor uzayinda, bir uzaysal donme altinda hacmin
invaryant kaldig1 gibi, Minkowski uzayinda da Oz Lorentz doniisiimleri altinda

dort boyutlu hacim gibi diisiiniilebilen kuadrivektorler invaryant kalir[6].

’

14 _ 14 - Vo . . . .
e"-e,=0,, kosulunu saglayan e"’ ye e,’ niin cifti denir. e, ve e,

bazlarinin skaler ¢carpimi (2.3)’ i kullanarak;
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2e, e, =e.e +tee, =2g, (6.11)
seklinde yazilabilir. (6.11)’ in ¢ifti;
2e“ -e" =e"e” +e"e’ =2g" (6.12)
yazilabilir.
b>#0 ise olmak kosuluyla, D=aAb volitdrinde a= a +a, yerine
konulursa;
lA)za/\bza”/\b+aL/\b=aL/\b (6.13)
a,, b ile paralel oldugundan a Ab=0 olur. Boylece D voliitorii ortogonal

carpana ayrilmis olur. a ve b vektorlerinin her ikisi de sifir kareye sahipse
herhangi iki vektorii c:%(a+b), d=a—-b olarak yazarsak. Bu iki vektor
arasindaki wedge ve skaler carpim;

dne=—(a=b)ala+b)

:%(a/\b—b/\a) (6.14)

=aAb

1
2

=%(az “p?) (6.15)
0

olarak bulunur. Bu yolla ortogonal ¢arpanlar icine D=dnac elde edilir. B ve D
iki bivektoriin Clifford ¢arpima;

BD=B-D+BAD+BAD (6.16)
olur. B-D ve BAD carpimlarinin degisme 6zelligi vardir. BAD carpiminin ise
degisme ozelligi yoktur. iki voliitoriin ortogonal olmasi igin B-D=0 ve
BAD=0 olmasi gerekir. Bu esitlikleri (6.16)’ da yerine koyarsak BD=BAD
olur. Bir bivektoriin Clifford karesi;

D’=D-D+DAD (6.17)
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seklinde bir skalerle bir kuadrivektoriin toplamindan olusur. (6.17)’ nin sag tarafi

Oz Lorentz doniisiimlerinin iki invaryantini verir. (6.17)° nin sag tarafi

kontravaryant D*” koordinatlariyla;

D-D= (lD“Ve,l Aevj'(lD“el /\ekj
2 2
1 14 K
:ZD” D* eﬂ-(ev-(el/\e,()) (6.18)

| g
:ZD/‘ Dl e/z '((ev .el)ex_(ev 'eic)el)

(6.18)" de e, -e, = g, kullanarak.

] K
D-D= ZD""D/1 e, (gme,( - gwcel)

= iDﬂleK(gﬂngﬂ - g,uﬂgwc) (619)
= iDﬂV (g/mgvﬂDlK - gyﬂgerlK)

bulunur. (6.19)’da D, =g, g, D™ esitligini kullanarak;

NP B
D-D= ZDﬂ (DV/t o D/lv)
| (6.20)
= —ED"VD P
ilk Lorentz invaryant1 bulunur. ikinci Lorentz invaryanti;
~ a 1 uv 1 Ak
DAD= ED e, Ae, |A ED e, Ane,
(6.21)
= iD“VD“eﬂ A€, A€, A€,
olarak yazilabilir. (6.10) kullanilip;
DAD= iD‘”Dﬂ’“é‘lm,(eoeleze3
_lpwpre, 7 (6.22)
- 4 uvAKk .

Z=e e, e,e, esitligini koyarak, yazabiliriz.

D>=0, esitligi gbz Oniine alinirsa (6.17)’ den D-D=0 ve DAD=0

olur. D=anab oldugunda, D? ;
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(aab)aab)=a-(b-(anb))
=a-((b-a)b—ba) (6.23)
=(a-b)-a’>=0
olur. a Lb olarak segildiginde a-b=0 ve a’b’> =0olur. Burada b>=0 veya
a’=0 oldugundan dolayi, bu vektorlerden biri 151k tipi vektor olur. D*=0
ozelligi olan bir D bivektorii 1s1k konisine tegettir. Buna 151k tipi voliitor denir.
D>>0, oldugunda DAD=0 ve D-D>0 olur. Bu sartlan saglayan

D=aAb bivektori alindiginda a_Lb icin —a’»’>>0 olur ve a’veb’ zt

isaretlidir. Vektorlerden biri zaman tipi vektordiir ve D’ ye zaman tipi voliitdr
denir.

D? <0, oldugunda DAD=0 ve D-D<0 olur. Bu sartlart saglayan
D=aAb bivektorii alindiginda a L b icin —a’b> <0 olur ve a’veb’ aym
isaretlidir. Vektorlerin ikisi de uzay tipi vektordiir ve D’ ye uzay tipi voliitdr
denir.

u vektoriinii B> #0 olmak kosuluyla;
u=uBB™
= (u- B+una f:‘»)fi'l (6.24)

= (u- ]A3)]A3'1 + (u A ]AE»)]AB'1

olarak yazabiliriz.

Denklem (6.24)’ iin sag tarafindaki ilk terim B voliitrii ile antikomiitatif

ikincisi ile 1se komiitatifdir.

ﬁ(u- E)ﬁ'l =

(ul§ - ﬁu)ﬁ_l

uBB - %Béufa—‘ (6.25)

[ow)]

o>

B2uB™'

(ow}]

u-—

R = = N

B?, skaler oldugundan u ile yer degistirebilir. Boylece (6.25);

=—((u-B)B")B (6.26)
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seklinde yazilabilir. (6.24)’ iin sag tarafinin ikinci terimi;

BlunB)3" = %E(ufa +Bu)B
— L gu+Lpoup
2 2 (6.27)
1 Buslup
2
=uAn E

olur. Buradan u vektoriiniin B voliitoriine paralel bileseni;
_ (. Rl
u =(u-BJB (6.28)
olarak, dik bileseni ise;
u, =(uAB)B" (6.29)
olarak alinabilir.
Uzay zamanda bir F bivektoriinii, iki ortogonal voliitoriin toplami olarak
ayirip ayiramayacagimizi bulalim (6.3)’ ii kullanarak F= e,E+ B yazabiliriz. e,
zaman tipi birim baz vektordiir. E, uzay tipi vektor, B, uzay tipi voliitordiir.
e, LE ve e, L B bagntilarini kullanarak, F bivektriiniin karesi;
f? = (e,E+B)e,E+B)
=e¢,Ee E + e EB + Be E + B>
=—e,e,EE +e,EB + ¢ BE + B’
= —E +e,([EB+BE)+ B2

(6.30)

2

A

olarak yazilabilir. E ve B, uzay tipi oldugundan E’= —|E|2, B>=-B
esitliklerini (6.30)’ da kullanarak;

A~ A 2 A~

B = [Ef - [B[ +2¢,(E A B) (6.31)

A2 A
yazabiliriz. o= ~[B[ . X = e,(E » B) esitlikleri (6.31)" de yerine konularak:

F=a+2pX (6.32)

A

yazilabilir. & ve [, skalerleri Oz Lorentz doniisiimleri altinda invaryanttir. F

voliitorii, F, ve E ortogonal voliitorlerinin toplami olarak F=F +F

yazildiginda B,
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(6.33)

olur. F LF, durumunda 151152 =EE =9X ye IR olur. ve 4,4 € IR oldugunda
= A, B2 = 4, esitlikleri (6.33)’ de yazilarak, (6.34) elde edilir.
=4+, +2yX (6.34)

A+l =a, y=p, A4 =FF =(EE) = ()X)’ = -y esitlikleri kullanilarak iki
denklem sistemini elde edilir. 4, =@ -4, esitligini A4, =-B>" de yerine
koyarak;

Ala-2)=-p

A —ad—f7=0 (6.35)
elde edilir. Ayni islem A =& — 4, i¢in de yapilir. Boylece 4, i¢in de ayni sekilde
bir denklem;

A —al-pB>=0 (6.36)
seklinde bulunur. Burada 4, ve A, ikinci dereceden bir denklemin kokleri olur.

Bu denklemin kokleri;

a+\/_

A=
0!\/_

A = (6.37)
olarak bulunur. A = &’ +4°; denklemin diskiriminantidir.

Boylece A, ve A,, Oz Lorentz invaryantlan @ ve [, skalerlerinden

olusturulmus olur.

A _L B A
E= E(ﬂq BX)F
. 1 .
E, =7 (BX-4,)F (6.38)

F=F+F, FP=A,F =1 sartlanm saglarlar F’ in oniindeki katsayilar

invaryanttir. Boylece F’ in ortogonal voliitorlere ayrilmasi, Oz Lorentz

doniigiimleri altinda invaryanttir.
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o= =0 oldugunda A=0 olur ve kokler birbirine esit olur. 4 =4,
B =0 esitligi FAF=0 oldugunu gosterir. IAJ1 =F, 152 =0 olur. >0, a=0,

a <0 ve B #0 olan biitiin olasiliklar1 dikkatlice inceledikten sonra 4, >0, 4, <0

A

oldugunu F2=A, F’=4, FE’ in zaman tipi, F’ in ise uzay tipi oldugunu

anlariz.

6.1. Lorentz Doniisiimlerinin Clifforlarin Carpim Olarak Gosterimi

Lorentz doniisiimlerini clifforlarin carpimi olarak veren bir formiil

bulahm. @& voliitéryel agis1 ve e?? clifforu donme icin 6nemlidir. Lorentz

doniisiimii, eje, diizleminde bir hiperbolik donmedir. 9 hiperbolik agisini
kullanarak € = e, A e, = ¥e e, voliitdryel siiratini olustururuz.

0’ = eeee, =—ere; =1 esitliginde ¢ >0 oldugu igin 6° >0
olur. Bu nedenle @, zaman tipi voliitoriidiir. 8 nin biitiin ¢ift kuvvetleri 8°" = "

skalerdir. Tek kuvvetleri ise 8>"*' = ¢9°"*'e e, voliitordiir.

e’ = 2‘9—' = cosh¥+e e, sinh ¥ (6.39)
n=0 -
x =x"e us Minkowski uzayinda 4-vektor olsun x — x'= U'xU
doniigiimii igin
_e
U=e ?= coshé —eye sinz—9 (6.40)
2 2
.2 19 ¥
U'=U =e2 zcosh5+e0elsinh5 (6.41)

e,e, voliitorii, e, ve e, vektorleriyle degisme ozelligi vardir. e, ve e, ile

degisme oOzelligi yoktur.

U'e,U=¢e,U’

U'e,U=e,

Ue,U=e, (6.42)
ve

U xU=(x", +x'e,JU” + x%, + xe, (6.43)
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e,e, diizlemine ortogonal olan x in bileseni invaryanttir. Paralel bileseni

(xe, +x'e, cosh I—ege, sinh )

= (x° cosh 9= x" sinhd)e, + (= x° sinh ¥+ x' cosh Ve, (6.44)
olur. boylece koordinatlar;

x" =x"coshd—x"' sinh

X" = =x’ sinh 9+ x' cosh ¥

o (6.45)
R
o0
x—>x'=e’xe? (6.46)
@="0ee, y=coshd, fy=sinhd esitliklerini (6.39)" da kullanarak e’;
e’ = coshd+ee, sinhd=y(1+e.e,f) (6.47)

yazilabilir. Tki referans gercevesi arasinda goreceli hizin W = cfe e, voliitoriinii

tanimlarsak;

el = ;/(H 1Wj (6.48)
C

Bu ifadeyi keyfi yonlerde doniisiimler icine genellemek kolaydir.

W= cfe,n yerine konulursa n, e, herhangi birim uzay vektoriidiir.

[4

S _ctpr+ W
e =——=t— 6.49
c2(1+7) R
(6.48) soyle yazilabilir.
e’ =ele, (6.50)

4 4
W, voliitériiniin e,” ile degisme oOzelligi yoktur. Bu yiizden eje > =e’e, ve

(6.46)’ dan;

4 4
e, =eec 2 =c’e, (6.51)

her iki tarafi e, ile sagdan carptiktan sonra, (6.50)’ yi elde ederiz. Bu yolla (6.50)

cliffor (6.39)’ u bulmamaiza izin verir.
Uzay donmeleri (6.46) ile gosterilebilir. @, uzay voliitdriinii 8’ nin yerine

koymak yeterlidir. Bu yolla yeni bir ¢esit Lorentz doniisiimii elde edilir bir 151k
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voliitérii ¥ =kn(k, n vektordiir, k-n=0,k>=0,n> =1) yerine konur. ¥*> =0

oldugundan dolay1, sadece iki terim seride bulunur;

532

moo ! (6.52)
vy
=14+—
bu durumda, k¥ =-%k =0,
v ¥
e’ke ? :(1+Ejk(l—2)
2 2
=k+Ek—kE—EkE (6.53)

2 2 2 2

bu 6zel Lorentz doniisiimii i¢in invaryant olan bir 151k vektorii bulunur. Bir baska

invaryant vektor, kK ve n’ nin her ikisine ortogonal olan bir uzay vektoriidiir.

@, bir zaman vektorii, ® ise bir uzay vektoriidiir. F=0+®0 1

E 6,2 LA
e?=e? 2 =e2e? (6.54)

ve doniisiim (6.46) asagidaki gibi yazilabilir;

o @ @)\ @
x—>x'=e?lerxe 2 le?

e o 6\ 2
=e?|e2xe 2 |e ?

Uzay zaman dénmesi ve hiz doniisiimiiniin bilesimi olarak yazilabilir.

(6.55)
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6. SONUC

Bu calismada o6ncelikle, Clifford cebirlerinin ii¢ boyutlu uzaydaki donme
ve yansima operasyonlarinda nasil igslem kolayliklar getirdigi gosterilmistir. Bu
cebirlerin baz elemanlarinin matris temsilleri verilmistir. Minkowski uzay1 ve
uzay zaman diyagramlarn incelenmistir. Cl;’ iin paravektdr uzayinin metrigi
tanimlanmig, bu metrigin Minkowski uzaymin metrigiyle aym oldugu
gosterilmistir. Daha sonra Minkowski uzayinda multivektorler tanimlanmis ve bu
uzayda Clifford cebri olusturulmustur. F  voliitoriinin  F= 15l +1A32 seklinde
ortogonal voliitorlere ayrilmasinin, 6z Lorentz doniigiimleri altinda invaryant
kaldig1 gosterilmistir. Minkowski uzayindaki 151k, uzay ve zaman tipi vektorlerin
Clifford cebrindeki voliitor Kkarsiliklart olusturulmustur. Sonunda Lorentz
doniisiimii farkli bir formda, uzay zaman donmesi ve hiz doniisiimiiniin bilesimi

olarak yazilmistir.
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