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Bu calismada ilk olarak teorik fizikte yaygin olarak kullanilan Clifford
cebrinin tanimi ve ozellikleri ele alinmistir. Pozitif tanimli, kuadratik forma sahip
bir boyutlu vektdr uzayin iizerinde Clifford cebrini olusturan hiperbolik sayilar
verilmigstir. Ardindan, bikompleks sayilarin ozellikleri incelenmistir. Daha sonra
dort boyutlu, dort reel bilesene sahip kuaterniyon cebri ve kuaterniyonlardaki dort
reel bilesenin kompleks sayilarla yer degistirmesi sonucunda elde edilen
bikuaterniyonlar ele alinmistir. Hiperkompleks sayilarda sekiz baz elemanin bir
lineer kombinasyonu bi¢ciminde yazilabilen oktonyonlar ve bunlarin geometriksel
gosterimleri verilmistir. Bu say1 sistemleri kullanilarak Schrédinger, Dirac ve
Lorentz esitliklerinin tekrar yazildigi bazi calismalar sunulmustur. Ayrica fizikte

yaygin olarak kullanilan agisal momentum ve olasilik akimi ifadelerine de yer

verilmistir.
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In this study, the definition and characteristics of Clifford algebra that are
widely used in the theoretical physics are firstly discussed. Hyperbolic numbers
forming a clifford algebra on a one-dimensional vector space with a positive
definite quadratic form are given. Next, the characteristics of the bicomplex
numbers are examined. After, four dimensional quaternion algebra which has four
real components and biquaternion which is attained by changing places of four
real components of quaternion with complex numbers are discussed. Octonions
which can be written in the form of a linear combination of eight basis elements in
the hypercomplex numbers and these geometrical representation are presented.
Using these number systems, some studies in which Shrodinger, Dirac and
Lorentz equations are rewritten are presented. In addition, the expressions of
angular momentum and probability current which are widely used in the physics

are given.
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P;,Q;,R; : Bikuaterniyonun skaler kismi1

P,,Q, R, : Bikuaterniyonun vektorel kismi
P.,Q4, R : Oktonyonun skaler kismi
®,,Qy, Ry : Oktonyonun vektorel kismi
fv : Ug boyutlu momentum operatorii
1§ : Dort boyutlu momentum operatorii
E : Enerji operatorii
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1. GIRiS

William Hamilton 1843’de kuaterniyonlar1 kesfetti. Kuaterniyonlarm kesfi
Hamilton’nun kompleks sayilardaki ¢aligmalartyla iliskilidir. Sonug¢ olarak da
kuaterniyonlar kompleks sayilarin bir genellestirilmesi olarak ortaya cikti.
Hamilton’nun kuaterniyonlar1 kesfinden sonra J. T. Graves 1843’de oktonyon
cebrini bulmustur. Ancak Graves tarafindan makale yayinlanmamistir.
Oktonyonlar 1845’de Cayley tarafindan tekrar kesfedildi ve oktonyonlar, Cayley
sayilar1 olarak da bilinmektedir. Clifford cebri ilk olarak 1878’de Ingiliz
matematikci W. K. Clifford tarafindan bulundu ve “American Journal of
Mathematics Pure and Applied” adli dergide “Application of Grasmann’s
Extensive Algebra” baslikli makalesinde yaymlandi. Clifford; Geometrik
cebirleri, Grassmann cebirlerinin, kompleks sayilarin ve kuaterniyonlarin bir
genellestirmesi olarak tammlamistir. W. K. Clifford 1882’de spinlerin toplamini
temsil etmek icin hiperbolik sayilar1 kullanmistir. Corrado Segre 1892°de bu
cebirler ile yaptig1 calismada bikompleks sayilar ad1 verilen cebirleri ele almistir.

Clifford cebri kullanilarak yapilan baslica ¢alismalar sunlardir: Huck, dort
bilesenli Dirac spinorunun, iki bilesenli hiperbolik spinor’a ve Lorentz grubunun
hiperbolik birim grubuna esdeger oldugunu arastirmistir [1]. Kocik, hiperbolik
sayilar iizerinden relativistik olmayan kuantum mekaniginin Born formiilii ile
olasilik yorumuna yer vermistir [2]. Rochon ve Tremblay tarafindan bikompleks
dalga fonksiyonlar1 icin bikompleks Born formiiliinii incelenmistir [3]. 20.
yiizyilin ortalarina kadar kuaterniyonlarin pratik kullanimi diger metotlar ile
kiyaslandiginda ¢ok azdi. Ancak bu durum robotlar, animasyon ve bilgisayar

teknolojisindeki ilerleme ile hizla degisti. Bugiin kuaterniyonlar ozellikle



bilgisayar tasarimi, bilgisayar grafigi, animasyon alaminda kullamilir. Kuark
modellerini ve renk gauge teoremini split oktonyonlar cinsinden formiile etmek
icin Glinaydin ve Giirsey tarafindan cesitli calismalar yapilmistir. Buoncristiani,
Yang-Mills alan esitligini basit formda yazmak i¢in oktonyonlar1 kullanmistir [4].

C kompleks cisim ve D hiperbolik halkasi, iki boyutlu Clifford cebridir:

C=<cl,, ve D=CI,,

Bikompleks sayilar ve hiperbolik sayilar kompleks sayilarin bir genellestirilmesi
olarak tanimlamirsa bikompleks sayilar, hiperbolik sayilara izomorftur.
Kuaterniyonlar, R reel ekseni ve ii¢ boyutlu R® reel lineer uzay: iceren 4-
boyutlu H reel lineer uzayi olusturur ve reel sayilar iizerinden 4-boyutlu
normalize edilmis bolim cebrini  olusturmaktadir [5]. Oktonyonlar,
kuaternionlarin birlesme 6zelligine sahip olmayan bir genellestirilmesidir ve reel
sayillar iizerinden normalize edilmis 8-boyutlu bolim cebrini olusturur.

Oktonyonlarin 6zelliklerine yer verildiginde Cl,, deki paravektorler olarak

tanimlanir [6].

Bu tezde ilk olarak Clifford cebrinin Ozellikleri verildikten sonra, 3.
Boliimde hiperbolik sayilar tanmmlanmistir. Hiperbolik kompleks uzayda Lorentz
doniisiimii, Dirac dalga esitligi ve Schrodinger esitligi ele alinmistir. 4. Boliimde
bikompleks sayilar ve fiziksel uygulamalar1 incelenmistir. 5. Boliimde
kuaterniyonlar ve bikuaterniyonlar yardimiyla bikuaterniyonik agisal momentum
ifadesi tamimlanarak ve 6. ve son boliimde ise oktonyon cebri ile split-oktonyon

cebrinin 6zellikleri verilerek geometriksel yorumlarina yer verilmistir.



2. CLIFFORD CEBRIi

vektor carpimlarimi icerecek sekilde reel sayir sistemini genisletir. Clifford
cebirleri geometrik modeller, ylizeyler ve yiiksek boyutlu nesneleri temsil eden
vektor carpimlari, doniigiimler, yansimalar ve diger geometrik doniisiimlerin
tanimlart i¢in yararhdir. Clifford cebri matematiksel fizigin en temel teorilerinden
biri olarak yerini almistir. Ozellikle Clifford ¢arpimi olarak adlandirilan islem

oldukg¢a 6nemlidir.
PQ Clifford (geometrik) carpiminda, simetrik ve anti-simetrik
kisimlarinin bilesenlerine ayrilmasiyla iki ¢esit carpma islemi tanimlanir:

0

P-Q+PAQ (2.1)

!

Burada IS-Q i¢ carpimi,
I A
P-G=-(P0+0P) 2.2)

PAQ dis carpimu ise,

Prd=—-(P0-0P) 2.3)

1
2
ile tammlanir. P- Q i¢ carpimu skalerdir, fakat PA Q ne skaler, ne de vektordiir;

bivektor olarak adlandirilan yeni bir elemandir . Ug boyutlarda PA Q , vektorlerin

PxQ cross carpimina karsilik gelir; fakat cross carpimlarin aksine, dis
carpimlarin birlesme 6zelligi vardir ve bunun disinda yiiksek boyutlu uzaylarda

tanimlidir [7].

2.1. R*’nin CI, Clifford Cebri

(e 15€, ), R? Oklid diizleminin ortonormal bazlar1 olsun.

1 skaler
e.e, vektorler
e, bivektor



Yukaridaki dort eleman R*’nin Cl, Clifford cebri icin (1, e, e,.e,,) baz
elemanlarim1  olusturur. Yani Cl,’deki herhangi bir eleman; u, skaleri,
u=u,e, +u,e, vektorii ve i =u,e,, bivektoriiniin lineer kombinasyonu olan
u=u,+tue +u,e,+u,e, 2.4)
dir.
Cl, Clifford cebri, Cizelge 2.1°de verilen ¢arpim tablosuna sahip, (1, e,,

e, ve e,,) baz elemanlar ile 4-boyutlu reel lineer bir uzaydir.

Cizelge 2.1. Cl, Clifford cebrinin ¢arpim tablosu

€ €, €
€ 1 € €,
€, € 1 —€
€5 —¢€, € -1

2.1.1. Vektorlerin Clifford ¢carpimm

R* vektor diizleminde, e, ve e, ortogonal birim vektorleri ele
aldigimizda O =Q e, +Q,e, vektoriiniin uzunlugu ‘Q‘:\/QHQ% olur. Eger

O vektorii kendisi ile carpilirsa, 00 =0 olur. Dogal olarak bu carpim O ’nin
uzunlugunun karesine esittir.

0’ =0’ 25)
Koordinat sisteminde,

Qe +Q.e,)" =Q,+Q,’ (2.6)
olarak vektorler icin bir carpim tanimlanmaktadir. Bunu elde etmek i¢in degisme

ozelligini olmadan dagilma 6zelligi kullanildiginda,
Qel +Q2e;+Q,Q (e, +ee) =Q+Q; 2.7

elde edilir. Cizelge 2.1’den yararlanarak,



e’ =e;=1lee, =€, (2.8)
esitlikleri yardimiyla (2.7)’den (2.5) saglanmaktadir.

(elez)2 = -el2 e22 =-1 oesitligini elde etmek icin birlesme ozelligi
kullanilir. ee, carpiminin karesi negatif oldugu icin ee, ne skaler, ne de
vektordiir. Bu ¢carpim bivektor olarak adlandirilan yeni bazdir. e, ve e, kenarl

karenin yonlendirilmis diizlem alanim e,, bivektorii temsil eder. e, =ee,

Sekil 2.1°deki gibi gosterilir.

—
€,

Sekil 2.1. €,, bivektoriiniin gosterimi

P=Pe, +Pe,ve 0= Q,e, +Q,e, vektorlerinin Clifford ¢carpim
PQ: PQ +PQ, + (P1 Q,-P,Q, )e12 (2.9)

olarak ifade edilir.
2.1.2. Dis carpim

Clifford carpiminin, skaler ve dis carpimin toplami olarak verildigi
gosterilmistir. Ancak iki vektoriin dis ¢arpimi yeni bir yap1 olan bivektordiir.
IBAQ bivektdrii, P ve Q’yi iceren diizlemleri temsil eder. P ve Q kenarl
paralelkenarin yonlendirilmis diizlem alam1 bivektorlerle gosterilir. Fizikte
bivektorler alanlar, diizlemler, yansimalar, donme vb. islemlerde kullanilir [8].
13/\Q dis carpimi Sekil 2.2°de gosterildigi gibi geometriksel bigimde yonlii

diizlem parcasi olarak yorumlanir.



—

Q »,
/'ﬁAQ/=/QAP/Q‘
IS >

Sekil 2.2. Paralelkenarin kenarlarinin geometrik ¢arpimi [9]

PAQ ve QA P bivektorleri, paralelkenar kural1 ile olusturulan zit yonlii

diizlem pargalarini temsil eder.
Gibbs ve Heaviside’nin bildigimiz vektor analizinde, bivektorler diizleme
dik vektorleri veren cross carpimiyla yer degistirir.

Clifford carpiminin skaler ve bivektor kisimlarini kullandigimiz da,
P=Pe,+Pe, ve 0=Q e +Q,e, vektorlerinin carpimlarinn, skaler ve dis
carpimui sirastyla,

P-0=PQ +P,Q, (2.10)

PAQ=(PQ,-P,Q)e, (2.11)
olarak elde edilir. Bu paralel kenarin alan |P1Q1—P2Q2| olur ve bivektoriin

biiylikliigii paralelkenarin alami olarak alimir ve bunu Sekil 2.3.°deki gibi

gostermek miimkiindiir.

' Alan=‘P Q,-P,Q 1‘
/

Sekil 2.3. Bivektorlerin biiyiikliigii, paralel kenarin alanina esittir [10]



Ic ve dis carpimlarin  geometriksel yorumundan 6zel durumlar

inceleyebiliriz. Ortogonal vektorler igin (2.2)’den,

P-0=0& PO =-QP (2.12)
elde edilir. Diger bir deyisle colineer vektorler, alam1 olmayan bir paralelkenari
tanimlar boylece (2.3)’den,

PAQ=0s PQ=QP (2.13)
elde edilir.

Bu nedenle 13Q geometrik ¢arpimi vektorlerin yonlii bir biiyiikliiglinii

saglar. Yer degistirme Ozelligi vektorlerin colineer, ters yer degistirme 6zelligi

ortogonal olduklar1 anlamina gelir.

2.1.3. Cl,’nin R(2) matris cebri olarak ifade edilmesi

R* uzayinda birim baz vektorleri,

(1 0 (01 )14
“=lo -1/ Tl o 19

ve e, =e,e, bivektorleri

0 1
! (2.15)

matrisleri ile temsil edilir. Bu benzerlikler cebirler i¢in izomorfizmi olusturur:

Cl, =R(2)= {a ZJ la, b, c, de R} (2.16)
C

Cl, cebrindeki herhangi bir elemanin matris gosterimi;

Q()+Q1 Q2+Q12j

2.17
Qz_le QO_QI ( )

Q()+Q 1e1+Q262+Q12e12 E(

bicimindedir.



2.2. R* Oklid Uzaymnn Clifford Cebri

Cl, Clifford cebrinin R’ uzayr ii¢ boyutlu bir lineer uzaydir ve CI,

Clifford ¢arpimu altinda {e1 ,€, ,e3} bazlar asagidaki ozellikleri saglar:

1, i=]
ee = . (2.18)
e, i#]

ij?

Cl, Clifford cebri, 2° =8—boyutlu reel birlesme 6zelligine sahip bir
cebirdir ve 1,e,.e,.e;.€,.e.e, e, bazlarna sahiptir. Burada e; =e e; ve
e,,=e e,e; dir.

Cl,’deki herhangi bir eleman; skaler, vektor, bivektor ve hacim

elemaninin bir toplamudir ve o+a +be,,; +Pe,,; olarak yazilir. Burada o, e R ve

a,be R? dir.

Uc boyutta,

PAQO=(PQ,~PQ,)ee, +PQ,~Q,P)ee, +PQ,~PQ; e, (2.19)
olur.

e, vektorii birim uzunlugun yonlii dogru parcasina karsihik gelirken,
e, =ee, =—e,e, bivektorii, e, ve e, nin her ikisini i¢eren birim alanin yonlii
diizlem parcasini temsil eder. Ug boyutta ee,,e.e,, e e, bivektorleri e ,e,,e,
tarafindan gerilen orijinal vektdr uzayindan farkli lineer bir uzayi gerer. Baz
bivektorlerin karesi -1 dir: (ele2)2 =ee,ee, =—eee,e, =—1

ee,e, carpimi, yonlii bir birim hacmi temsil eden bir trivektordiir.
ee.e, =-e,ee, =e,e.e oldugu icin R’’de sadece bir tane lineer bagimsiz
trivektor vardir. Trivektoriin karesi -1 dir. Trivektor, biitiin temel vektorler ve
cebrin biitlin elemanlariyla yer degistirir ve birim imajiner gibi diisiiniilebilir.

ee.e, =i (2.20)
ozdesligi, e e, =e,e,e e, =ie, gibi diizlemin normaline yonlii imajiner vektorleri

ile bivektorleri birlestirir. e, vektorii, ee, bivektoriine dual vektdr olarak



adlandirilir ve doniisiim diizleminin eksenidir. Daha genel olarak f’xQ vektor
carpimi, P A Q bivektoriine dual vektordiir.

PAQ=iPXQ (2.21)
cross carpiminda oldugu gibi, vektorler ve bivektorler arasindaki dual iligkisi

yalnizca ii¢ boyutlularda anlamhdir. Fakat herhangi bir n > 2 boyutlu uzaylardaki

doniigiimler ve yansimalar icin bivektorler kullanilir.

2.2.1. R’’de CL, ’iin matris gosterimi

(0 1J (0 —i] [1 0]
o = , O0,=| . , O, = (2.22)
1 0 i 0 0 -1

Pauli matrislerini ele alalim.

O;

=0,0,, 0,, =0,0,05, 0, =1 (2.23)
olsun, o zaman,
A={a,0,+a,0, +a,0,+a,0,+a,,0,,+a,0,;+a,,0,,
(2.24)
+a,,,0,;)a; € R,i€ 0,1,2,3,12,13,23,123}

8-boyutlu birlesme 6zelligine sahip reel bir cebirdir ve Pauli cebri ad1 verilir. Cl,

ve Pauli cebri birbirine izomorftur [11]. Bu izomorfizm Cizelge 2.2°de

gosterilmistir.

Cizelge 2.2. Cl; ve Pauli cebri arasindaki izomorfluk

Pauli cebri Cl, cebri

I 1

0,,0,,0, e .e,.e,
0,0,,0,0,,0,0, ee,.ee,e.e,
0,0,0, €



3. HiPERBOLIK CEBIR VE KUANTUM MEKANIGINE
UYGULAMALARI

Kompleks sayilar, diizlemdeki donmeler ve dilatasyonlarla ilgilidir, ancak
sozii edilen hiperbolik sayilar, iki boyutlu Minkowski uzay-zamandaki Lorentz
dontigiimleri ve dilatasyonlar igerir. Hiperbolik sayilar perplex, duplex veya split-

kompleks sayilar olarak bilinir [12].

3.1. Hiperbolik Vektor Uzay1

Vektor uzaylari, Qe D hiperbolik sayilarin yerdegistirmeyen halkasi
tizerinden tanimlanir:

0=Q,+iQ+jQ,+ijQ;, Q;Q;,Q,,QeR (3.1
Burada i kompleks birimi ve ; hiperbolik birimi,

i‘=-1, j’=1 (3.2)
ozelliklerine sahiptir. Hiperbolik sayilar, Q°—1=0 polinom esitliginin yeni
koklerini iceren yer degistirme Ozelligine sahip kompleks sayilarin bir
genisletilmesidir. Clifford cebirler terminolojisinde CI(1,0) ile temsil edilir.

Bir eslenik, kompleks ve hiperbolik birimlerin isaretinin degistirilmesiyle

tanimlanabilir:

0 =Q,~iQ,~jQ,+ijQ, (3.3)
bu eslenige gore hiperbolik sayilarin karesi,

00 =Q+Q[-Q;-Q3+2j(Q,Q:-Q,Q>) (3.4)
ile hesaplanir [13].

3.2. Clifford Cebirsel Geometri

Clifford cebirsel geometride j imajiner birim olarak tanimlanir.
j* =1 ve j=-j dir

X =x+jct , X =x— jct (3.5)

10



hiperbolik kompleks sayisi ile onun eslenigini ele alalim. Kompleks saymin i¢
carpimi
(X.¥)= > %y, (3.6)

olur. Kompleks sayinin normu,
R = ‘<YX>‘ =[x* —c?t| (3.7)

seklinde uzay-zaman araligina karsilik gelir.

Minkowski momentum uzayinda hiperbolik kompleks sayilar

E - .E
P=p+j—, P=p—j— (3.8)
c c
dir. Bunun i¢ carpimi,
D 2 E2 2.2
<P,P>=p ——=m,¢ 3.9)
c

momentum-enerji bagintisina karsilik gelir [14].
3.2.1. Clifford cebir spinoru

Hiperbolik kompleks uzayin dort-boyutlu uzay-zaman yer vektorleri ve
dort boyutlu momentum vektorleri, hiperbolik lineer kuaterniyonu tanimlar
(c =h =1 olarak secelim).

X =e'x, =r+jt, "X, =7r-jt, (3.10)

e'P, =p+jE, ¢'P, =p— JE, 3.11)
n=1234; e'e=—ele (i, j =123 ) vee'=1 dir.

g™ =diag(1,1,1,1) diagonal matrisi kullanilarak hiperbolik kompleks

uzayda i¢ carpim algoritmasi ile

<X.Y>=)Xyg" (3.12)
ik=1
olur ve asagidaki gibi yazilir:
<X, X >=) XX (3.13)
i=1

Denklem (3.13)’den (3.10) ve (3.11) i¢in i¢ carpim islemi yapildiginda,

11



r’-t° =R’ (3.14)

pz—EZ:m(z) (3.15)
elde edilir.

Denklem (3.14) ve (3.15) relativitede, dort boyutlu uzay-zaman araligi ve

kiitle-enerji bagintisidir. [0 dort boyutlu gradyent operatorii ve (' dort-boyutlu

gradyent operatdriiniin hermityen eslenigi kullanilarak

t
A a A A
e'P, = ;' :je“(—j =p+jE (3.16)
g X,
e“13*=—j|j:—je“i (3.17)
g oX,

dort boyutlu momentum operatorleri elde edilir. Burada,

A = oA d
=iV, E=—j— 3.18
pP=J Jat (3.18)

dir [15].
3.2.2. Dirac dalga esitlikleri

Burada hiperbolik kompleks uzay icin Xuegang ve ark. [15] tarafindan
incelenen Dirac dalga esitligi gosterilmistir.
Denklem (3.18), (3.10) ve (3.11)’de yerine yazildiginda ve (3.15) Kkiitle

enerji bagintis1 kullanildiginda,

Vz—w—mézo (319)

olur.

Hiperbolik kompleks uzayin uzay-zaman simetrisi dikkate alindiginda,
hiperbolik Dirac esitligi,

(0,5 +a,E-a,m,)p=0 (3.20)
olsun.

Denklem (3.18), (3.20)’de yerine yazildiginda,

~ 0 )
(O(IV—afza—]af3mo)¢:0 (3.21)

12



elde ederiz.

Denklem (3.21)’in hermityen eslenigi alindiginda,

S + 0 .t i
(al V-a, §+J0’3 m0j¢ =0

elde edilir.
(3.19)’u olusturmak icin,

i + + ¥ t i
aa =aa =1, a,a,=a,a, =-1, a,a, =a.a, =-1

i + T + + T
a a,+o,a =0, a,a, —a,a, =0, &, &, —&, & =0

(3.22)

(3.23)

(3.24)

denklemleri ile (3.21) ve (3.22)’ye uygulanan i¢ ¢carpim islemi kullanilir. Denklem

(3.23) ve (3.24) kosullari,

ol o, ) o, )

ile saglanabilir.

(3.25)

Hiperbolik Dirac esitligini elde etmek i¢in Denklem (3.21)’1 — ja'; ile

soldan ¢arptigimizda,

(ﬂp %_moJ¢:0

elde edilir. Burada,

(3.26)

6,-.8.8) 68—t~ ") p-aa' | o

dir. Denklem (3.26)’nin hermityen eslenigi alinirsa,

T
/SJ[%J -, ¢ =0

n

olur. Denklem (3.26) ve (3.28) icin i¢-carpim islemi,

(Vz—i—méjwzo

(3.28)

(3.29)

Klein-Gordon esitligini verir. Burada ¢ =¢'¢ dir. Yani her bilesen Klein-

Gordon esitligini saglar.

Dirac esitliklerinin bulundugu (3.26) ve (3.28), ayristirilabilir:

13



. d .0
V¢z _J§¢1 +m0¢1 =0, V¢1 _J§¢2 —m0¢2 =0 (3.30)

. a T T ¥ . a + +
V¢2T+J§¢1 +m0¢1 =0, V¢1 +J§¢2 _m0¢2 =0 (3.31)

Clifford cebrindeki,

o, = , O, = . 0. = (3.32)
1 ~ -1 1

spin operatorleri,

oo =00 =1 (3.33)
veya

[af,crk ]: oo +o.0 =28, (3.34)

esitliklerini saglar. Burada i, k=1,2,3  dir.

1 1 (3.35)

-1 1
dordiincii dereceden matrisler ele alinirsa Dirac esitligine benzer. Burada y,
birim matristir. Bu matrisler asagidaki esitlikleri saglar (burada 1i,j,k=1,2,3 ve

u,v=1234 dir.):

yi=-ILy,=1I (3.36)
YiYitry: =0 (3.37)
V.Y,V =tIi#j, j#k k=i (3.38)
YiY;=1¥.. 1#jj#Fkk#i (3.39)
YY.YY. =YYy =1 (3.40)

Y,.Y,.Y;, I bazlarin ¢carpimini asagidaki gibi gosterebiliriz:

14



| ST ST £

Y -I - Y3 Y>
Y> Y; -I Y
Ys Y Y. -I

Y =-Y.Yi=+Y,

Y.Y.=YYy, =1

Y.Y. =YY, =26,
det Y, = 1

Burada (3.26) ve (3.28) tekrar diizenlenebilir:

9
Viax,

¥
J i
yH(aX _m0:|¢ :0

mo}¢:0

Denklem (3.46),

0

i S

0t
=0+

1

=%

2

IR
aa
9 5424
a“a
9,52
aa
9542,
"

x
d
ox
d

%ot |
9

AR

ve (3.47)’deki Dirac esitligi,

o
(-

m

m

m, —

OE

0

0

\
=
Il
=)

v oo

N Y
RS
Il
(e)

KA

&‘
BEIEE

~—
Y
Il
o

\
S
Il
(e)

Q)
~
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(3.41)
(3.42)

(3.43)
(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)



Jd .. 0 d J
_a_¢4 _a_y¢3T _E@T _(mo +]§j¢1T =0
Jd .+ 0 0 9, -
- +_¢4T+_¢1T_(mo+f_j¢2 =0
ox ady 0z ot (3.49)
i¢’r i¢+_i¢+_(m .£j¢+=0 .
x> Ty T T\ T P
J Jd .+ 0 0 )«
g(fjﬁ_g% +£¢3T_(mo+fgj¢4 =0

olarak aynstirilir. Denklem (3.38) ve (3.39)’dan Clifford cebir spinorlari,
Y.V, Ys5.Y. ve =Y,.,—VY,.—Y;.— Y, dir. Denklem (3.35)’den

y,l[(yl’)/2’y3’y4)v y;(_yl’)/2’y3’y4)7yz(y1’_)/2v)/3v)/4)7
ViV Vo ¥o)s Vil Vi ¥ VX)) Y ViV yays)
y; (_ Y.V ’_Y3v)/4)’yz (_ Y, ’_yz’y3’y4) (3.50)

kombinasyonu elde edilir.

Denklem (3.46) ve (3.47)’deki Dirac esitlikleri,

y:%_mo:l¢:0 (3.51)
oy |
(V BTJ mo}s =0 (3.52)

olarak yazilabilir. Burada A=l,2,...,8 dir. Denklem (3.51)’i (3.50)’den sekiz

kombinasyon olarak elde ederiz. Denklem (3.51),

d 0 d 0
i_¢4i_¢3i_¢2_(mo_ja_tj¢1:0

0 .0
+_¢z+_¢4 a¢ (mo_Jg ¢, =0

3 3 (3.53)
+_¢2+_¢1 a¢ (mo_lg ¢, =0

9 FA
+_¢1+_¢2 a¢ (mo_Jg ¢,=0

ve (3.52)’deki Dirac esitligi
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0 d),+
a_¢4 i_¢3 i_¢2 (mo ]a_j¢1 =0
J a 3\ .
a_¢ a a (mo Ja_j¢2 =0
3.54)
a 0 a t_o (
I +_ —
a g, + : a -2 Jo

i&@ ig% ig% +(m0_j

olarak yazilabilir. Denklem (3.53) ve (3.54), hiperbolik Dirac esitlikleridir.
3.3. Dort Boyutlu Lorentz Doniisiimii

Baslangiclar1 t =0 aninda ¢akisan iki diizgiin hareketli sistem gdz Oniine
almsm. t =0 aninda iis isareti olmayan sistemin baslangicina tespit edilen bir 151k
kaynag 151k dalgas1 yaymaktadir. Bu sistemde tespit edilen bir deneyicinin ¢ hizi
ile hareket eden bir kiiresel dalganin yayildigin1 gorecegi agiktir. Gozlenen dalga
cephesinin denklemi,

x> +y’>+z° =c’t? (3.55)
olacaktir. Fakat 11k hizinin degismezligi deneysel gercegi, kaynaga gore hareket
eden sistemdeki bir gozleyicinin de 15181 kendi baglangicinda yayilan bir kiiresel
dalga olarak gorecegi ve dalga cephesinin,

x?+y?+z” =c*t” (3.56)
seklinde ortaya cikacagina isaret eder. <<t >> lizerine bir iis isareti koyarak
zaman Ol¢iisiiniin de bir sistemden bir baskasina gecerken doniismesi imkani
acikca taninmistir. S6zle daha tam olarak ifade edilirse yani, (3.55)’den (3.56)’y1
veren doniisiim iki olay arasindaki zaman araliginin gozleyicinin karsilastirma
sistemine bagli olmasimi gerektirebilir. Denklem (3.55) ve (3.56)’dan arzu edilen
doniistimiin,

X +y’+z7 —ct’ =x"+y?+z”7 -c*t"” (3.57)
tarzinda olmasi gerektigi ortaya ¢ikar. Bu sart, 6zellikle eger xyz yerine X, x,x;

yazilirsa (3.57),

3 3
dxi—c’t? =Y xP-c’t” (3.58)
i=l i=1

17



olur ve ortogonal doniisiim tanmimim hatirlatir. Denklem (3.58)’in ortogonal
dontigiimlerle karsilagtirilmasi formel olarak, uzaysal ortogonal doniigsiimlere daha
da yakin bir benzerlik elde etmek i¢in dordiincii sanal bir ict =x, koordinatinin
ortaya konmasi fikrini verir:

4 4

doxi=>x" (3.59)

el ]
Denklem (3.59), aranilan doniisiimiin ii¢c boyutlu adi uzay ve iizerine eklenen
zamanla orantili sanal bir dordiincii boyuttan meydana gelen dort boyutlu uzayda
bir donmeye karsilik geldigini gosteriyor. Bu uzay, Minkowski uzay1 olarak
bilinir. Bu nedenle Lorentz doniisiimleri basitce Minkowski uzaymin ortogonal
doniistimleridir [16].

Yukarida tanimlanan Lorentz doniisiimiinii buradan itibaren hiperbolik
kompleks uzayda tartisilacak ve Xueqian ve ark. [17] tarafindan verilen dort

boyutlu Lorentz doniisiimii anlatilacaktir.

X lineer kuaterniyonu,
X =Re’’ =R|coshd + jsinhd ) (3.60)
olarak yazilabilir. Burada R= w/iczt or? i, hiperbolik kuaterniyonun modiiliidiir.

@, ct eksenine karsilik gelen acidir boylece,

ézroﬁzéarctanhi (3.61)
7| ct
ve
e’ =y i 9') =cosh6 + jsinh@ (3.62)
n=0 n

ifadesi yazilir. Lineer kuaterniyon ¢arpimini kullanirsak,

4
X=ct +jr=X-X,= an.xm
n,m=l1 (363)

= (Ct L+ Jh )-(Ctz + j’_;z): (Czt 1+ )+ j(Ct1’72 +Ct2’_ﬂi)
olur. Denklem (3.63)’in 6zel bir durumu olarak, X = cosh@ + jsinh@ birim
kuaterniyonu ve dort boyutlu uzay doniisiimii ele alinirsa,

X' =ct'+ji=X,X= (coshé + jsinhé)(ct+ j7) (3.64)
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olur. Denklem (3.64) acgildiginda,

¥ =ctsinh@ +Fcosh@ (3.65)
ve
¢t’ =ctcosh@ +Fsinh @ (3.66)
elde edilir.
tanh§ = 5000 _V (3.67)
coshfd ¢

esitligi kullanildiginda,

2
coshf =1—tanh?6 = [1-V- =1 (3.68)
C

a

sonucuna varilir. Denklem (3.68), (3.65) ve (3.66)’da yerine yazildiginda,

f’:l(m+f) (3.69)
[0}
e _(, +_2j (3.70)
[0} c
Lorentz doniisiimii elde edilir. Denklem (3.69) ve (3.70),
X':lV.X (3.71)
c

kuaterniyonu biciminde yazilabilir. Burada Vzl—(c+ jﬁ)zfl—x, dort boyutlu
a T

genellestirilmis hizdir. 7, dogal zamandir. Denklem (3.71),

X, =U,X, (3.72)
veya
g’ 1 | Jr cosh@ jsinh@ || jr
= * % = (3.73)
Y 1
ct’] |Te o et jsinh@ cosh@ | ct

olarak matris bi¢ciminde yazilabilir. Kuaterniyonun normu alindiginda,

4
R=XX= Z:xn~)(m:czt2—r2 (3.74)

n, m=l

elde edilir. Denklem (3.72),
ty' _ vty _p2
X, X,=X,X,=R (3.75)
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degismez araligini saglar. U, doniisiim matrisi,

vlu =u U' =TI (3.76)

w uy w uy

kosulunu saglar. Burada I , birim matristir. ¢/ !

s Uy, 'niin hermityen eslenigidir.

3.4. Hiperbolik Fourier Doniisiimii

Fourier doniisiimii, kuantum mekaniginde onemli mekaniksel aractir.
[— JZ',JZ'] {veya [0,27[]} araliginda tammli, 2z periyotlu, tek degerli ve Dirichlet

kosullarini saglayan bir f(6) fonksiyonu,

£(0) = %0 +3 [a,cosnd + b, sinno] (3.77)

n=l

seklinde Fourier serisine agcilabilir. Serideki a, a, b, Fourier sabitleri,

n’ n

trigonometrik fonksiyonlarin diklik 6zellikleri yardimiyla,

a, 1 j £(0)do (3.78)
7[—71'

a =% [ f(O)cosnodo (n=1.23.) (3.79)

b, =% j f(@)sinnfdd (n=1,2,3..) (3.80)

seklinde ifade edilir. Fourier sabitlerinin tamimlandigi bagintilar Euler formiilleri
olarak isimlendirilir. Ancak hiperbolik Minkowski uzayinda ona uygun Fourier
dontigiimii olusturulmalidir. Hiperbolik Minkowski uzayinda hiperbolik kompleks

say1, hiperbolik fonksiyon ve iislii seri bigiminde yazilir [18].

o0 -n)2
X =x+ jet= jR(chd + jshf)= jRe” = jRZ—(]i)
n=0

(3.81)

genel hiperbolik kompleks fonksiyon icin, geleneksel Fourier doniisiim teorisi

[— 1+l ] araliginda hiperbolik Fourier doniisiim serilerine agilir.
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f(X)——O i(a ch—+b h#}

veya
400 JnX
f(x)=>Ce ! (-1<x<1)
dir. Burada
G =2 G =5, +b,). C =, jb,)
dir.
C_C =C, C —la; —b2
4

nmn .
olur. k, = T olmak iizere,

400
_ Jkn X
-Sece

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

dir. Denklem (3.86), ¢ *»* ile carpildiginda ve ardindan biitiin uzay iizerinden

integrali alindiginda,

T'ﬂ‘ X dx ZC I X o KX 1y

—oo

olur. Ze /% 1 bir ortogonal radix baz grubu olarak aldiginda,

—oco

Jej(k"_k“‘)xdx :5(kn —km)

—oo

elde edilir. Burada 8(k, —k,,), Dirac-§ fonksiyonudur,

j X f (X )dx ZC 2 =C, (k)

—oo

jan

seklini alir. e =y, (X) olmak iizere (3.86)’da yerine yazilirsa,

4o o0

Zjl//n dx-jf )o(X — X")dx’

n=—oo _

elde edilir. Denklem (3.90)’a hiperbolik Fourier serisi ad1 verilir. Burada,
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an v, (X)

dir. Ak =1 olsun. Denklem (3.86),

= icn (n)e’™* Ak

veya
= jcn(k)ef“‘dk

olarak yazilabilir. Burada,

= [ 7)™ ax

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

dir. Denklem (3.93) ve (3.94)’e hiperbolik Fourier integrali ad1 verilir.

3.4.1. Mekaniksel nicelikler

4-boyutlu hiperbolik kuantum uzayinda kuantum degerinin ortalamasi

alindiginda,
= [ (B elp (3.95)
T(u=4)
olur. Denklem (3.94) ile,
oo _IRXE
= j w(x)e " d¥% (3.96)
esitligini ele alalim. Denklem (3.96), (3.95)’e yazildiginda,
+oo , J'P,.%Xu, —JRX*
Pu = J._mW*(X; k h Pul//(Xu)e ) d(u)pd(u)x’d(u) (3.97)
3u)
olur. PH*X W = P“X ; oldugundan,
_ oo JP, *X PX *
P = w% b A [yl Yok v (398
(2u) - (,U)
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olur. Burada y/(X M) dalga fonksiyonu tek degerli ve siirekli olmalidir, (+ oo)

sinirinda sifirdir. [J, 4-boyutlu gradyent operatorii ve = , dort boyutlu gradyent

operatoriiniin eslenigidir:

0 0
=—=V+j—— 3.99
ox, +Ja(ct ) (5-99)
* 0 0
0 =—=V-j—— 3.100
ox" Ja(ct) ( )

elde edilir. Denklem (3.98)’in son kismina kismi integrasyon uygulandiginda,

oo BX,* o IR
Bo=[yx ke 7 aWpdWx’ e 7 (a0 h(x, ®x .01
() (W) <
olur.
B (X %=X ")
f*(X,,*)=jf"(X;*)e n dWpdWx (3.102)

olmak tizere (3.102), (3.101)'de yerine yazildiginda,
P=[v (x, JBylx, hx (3.103)

olur. Burada,

P, = jny (3.104)
dir. ISﬂ,

A A A d

P=p+H=jhlV—j— 3.105

W=D J ( Ja(ct)j ( )

biciminde yazilan 4-boyutlu hiperbolik kuantum operatériidiir [19].
3.4.2. Standart Schrodinger esitligi

Kuantum mekaniginin temel dalga denkleminin,
ih%—‘t”zﬁy/ (3.106)

oldugu bilinmektedir. Bu denklemde dis alanda hareket eden bir pargacigin,
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=2 2
A=P"4Ux vy, 7) == A+ UK, v, 2) (3.107)

2m 2m
Hamilton operatorii yukaridaki denklemde kullanilirsa, dis alanda hareket eden

parcacik icin dalga denklemi;

2
oY o Ay Uy (3.108)
ot 2m

seklinde yazilir. Kararli durumlarda,

Hy =Ey (3.109)
oldugu bilinmektedir. O zaman (3.107)

h2

S AV HE-Uk v, 2)ly =0 (3.110)

m

biciminde olur. Denklem (3.108) ve (3.110), 1926 yilinda Schrodinger tarafindan

bulunmus ve onun onuruna bunlara Schrodinger denklemleri adi verilmistir [20].

3.4.3. Hiperbolik Schrodinger esitligi

Hiperbolik bir Minkowski uzayi, Galilei doniisiimiine tekabiil ettigi i¢in,
mikroskobik diisiik hizl1 yabanci cismin hareket kanunu ve Schrodinger esitligini
tartismak miimkiindiir. Boylece Zheng ve Xuegang [19] Schrédinger esitligini bu

kisimda gosterilecegi gibi hiperbolik formda yazmstir.

y=e " =Ae " 3.111)

hiperbolik dalga fonksiyonunu ele alalim.

A

- . #® ol H ol E

Py =ity =py+j—y=py+i—y=Py (3.112)
Ayrica

Ay =By . py=py (3.113)

biciminde yazilir.
Klasik yaklasim icin ¢ =1 ve m,=m alindiginda, E*=p°c’+m ;c*

esitligi klasik yaklasim sonucu

2

E=m+ (3.114)
2m
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elde edilir.

jmt

Denklem (3.114), (3.111)’de yerine konulduktan sonra ¥’yi e " ile

boldiigiimiizde,

. )
jmt I 5Py
Y h[p m

d=ye " =e (3.115)
elde edilir. Bunun zamana gore diferansiyeli alindiginda,

op__.p’

— =—j— 3.116

o o’ G110
olur. Denklem (3.116) ve (3.113) kullanilarak

00 . h .,

it V=0 3.117

3 Ty ? (3.117)
hiperbolik Schrodinger esitligi elde edilir. Denklem (3.117)’in hermityen eslenigi
alindiginda,

' N o

— —j—V¢9 =0 3.118

% Y ? ( )
olur.

Soldan ¢' ile carpilan (3.117), sagdan ¢ ile carpilan (3.118)%e
eklendiginde,

2
B_0P i
J =——=—"—+4+VJ =0 3.119
ey o (.119)

elde edilir. Burada,

J,=T+jp (3.120)
veya
p=0'¢ (3.121)
7= (5ve-veg) (3.122)
2m

seklindedir. Bunlar, sirasiyla hiperbolik esitliginin uygun oldugu olasilik

yogunlugu ve olasilik akim yogunlugudur .
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4. BIKOMPLEKS SAYILAR VE KUANTUM MEKANIGINE
UYGULAMALARI

Bikompleks sayilar,

2=1Q,+Qii+Q,j+Q:k[Q;.Q,.Q,.Q, € R} @.1)
biciminde yazilan sayilardir. Burada i ve j’ye imajiner birimler ve k’ya
hiperbolik (imajiner) sayr adi verilir. Imajiner birimlerin carpim kurallar
kullanildiginda, Q, =Q, +Q,i ve Q, =Q, +Q,i oldugu zaman bikompleks say1
Q, +Q,j yazilabilir. @, ve @, reel sayilar oldugu zaman bikompleks sayilar,
kompleks sayilara indirgenir [21].

T ile gosterilen bikompleks sayilar uzayi, Hamilton uzay1 ile bir¢ok ortak
ozelliklere sahiptir. Bir € bikompleks sayisi (@,@,) kompleks cifti olarak
gozlenebilir.

T -temsili Q9

C?- temsili, kompleks ¢ifti : (@ Q)

R*- temsili, kompleks ¢ifti : (@, =Q, +Q,i,@, =Q, +Q.i)

R*- temsili, vektor bigimi  : Q, +Q,i+Q,j+Q;k

R*- temsili, quadruple-bicimi: (Q,,Q,,Q, Q)

Iki bikompleks sayinin esitligi,

(onz)=(P1’P2)E(Q1 =P1)/\(02=P2) 4.2)
ile verilir ve
(@.Q,)+(P.P)=(Q+P.Q+P,) 4.3)

esitligindeki gibi toplanir. Bikompleks sayilarin carpimi  kuaterniyon

islemlerinden farklidir. Eger Q, +Q,i kompleks sayis1 (QO,QI) reel sayilar cifti

olarak yazilirsa, @, =(Q,,Q,)’nin @, =(Q,,Q,) ile bildigimiz kompleks

carpimi,
QQ, -(Q,Q,-Q,Q,.Q,Q, +Q,Q;) (4.4)
bi¢iminde olur. Buradan @ =(Q,,Q,) ve 2 = (P,,P,) icin,
g-7=(QP-Q,P,QP +QP,) (4.5)
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oldugu goriilmektedir. @ =(Q,+Q,i,Q, +Q,i) ve 2 =(P, + Pi,P, + Pi) icin
(4.5) kullanildiginda,
Q2-7=(Q,P,-Q P, -Q,P,+Q P, +i(Q,P, +Q,P, -Q,P,—-Q.P,),
Q,P,-Q,P,+Q.P,-Q.P +i(Q,P,+Q,P,+Q,P, +Q,P,).)

esitligini elde ederiz. Bikompleks sayilarin @ =Q, +Q,i+Q,j+Q,k vektor

(4.6)

bi¢imi, daha cok kullanilir. Birim vektorlerin gosterimi,

i=(,0), j=(0,1), k =(0,1) (4.7)
kompleks ciftleri seklindedir. Bunlar,

joi=-1 Jej=-1 kok=1

iocj=k Jok=- Koi=-j (4.8)

jei=k koj=-i iok =-j

kurallarina gore carpilir. Buradan goriildiigii gibi bikompleks sayilarin carpma
islemi hem yer degistirme hem de birlesme 6zelligine sahiptir.
Q< C ise (@Q,0) bikompleks sayilart C kompleks sayilarimn biitiin

ozelliklerine sahiptir [22].
4.1. Bikompleks Sayilarin Eslenikleri

Kompleks eslenik, C’nin hem cebirsel hem de geometriksel 6zellikleri
icin standart kuantum mekaniginde 6nemli bir rol oynar. Bikompleks sayilar i¢in

miimkiin olan ii¢ eslenik vardir.
4.1.1. Bikompleks sayilarin i’ye gore eslenigi

Biitin @,,Q, € {Q o+ Qi =—1} icin i’ye gore bikompleks sayinin
eslenigi,

(@+@.j)' =@ +Q,j (4.9)
formiilii ile tanimlanir. Burada @, ,@, ; sirasiyla @, ve @, kompleks sayilarinin

kompleks eslenigidir. Yukaridaki eslenige bazen bikompleks sayilarin birinci cesit

eslenigi adi da verilir. Bu eslenigin 6zellikleri;
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(@+P) =g"+P" VQ,PeT
b (@-P) =g"-P" VO, PeT

(@) =0 VQeT
d (Q@oP) =0"op" VO.,PeT

olarak yazilir.

4.1.2. Bikompleks sayilarin j’ye gore eslenigi

vQ,.Q, < C(i) igin ikinci gesit eslenik adin1 da verebildigimiz j’ye gore
eslenigi,
(@+Q.)" =@ -Q.j (4.10)
formiilii ile verilir. Bu eslenigin 6zellikleri;

a) (Q+P) =9"+pP" VO,PeT

) (@-P):=9"-P" VO PeT
¢) (bﬁz VQeT
d) (QoP): =" o pP" VO,PeT

olarak yazilir.
4.1.3. Bikompleks sayilarin iiciincii cesit eslenigi

Yukarida anlatilan iki eslenigin birlesimi olan iiciincii ¢esit eslenik,

@ +@,j)° =Q -Qj (4.11)
formiilii ile verilir. Bu eglenigin 6zellikleri biitin V@, 2 € T i¢inde asagidaki
gibi ifade edilir.

a) (@+P) =g +P"

b (@-P) =g"-P"

d) (@oP) =g".P"
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2=-@Q,+@,j=Q,+Q,i+Q,j+Q,k bikompleks sayilari, (++++)
isaretine ve & ’nun 1.,2.3. cesit eslenikleri sirasiyla +-+-), (++--)
(+ — —+), isaretlerine sahiptir [23].

Bu esleniklerin her biri, diger ikisi cinsinden ifade edilir. Birlesim altinda

eslenikler Cizelge 4.1°de gosterilmistir.

Clzelge 4.1. Bikompleks sayilarda esleniklerin birlesimi [24]

L LIt Tt ]
f, f, f, f ts
fi Lot s
f f fs |1, t
s fs L Jh |

4.2. Idempotent Bazlar
Her @, +@,j bikompleks sayilarn asagidaki idempotent gosterime

sahiptir:
Q+Q,j=(@ -Q,i)e, +(Q, +Q,i)e, (4.12)
Burada,
1+k 1-k
€ = ) ve €, :T (413)

dir. Bu temsil yardimiyla toplama, ¢arpma ve bdlme kolaylikla yapilabilir.
Q-Q,i=0 veya Q +Q,i=0 oldugu zaman bikompleks say1 tersine

cevrilemez [25].
4.3. Exponansiyel Fonksiyon

ne N\{O} ve €=Q,+Q,je T olsun.

n? = 2" (4.14)
seklinde tanimlanir. Burada,

e°1+°zj — ealeazj ve eozj — COS(QZ )+jsin(02) (415)
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dir. Bu nedenle bunu,
n@ @i = ¢ @ ()]0 (@, In(n))+ jsin (@,In (n))] (4.16)

biciminde yazabiliriz [26].
4.4. Bikompleks Schriodinger Esitligi

Bikompleks sayilar, C kompleks sayilarinin ve ) hiperbolik sayilarin
bir genellestirilmesidir. Bu nedenle bikompleks kuantum mekanigi, standart
kuantum mekanigi ve hiperbolik kuantum mekaniginin genellestirilmesidir.
Rochon ve Tremblay [3] Schrodinger esitligini biraz sonra deginilecegi gibi
bikompleks formda yazmislardir.

flk 6nce a, p:R> = R’ye sahip gr=e*™&" olugturulacak olursa o
zaman Schrodinger esitligi, o ve [ fonksiyonlar cinsinden iki diferansiyel

denklem sistemi olarak yazilabilir:

—hats+h—2[a§a+(axa)z—(axs)z]—\/:o (4.17a)
2m

2
9.0+ [32p+29 a9, p]=0 (4.17b)
2m

Standart Schrodinger esitliginin bikompleks uzay fonksiyonlari tizerinde

analogu incelendiginde,
2
ihat\p(x,t)+§l—8i\u (x,t)=V(x, Oy (x,t)=0 (4.18)
m

olur. Burada,

y:R* > Tve V:R> 5 R (4.19)
dir.

Hiperbolik kuantum mekaniginde bikompleks Schrodinger esitligindeki
i imajiner biriminin se¢imi keyfi degildir. Eger, k hiperbolik imajiner birimi
secilirse iist iiste binme ilkesini saglamayacaktir. Bu nedenle i veya j imajiner
birimleri arasinda bir secim yapilmalidir. Temelde j’ nin yerine i’yi se¢cmenin

onemli bir sebebi yoktur, ancak i imajiner birimi, idempotent bazlar adini
verdigimiz bikompleks Schrodinger esitliginin bilesenleri icin daha uygundur.

v (x,t) dalga fonksiyonu hiper-polar koordinatlarda
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(x,t) = eB* 0=l (4.20)
olarak ifade edilir. Burada

z(x, t)=alx, t )+B(x, t )i (4.21a)

z,(x, t)=y(x, t )+3(x, t )i (4.21b)
ve o,B,y ve 0, R’ — R’ye giden reel fonksiyonlardir. Bu nedenle (4.18)

bikompleks Schrodinger esitligi a, B,y ve o reel fonksiyonlar1 cinsinden dort

diferansiyel denklem sisteminde bilesenlerine ayrilabilir:

9, [3+2% |02 at (0, of —(@,BF - (@, v + (0,87 |- v=0 (4.222)
9, a+ % [2B+2(5.00_p-a.v0 5)]=0 (4.22b)
—al6+£n 2y+2(0,0d,v-0_pd_5)]=0 (4.22¢)
+aty+%[a§5+2(axaaxs+axsaxy)]=o (4.22d)

y—0 ve 6—0 oldugunda Denklem (4.22a-d), (4.17a-b) standart Schrodinger
esitligine gider.

4.5. Siireklilik Denklemleri

Bir dalga fonksiyonunun fiziksel olarak bir anlami ve boyutu olmamakla
birlikte, mutlak degerinin karesi yani |\|1(x, y,z,t]z, parcacigin birim hacimde
bulunma olasithigidir ve olasihk yogunlugu adim alir, p(x, y, z, t ) ile gosterilir.
Su halde tanim olarak olasilik yogunlugu;

p(x.y.z.t)=|y (x,y.2.t) =y*(x.y,z )y (x,y,2.t) (4.23)
olmaktadir. Bu tanima gore parcacigin herhangi bir dV =dxdydz hacim elemani

icinde bulunma olasihigs; p(x, y, z, t )dV, tiim uzayda bulunma olasilig ise;

100
yoz)dV= [y'ydv=— =
[px.y.2.0) Jviwav=—=

tiimuzay tiimuzay

1 (4.24)

olur. Denklem (4.23) parcacigin uzayin herhangi bir yerinde mutlak var olmasi

anlamin tasir ve dalga fonksiyonunun normalizasyon kosulu olarak bilinir. Bu
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kosul yerine getirilerek dalga fonksiyonu normalize edilir. Parcacigin olasilik
yogunlugunun uzayda yer degistirmesi ise olasilik akist adim alir ve J(x,y,z,t)
ile gosterilir. Olasilik yogunlugu ve olasilik akisi arasinda;

Ww-i(x,y,z,t):o (4.25)
iliskisi vardir. Denklem (4.25)’e dikkat edilirse olasilik akisinin konuma gore
degisimi, olasiik yogunlugunun zamana gore degisimine sebep olmaktadir.
Denklem (4.25) "olasilik yogunlugu ve akisinin korunumu yasas1" olarak bilinir

[27]. Burada olasilik akimi

ih| oy .oy
IX,y,z, ) =— | Yy——y — 4.26
(X,y,2,1) 2m{\vax \vax} (4.26)
seklinde yazilabilir.
Burada,
h * *
y)==—(v" 0, y-yd,y) (4.27)
2mi
h 20
=Ze™ B (4.27b)
m

dir. Denklem (4.27b) ve (4.25)’in olasilik akiminin korunumununa denk geldigine
dikkat edelim. Bu nedenle standart Schrodinger esitliginin reel ve imajiner
kisimlarina ayrilmasiyla iki esitlik elde ederiz. Denklem (4.17a) Jacobi-Hamilton
esitliginin genisletilmis versiyonudur ve (4.17b) olasilik akimimin korunumuna

karsilik gelir.
4.5.1. Bikompleks siireklilik denklemleri
Rochon ve Tremblay [3], bikompleks Schrodinger denklemleri igin

siireklilik denklemlerini de tliretmistir. Bunun icin bikompleks Schrodinger

esitligine dort cesit eslenik sirasiyla uygulandiginda,

2
+ihal\|l+h—ai\|l—V\|1=O (4.28a)
2m

2
—ino, gy +§—a§\y“ ~Vy ' =0 (4.28b)
m
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2
+ihd,y " +;—8in2 -Vy =0 (4.28¢)
m

2
—ihat\y“+h—8i\|ﬁ3 ~-Vy =0 (4.28d)
2m
olur. y " ile carpilan (4.28a), y ile carpilan (4.28b)’den ¢ikartildiginda

9, (py " )+i(\v 197 y—yd? y )=0 (4.29)
2m

olur. Bu denklem siireklilik esitligi cinsinden tekrar yazilir:

3. (wy " )+v- 7 (w)=0 (4.30)
Burada;
T ()= ("3 y—yayh) 431
(w)=——ly'd.y vy (4.31a)
mil
_ I iy (B45j) (4.31b)
m

dir. Bu hesaplamalar, (4.28a-d)’deki denklem ciftinin hepsi igin yapilabilir.
Ancak, her esitligin Oniindeki i imajiner biriminin isaretinin inceledigimiz
denklem c¢iftindekine zit olmasi kosuluyla bir siireklilik esitligini olusturabiliriz.
Aslinda, (4.28a) ve (4.28c) veya (4.28b) ve (4.28d) ciftlerinden bir siireklilik

esitligi elde etmek miimkiin degildir. Boylece diger ii¢ siireklilik denklemleri

asagidaki gibi bulunur:
3,(wy")+V-7,(y)=0 (4.32)
_i( Tza _ a Tz)
Jz(w)—z ("0, y-yo, vy (4.33a)
mi
_ I ey (B—yk) (4.33b)
m
3.y w)+V- 7, (w)=0 (4.34)
_L( Jﬁa T T2a Jﬁ)
T (w)=—y"0, y" -y"o, vy (4.352)
2mi
= Eemk)ax B+yk) (4.35b)
m
3.(w Py ")+ 7, (w)=0 (4.36)
_i( Tsa T2 _ Tza Ts)
ﬁ(w)—z \y "o, w -y o,y (4.37a)
mi
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_ I ey (g—gj) (4.37b)
m

dort siireklilik denkleminin yukarida tanimlanan denklemler sistemi oldugu

kanitlanabilir. Denklem (4.30)’un +, eslenigi almirsa (4.36) elde edilir. Burada

J . =(7,)? dir. Aymi sekilde (4.32)’'nin +, eslenigi alndiginda 7 ,=(7,)"
ile (4.34) elde edilir. Boylece iki bagimsiz siireklilik denklemi elde edilir.
J, veJ, akimlar i¢in baz olarak secilir.

Denklem (4.30)’daki siireklilik denklemi, gercekte (4.22b) ve (4.22d)’ye
esdeger, aym sekilde (4.32)’deki siireklilik denklemi ve (4.22b) ve (4.22c)’ye
esdegerdir. Bu yiizden (4.22a), standart durumun Hamilton-Jacobi esitliginin
genisletilmis versiyonuna ve (4.22b), (4.22c) ve (4.22d) J, ve J , cinsinden
ifade edilen (4.30) ve (4.32)’deki siireklilik denklemlerine esdegerdir.

4.5.2. Bikompleks Schriodinger denklemlerinin kesikli simetrileri

Denklem (4.22a-d), sisteminin ¢Oziim kiimesini degismez birakan 8-

boyutlu kesikli gruba sahiptir. Bu kesikli simetri grubu,

A A —_ —
B =1 p=1"""
0——0

A — 0] A —0j
P = 14 .J p = 14 J.
0—>7]j 0—>—yj

(4.38)

. y—=0i n y—=>—0i
4 = P = .
0—>—yi 0—yi
A —rk N ——k
p = y—=>7 p = 14 4
0—ok 0—> -0k

dir.
v (x,t) bikompleks dalga fonksiyonunun a(x, t ) ve B (x,t) fonksiyonlari,

bu kesikli simetri gruplar altinda doniistiiriilemez.

Bu doniisiimler ile ilgili bazi 6zellikler sunlardir:
a) Denklem (4.38)’deki simetri grubu, n=0,1,...,7 i¢in lsf =Id ile degismeli bir

gruptur.
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b) ¥, P, P, ﬁ} ile verilen kiime, simetri grubunun bir alt grubudur ve

bikompleks sayilar i¢in (4.1) eslenikler grubuna izomorftur.

c) 154, 155, 156 ve 13‘7 kesikli operatorler, sirasiyla 130,13‘1,132 ve 133 kesikli

operatorleri gibi herhangi bir bikompleks say1 iizerinde islem yapar, yani
P..(Q)=P(Q) n=0123 VQeT (4.39)

dir. Bu nedenle {150, P, P, 153} ile verilen simetri grubu i¢in “temel bir alt grubu”

elde ederiz.

Bu simetrileri, (4.22a)’y1 iceren (4.22)’ye esdeger olan denklemler
sistemine ve siireklilik denklemlerinin verildigi (4.30) ve (4.32)’ye uygulayalim.
Denklem (4.22a) simetriler altinda invaryanttir. Denklem (4.30) ve (4.32)’deki

siireklilik denklemlerinin bu simetriler altinda nasil doniistiiriildiigii incelenebilir.
J , ve J ,, y cinsinden ifade edilebildigi i¢in yalnizca simetri operatorlerinin
y ’ye uygulanmasi hesaplanmalidir:

A~ A N
T2

Ply)=y"™, P(y)=v,, Py(y)=wy_ (4.40)

Burada y, ve y_fonksiyonlari,

v, = B El _ e(ai5)+([3¢y)i (4.41)

ile verilen C(i)-uzaymdaki fonksiyonlardir. Bu hesaplamalarda 13‘1 (4.30) ve
(4.32)’yi sirasiyla (4.36) ve (4.34)’e doniistiiriir. 152 kesikli simetrisi altinda (4.30)
ve (4.32);

ov.¥ . )+V-Tlv.)=0 (4.42)

siireklilik esitligine doniisiir. Burada;

ho _
‘7("'+)=_2mi W .09 .,-v.0.%.) (4.43a)
Loy (By) (4.43b)
m

dir. Son olarak 133 altinda , (4.30) ve (4.32);
olw ¥ )+v- 7y )=0 (4.44)

siireklilik esitligine doniisiir. Burada;

h
4 _)=—2 (¥ 0,y -y 0.y ) (4.452)
mi
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= ﬁez‘f“‘)ax B+y) (4.45b)
m

dir.

Denklem (4.42) ve (4.44)’de reel 7 (y ,) ve T (w _) akimlar ile iliskili
olan siireklilik denklemleri elde edilir.

Idempotent bazlarin kullanilmastyla y bikompleks dalga fonksiyonu
ve y _ cinsinden ifade edilir. Aslinda, biitiin bikompleks sayilar i¢in {L,i,j,k}

reel  bazlarindan, {el,ez} kompleks  bazlarina  gecilebilir.  Burada

e =¥, e, ZI_T dir. e,,e, cinsinden yazilabilir yani e, = (el)Tl = (el)Tz

dir. Ancak e, # (e, )" dur. e .e, elemanlari asagidaki dzelliklere sahiptir:
e,) =e., (e, =e,, ee,=0 (4.46)

Bikompleks exponansiyel asagidaki gibi yazilabilir:

Z,+2,j — ezl -Z,i 2Z,+2,i

e e +e e, (4.47)
Ayni sekilde dalga fonksiyonu, idempotent bazlarda;
y=y.e +vy_e, (4.48)
olarak ifade edebilir. Bu nedenle idempotent bazlar kullanildiginda, (4.18)

bikompleks Schrodinger esitligi;

2m

2 2
(ihat Vg y vy +}1 +[ihat v +§8i v _—Vy }2 =0 (449
m
bicimini alir. Bu ifade, iki standart Schrodinger esitligine ayristirilir:
hZ
ind, y . +—092 ¢y ,—Vy =0 (4.50)
SRIP . + +

Bu denklemler birlestirildiginde, sirasiyla (4.43) ve (4.45) ile verilen J (\ui) reel
akimlari cinsinden (4.42) ve (4.44) siireklilik denklemleri elde edilir [7].
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5. KUATERNiYON CEBIRI
5.1. Kuaterniyonlarin Tanmimlanmasi

Kuaterniyon, dort tane bilesen iceren matematiksel bir yapidir. William
Hamilton 1843’de kuaterniyonlar1 kesfetti. Kuaterniyonlar kompleks sayilarinin
bir genellestirilmesi olarak ortaya cikti. Bir kuaterniyon
Q=Q,¢e, +Q,e, +Q,e, +Q,e, olarak yazilabilir. Burada e, reel; e ,e,,e,
imajiner birimlerdir [28]. Bu birimler,

e, =(1,0,0,0)

e, =(0,1,0,0)
(5.1)
e, =(0,0,1,0)

e, =(0,0,0,1)
olarak yazilir ve burada Q, Q, Q, ve Q, reel sayilardir [29]. Baz elemanlar
asagidaki kurallan saglar:

e.=1vee =e =e =-1 (5.2)

ee, =e,, e,e, =—€,, €,e, =¢, ee, =—¢,ee, =—¢e, (5.3)

Bir Q =Q,e, +Q,e, +Q,e, +Q,e, kuaterniyonu, (Q ,) skaler kismini ve
(Q.e, +Q,e, +Q.e,) vektsrel kismim icerir. Q, =Q e +Q,e, +Q e,
bicimindeki bir kuaterniyona, piir kuaterniyon adi verilir ve herhangi bir vektore

benzer. Kuaterniyonlar Q =Q, +Q, olarak da yazilabilir. Burada Q,, Q 'nun
reel kismudir ve Q, =Q e, +Q ,e, +Q ;e,, Q nun piir kuaterniyonudur.
e, .e,,e, kuaterniyon bazlarinin ve o,,0,,0, Pauli matrislerinin cebirsel

olarak izomorf olduguna dikkat edilir. Yani e, =—io,,e, =—i0,,e, =—io, dir [30].

5.1.1. Kuaterniyonlarda toplama islemi

ki kuaterniyon,

P=Pe,+Pe, +Pe, +Pe, (5.4)
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veE

Q =Q,e,+Q e, +Q e, +Q e, (5.5
olmak lizere toplama ve ¢ikarma islemi,
PTQ-= (Po $Qo)eo +(P1 +Q, )el +(P2 $Q2)e2 +(P3 +Q, )e3 (5.6)

olarak tamimlanir. Bu kural ile her iki kuaterniyonun bilesenlerinin toplami veya

farki, bu iki kuaterniyonun toplami veya farkinin bilesenlerini olusturur [31].
5.1.2. Carpimin tanimlanmasi

Carpma iglemi toplama islemine gore olduk¢a karmasiktir. Carpma islemi
dagilma 6zelligi yardimiyla tanimlanir.

P=PFe,+Pe +Pe, +Pe, (5.7
ve

Q =Q.e,+Q e, +Q,e, +Q e, (5.8)
olmak tizere kuaterniyonlarin ¢arpma islemi,

PQ =(R,Q,~PQ~P,Q,-PQ;)e, +(BQ+QP +PQ;-PQ, Je,

+(RQ,+ QP +PQ~PQ; Je, + (B,Q,+ Q)P +PQ,~PQ, Je;

olarak ifade edilir [32].

(5.9

P=P +P ve Q=0Q,+Q, seklinde iki kuaterniyonun carpimi ise
asagidaki gibi yazilr:
PQ=PQ-P Q +PQ +QP +PxQ, (5.10)

5.1.3. Kuaterniyonlarin carpiminin matris cebriyle gosterimi

Denklem (5.10)’da tanimlanan kuaterniyonlarin ¢arpimi matris cebirinin
kullanilmasiyla ifade edilebilir. Eger ¢carpma islemi diizenlenirse;
PQ=R=R_,+R,=Re, +Re +Re, +R;e, (5.11)

olur. Burada
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R, = KQ,- BQ;- P,Q,- P,Q;
R = RQ,+PQ+PQ;-FQ,

(5.12)
R, = KQ,- FQ;+P,Q+PQ,
R, = F,Q;+RQ,- B,Q,+PQ,
dir ve matris gosterimi yazilirsa,
Ro Po _P1 _Pz _P3 Qo
R1 _ Pl Po _Pa P2 Q1 (5 13)

Rz Pz P3 Po _Pl Qz
R3 P3 _Pz P1 Po Q3

olur. Toplama islemi diisiiniildiigiinde kuaterniyonlar cisim ozelliklerini saglarlar.

Ustelik kuaterniyonlar kiimesi, carpmanin yer degistirmesi disinda, biitiin cisim

ozelliklerini sagladigl anlamina gelen degisimli olmayan bir boliim cebridir [33].
Iki kuaterniyonun garpimi, P,Q, + Q,P, + P, xQ, vektorel kismina sahip

diger bir kuaterniyondur. Bu yiizden kuaterniyonlar kiimesi, toplamaya ek olarak
carpmada da kapalilik 6zelligine sahiptir.

Kuaterniyon c¢arpimi, birlesme oOzelligine sahiptir. P, xQ,  vektorel
carpimi yer degistirmedigi icin, kuaterniyon carpimi yer degistirmez ve bu
kuaterniyon cebrinin cisim 6zelliklerinden tek bir ayricaliktir. Fakat kuaterniyon

carpimi  disginda toplama islemi icin de bir tamima sahip olunmalidir.
Kuaterniyonlar kiimesi, reel kism1 1 ve vektor kismi 0 olan bir kuaterniyon icin
Q=1+0 dir.

Sifir olmayan her kuaterniyonun, ¢carpmaya gore tersi vardir.
5.1.4. Kuaterniyonlarda eslenik islemi

Q kuaterniyon eslenigi,
6 = (Qoeo +Q,e; +Q,e, +Q e, )=Q € —Q.e-Q,e,-Q.e; (5.14)
olarak ifade edilir. (Q + 6) ve (Qa)’nun her ikisi de reeldir. Ayrica,

Q= Q2+ QI+ Q2+ Q2 (5.15)
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olarak Q’nun normu tanimlanirsa, Qa :6Q :|Q|2’dir. Iki kuaterniyonun

toplaminin eslenigi, bu kuaterniyonlarin ayr1 ayr esleniklerinin toplamina esittir:

P+Q=P+0Q (5.16)
Carpma isleminde ise,

PQ=QP (5.17)
biciminde ifade edilir [34].

P ve Q kuaterniyonlarinin ¢arpiminin normu her bir kuaterniyonun

normlarinin ¢arpimina esittir:

N*(R)=(PQ)(PQ)
= PQQP
= PN*(Q)P (5.18)
=PPN’(Q)
=N*(P)N*(Q)

Iki birim kuaterniyonun ¢arpimi yine birim kuaterniyondur.
5.1.5. Kuaterniyonlarda bolme islemi

Carpma islemi yer degistirmedigi i¢cin asagidaki iki 6zdesligin ¢oziimil
olan P sembolik ifadenin tammlanmasiyla soldan Q,' sagdan Q' islemlerinin

her ikisini de tiiretelim:

QQ,/ =P, Q,/Q=P (5.19)
oy 2
Bu ozdesliklerin her iki tarafin1 da sirasiyla soldan ve sagdan %| ile
carptigimizda
-1 Q — E (5.20)

o

elde ederiz. Bu nedenle genelde bu iki farkli bolme ortaya ¢ikacaktir, ancak P =1

L ||2’ R

oldugu 6zel bir durumda,
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. =Q; =Q" =% (5.21)
Q)

biciminde ifade edilen kuaterniyonun ¢arpmaya gore tersi elde edilir [34].
5.2. Bikuaterniyonlarin Tanimm

Bikuaterniyon, 19. yy. da William Kingdon Clifford, William Rowan
Hamilton ve Alexander MacAugley tarafindan gelistirilen bir niimerik ve
geometriksel bir kavramdir.

Biitiin bikuaterniyonlar kiimesi, dort boyutlu bir kompleks vektdr uzayini
veya sekiz boyutlu bir reel vektdr uzayini olusturur. Kuaterniyon grubuna gore
bilesene bagli olarak toplama ve carpma islemleri incelendiginde, bu kiime yer
degistirmeyen ancak birlesme 6zelligine sahip bir halkay1 olugturur [35].

Bikuaterniyonlar cebri, H(C) ile gosterilir. Her Q bikuaterniyonu,
3

Q:ZQiei (5.22)
k=0

bigiminde ifade edilir. Burada {@ ;}c C dir. e, skaler birimdir ve {e,|i=123]},
kuaterniyonik imajiner birimlerdir. Bunlar

2 2 _ _ -
e, =e,=—¢€, ee =ee; =¢,, 1=123

(5.23)
€€, =—€,¢ =¢€;, €,6;,=-¢;¢,=¢, ee =-¢€¢e,=¢,
carpim kurallarina uymaktadir [36]. Buradaki carpma islemleri
ee =—0,+) &€ (5.24)

biciminde ifade edilir. Bikuaterniyonlar reel kuaterniyonlarin kompleks bir ifadesi

oldugu i¢in kompleks kuaterniyonlar olarak da adlandirilir [37].

Q= ZiQ .e, bikuaterniyonunu daha agik bir ifade ile yazabiliriz. P ve

R kuaterniyonlari,

P=Pe,+Pe, +Pe, +Pe, (5.25)
ve

R=Rje,+R,e, +R,e, +R. e, (5.26)

ile verilirse @ bikuaterniyonunu
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Q=P+iR (5.27)
seklinde yazabiliriz. Bu durumda;
Q= (Po +iRo)eo +(P1 +iR1 )e1 + (Pz +iR2 )ez +(P3 +iR3 )es

P, +iR,.P, +iR P, +iR,,P, +iR,)
(5.28)

(
(P, +iR,,P, +iR,)
@)
olur. Q bikuaterniyonunun Qi ; skaler kismini, Q,, ; vektorel kismini gostermek
uzere,

Q,=Q,¢, (5.29)
ve

Q =Qe +Q,e,+Q e, (5.30)

seklindedir. i ise, i* =—1 olan kompleks bir sayidur.
5.2.1. Bikuaterniyonlarda matematiksel islemler

P ve Q gibi iki bikuaterniyonunun ¢arpimi ayni reel kuaterniyonlarda
oldugu gibi;

PQ-(P,+P,)Q,+Q,)=P,Q,+P,Q,+QP, -P,-Q, +P,xQ, (5.31)
biciminde tamimlanir. Buradaki nokta ve cross carpimlar, iic boyutlu uzaydaki

skaler ve vektorel carpimlara karsilik gelmektedir. En son yazdigimiz ifadeyi

acarsak,
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PQ-= { 0+P P +P, )e P ,+P)e, +( 3+P'3)e3}
[ 0+QO e, +| Q +Q, ) (Q2+Q2’)e2+(Q3+Q’3’)e3}
=(POQO—P1QI—PZQZ—PaQ3—P0,Q0’+P1,(21,+P2,Q2,+P3,Q3,)e0
+i(P0Q0’—P1Q1’—P2Q2’—P3Q3’+PO’QO—PI’Q,—PZ’QZ—P;QJeO
+(P0Q1+P1Q0+P2Q3—P3Q2—PO’Q1’—PI’Q()’—P2Q3’+P3'Q2’)e1

’

'H(P 0Q +P,Q,+P,Q,-P.Q,+P,Q +PQ +P,Q,-PQ 2)e1

+(P0Q2_P1Q3+P2Q0+P3Q1_PoQ2+P1Q3 _Pon _P3Q1 )ez

+i(P0Q2_P1Q3+P2Q0+P3Q1+P0Q2_P1Q3+P2Q0_P3Q1)ez
S (5.32)
+(P0Q3+P1Q2_P2Q1+P3Q0_PoQs_PlQz+P2Q1_P3Qo)e3

+i(P0Q3+P1Q2_P2Q1+P3Q0+PoQ3+P1Q2_P2Q1+P3Qo)e3

olur. iki bikuaterniyonun ¢arpiminin sonucunun yine bir bikuaterniyon oldugunu
bu denklemler sisteminden goriilebilir.
Her bikuaterniyon igin eslenik tamimlamak mimkiindir. Q

bikuaterniyonun eslenigi,

Q=Q.c,-Qe¢ -Q.c,-Q e, (5.33)
olarak ifade edilir, ancak Q" kompleks eslenigi,

Q =Qe,- Qe -Q,-Qe, (5.34)
olarak tanimlanir. Eslenik, bikuaterniyonlar halkasinin otomorfizmidir. Yani

PQ-QP (5.35)
dir. Kompleks eslenik,

PQ) =Q'P’ (5.36)
anti-otomorfizm olarak tanimlanir [38].

Q=Q.,-Qe¢ -Q.c,-Q e, (5.37)
eslenigine sahip bir Q bikuaterniyonunun normu,

Q’'-0a=Q+Q’+Q+Q: (5.38)

ile verilir.
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2 : : : .
Sadece ve sadece |Q| #0 ise Q bikuaterniyonunun tersi vardir ve bu

durumda

Q'= Q (5.39)

'

olur. Daha ileri gidilirse sadece ve sadece |Q|2 =0 olursa Q, cebrin bir sifir

bolenidir [39].
P ve @ bikuaterniyonlar1 birlesim cebirlerini saglar, yani
N(PQ)=N(P)N(Q) (5.40)
dir [38].

n=2 igin e, (i = 0,1,2,3) temel birimlerine sahip bikuaterniyonlarin
izomorf bir gosterimi Pauli matrisleriyle elde edilir.

Q:(Qo+qa Ql_iazJ
Q1+iaz Qo_Q3

matris gosterimi ve N(Q) = det(Q) ’ye sahip genel bikuaterniyonlar ile

(1o (01 (0 -i (10 5
“Zlo 1) “Tliof 27l o) ©®Tlo -1 '

elde ederiz [40].

(5.41)

5.2.2. Bikuaterniyonik acisal momentum

Acisal momentum,

—

L=rxp (5.43)
biciminde temsil edilen vektorel niceliktir. Burada 7 ve p, sirasiyla konum ve

momentum vektorleridir. Eger 7 ve p vektorleri bikuaterniyonik notasyonda

yazilirsa,

r =ixe, +iye, +ize, (5.44)
ve

P=ip.e +ip,e, +ip e, (5.45)

44



denklemleri elde edilir. Bu bikuaterniyonlar carpilirsa bikuaterniyonik agisal

momentum,

rp=(5 +1,)ps +Py)=FP; + 1P, +PT, —F, P, +i, XP,  (5.40)
dir. Burada r; =0, pg =0 oldugundan son olarak yazilan (5.46),

rp=r-p+irxp (5.47)
olur ve

rp=r-p—irxp (5.48)
yazilabilir. Denklem (5.47) ve (5.48) taraf tarafa ¢ikartildiginda,

rp-rp=2irxp (5.49)
ve

rp-rp=2iL (5.50)
elde edilir. Buradan

L_"P-TP
2i

(5.51)

olarak yazilabilir. Sonug olarak bikuaterniyon formunda agisal momentum,
L=ilyp, —2p, Je, +i(zp, —xp, Je, +ilxp, —yp, Je, (5.52)
dir. A¢isal momentumun bilesenleri L_, Ly ve L,
L.=yp,-zp,, L, =2zp,—xp,. L, =xp,-yp, (5.53)
olarak yazilabilir. Bikuaterniyonik a¢isal momentum bilesenlerin toplami olarak,
L=iLe, +ilL e, +iL,e, (5.54)

dir [40].
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6. OKTONYON CEBRIi VE UYGULAMALARI

Boliim cebrini olugturan say1 sistemlerinin sonuncusu olan oktonyonlar,
sekiz baz elemanin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilen hiperkompleks bir

sayidir. Oktonyonlar kiimesi bir cebri olusturur. Eger @ Q, ® ii¢ tane oktonyonu

temsil ederse O ile gosterilen oktonyonlar cebri, asagidaki 6zelliklere sahiptir.

® Yer degistirmeme Ozelligi PQ#QP

e Birlesmeme 6zelligi : (PQ )& # ®(QRr.)
e Ustlerin toplanmasi : P P ="

e Alternatif : P(PQ )= (PP)Q

6.1. Oktonyonlarin Tamimlanmasi
6.1.1. Oktonyonlarin koordinat gosterimi

Bir Q oktonyonu,

Q iQ“eu n=0,1,..7 6.1)

u=0
bilegenlerine ayrilarak yazilabilir. Burada e,, ©’nun baz elemamidir. e, baz

eleman, reel baz eleman olarak secilir [41].
6.1.2. Oktonyonlarin Zorn gosterimi
Zorn matrislerinden yararlanarak oktonyonlarin temsilleri verilmistir:

a x
Qe@:Q=(# J (6.2)
y b

Bu matrisler icin 6zel bir ¢arpim kurali tanimlanir [42]:

a x). (a" X aa’+x.y ax’+bx—yxy’
— * et ’ = ’— —/ — —7 ’ - =/ (6'3)
y a y b ay+by +yxy bb + y.x

46



6.1.3. Oktonyonlarin kuaterniyonik gosterim

Iki tane P, ve P, 4-boyutlu kuaterniyon bigiminde yazilan ® oktonyonu,
®=(P,P,) (6.4)
dir. O oktonyon cebri icin P, ve P, olan iki oktonyonun carpim kurallarini
tammmlamamiz gerekmektedir. Q ’yi Q, ve @, kuaterniyonlar1 cinsinden
yazdigimizda, ? ve Q ’nin ¢arpimim Cayley-Dickson ¢arpimu ile,
2Q =(P;:P,)@Q;:Q,)
-(PQ,+Q.P;P.Q +.P)

yazabiliriz. Burada 6 , @ ’nun eslenigidir ve [, bir parametredir [41].

(6.5)

Bir oktonyonu, iki kuaterniyonun kombinasyonu olarak yazmak miimkiin
olduguna gore;
Q=0Q,+Q.e, Q€O (6.6)
dir. Burada
Q,.0,cH ve e, =-1
dir. Buradaki e, imajiner sayisinin; her ne kadar kendisiyle ¢arpimi —1 ise de,
e .e,.e, imajiner sayilari ile aym degildir. Oyle ki, e, ile e,,e,.e,,e, lerin
carpimi, e,e, =e,.ee, =e..e.,e, =e.,e.e, =e, gibi baska imajiner sayilardir.
Buna gore Q oktonyonu,
Q=Q+Q.e,
=Q e, +Q ¢, +Q e, +Q e, +(Q 208 TQ o€ +Q e, +Q e, )e4
= Q IOeO + Q llel +Q 12e2 +Q l3e3 +e0e4Q 20+e1e4Q 21+e2e4Q 22+e3e4Q 23 (67)
=Q.e,+Q e, +Q.e, +Q.e; +Q e, +Q e +Q e +Q e,
:(QO’QI’Q 2’Q3’Q4’Q5’Q6’Q7)

olarak yazilabilir. Burada,
Q=Qp Q,;=Q, Q,=Q, Q;=0Q; Q,=Q, Q,,=Q5 Q,=Q, Q,;=Q,

notasyonu kullamilmustir. e, : n=0,1,2,3,4,5,6,7 ; oktonyon cebrinin baz elemanini

olusturmaktadir. Baz elemanlar1 arasindaki ¢arpim bagintilari;

=e, (n=0,1234,5,6,7) (6.8)

n n

e.e, =e.e

n
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ee =—0 +c_ e (wp=0,127345067) (6.9)

wv (ny up T p

seklindedir. Buradaki € 1,0,-1 degerlerini alabilen anti-simetrik bir tensordiir.

wp >
Bu tensdriin degeri, (123),(245),(435),(651),(572),(714) ve (367) siral iigliileri ve
bunlarin ¢ift permiitasyonlar1 i¢in +1 ve bunlarin tek permiitasyonlar i¢in -1,

pvp ‘nin diger tiim siralamalar i¢in sifirdir.
Bir Q oktonyonundaki Q, reel bilesen; Q,,Q,,Q;,Q,,Q,Q,.Q,
elemanlar1 ise imajiner bilesenler adini alir. Imajiner bilesenleri sifir olan bir

kuaterniyon bir reel sayidir (Q,,Q ,Q +Q ,Q 4Q ,Q,=0 iseQ =Q,). O halde
reel sayillar oktonyonlarin alt kiimesidir. Alti imajiner bileseni sifir olan bir
oktonyon  bir  kompleks sayidir {Q,=Q,=Q,=Q,=Q,=Q,=0 ise

Q =Q,e, +Q,e, =(Q,Q,)}. Aym sekilde dort imajiner bileseni sifir olan bir

oktonyon ise kuaterniyondur {0.=0,=Q,=Q,=0 ise

Q=Q,e,+Q e +Q,e,+Q,e,=(Q,,Q,.Q,,Q,)}. O halde tipki reel sayilar
gibi kompleks sayilar ve kuaterniyonlar da oktonyonlarin bir alt kiimesidir

(RcCcHcO) [43].

6.2. Skaler Birim Eleman

Oktonyon cebrinin skaler birim eleman: e, dir. Her Q € O igin;

€,Q =Qe,=Q (6.10)
dir.

6.3. Oktonyonlarda Toplama ve Cikarma islemi

QR0 ,Q,Q,Q,,...Q.eR ve R,R,R,,..,.R; e R olmak iizere

Q=(Q,)e, +(Q,)e, +...+(Q,)e, ve R=(R))e,+(R,)e, +..+ (R, )e,

oktonyonlarinin toplama ve ¢ikarma islemi,
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?=(Q,FR, e, +(Q FR,)e, +..+(Q,FR, e,
Z (6.11)
:Z(QH$RH u

olarak tanimlanir.

6.4. Oktonyonlarda Carpma Islemi

Iki oktonyonun carpma islemine gecmeden o©nce, baz elemanlarin

carpimini ele almak gerekir. Baz elemanlar icin iki sekilde carpim tanimlanmistir.

e, birim elemandir.

6.4.1. Cayley-Dickson yontemi

Oktonyonlarin baz elemanlar1 e, ’ler i¢in carpim kurallari asagidaki

formda verilir:

-ee =ee, =€, ee =—€e,=¢, ee, =—¢€, (6.12)
e =—0 e+c, € (6.13)
& =-de—<, e, ( j k=123) (6.14)
—-¢e =ee =-0,e,—€, € 6.15)

Burada é, =e,, dir (k=1,2,3). Ayrica bu carpimlar Sekil 6.1°deki diyagramla

gosterilir.
€7
€] e
e
€6 €s
€3

Sekil 6.1. Oktonyonlarin baz elemanlarinin Cayley-Dickson yontemine gére ¢arpim diyagrami[44]
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Kolaylik olmas1 agisindan baz elemanlari ¢arpimi icin, Cizelge 6.1 kullanilir.

Cizelge 6.1. Oktonyonlarin baz elemanlariin Cayley-Dickson yontemine gore ¢arpimi [44]

e | e | e | e| e | e| e| ‘e,
€ 1 € €, €; €, € €s €;
¢ e | -1 & —¢ €| —€ | ¢ €6
€, €| —¢| —1 € € €| —€ | —¢&
€; €; €| —¢| —1 €l —€ €| —€,
e,| e, | —e| —e | —e | —1 e | e | e
e;| e | e | —e | e| —e| -1 | —e| e
€| € €; €, —€| —€ €| —1 —€
€, e, | —e € e,| —e| —e, e | -1

6.4.2. Modiil 7 Yontemi

Bu yontemde baz elemanlarin ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir:

e, =1, &€=—1, ee,=ee =e, [, =12..7) (6.16)
ee,=—ee, (i,j=12...7:i=j) (6.17)
€e; =€ =€, =€y (6.18)
€€, =€ —€,€,, =€, (6.19)

Oktonyonlarin baz elemanlarinin modiil 7 yontemine gore carpimlart Cizelge

6.2’de gosterilmistir.

Cizelge 6.2. Oktonyonlarin baz elemanlarinin modiil 7 yontemine gore ¢arpimlari [45]

€ € €, €; €, €5 € €,
e, 1| e| e| e]| e| e| e| e
e e | —1 e,| e | —e | e | —e| —e,
e,| e | —e | -1 e, e | —e | e | —e
e.| e | —e | —e | —] e,| e, | —e, | e
e,| e | e | —e| —¢e/| -1 e | e | —e,
e;| e —e | e | —e, | —e | —1 e | e,
e, | e | e | —e | e, | —e| —¢/| -1 e,
e,| e | e| e | —e| e | —e | —e/| -1
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Bu carpimlar Sekil 6.2°deki diyagramla da gosterilir.

€6

€4 (1

(S (¢
3 e 5

Sekil 6.2 Oktonyonlarin baz elemanlarinin modiil 7 yontemine gore ¢arpim diyagrami [45]

Reel oktonyon 1 skaler, 7 imajiner bilesene sahiptir. Skaler kism1 Q ; ve
imajiner kismu1 Q, olmak iizere bir oktonyonu Q =Q, +Q, olarak yazabiliriz.
P=@; +P, ve Q =Q,+Q, iki reel oktonyonun ¢arpimu,

PQ=FQs +BQy T BHQs — B -Qy + B XQy (6.20)

olarak tanimlanir.

6.5. ki Vektor Oktonyonun Skaler Carpmm

Burada ilk olarak vektdr oktonyon tamimlanmalidir. Vektor oktonyon,
skaler bileseni olmayan sadece imajiner bileseni olan oktonyondur.

® ve Q sadece imajiner bilesene sahip iki oktonyon olmak iizere, ¢arpim;

(P~Q:—%((PQ+Q(P) (6.21)

olarak tanimlanir.
6.6 iki Vektor Oktonyonun Vektorel Carpimi

® ve Q sadece imajiner bilesene sahip iki oktonyon olmak iizere,

vektorel carpim;
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1
@XQ=5(@Q—Q@)

(6.22)
olarak tanimlanir.
6.7 Oktonyonlarin Eslenigi
R iizerinden bir Q oktonyonunun eslenigi,
_ 7
Q=Q,e, _ZQiei =Qs—Qy (6.23)
i=1
olarak tanimlanir [42]. Esitlik (6.23) asagidaki gibi yazilir:
Q= Qoeo _Qlel _Qzez _Q3e3 _Q4e4 _Qses _Q6e6 _Q7e7 (6.24)
= (Q ()v_Q 1,_Q 2,_Q 3v_Q 4v_Q 59_Q 6v_Q 7 )
Eslenik islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:
° P+Q=0P+Q (6.25)
e PQ=Q%® (6.26)

6.8 Oktonyonlarin Normu

Bir oktonyonun normu, kendisi ile esleniginin ¢carpimi olarak tanimlanir.

NQ)=Q=QQ
o (6.27)
= Q,7=Q:+Q{+Q3+Q+Qi+Q:+Q:+Q;

?,Q € O olmak {izere iki oktonyonun c¢arpiminin normu, bu

oktonyonlarin ayrt ayrt normlarinin ¢arpimina esittir.

N(PQ)=N(2)N(Q) (6.28)

6.9 Bir Oktonyonun Tersi

Normu sifirdan farkli her Q oktonyonu i¢in Q' ile ifade edilen bir ters

eleman mevcuttur. Ters eleman, bir oktonyonun esleniginin normuna béliimiine
esittir [46]:
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Q' = Q (6.29)

NQ)
Ters elemanin kendisiyle ¢arpimu,
QR =Q'Q=¢ (6.30)

seklinde birim eleman1 verir.
6.10 Split Oktonyon Cebri

Herhangi bir split oktonyon,

Q=all, +bll,+x U +y U 6.31)
olarak tamimlanir. Burada a veb skaler nicelikler, x; ve y, vektorel niceliklerin
bilesenleridir. #,,4,,8, , ve #, split oktonyonlarm baz elemanlaridir. Burada

i =1,2,3 dir. Denklem (6.30),

a —X
Q= (a j (6.32)

y b
seklinde 2x2 Zorn vektor matrisleri olarak tekrar yazilir [47].

Pauli-spin matrislerinden yararlanilarak yukaridaki baz elemanlar icin

matris temsili (i =1,2,3),

00 . (10 0 0y .. (0 —e
u, = .o = . o= o= (6.33)
01 00 e, 0 0 0

olarak verilmektedir. Kompleks cisim iizerinden #,,4,,U; , ve U, baz elemanlari,

1 . < 1 )
u, :_( 1+le4) u, 25(61—164)

[\

1 . | .
v, =E(e2+ze5) v, =E(e2—ze5)
(6.34)
1 . ‘ .
u, :E(ea+lee) u, =_(e3_le6)

uo=§(1+ie7> 0 =L ~ie,)

olarak tanimlanir. Baz elemanlarin ¢carpim kurali ise,
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0l =€ u, ”i*”j* =—€u U, ”illj* =-0,d,

i
ug=0  BH=E B =5,

uu, =u wU, =0 uu, =0 uu =u (6.35)
uu =0 U =0 u'u =u’

o, =1, u"=u u,u, =ul, =0

seklindedir. Buradaki carpimlan Cizelge 6.3 ile de gosterilir.

Cizelge 6.3. Split oktonyonlarin baz elemanlarinin ¢arpimi [48]

II u, | w | u /A A A A
u, |\ u, | | w | U 0 0 0 0
u | 0 o | |uw, | u |-, 0 0
u, 0O | -u, | O u | u 0o | -u,| 0
u, 0 | -u, | -4 0 u, 0 0 | -u,
u, 0 0 0 0 u, | | w, | WU,
u | u |-U,| 0 0 0 0 YA
u, | u, o | -4, | 0 o |-u; | 0 | u
u, | u, 0 0O |-#,| O u, | -u | 0

Bir split oktonyonun eslenigi,

Q =all, +bll,—x, U +y.U,
(b % (6.36)
=5

Q split oktonyonun normu,

dir.

Q=QQ=QQ=(ab +%3)I (6.37)

olarak tanimlanir. Burada I , birim matristir.
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6.11 Oktonyonik Fiziksel Sinyaller

Herhangi bir oktonyon
S:ct+le+yjz+Zj3+£jl+£j2+£j3+chwf (6.38)
P P, P,

biciminde yazilabilir. t’ye zaman, X, y,z’ye koordinatlar, P, P, P ’ye
momentum boyutundaki, w’ya (enerji)’1 boyutundaki nicelikler olarak dikkat
edilebilir. Denklem (6.38)’da fizigin iki temel sabiti olan, ¢ 151k hizin1 ve #
Plank sabitini temsil etmektedir.

¢ ve h sabitleri w’dan cekilirse enerji boyutundaki bir nicelik elde edilir
[49]:

_ch

E (6.39)

w
Denklem (6.38)’deki split-oktonyonlarin ortogonal bazlari, birim skaler

eleman (1 ile gosteriyoruz) ve ortogonal hiper-kompleks birimlerin ii¢ farkl cinsi
(toplam yedi) ile olusur: ii¢ tane J, vektoriimsii eleman, ii¢ tane j, versoriimsii
birimler ve bir tane I pseudoskaler vardir. Oktonyonlar, R”’in CI,, Clifford

cebrinde paravektorler ile de tanimlanir [5]. Farkli 6zelliklere sahip elemanlarin
bir toplam olarak temsil edilen nicelige Clifford cebrinde para-vektor adi verilir.

Split oktonyonlarin baz elemanlar cebri, asagidaki bicimde yazilir:
Jo=-j.=I"=1

Jnjmz_jmjn =_Enmk jk

320 ==InIn = JoJm="JunJn =Eomi J* (6.40)
JI==1J, =],
JwI=-1,=J,
Burada €, , anti-simetrik tensordiir. Baz elemanlarin eslenigi,
1=1,3,=-9, ji=—j,I=-I (6.41)
olarak yazilir [50]. Denklem (6.38)’daki oktonyonun eslenigi,
E:ct—le—yjz—zj3—Pile—%jz—l%k—cth (6.42)
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seklinde yazilir. Denklem (6.38)’deki oktonyonun normu, (4+4) isaretine sahiptir

2 2 2 222
Nss[gj (sz (;} S« S

X y z

veE

bir cesit faz uzaymndaki bir aralifa benzerdir. Yukaridaki denklemde Planck
sabitinin bulunmasi standart yaklasimdan Onerilen farkli modellerin biiyiik
enerjiler ve lineer olmayan alanlar icin ortaya ¢iktig1 anlamina gelmektedir.

Denklem (6.43),

s=c(t+nmw)+g, (x" +nn") (6.44)
olarak tekrar yazilir. Formiilden I  pseudo-skalerinin, uzay-zaman
koordinatlarinin bazi cesitli belirsizliklerine tekabiil eden ‘“kuantum” terimini
tanimlar [51].

Denklem (6.44)’ti © zamanina gore tiirevi alindiginda, pargacigin hizi

elde edilir:

s _ ﬂ[c(u hId—w) +]{dX +hI dn H (6.45)

dt drt dt dt dt

Bu formiilden (6.43)’deki norm sifir oldugunda asagidaki bagintilar elde edilir:

donl Lop? (6.46)

Mm ox" ow | ot

Denklem (6.43)’deki normun invaryanst,

pdr_dt 1_hz(d_Wj2 v 1_h2(%)2 (6.47)
dt dt dt) | ¢ dx" '

dir. Burada hiz,

5 dx™ dx”"

vi=3_ (6.48)
dt dt
olur.
Denklem (6.43) pozitif olmasi gerektiginden (6.47)’den birkac bagint1 elde
edilir.
Ve, Eop Ay (6.49)
dA" dw
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A ve w sirastyla (momentum)' ve (enerji)' boyutlarma sahip oldugundan
belirsizlik ilkesinin miimkiin maksimum hiz varlig1 gibi ayn1 geometriksel anlama

sahip oldugu sonucuna varilir.
6.12. Oktonyonik Geometri

(1, g",j" ve I) split oktonyonlarin tam sekiz boyutlu bazlarin1 olusturmak
icin sadece li¢ tane 7, vektoriimsii elemanlarin ¢arpma ve dagilma kanunlarina
gerek duyulur. O zaman uzayin ii¢ boyutlu karakterinin hayali, sadece ii¢
vektoriimsii baz birimlerinin varliginin sonucu olabilir. Gogberashvili, 7, temel

baz elemanlarini (6.50)’de gosterildigi gibi ortogonal birim Oklid vektorleri
olarak temsil etmistir ve bu kisimda Gogberashvili [52] tarafindan baz elemanlar
icin yapilan yorumlar verilecektir.

J=—*19-= T J; = “/ (6.50)
Denklem (6.50)’deki baz elemanlar sirasiyla x, y ve z eksenlerinin pozitif
yonlerine dogru yonlendirilmistir. Ortogonal baz elemanlarin 7, ile gosterilen
eslenikleri, yansima vektorleridir:

Ji=-ti= «— J=—l,= |  I=-1= [ (6.51)

Herhangi bir hiper-kompleks elemanin 7, vektoriimsii eleman ile sol
taraftan carpimi geometriksel bir sekilde 7, boyunca bu elemanin siiriikklenmesi
olarak diisiiniiliir. Bu gosterimde 7, ’nin karesi, 7, 'nin J, boyunca orijinden bire
esit olan sonlu degere siiriikklenmesi anlamina gelir.

7.9.=9"=_ x_, =0, 1=1

(6.52)

]njn:_]n2:_>x4_:_14 ........ 0=-1

Denklem (6.38)’deki baz elemanlariin diger cesidi j, (J, e dual olan),

iki temel 7, baz birimlerinin skew ¢arpimi olarak tanimlanir:

jﬂ =;_€Hmk jmjk’ m’n, k:1,2,3 (6'53)
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j. elemanlar1 bivektor olarak yorumlanir. jn2 =—1 oldugu igin
bivektorler, piir-imajiner nesneler gibi davranir. Hamiltonyen’in kuaterniyonik
birimlerine benzeyen j, versorleri donmeleri temsil eder. Vektor ¢arpimlar i¢in
(6.53)’deki €, 'nin isaretini se¢cmede belirsizlik vardir. Kuaterniyonik ve vektor
cebirlerindeki bu belirsizlik, sol-el ve sag-el koordinat sistemleri ile iligkilidir. j,
elemanlar1 ona dik olan bir vektdr notasyonuna giivenmeksizin yonlii diizlemin
notasyonunu kodlar. Denklem (6.53)’de pozitif isaret de secilir ancak farkli
sinyallere karsilik gelen oktonyonlarin ¢arpimlart incelediginde belirsizlik hala
devam eder ve fiziksel uygulamalarda spin tanimina karsilik gelen iki degerli
dalga-fonksiyonu verir. j, elemanlarim da kuaterniyonik kuantum mekaniginde
yapildig1 gibi benzer momentum operatorlerini tanimlamak i¢in yararhdir. Bu,
(6.38)’da Planck sabitinin goriinmesinin sebeplerinden biridir. j,, (6.53)’deki
ikinci temel vektoriin birinci temel vektor boyunca siipiiriilmesiyle geometriksel

bir sekilde elde edilen yonlii diizlemler olarak diisiiniiliir. Ornegin:

_’
=33 ="" #1- T—P - (6.54)
Denklem (6.54)’deki vektoriin sirasinin de8isimi, diizlemin yonelimini tersine
cevirir:
Tf
BIh=-j;= T = —’=r (6.55)

Benzer bir sekilde diger j, ve j, bivektorleri igin,

— b
ggeje T

+
DIy =j = Tx a7 = #”T =‘/| (6.56)

olur. Geometrik yaklasimimizda sadece iki J, vektoriimsii birimlerinin

carpimlarinin  alt-cebri, (6.54), (6.55) ve (6.56)’nin donmelerinden kolayca

bulunur. Ornegin yer degistirme kurallar,
99, = 2,3, =13, =739, (6.57)

(x - y) diizlemlerindeki (6.54)’in donmeleri olarak geometriksel yoruma sahiptir.

B R YR AN (6.58)
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Benzer bir sekilde,
I 9 :.71.72 :.72.71 =.71.72 (6.59)

kurallari, zit yonlii (6.55)’in doniisiimlerine karsilik gelir.

|_’_l'=<JT— (6.60)

(x—y) ve (y —z) diizlemlerindeki (6.56)'nin benzer donmeleri ile biitiin ¢
vektoriimsii J, baz birimleri ve 7, esleniklerinin ikili ¢arpimlar tekrar elde
edilir.

Iki baz g, biriminden daha fazlasim iceren ifade igin sol ve sag
carpimlarinin esdeger olmamasina sebep olan birlesme 6zelligine sahip olmayan
oktonyonlar, fiziksel bir sekilde nedensellik olarak yorumlamr. Ornegin sol
carpim, gecmisten gelecege dogru olan yonelim ile iligkilendirilir.

j. min g ile carpim ifadesini elde etmek icin oktonyonlarin alternatiflik
ozelligi kullanilir. Boylece n # m oldugunda j, ve 7, nin ¢arpimlari

Todm == € " (6.61)
olarak tamimlanabilir. 7, ’nin j_ ile carpimlart g, vektorlerinin donmeleridir.

Ornegin j3 iin g° 'yi (veya J,’1 ) soldan carpma islemi g° 'yi (veya J,’°1) saat

yoniinde (X - y) diizleminde % acis1 ile dondiiriir ve g, (veya - 7% elde edilir:
Il
j3-72 :(]1]2).72 :]l :—T X T= 2 e T=_"

I
. = -
e :(-71-72)-71 ==J,= _T Fws2 i (6.62)
J, ’nin g (n ;tm) ile sagdan carpimi, saat yoniiniin tersine donmelerdir veya
diger bir sekilde, j, yonlii diizlemlerinin soldan ¢arpimidir. Ornegin (6.62) nin

tersi carpma islemleri,
pp ~
]ljBZJI(JIJZ):—P 1J=T _.,_T

ARSAVAA Tt T T (6.63)

dir.
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Uc tane 7" elemanindan olusan maksimum ¢oklu vektor olan yedinci
oktonyonik I baz elemani, yonlii trivektordiir. I, skaler 1 birimine dualdir ve

asagida gosterildigi gibi ifade edilir:

I:]njn :_jn]n (664)
Denklem (6.64)’den dolay1 ii¢ esdeger I gOsterimi vardir:
I=39j,=9.j.= 755 (6.65)

I, hacim sabitinin ifadesidir. I elemani, J, vektorii boyunca yonlendirilmis j,

diizleminin taranmasi ile elde edilen 3-boyutlu yonlii kiip olarak gdzlenir.
Ornegin,
FGE
I:.71].1:.71(.72.73):_Px {]_ —*- g (6.66)
I’nin diger gosterimleri Denklem (6.66) nin farkli doniisiimlerine karsilik gelir:

]2(]3.71):.72j2 = T e 4 = 4’
9(9.9,)= 9., = ' x T4 (6.67)

Zat bir sekilde yonlendirilmis 3-kiip, 7, ’nin j, ile soldan carpilmasiyla
elde edilir. n # m oldugunda 7, ’nin j, ile soldan ¢arpimu 7, 'nin doniistimiidiir:

Hh = (-72-73)-71 :k/] x_‘=l{r|_

=ity st - Z' (6.68)
j3-73=(.71.72)]3=JI J: /J

Oktonyonlarin birlesme 6zelliginin olmamasi nedeniyle (6.65)’deki hacim sabitini

kullandigimizda

/
.71(.72.73)_(.71.72).73 = .71j1 _j3.73 =2I= L/] _-”_T _ﬂ # 0 (669)
olur. g, oktonyon temel baz birimlerinin birlesme 0zelliginin olmamasi,

vektorlere benzedigini gosteren diger ozelliktir.
Denklem (6.69)’daki birlesme 6zelliginin olmamasia dikkat edilirse, ayni
zamanda oktonyonik cebri olusturan biitiin yedi oktonyonik baz birimler ve

eslenikleri carpimlari icin kurallara ihtiya¢ vardir. Bu ihtiyag, yedinci I baz

birimi ile vektdriimsii ;™ elemanlarinin ¢arpimindaki parantezlerin agilmasi ile
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ozel kurallarin tamimlamasi zorunlulugunu ortaya c¢ikarir. n=m oldugunda
1=(7, jm) ile 7" ve j"’nin carpimlar alternatiflik 6zelliginden dolayi,

InI=Jju =7, (6.70)
esitligini verir. Ancak n # m oldugunda bu carpimlar biitiin temel baz birimleri
icerir. Carpmanin yonlendirilmis Ozelligi ihmal edildiginde ve parantezler

kaldirildiginda (6.69)’daki birlesme 6zelliginin olmamas1 nedeniyle, bu carpimlar

iki degerli olur. Ornegin,

I, (j2]1 ): 5,J5 =+j

. . 6.71)
- 1(5.9)=jojs =—j

I7, = (.72j2 )-71 = {

dir. Bu bagintidan parantezler kaldirildiginda ve 7" ve j™ baz birimlerinin farkh
cesitleri carpildiginda negatif isaretin tanimlanmasi sonucunu ortaya cikar. O
halde (6.71)’nin ilk durumunda 7,9, carpimlarinin sonucu olarak ekstra eksi
isareti ortaya ¢ikar ve her iki durum - j, benzer sonucunu verir. Parantezlerin
acilma kurali kullanildiginda yedinci baz birimin karesi, (6.65)’den herhangi bir
gosterimi icin tek degerli olur ve I° =1 alimr. Ancak, farkl fiziksel sinyallerin
oktonyonik carpimlan i¢in bu belirsizlik kalir ve olasilikli bir sekilde kuantum
olasiliklarina ve bazi spin ¢esitlerine karsilik gelir.

j. min j_ ile carpilmasiyla, dort tane vektoriimsii baz eleman arasinda
kanigiklik ortaya cikacaktir. Bu yiizden burada parantezler kaldirilmamalidir.

j. nin once j, ’i olusturan J, vektoriimsii elemanin biri ile, daha sonra j i

olusturan diger 7, vektoriimsii eleman ile ikili ¢arpimi,

. 1 .
Jx =_Eekmn JJ (6.72)

sonucunu verir. Yukaridaki gibi j" ile soldan ¢arpimi saat yoniinii ve sagdan

carpimi saat yOniiniin tersi olarak yorumlanir. O halde (6.72)’iin geometriksel

yorumuna Ornek asagidaki gibi gosterilir:

Il
J3ihi == :_Tx {]:%n M]:T ﬁ_T:7 (6.73)

Diger iki j,j, =—j, ve j,j, =—j, carpimlar i¢inde benzer sekiller vardir.

61



J, vektorlerinin yonlerini zit yonde degistirmesine sebep olan eslenik

herhangi ifadedeki elemanin derecesini tersine cevirir. Bu fiziksel olarak sonuglar

ile sebeplerin yer degistirmesi anlamina gelir.
I, =7,

_ 1 ol | e
T =5 Cm I Jk=gemk JI"==j, (6.74)

T:]njn :jnjn =-I
Son olarak (6.40), (6.53), (6.61), (6.70), (6.72) ve (6.69) biitiin baz elemanlarin

carpim tablosunu verir ve split-oktonyonlar cebrini olusturur.
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7. SONUC

Bu c¢alismada, iki boyutlu Clifford cebri olan Hiperbolik cebrin tanimi
verildikten sonra hiperbolik kompleks uzaydaki dort-boyutlu uzay-zaman yer
vektorleri ve dort boyutlu momentum vektorleri kullanilarak yazilan Dirac dalga
denklemleri gosterilmistir. Dort boyutlu Lorentz doniisiimiiniin ifadesi yazilarak
tekrar matris formunda yazilan gosterimi verilmistir. Klasik kuantum teorisi igin
hiperbolik dalga fonksiyonunu kullanarak Minkowski uzayindaki Schrodinger
esitligi yazilmistir.

Bikompleks Schrodinger esitligi ve siireklilik esitligi, dort tane
diferansiyel esitlik sisteminde bilesenlerine ayrilarak yazildiktan sonra bazi
genellemeler yaparak bu esitlik sisteminin sirasiyla standart Schrodinger esitligine
ve siireklilik esitligine indirgendigini gozlemlenmistir. Bikompleks Schrédinger
esitlik sisteminin, bu sistemin ¢6ziim kiimesini degigsmez birakan 8-boyutlu kesikli
simetri grubu gosterilmistir.

Imajiner baz elemanlarinin karesi -1 olan ve biitiin elemenlar1 ters yer
degistiren bir cebir olan H kuaternionlarinin 6zellikleri incelenmis daha sonra bu

baglamda CI, (R) 8-boyutlu cebire izomorf olan bikuatenionlar adini verdigimiz

H(C) kiimesi tanimlanmustir. Bikuaterniyonlar kiimesinin, dort boyutlu bir

kompleks vektor uzayin veya sekiz boyutlu bir reel vektor uzayini olusturdugunu
goriilmiistiir. Toplama ve ¢arpma islemleri incelendiginde kuaterniyon grubundan
farkli olarak, bu kiimenin yer degistirmeyen ancak birlesme 6zelligine sahip bir
halkay1 olusturdugu gériilmektedir. Fiziksel uygulama olarak momentum ve yer
vektorlerinin bikuaterniyonik carpimi sonucunda bikuaterniyonik formda elde
edilmis olan agisal momentum ifadesine yer verilmistir.

Sekiz baz elemanin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilen
hiperkompleks bir say1 olan oktonyonlar cebri verilmistir. Daha sonra split
oktonyonlar cebrinin kullanilmasiyla yazilan okonyonik fiziksel sinyal ifadesi
verilmistir. Bu ifadenin de pozitif norma sahip olmasi sartindan dolay1 ¢ ve % ’in
fiziksel anlamlar1 goriilmiistiir. Boliim cebirlerinin avantajlar1  oldugu ig¢in
geometrik cebiri  split-oktonyonlar cebrinin icine yerlestirerek vektor
formiilasyonunu genisletmeye calisan calismalara yer verilmistir. Bu nedenle split

oktonyonlardaki temel baz elemanlar, ortogonal birim 6klid vektorler ile temsil
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edilen geometrik gosterimlerin kullamim sekilleri verilmistir. Sagdan ve soldan
carpimlarin farkli olmasi, zamanin tersinmez oldugu anlamina gelmektedir.
Birka¢ oktonyonun carpiminin sonucu tek degerli olmadigi icin oktonyonlarla

yapilan fiziksel siireclerin hesabinda temel olasiliklar ortaya cikar.
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