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Bu tezde reel, kompleks ve split oktonyon cebri ve matris temsilleri
verildikten sonra esit bilesene sahip kompleks kuaterniyon ve oktonyon cebirleri
karsilastirnlmistir. Ardindan diferansiyel operator, alan, potansiyel ve kaynak
oktonyonu tanmimlanarak bunlara bagh olarak genel oktonyonik alan, potansiyel
ve kaynaktan bagimsiz alanlar icin dalga denklemi oktonyon cebrinde yazilmistir.
Elektromanyetik teoride oktonyon cebrinin uygulamasi1 olan bu islemler
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1. GIRIS

8-boyutlu, degisme ve birlesme 6zelliklerinin her ikisine de sahip olmayan
oktonyon cebri, Hamilton’ un kuaterniyonlar1 kesfinden iki ay sonra 1843’ te J. T.
Graves tarafindan kesfedilmistir. Graves’ in makalesini o sirada yayinlamamis
olmasindan dolay1 oktonyonlar 1845’ te Cayley tarafindan da tekrar bulunmustur.
Bu ylizden oktonyonlar, Cayley sayilari olarak da bilinirler. Oktonyon cebri,
Clifford cebrinde Cl3’ e karsilik gelmektedir. Ayar simetri grubunun G,, F4, Eg,
Eg’ in yer aldig istisnai gruplarin hepsi oktonyon cebri ile iligkilidir. Oktonyon
cebrinin otomorfizm grubu G;’dir, diger tiim istisnai gruplarin i¢inde bir alt grup
olarak yer almaktadir.

Oktonyon cebrinin uygulama alanlar1 baslica sunlardir: Kuantum mekanigi
[1,2-3], Kuantum Hall Olay1 [4], Dalga denklemi formulasyonu [5,6-7,8-9,10-
11,12], Sicim ve M-Teorileri [13,14-15], Alan Teorisi [16,17-18], Par¢acik
fiziginde i¢ simetriler [19], Clifford cebri temsilleri [20,21] vd.

Maxwell denklemlerinin fizikteki Oneminden dolay:r farkli yollarla
yazilimlar1 da her zaman degerlidir. Maxwell denklemlerinin oktonyon
caligmalarindan biri Feynman tiiretimleri yardimi ile yapilmistir [22]. Diger bir
calisma ise Gamba [23] tarafindan verilmistir. Gamba tarafindan yapilan
calismada nabla tanimlanirken alisilmis x, y, z, t koordinatlari, diger X, Y, Z, T
koordinatlarina doniistiiriilerek yazilmistir. Dordiincti boliimde yapilan ¢aligmada
ise, Maxwell benzeri alan denklemleri oktonyon cebri 6zellikleri kullanilarak
tanimlanmistir. Buradaki nabla yine uzay-zamani icermektedir. Genellestirilmis
alan denkleminde genelden 06zele dogru hareketle fotonun kiitlesinin sifir
olamayabileceginden yola ¢ikilmigtir. Daha sonra fotonun kiitlesiz oldugu durum
ele alinmistir. Alan ve kaynak ifadelerinde degisiklik yapilarak manyetik tek
kutup ve bosluk i¢cin Maxwell denklemleri temsillerine de yer verilmistir. Ayrica
potansiyel denklemi de oktonyon formunda yazilmistir. Bu islemler yapilirken
c¢ikan sonuclar1 degerlendirmek amaciyla iki farkli baz carpimi kullanilmigtir.

Bu tezde, ilk olarak reel, kompleks, split oktonyon cebri, ozellikleri ve
matris temsillerine yer verilmistir. Ugiincii boliimde ayn1 sayida bilesene sahip

kompleks kuaterniyon ve oktonyon cebri karsilagtirilmistir. Dordiincii bolimde



daha once vektor, kuaterniyon ve Clifford cebri gibi farkli cebirlerde yapilmis
olan elektromanyetik teori uygulamalarindan bazilar1 tarafimizdan oktonyon
cebrinde yeniden formiile edilmistir. Besinci boliimde ise kuantum mekaniginde
oktonyonlarin Klein-Gordon ve Dirac denklemine uygulamalarina yer verilmistir.
Son boliim ise tezde yer alan diger boliimlerin Ozetlenerek tartigildigr sonug

bolimuddr.



2. OKTONYON CEBRIi

2.1. Reel Oktonyon Cebri

Degisme 0Ozelligi (komiitatif) olmayan ve birlesme 0Ozelligi (asosiyatif)
olmayan reel oktonyonlar alternatif, normlu bir bdliim cebri olustururlar. Bir reel
A oktonyonu; e, ler (=0, 1, ... 7) baz elemanlar ve a,’ ler reel sayilar olmak
tizere asagidaki sekilde gosterilir [24]:

A=aje,+ae +a,e, +tae, +ae, +ae, +ae, +a.e,

=ia , @.1)

n=0
Bir oktonyonu skaler ve imajiner kisimlarimin toplami olarak da gostermek
mimkiindir [25]:
A=A,+ A (2.2)

Burada, 4, = Re(jZl)= %(}l +ﬂ*) ve A= Im(jl)= %(}l —ﬂ*) sirastyla,

oktonyonun skaler ve imajiner kisimlaridir.
Ayrica oktonyonlar, diyagonal elemanlar1 skaler, diger elemanlar1 3-
boyutlu vektor olan 2x2° lik matrisler ile de temsil edilebilir. Bu, Zorn matris

temsilidir ve asagidaki gibi gosterilir [26]:
e a x (2.3)
=5 b ,

2.1.1. Toplama ve Cikarma
A, Be Ove a,,a;,...a;, € R olmak lizere 4 ve B gibi iki oktonyonun

toplama ve ¢ikarma islemi,

AFB=(a, Fb,)e, +(a, Fb,)e, +...... +(a, Fb,)e,

.
= Z(aﬂ ibﬂ)eﬂ

1=0

(2.4)

olarak tanimlanir.



2.1.2. Carpma

Iki oktonyonun carpimi islemine ge¢meden Once, baz elemanlarin
carpimlarini ele almak gerekir. Oktonyon baz elemanlarinin ¢arpimlari i¢in birgok
kural tanimlidir. Burada, bunlardan en sik kullanilan ii¢ farkli ¢arpim kurali

tanimlanacaktir;

2.1.2.1. Cayley—Dickson Yontemi
Bu yonteme gore oktonyonlarin baz elemanlar olan e, ler i¢in ¢arpim

kurallan (7, j, k=1, 2, 3) olmak {izere;

—ee, =ee,=e, , ee =—¢e,=e, , ee, =—e
ee, =—0,e,+€, e,
A A (2.5)
ee, =—93,e,—€, e,

—ee, =ee, =—0,e,—€, €

seklindedir. Burada, e, =e,,, ’ dir (k=1, 2, 3).

Baz elemanlarin ¢arpimi, kolaylik olmasi acisindan Cizelge 2.1° deki gibi

gosterilebilir veya Sekil 2.1° deki diyagramla tanimlanabilir [26,27].

Cizelge 2.1. Oktonyonlarin baz elemanlarmin Cayley—Dickson yontemine gore ¢arpmmi (iki baz

elemanin1 ¢arparken birinci eleman I. siitundan, ikinci eleman 1. satirdan alinacaktir).

1 1l (4] (4] e [} éy és €q e7
€y 1 e (%) (4] ey és €6 ey
e e | -1 ezl -e es| -es| -e; e
e [ -e3| - 1 (4] €q e =-€4 -@5
e; e; el -e| -1 er| -eg es| -es
€y €y =-€5 =€ -e7| - 1 e (%) [}
es es ey -ep e| -er| -1 -e3 e
€6 €éq e7 éy -é5 () eée3| - 1 =-€1
ey ey 4 eés ey -3 ) ey - 1




ey

€] ')

€s €s
e;

Sekil 2.1. Oktonyonlarin baz elemanlarinin Cayley—Dickson yontemine gére ¢arpim diyagrami

Oktonyonlarin matris temsilinde,

(0 1] [0 —ij (1 o]
o, = , O, =|. , O3= (2.6)
1 0 1 0 0 -1

Pauli-spin matrisleri ve

(10 57
0-0_01 (2.7

birim matris olmak {lizere oktonyonlar i¢in baz elemanlar1 asagidaki gibi 4x4

matrisler ile temsil edilebilir:

1 0 0 -o,
e, = e, =
* o1 “ o, 0

2.
. 0 —-10, (2.8)
€ = ic, 0

Oktonyonlar asosiyatif olmadigindan alisgilmis ¢arpim kurallarina sahip
matrisler ile temsil edilemezler. Zorn’ un ¢arpim kurallarinin genellestirilmesi ve

uyarlanmasiyla, oktonyonlar i¢in gelistirilen, 6zel ¢arpim kurallari iceren matrisler

ile temsil edilirler. Zorn matrisleri i¢in ¢arpim kurallari,

a X)c u)_ ac+x-v au +dx — yxv 2.9)
¥ bJ\v d) \cp+bv+x¥xi  p-i+bd '

olarak verilmektedir. Bu ¢carpim kurallarindan yararlanilarak oktonyonlarin bazlari

icin Ustte verilen ifadelerin modifiye edilmis carpimu o ile gosterilir,



A X) (¢ U ac+lTr(XV) aU+dX+i[Y,V]
G 3 o e

Y b))\ d cY+bV-%[X,U] YV+%Tr(YU)

burada [X, Y] = XY — YX, bu da X ve ¥’ nin komiitatoriidiir. Ayrica, X =X-0 ve

Y =y-0 olup Xve Y nin izi sifirdir, 7r X=Tr Y =0.

2.1.2.2. Modiil 7 Yontemi

Bu yonteme gore ise baz elemanlarin ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir:

2 2

e, =1, e,=-1, e, e,=¢ye, =¢e, (e#=1,2,...,7)
e e =—e e, (i,j=1,2,...,7; i;tj) @11
€€, =€ =e,¢€;, =€,

e e =e —e,e, =e,

Baz elemanlarinin ¢arpimi ayrica Cizelge 2.2 ile gosterilmistir [28]:

Cizelge 2.2. Oktonyonlarin baz elemanlarinin modiil 7’ye gore ¢arpimlari

I 11 €y e (%) (4] ey és €6 (4
el 1 e e e; ey es € e;
(4] (4] -1 éy e7 - €q -é5 -€3
e e -es| -1 es e -e er| -eg
[} [} -é7 -e5| - 1 €q e -€4 (4]
ey ey e -@1 4 -1 er (4] -€5
es es| -eg ezl -ey| -e7| -1 e ey
€ [ és -e7 ey -é3 -€] -1 e
ey e; e; e| -e es| -es| -er| -1

Bu carpimlar Sekil 2.2°deki diyagramla da asagidaki gibi gosterilebilir:



€6

ey el
€7

e e
3 e 5

Sekil 2.2. Oktonyonlarin baz elemanlarinin modiil 7’ye uygun ¢arpim diyagrami

2.1.2.3. Alternatif Yontem
Bu yontemle baz elemanlar1 i¢in yeni carpim kurallar1 asagidaki gibi
diizenlenmektedir:
e, =1 e,e,=¢e, =e, (,11:1,2,...,7)

e e, =—5,+¢, e, G, j,k=1,2,...,7)

J y

(2.12)

Burada e, carpim i¢in birim eleman, diger e,’ ler ise oktonyonlarin imajiner baz

elemanlaridir. € antisimetriktir ve asagidaki kombinasyonlara sahip
olmaktayken 1’ e esit, bunlarin tek permutasyonlarinda -1’ e esit, c¢ift
permutasyonlarinda yine +1° e esit olmaktadir.

€t = (165), (257), (312), (471), (543), (624), (736)
Bazlarin bu yonteme gore carpimlart i¢in bir diizenleme Cizelge 2.3 ve Sekil

2.3’deki diyagramla verilebilir [29]:

Cizelge 2.3. Oktonyonlarin baz elemanlarinin alternatif yonteme gore ¢arpimi

N eg| e| e e es| es| es| e
(4] 1 (4] e [} €y és €6 (4
e e -1 e3 -é e -€¢ és -€4
e el -e3| -1 e € er| -es| -es
(4] (4] [49) -e1| - 1 -€5 ey (4 -€4
ey ey -e7| -eg es -1 -e3 e e
és és €q -é7 -€4 es -1 -@1 (%)
€ | -es ey -e7| -e e -1 e;
e; e; ey es e| -e| -ex| -e3 -1




€6

(9] e
e7

eés ey
CX]

Sekil 2.3. Oktonyonlarin baz elemanlarinin alternatif yonteme gore ¢arpim diyagrami

Yukarida baz elemanlarin ¢arpimi i¢in tanitilan yontemlere gore; 4 ve B
gibi iki oktonyonun ¢arpimu,

AB= A,B, + A, B+ AB, — A- B+ Ax B (2.13)
olarak yazilabilir [21].

Ayrica, bir oktonyonun, iki kuaterniyonun toplami olarak gdosterildigi
durumda da ¢arpma islemi tanimlanmistir. Bilindigi gibi kuaterniyon cebri, reel
sayilar iizerinden 4-boyutlu, ¢arpma islemine gore komiitatif olmayan, asosiyatif,
normlu bir boliim cebridir.

A, Be Ove A", A", B, B" € Q olmak tizere,

A=A"+A"e,, B=B'+B’e, (2.14)
dir. Burada A', A", B’', B" kuaterniyonlari,

A'=aje,+ae +a,e, +ae,, A"=a,e +a.e +aee,+a.e,

B'=b,e, +be +b,e, +be,, B"=b,e, +bse +bee, +b.e,
olarak yazildiginda 4 ve 8 oktonyonunun ¢arpimi,

AB=(A"+A"¢,) B +Be,)
—(A'B'=B"A")+(B"A’+ A"B')e, 219

olarak verilmektedir [30]. Buradaki ¢arpma islemi Cayley—Dickson metodu ile

yaptlmistir. B’, B’ ile gosterilen ifadeler sirasiyla, daha sonra tanimlanacak

olan, B' ve B" kuaterniyonlarinin eslenigidir.



2.1.3. iki Oktonyonun Skaler Carpimi

A ve B iki oktonyon olmak iizere, bu iki oktonyonun skaler ¢arpimu,
l/— R [
/’l-@za(ﬁ@+@ﬂ):5(ﬂ@+@ﬂ) (2.16)

olarak tamimlanir [29]. 4 ve @ oktonyonlari sadece imajiner bilesene sahip ise,

skaler ¢arpim agagidaki sekilde de yazilabilir:

6= (6 + )=~ [ + (5 @.17)

2.1.4. iki Oktonyonun Vektorel Carpimi
A ve Biki oktonyon olmak {izere, vektorel carpim
|
ﬂx@:—a(ﬂ@—@ﬂ) (2.18)

esitligi ile verilmektedir [31]. Eger 4 ve B oktonyonlar1 sadece imajiner bilesene

sahip ise,
ﬁ@:%(ﬁé—éﬁ%%[ﬁ@—(ﬁ)} (2.19)

olarak yazilmaktadir [21].

2.1.5. Eslenik
A gibi bir oktonyonun 4 seklinde gosterilen eslenigi,

;
ﬁ:aoeo—Zaﬂe# =4,-A (2.20)
u=1

dir. Yani; bir oktonyonun eslenigi, imajiner kisminin isaret degistirmesiyle elde

edilir ve agsagida tanimlanan 6zelliklere sahiptir [26,30-32]:

A=4, A+B=A+B, AB=BA 2.21)

2.1.6. Norm
Bir oktonyonun N(A4) ile gosterilen normu ile bir reel sayr elde

edilmektedir. Bir oktonyonun normu kendisi ile esleniginin ¢arpimi olarak,

Na)=aa=74=) a; (2.22)
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seklinde tanimlanir. Ayrica, 4, B € O olmak iizere iki oktonyonun c¢arpiminin

normu, bu oktonyonlarin ayr1 ayr1 normlarinin ¢arpimina esittir [33]:

N(a8)= N(1) N(B) (2.23)

2.1.7. Ters Eleman
Sifirdan farkli 4 oktonyonunun tersi, oktonyonun esleniginin normuna
boliimiine esittir ve
. A
At =—F— (2.24)
N(a)

dir [28,34].

2.1.8. Ozellikler
1. Oktonyonlar degisme Ozelligine sahip degildir ve komutator ise asagidaki
gibidir:
[2,8]= 18- 31
2. Birlesme o0zelligine de sahip olmayan oktonyonlardaki c¢arpim igin

asosiyator ise,
[4.8.c]=(a8)c - A(sC)
olarak verilmektedir [35,36].

3. Alternatif cebirler arasinda yer alir;
(1°B) = A(1B) ve (B1)4=(B1")
Dolayistyla, burada asosiyatdr sifira esittir [26,37].
4. Diger bir 6zellik de cebrin fleksible olmasidir [26,38]:

(2°8)1=2°(82)
5. Asagidaki gibi Moufang ézdesliklerini saglarlar (39,40):
(1BA)C = A(8(1C))
c(asa) = ((ca)s)a
A(BC)A = (AB)cA)

6. Esit iki oktonyonun vektdrel ¢arpimu sifira esittir:

ﬂXﬂz—%(ﬁfl-ﬁﬂ):O
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7. Ug oktonyonun vektdrel carpimi asagidaki gibidir [31]:

ﬂx@xc=%[ﬂ(@c>—c(@ﬂ>]

2.2. Kompleks Oktonyon Cebri
Bir kompleks oktonyon, reel bir oktonyonda reel bilesenin kompleks say1
ile yer degistirmesi sonucunda elde edilir [26,41]. Kompleks oktonyon cebri,

normlu olabilir, fakat boliim cebri olusturmaz. 4 ve @ oktonyonlari,

A=aye,+ae +a,e, +a,e, +a,e, +ae;+ae, +a e,

(2.25)
B=b,e,+be +b,e, +b,e; +b,e, +b.e, +b.e, +be,
olmak iizere, bir kompleks oktonyon asagidaki sekilde kurulur:
A=ae,+ae +a,e, +ae, +a,e, +tae; +ae, +a.e,
+i(b,e, +b,e, +b,e, +b.e, +b,e, +b.e, +b.e, +b,e,) (2.26)
=(a, +ib, )e, +(a, +ib, )e, + ... +(a, +ib, e,
Burada,
A, =(a, +ib,), A =(a,+ib,), A, =(a, +ib,), A, =(a, +ib;), (227

A,=(a,+ib,), A;=(a;+ibs), A; =(a,+ibg), A, =(a, +ib,)
olarak gosterilebilir ve kompleks oktonyon bu bilesenler cinsinden yazilirsa,

A=Aje, +Ae +Ae, +Ae, +Ae, +Ase, +Ae, +Ae,

Z (2.28)
= ZA/‘ e,“
1=0
elde edilir. Burada A, € C dir.
Zorn matrisi ile 4 kompleks oktonyonu,
A= @ X (2.29)
r b '

ile temsil edilir. Burada X =x-0, Y=y-0 ve a=A,+1A,, b=A -1A,

X, =—A, +ih ., v, =A, +iA,,, (k=1,2,3) seklindedir.

2.2.1. Toplama ve Cikarma

A, B € C®O olmak lizere toplama ve ¢ikarma islemi,
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! _ (2.30)
olarak tanimlanir.

2.2.2. Carpma
7
A, =Ae,, A= Z A je; olmak tuizere iki kompleks oktonyonun ¢arpimi,
j=1
AB=A,8,+ A,B+ AB,~ A-B+ AxB (2.31)

seklindedir.

2.2.3. Eslenik

Bir kompleks oktonyonun 4 ile gosterilen eslenigi,

7
A=Ae,-> Ae,, AecC (2.32)
Jj=1

olarak tanimlanir. Bu eslenik tanimi1 Zorn matrisleri ile,

b -X
A= v . (2.33)
gosterilebilir.
2.2.4. Norm

Bir kompleks oktonyonun normu, kendisi ile esleniginin carpimi olarak

tanimlanir [42]:

NAa)=Aa=42=> 14 (2.34)

2.2.5. Hermitik Eslenik

Burada, ilk olarak baz elemanlarin Hermitik eslenigi tanimlanmalidir:

el =e,, el=—e., (j=1,2,..,7) (2.35)

J J?
Burada baz elemanlarin normu, hermitik eslenik kullanimiyla,

N, =ele =e. e =e,=1 (u=0,1,..,7) (2.36)

u I
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olarak tanimlanabilir.
Bir kompleks oktonyonun hermitik eslenigi, yukarida bazlar igin

tanimlanan hermitik eslenik ifadeleri de kullanilarak
7 o 7
A" =Y Ael =Aje,-D Ae, (2.37)

seklinde verilir. Hermitik eslenik, /4 kompleks oktonyonu i¢in Zorn matris temsili

asagidaki gibidir [26]:

a T
4= (; YB j (2.38)

2.3. Split Oktonyon Cebri
Kompleks sayilar cismi tiizerinden Cayley cebri split cebir olarak

adlandirilir. Buradan yola ¢ikarak, bir # split oktonyonunu yazmak istersek,

A =au, +bu, +xu, +yu,

(a -X (2.39)
-5

* * . o .
olur. Burada, u,, u,, u,, u, split oktonyonun baz elemanlaridir. Kompleks cisim

izerinden yeni bazlar asagidaki gibi tanimlanur:

= (e, +ie,) i = e, ~ie,)
w, = e, +ie;) ;= e, ~ie) .
u, = (e, +ie,) ) = le, ie,)
u0=%(1+ie7) u;=%(1—ie7)

Pauli-spin matrislerinden yararlanilarak yukaridaki baz elemanlar1 igin

matris temsili (i = 1, 2, 3);

0 0y . (1 0 0 0 . [0 —e
u, = , Uy = , U, = , U, = (2.41)
0 1 0 0 e. 0 0 0

olarak verilmektedir [29,43]. Baz elemanlar i¢in ¢arpim kurallari ise,
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* * * *
wu, =€, u, wu; =€, u uu; =—o,u,
uu uu,=u, u u S.uy
%o — i%o — U %= i%*o
uu, =u, uu,=0 uou, =u,
2 * * * *
u, =u, u,u, =u, uou, =uyu, =0

seklindedir. Buradaki, carpimlar1 Cizelge 2.4 ile de gostermek miimkiindiir [43]:

Cizelge 2.4. Split oktonyonlarin baz elemanlarinin ¢arpimi

* £

II £ ES
I Wo | Wy | uy| Uy | Up| U Uy | U

* * *
u,| u, u, u, | u; 0 0 0 0

* *
0 u, | -uy| w | -u,| 0|0

0

u,| 0 [-uy| O w| u,| 0 |-u | 0
0
0

* * *
u, u, | -u u, 0 0 1]- u,
u, 0 0 Uy | u | u,| U
* *
w | w|-ug| 0 0 u; | -u,
* O *
u,| u, -u, -u, u,
* *
u3 u3 0 0 - ”o O u2 - ul O

Bir split oktonyonun eslenigi,

A =au, +bu, —xu, +yu,
(b X (2.43)
=5 .

Split oktonyon #i¢in norm ise,

dir [44].

A=AA = AA = (ab+ % - y)I (2.44)
olarak tanimlanmistir. Buradaki 7, birim matristir.
Split oktonyonlarda islemler Zorn matrisleri ile yapilmaktadir. Carpma

islemi i¢in Esitlik (2.8)’de verilen ¢arpim kurallarindan yararlanilmaktadir.

2.4. Oktonyonlarin Matris Temsilleri
Oktonyon cebri asosiyatif olmadigindan, alisilmig ¢arpim kurallari iceren
matrisler tarafindan temsil edilemezler. Oktonyonlar ve diger asosiyatif olmayan

cebirler i¢in 6zel ¢arpim kurallart igeren, 6zel matris temsilleri gelistirilmistir.
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Onceki béliimlerde Zorn matris temsilleri ve bu matrisler i¢in ¢arpim kurallari
verilmistir. Reel oktonyonlar i¢in, temsillerden biri Tian tarafindan verilmistir:

E, = [1, e,e,, ...,e7] oktonyon baz elemanlarini igeren sekiz elemanli satir

matris olmak iizere E, E, matrislerinin ¢arpimi,

(1 e e, e e, e e e
ee -1 e -e, e -e -—-e, e
e, —e;, -1 ¢ e, e, —e, —e
ETE, e, e, -e -1 e -—-e e -—e, (2.45)
e, —e, —e, —-e, -1 ¢ e, e,
e, e, -e e -e -1 —e e
e, e, e, -—e -—e, e, -1 -—e
e, —e e e, —e, -—e, e, —1]

oktonyon baz elemanlari i¢in Cizelge 2.1’ de verilen ¢carpimlar1 vermektedir. Reel
kuaterniyon cebri i¢in matris temsillerinden biri asagidaki gibidir:
a, -a; -a, -3
' a, a4, -3a; a,
$(A")= (2.46)
a a; a, -3
a; -a, a; 4,
Diger matris temsili ise,
ap -4, -a, -3
a,  a, a; -a,

r'(A")= (2.47)
4, -a; a4, a;

a;, a, -a, a,
olarak verilmektedir. Burada a,,a,,a,,a, € R’ dir.
w(A) 8x8 matrisi R {lizerinden 4 oktonyonunun sol matris gosterimi

olarak adlandirilir,

S Tk

= 2.48
pANK, (A (249

olarak verilir. Burada K, diyagonal elemanlari (1, -1,-1,- 1) olan 4x4 matristir.

¢(A") ve I'(A") matrisleri ise asagidaki gibidir:



F(A”) _ as

-ds -dg -4,
a, -a, a,
a, a, -a,

-a, a; a,
45 -dg -4,
a, a, -a,

-a, a, a,
a, -a; a,

16

(2.49)

(2.50)

Esitlik (2.47)’ deki sol matris gosterimi bilesenler cinsinden yazilacak

olursa;

r(A"K, =

¢(A”)K4 =

olmak iizere,

-aﬁ

1
0
0
0

1

0
0
0

0
-1
0
0

0
-1
0
0

0
0
-1
0

0
0
-1
0

-1
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a, -a, -a, —a, -a, -a5; -a, -a,

a, a, -a, a, -a; a, a, -ag

a, a, a, -a, -a; -a, a, Aa

()= a, -a, a, a, -a, a, -a5 a, 2.51)
a, a; a; a, a, -a, -a, -a,

a, -a, a, -a; a, a, a; -a,

a, -a, -a, a5 a, -a, a, a,

la, a¢ -a; -a, a; a, -a; a,
seklini almaktadir.

Benzer sekilde v (A4), 8x8 matrisi, R iizerinden 4 oktonyonunun sag

matris gosterimi olarak adlandirilir ve

r(a) -¢(a’)
via)=|" a (2.52)
#(a")  r(a)
bilesenler cinsinden asagidaki gibi gosterilir [30]:

a, -a, -a, -a, -a, -a; -a, -a,

a, a, a; -a, a; -a, -a, A,

a, -a, a, a, a, a, -a, -a

a a -a a a -a a -a
3 2 1 0 7 6 5 4

v(a)= (2.53)
a, -a; -a, -a, a, a, a, a,

a, a, -a, a, -a, a, -a; a,

a, a, a, -a; -a, a; a, -a

a, -a, a, a, -a; -a, a; a,
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3. OKTONYON-KOMPLEKS KUATERNiYON CEBIRLERININ
KARSILASTIRILMASI

Onceki boliimlerde, oktonyon cesitleri ve cebirleri hakkinda temel
tanimlar yapilmistir. Bu bolimlerde ise Clifford cebirlerinden biri olan

kuaterniyonlar ile oktonyonlar arasindaki karsilagtirmalar ele alinacaktir.

A. Gosterim
Kompleks kuaterniyonlar, onceki bolimde kisaca bahsedildigi gibi
kuaterniyonlarda reel sayilarin kompleks sayilar ile yer degistirmesi sonucunda
elde edilir.
Kompleks kuaterniyon,
A=ae, +ae +a,e, +ae +i(a,e, +ae +a.e, +a,e,)
= (ao +ia4)e0 Jr(a1 +ia5)el Jr(a2 Jriaﬁ)e2 +(a3 +ia7)e3
=Aje,+Ae +Ae, +Ae,
olarak tanimlanir, burada i* = -1 dir [45,46].
Oktonyon ise,
A=a.e, +ae +a,e, +a,e,+(a,e, +ae +a.e, +a,e, e,
=a,e,+ae +a,e, +a,e; +a,e, +aes+ae, +a,e,
seklindedir ve e; =—1 dir [26].
Gortildiigii gibi  8-boyutta iki farkli cebire sahip olan kompleks
kuaterniyon ve oktonyonlar farkli bazlara da sahiptirler.
Kompleks kuaterniyon ey, e, e, e3 olmak {lizere dort baz elemana sahiptir.

Oktonyonda ise sekiz baz eleman vardir. Bunlar ey, e, e, e3, es, es, e, €7

dir.

B. Eslenik
Kompleks kuaterniyon igin ii¢ eslenik tanimlidir:
» A ile temsil edilen eslenik,
A=A, —Ae —Ae,—Ae,

dir, burada imajiner bazlarin oniindeki isaret negatif olmustur [47].
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= A" ile gosterilen kompleks eslenikte ise, kompleks sayilarin eglenigi
alinir [48].

A =Ale,+Ale,+ALe, +ALe, =Ale, + A

= Hermitik eslenik ise,

A= (—ao Jria14)+(a1 —ia5)+ (a2 —iaé)%r(a3 —ia7)
seklindedir [45].

Oktonyon reel bilesenlerden olustugu i¢in eslenik,

A=a,e, —iaﬂeﬂ =A4,-A

=i

olarak verilmektedir ve tek bir eslenik tanimlanmaktadir.

C. Temel islemler
Toplama, ¢ikarma, ¢arpma, skaler ¢arpim, vektorel ¢arpim, ters eleman,
norm ayni sekilde bulunur. Fakat ¢arpma islemleri gerceklestirilirken bazlarin

carpimi kuaterniyon ve oktonyonlar i¢in farklilik gdstermektedir.

D. Ozellikler
¢ Kompleks kuaterniyon dort kompleks bilesen igerir, dort kompleks boyutlu
ya da sekiz reel boyutlu ve sekiz bilesenlidir.
Oktonyon ise sekiz reel bilesen igerir, sekiz boyutludur.
¢ Hem kompleks kuaterniyon, hem de oktonyon cebri g¢arpma islemi i¢in
degisme ozelligine sahip degildir.
¢ Kompleks kuaterniyon ¢arpma islemi icin birlesme 6zelligine sahip iken,
A(BC)-(AB)C
oktonyon cebri birlesme 0zelligine sahip degildir:

A(B¢)# (AB)c



E. Matris Temsilleri

Kompleks kuaterniyon igin matris temsili [45]:

ay
-a,
-a,
-a,
-a,
as

ag

a,

a,
a,
a;
-a,
-a,
-a,
-a,

ag

a,
-a,
a,
a
-a,
a,;
-a,

-aS

a;
a,
-a,
a,
-a,
-a,
as

-a,

a,
-a
-a,
-a,

a,
-a,
-a,

_a3

as
ay
a,;
-a,
a,
a,
a;

_a2

ag
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olarak verilirken, oktonyon igin verilen matris temsili; iki sekilde tanimlanir

[30]. Sol matris gosterimi;

a,
a,
a,
a;
ay
as

ag

|37

-a,
ay
a;

-a,
as

-a,

-a,

ag

-a,
-a,
ay
a,
a6
a,;
-a,

_a5

ve sag matris gosterimi ise,

a,
a;
a,
a;
ay
as

aq

Ky

-a,
ay
-a,
a,
-a,
ay
a,;

_a6

a,
-a,
-a,
-a,

a,

as

-a,
a,
-a,
a,
a,;
-a,
as

_a4

a,

-a,
-a,
-a,
-a,
ay
a,
a,

a;

-a,
ay
-a,
a6
-a,
ay
-a,

a,

-a,
-a,
a,
-a,
a,
a,
a;

_a2

-a,
-a,
-a,
as
a,
-a,
a,

a,

-a,
ag
-a,
-a,
a;
a,

-al

a |

seklindedir. Buradaki sag ve sol matris gosterimleri, oktonyon cebrinin birlesme

ozelligine sahip olmamasindan kaynaklanmaktadir.
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4. ELEKTROMANYETIK TEORIDE OKTONYONIK GOSTERIMLER

Bu boliimde; vektor ve kuaterniyon cebrinde daha dnceden tanimlanmis ve
iyi bilinen vektorel tiirev alma islemi olan nabla ilk defa tarafimizdan oktonyon
cebrinde baz carpimlarinin farkli tanimlandigi Cayley-Dickson ve modiil 7° ye
gore ele alinmistir. Daha sonra nabla yardimiyla, farkli baz ¢arpimlar1 metodlarini
da kullanarak, oktonyon cebrinde; alan, kaynak ve potansiyel tanimlamalarindan
sonra genel oktonyonik alan, potansiyel denklemi, kaynaktan bagimsiz alanlar
icin dalga denklemi ve hem manyetik tek kutup, hem de bosluk icin Maxwell
denklemleri yeniden formiile edilmistir.

Baz elemanlarin ¢arpimlar1 ig¢in farkli iki metod kullanilsa bile sonug
olarak kullandigimiz cebirde yapilan islemler sonucunda iyi bilinen ve fizikteki
kullanildig1 sekliyle; genel oktonyonik alan, potansiyel denklemi, kaynaktan
bagimsiz alanlar i¢in dalga denklemi ve Maxwell denklemleri tekrar elde
edilmistir. Bu cebirle bu denklemlerin yazilimin1 gergeklestirmek; gosterim
acisindan kolay, kullanish ve tim denklemleri bir arada tanimlama imkani
saglamaktadir. Yani, oktonyon cebrinde yazilmis olan denklemler daha once
vektor, kuaterniyon, Clifford cebri gibi farkli cebirlerle yapilan islemlere, yiiksek

boyutlu bir uzayda alternatif bir yaklasim imkan1 vermektedir.

4.1. Alan Denklemlerinin Oktonyon Temsilleri

Pargaciklar arasindaki elektromanyetik kuvvetlerin tiim 6zellikleri, elektrik
ve manyetik alanlarin sagladigi denklemlerden cikarilabilir. Bunlar vektor
alanlaridir. Bilindigi gibi vektor, hem biiytlikliigli hem de yonii olan bir niceliktir,
3-boyutlu uzayda tanimlamak i¢in ili¢ sayiya gereksinim vardir. Alan ise, bu
sayilarin uzayda ve zamanda degisik degerler alabilmesi demektir [49].

Bu boliimde diferansiyel islemci; alan, kaynak ve potansiyel ifadeleri
oktonyonlar ile tanimlanip, sirasiyla oktonyonik alan, potansiyel oktonyon ve
kaynaktan bagimsiz alanlar i¢in dalga denklemi oktonyon formunda elde
edilmistir. Bu islemler, baz elemanlarin ¢arpimi i¢in hem Cayley—Dickson

yontemi ve hem de modiil 7 yontemi kullanilarak yapilmistir [50].
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[J; oktonyonik diferansiyel islemciyi asagidaki gibi tanimlayacak olursak,

Dzeol§+e5%+e6%+e7§ 4.1
z

ve oktonyonik diferansiyel islemcinin eslenigi ise
g id 0 0 0

_eozét—esg—eﬁg—e7§ (42)

olmak iizere, Cayley—Dickson yontemi ile, O ¢arpim;

= i0 0 0 0 i0 0 0 0
Od = e~ tes_—+te—+te, — e ———€;_———€ _——€ —
c ot ox oy oz c ot 0x oy 0z

10> o8 o &

—+ + +
¢t o’ ox* oy’ oz’

2
DE:A-%%% 4.3)
olur. Burada A;
2 2 2
A=§X2+§yz+§2 4.4
Z

olarak tanimlanir. Alan oktonyonu ise
b=-10, e, +1D e, +1D, e, +1P; e, + O e, + D.e; + D,e, + D,e, (4.5)

seklindedir. Sirastyla kaynak oktonyonu

J :4—:(—cpe0 +J, e+, e, +], e +icp'e, —iJ e, —il e —iJZe7)(4.6)

ve potansiyel oktonyon:

P=-p,e,+Ae +Ae,+Ae; +ipe, —iAx’e5 —iAy'e6 —iAZ,e7 4.7)
olarak secilerek, genel oktonyonik alan i¢in

Oe-ki@=7 (4.8)

ifadesi tanimlanir. Esitlik (4.8)’in solunda yer alan ifadesi igin,

i0 0 0 0
Ud=|e,——+e,—+e,—+e, —
c ot 0x oy 0z

! ! ! ’
(— 1D, e, +1D e, +1D, e, +1D; e, + D e, + De, + D, e, +CD3e7j



23

Qoo l00. 100, 100, 100,
c ot ¢ ot c ot c ot
b, iod, io®, o0,
- e, +— e, +— e, +— e,
c ot c ot c ot c ot
o0, oo, oD, 00,
—18 4 e5+1a—1(e5e1)+18—2(e5e2)+18—3(e5e3)
OX ox ox X
oD od od oo
" (ese4)+_l(eses)+_2(ese6)+_3(ese7)
0x O0xX Ox
oD, oD, 0D, oD,
—1a 4 e6+1a—1(e6e1)+1a—2(e6e2)+1—(e6e3)
oy 0
oD od oD oD
+ 6y4 (eée4)+a_l(eées)+8_2(eéee)+a_3(e6e7)
‘ @ ! ‘ (D’ @ ! !
_18 4 e7+1a—1(e7el)+1a 2 (e,e,)+i——(e,e;)
0z 0z 0z
od od od od
+ P : (87 4)+_1(e7es)+ (e7 6)+ (e7e7)
Z oz
g L0V, 00, o0, 00,
c ot ox oy 0z
100, oD, o0, o,
N - - + e,
c ot ox 0oy 0z
10b, o0, ob, oo,
N + - - e,
c o ox oy oz
100, o0, oD, o,
+|-= —~ + - e,
c ot ox oy 0z
b, o0, . ob, oD,
+| = +1i +1i +1i e,
c ot ox oy 0z
oD, o0, oD, o0,
+| = —1i —1i +1i e,
c ot ox oy 0z
iob, o0, o0, oD,
+| = +i i -1 e,
c ot ox oy 0z
iob, ob, ob, oD,
+| = —1i +1i —1i e,
c o x| oy oz




Ve

-k; @ =-k;

-p,e, +A e +Aye2 +A, e,

’ ! ’
tipe, —1A e;—1A e, —1A e,

= ké 0., _ké Ae _ké Aye2 _k(z) Ae,

! ! !
-ik; pe, +ik; A e, +ik; A e +ik; A, e,
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olmak {izere yukarida elde edilen ifadeler Esitlik (4.8)’ e gore, Esitlik (4.6)’ ya

esitlendiginde, alan denklemleri bilesenler bazinda;

_la®4'+aq>l oD, od

+—~k; @, = 4mp

+
c ot ox 0Oy 0z

(100, 00, 00, 00, .., _4n °
cot ox oz oy Y ¢ f
(100, o0, 00, 00, ., _4m
c ot oy ox oz Y ¢
(100, 00, 00, o®, ., _4m
c ot oz ox oy 7t et
la;“ +a§;‘ +ag)y2 +8;D3 ~kip, =4np’

C

100, 00, 00, 0@, . ' _ 47,
cot ox oz oy ¢t
16D, o0, oD, oD, C 4n
-t —— Ltk A, =——],
c ot oy 0x 0z c
100, 00, 00, 00, o '_ 41,
cot oz ox ooy 7 c

olarak yazilabilir. k¢’ 1n sifir oldugu durumda ise Esitlik (4.8),

Ue=79

(4.9.a)

(4.9.b)

(4.9.0)

(4.9.d)

(4.9.¢)

(4.9.9)

(4.9.2)

(4.9.h)

(4.10)

seklini alir. ko’ 1 sifir olmadigr genisletilmis Maxwell denklemleri, fotonun

kiitlesinin sifir olmadig1 durumda gegerlidir. Fotonun kiitleli veya kiitlesiz oldugu,

bu probleme iliskin biiyiik deneysel cabalara ragmen, simdiye kadar tanimsal

olarak kararlagtirllamamistir. Fotonun kiitlesinin tam olarak sifir veya ihmal

edilebilecek kadar kii¢iik oldugu muhtemel goéziikmektedir. Fotonun kiitlesiz
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oldugu deneysel olarak bulununcaya kadar genisletilmis Maxwell denklemleri

yalnizca teorik calisma olarak kalacaktir [51]. Bilesenler bazinda Esitlik (4.10)’

un gosterimi ise asagida verilmistir:

10b, ob, ob, ob,
—— + + + =4mp
c ot ox 0Oy 0z
100, 0w, 00, 00, 4 -
c ot ox o0z oy ¢
100, 09, 00, 00, _4n
c ot dy oOx 0z ¢ °
100, 00, 00, o0, 4
c ot 0z ox oy ¢
100, 00, 0w, 00,
c ot ox | oy oz
100, 00, o0, o0,  4x
c ot ox 0z oy c
100, 0w, o0, o0,  d4n
c ot oy ox 0z c ’
100, o0, o0, oo, _4n,
c ot 0z ox oy c ’

Oktonyonik potansiyel i¢in esitligimiz ise,

Op=0

seklindedir. Daha agik bir ifadeyle bilesenler cinsinden O@ ifadesi,

ﬁ@:(e

i0 0 0 0
‘cot

e.——e,——e, —
5 7
0x

€
oy 0z

(4.11.2)

(4.11.b)

(4.11.0)

(4.11.d)

(4.11.)

(4.11.5)

(4.11.g)

(4.11.h)

(4.12)

’ ! !
(— pe,tAe +A e, +Ae tipe, —1A e —1A e, —1A, e7j
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Op—_100: 10A, 100,  [10A.,
c Ot c Ot c ot c ot
109, 10A.  10A,  10A,
—-———e, +— e, +— e, +— e,
c Ot c ot c ot c Ot
op OA OA OA,
+ : €;s ——(esel)——y(e5e2)——(e5e3)
Ox Ox Ox X
. 0o, O0A OA

. . . 0A
_lg(esﬁ)*'la—xx(eses)+la—xy(e5eé)+16—xz(ese7)

0 OA O0A OA
T a(?/z € _8_yx(eéel)_a_yy(e682)_a_yz(eée3)
_‘% ‘an, 'aAY, 'aAz'
1 2y (e6e4)+1 dy (e6e5)+1 oy (e6e6)+1 by (e6e7)
0 O0A OA OA
+ 6(22 €, —a—zx(e7e1)—a—zy(e7e2)——z(e7e3)
8 oA, A, OA,
_1%(‘37‘34)"‘lg(eﬂs)"'la—zy(%eé)+1?(e7e7)

Ve

10p, O0A, OA, OA,
+|—— — — — e,
c ot ox oy 0z
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olacaktir. Bu ifadeler Esitlik (4.5) ile karsilikli olarak esitlendiginde, bilesenler

bazinda potansiyel denklemi;

' 4 ’

0A '
oA y ,OA, 109, _ o, (4.13.2)
Ox oy 0z ¢ ot

an P g, (4.13.b)

A B S i R (4.13.0)

_ OB OO 1O g (4.13.d)

- =0 4.13.
0x oy 0z ¢ ot ) ( )

=, (4.13.9)

OA
82: N aa(ilz N agxx +l aty -0, (4.13.g)
z C

ox oy 0z ¢ ot

0A '
» _OAy 00, [10A, g (4.13.h)

olarak elde edilmektedir. Kaynaktan bagimsiz alan i¢in, dalga denklemi agagidaki
gibi yazilir:

([O0)e-k2o=0 (4.14)
Burada yapilacak olan ise yukarida tanimlanan islemleri modiil 7’ ye gore yeniden
yapmaktir. Oktonyonik diferansiyel islemciyi ve eslenigini modiil 7° ye gore

yazacak olursak;

Elzeo——+e2i+e3—+e7— (4.15)

= 10 0 0 0

Cl=e,—-¢,——¢,——e,— (4.16)
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olmak iizere FEIE carpimi asagida da goriilecegi gibi yine Esitlik (4.3)" iin
sonucuna, A ise Esitlik (4.4)’ e esittir.
Oktonyonik diferansiyel islemci ile esleniginin ¢arpimi,
= 10 0 0 0 10 0 0 0
Ll =|e,—+e,—+e;,—+e,— | e,———e,——€,——e, —
c ot 10)'¢ oy 0z c ot 0x oy 0z
¢’ ot ox> oy’ oz’

2
E E = A - Lza—z
c” ot
olarak elde edilir. Alan oktonyonu, kaynak oktonyonu ve potansiyel oktonyon
sirastyla,
@ =iD,e,+iD, e, +De, +D,e; +De, +1D, e, +1D, e, + D, e, (4.17)

! !

Vi :%(cpeo +J, e, il e, —i] e; +icp'e, +], e+, e —iJZe7j(4.18)

!

P=pe,+Ae —iA e, —iA, e, +ipe, +Ae, +A e, —iA, e, (4.19)
seklinde diizenlenecek olursa modiil 7° ye gore genel oktonyonik alan

EHF -k2P=] (4.20)
ifadesi ile tanimlanir. Esitlik (4.20) bilesenler cinsinden,

i0 0 0 0
- €, ——€;_——€;—
c ot ox oy 0z

! ! ! !
[i®4 e, +10, e +De, +D,e, + Dye, +1D, e, +1D, ¢ +(D3e7j
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Sp _ l00, 100 io0, oo,
c ot cot ' cot ¢ oot
iob, 100, 100, 00,
+— e,—— e, —— e, +———e,
c ot c ot c ot c ot
oD oD, oD oD
—1 8X4 e, -1 axl (ezel)_a_xl(ezez)_a_xz(ezez)
ob oD, oD, ob
- 6X4 (e2e4)—la—x3(e2e5)—1 6)(2 (ezes)_a_;(eze7)
o0, oD, oD oD
-1 a; €; —1 ayl (e3e1)_ P 1("332) (e3e3)
oo, o0, o0, oo,
oy (e3e4) 1 By (eses) 1 dy (e3 6) oy (‘33‘37)
oD, o0, ob o
—1 624 e, —1 al (e7el)_ azl (e7 2) (e7e3)
oD ob. D, o
- 524 (e7e4) 1 . (e7e5) 1 822 (e7 6) (3737)
Hg 100, 00 o0, o0,

100, 00, +6<I>1 _ 00,
c ot ox oy 0z

160, 0B, od, oD,
o + - - e,
c ot ox oy 0z

iod, .00, .00, .00,
+|— -1 +1i —1i e,
c ot ox oy 0z

29
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o] P00 A A e, —iAy’,e3
tige, +Aes +A e, —1A, e,
=Kl g, — k1A e, +ikIA e, +ik1A, e,
_ikZ e, k2 A e —k2 A e, +ik2 A, e,
olmak iizere yukaridaki ifadeler Esitlik (4.20)’ ye gore, Esitlik (4.18)" e
esitlendiginde, alan denklemleri bilesenler bazinda yine Esitlik (4.9.a-h)’ a esittir.

ko sifir alindiginda ise esitligimiz
EF =/ 4.21)
seklini alir. Buradan da elde edilen sonuglar Esitlik (4.11.a-h) ile aynidir. Yine
ayni yolla, oktonyonik potansiyel denklemi
EP=F (4.22)

olarak verilir. Esitlik (4.22)” ye gore [= /P ifadesi,

io 0 a]
eo——+e2—+e3—+e7a—
Z

CIP =
c ot ox oy
((ozeo +Ace —1A e, 1A e, +ipe, +Aes +A e —iA, e7)

. . ! aA !
EIP:16¢2+16AX e1+lan e2+l !
c ot c ot c ot c ot
i0A, i 0A 10A,

—l%e +——"e, e, +— e,
c ot c ot

€;

+— e
cot ¢ oot 6
' 0A

00, e, +—aAX (ezel)—i—aA

ox

.0 OA .0
+ 1£(e2e4)+a—xz(e2e5 )+ _y(ezeﬁ)_la—x

+

0A .
s (o)1

0
b e, +
oy y

oy

+
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Ve

olarak bilesenler cinsinden agik yazilir ve bu ifadeler Esitlik (4.17)’ ye karsilikli
esitlendiginde, bilesenler bazinda potansiyel denklemi yine Esitlik (4.13.a-h)

olarak elde edilir. Boylece kaynaktan bagimsiz alan i¢in dalga denklemi ise
@®)z -x22 =0 (4.23)
olacaktur.

Esitlik (4.8) ve Esitlik (4.20)* deki genel oktonyonik alan denklemlerinin

vektorel formdaki temsilleri asagidaki gibidir:

1% G5 _kp, = 4w,

c ot

1 Gy, _9xy-2p=217

c ot c
Burada,
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¥ =iV, +j¥, + k¥,
¥, =D +iD,, ¥, =D, +iD, , ¥, =D, +iD, , ¥, = O, + iD,
P=Pi+P j+ek
P =[AX —iAX'j, P, :[Ay —iAy'), P, =[AZ —iAZ'), P, =i(p, —ip,)
J=Ji+J,j+Tk
I,=1, =il 3, =1, —il,, J,=1, =i1,, J, =4n(p+ip')

olarak verilmistir.

Potansiyel ifadesini oktonyon formunda veren Esitlik (4.12) ve Esitlik

(4.22)’ nin vektorel formu ise,
-~ - 04 -
V x 4, +a—2+V¢2 =P
cot

.~ o4 -
—VXfI2 +—6tl+v¢1 =@’

c
R 0
—V-Al—lﬂsz
c ot
V}iz+la%:®4
c ot

seklindedir. ;11 , ;12, @, @' ifadeleri asagidaki gibi tanimlanmustir:

!

V=AG+TA ALK

A=A T+AJ+Ak

D=0i+D,j+Dk

=D i+Dd, j+, k

Alan denklemlerinin kompleks kuaterniyon temsilleri ise asagida
verilmistir:

Kompleks kuaterniyonik diferansiyel iglemci,

=190 P e Pie O (4.24)
cot 'ox oy oz

olarak tanimlanir.Kompleks kuaterniyonik islemcinin eslenigi ise
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-1l ,9 ,°0_,° (4.25)

olmak iizere XX,
: lg_i_eli_i_ezi_'_e} lg_eli_ezi_e:;
c ot 0x oy c ot 0x oy
10> o8 o 0°

—+ + +
cC o’ ox> oyt oz

(4.26)

= 1 o°
=A——2¥
C

seklindedir. Burada

2 2 2
A=82+62+a2
ox~ oy 0z

dir. Alan kuaterniyonu,

DP=¢V¥ +e,¥,+e, ¥, +V¥, (4.27)

Y =0+ ,¥,=0,+i10, ,¥Y,=0,+iD, , ¥, =0, +iD,
ve kaynak kuaterniyonu,

Jz%(el"ﬂl +e,l, +93J3)+J4 (4.28)

!

J, =1, il J, =1, —il

y y?

I, =1, —i1,, J, = 4x(p+ip’)
dir [51,52]. Potansiyel oktonyon ise,
P=¢P +e,P, +e,P, +P, (4.29)
P =A,—iA,, P, =A, —iA,, P, =A, —iA, , P, =ip +¢,
ifadeleri ile tanimlanir. Genel oktonyonik alan,
H®-kP=J (4.30)
olarak yazilabilir ve ko’ 1n sifir oldugu durumda ise yukaridaki esitlik,
H®=J (4.31)
seklini alir. Kuaterniyonik potansiyel ise,
XP=® (4.32)

olarak yazilmaktadir. Kaynaktan bagimsiz dalga denklemi,



o 2
¢—k§¢:(A——2—k§¢J:O
ot

olarak elde edilmektedir [53].

4.2. Oktonyonik Maxwell Denklemleri

34

(4.33)

Burada yapilacak islem ise gerekli bilesenlerin degistirilerek, sirasiyla,

manyetik tek kutup icin Maxwell denklemleri ve bosluk icin Maxwell

denklemlerinin oktonyonik gdsterimlerinin yeni bir formda tanimlanmasidir.

Vektorel formda manyetik tek kutup i¢in Maxwell denklemleri;

—

16B 4 -

VXE4+——=——=]"
c ot C

Uxp_LOE_4n5
c ot C

V-B=4mp’

Y E=4np

(4.34.2)

(4.34.b)

(4.34.¢)

(4.34.d)

seklindedir. Burada, E elektrik alan vektorii, B manyetik alan vektorti, J akim

yogunlugu, J' tek kutupta akim yogunlugunu temsil etmektedir.
E=Ei+E, j+E,k
B=Bi+B, j+B,k
J=Ji+J j+]k

J'=1 i3, j+0,k

olmak tizere manyetik tek kutup icin Maxwell denklemlerinin bilesen formunda

acik ifadeleri asagidaki gibidir:

OE, OE, OE,

+ + =4np
ox Oy 0z
10B, OE, OE, 4mn_'
—— Yz ]
c ot 0z oy c
10B, OE, OE 4

(4.35.2)

(4.35.b)

(4.35.c)
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108, (B OB _ ATy (4.35.d)

(4.35.)

— + z = —J (4.35.f)

16E, 0B, 0B, 4n
—_— — Z+ X :—J 4.35.
c ot ox oz ¢! (4.35.8)

oB
(10, Py By 4m, (4.35.h)
c ot ox Oy c

Manyetik tek kutbun varligi giiniimiiz kosullarinda teorik bir ¢alismadir,
heniiz gézlenememistir. Buna ragmen, manyetik tek kutbun mevcut olup olmadigi
hala bilinmemektedir, fakat bu teorik olasiligin kesfi onemini korumaktadir.

Normal bir miknatisin aksine, manyetik tek kutup bir pargaciktir ve bir
manyetik kuzey kutbu oldugu halde giliney kutbu yoktur ya da bunun tersi séz
konusudur. Bu konu ile ilgili baz1 ¢aligmalar sunlardir:

1931’ de Dirac, manyetik tek kutup pargaciklarimin bulunabilecegini 6ne
stirmiistiir. Bir elektronun temel yiikii ile olasi bir manyetik kutbun temel
manyetik ylikiinlin ¢arpimi1 Planck sabitinin daima tam say1 kat1 olmas1 gerektigini
kanitlamistir. Bu, manyetik tek kutuplar i¢in model yapilmak istendiginde uygun
degildir.

Hooft, tek kutuplarin noktasal olmayip, uzayda belirli bir yer isgal eden
nesneler oldugunu ileri stirmiis, kiitleleri dahil biitlin 6zelliklerini hesaplamustir.

®,=®, =k, =0

!

® =B, ®, =B,,®, =B,, &, =E_, ®, =E_, ®, =E,
kabulleri yapilarak, Cayley-Dickson yontemine gore tek kutup i¢cin Maxwell
denklemleri oktonyonik formda asagidaki sekilde olacaktir:

UF =79 (4.36)
Burada,

F=iB.e +iBe, +iB,e; +E e; +E e, +E e, (4.37)

olmak {iizere Esitlik (4.1) ve Esitlik (4.6) yardimiyla yapilan islemlerin sonucunda,
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i0 0 0 0
UF=|e,——+e,—+e,—+e, —
c ot ox oy 0z

(1Bxe1 +1Bye, +1Be; +E e, + E ¢, +Eze7)

ve
OB
OF =—la'le1 1%, e, _13B, e,
c ot c ot c ot
i0E.  i0E,  iGE
——e 4—— e +——ZLe,
c ot c ot
OB
+1—(e5e1)+1§y(e5e2)+1 (ese,)
OE
+—(e5e5)+gy(e5e6)+ (ese7)
OB
+1_(e6el)+i_y(eée2)+1 : (e6e3)
dy
OE
+_(e6e5)+Ey(e6e6)+ (3637)
OB
+16B (e,e,)+i 5 : (e7e2)+1aB (e,e,)
z
OE
+_(e7es)+a_zy(e7e6)+ (3737)

ox o0y Oz c ot oy 0z
10B, 0B, OE, 10B, OE, OE,
== + - ez - - + 83
c o ox 0z c ot oOx 0Oy
0B, 0B, 0B, ioE, .0B, .0B,
+|1 +1 +1 e,+|— -1 +1i e
ox oy 0z c ot oy 0z
ioE, 0B, .0B, ioE, .0B, 0B,
+|— +1 -1 e, +| — -1 +1 e,
c ot ox 0z c ot ox oy

bulunur. Yukaridaki ifadeler Esitlik (4.6)° ya esitlendiginde, Esitlik (4.35.a-h) ile
verilen manyetik tek kutup i¢in bilesen formlari elde edilir.

Ayni1 iglem modiil 7 yontemi ile yapilmak istenirse;

EF=/ (4.38)
olarak yazilmalidir. Burada

F =iB,e, +E e, +E e, +iB,e; +iB e  +E e, (4.39)
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olarak tanimlanmaktadir. 1 F , bilesenler cinsinden

io 2 0 aj

—e,——e e, —
cot ox oy oz

=F :(eo
(ine1 +E,e, +E e, +iB,e; +iB e +Eze7)

16B,  i0B, iCE,

e, e, +—
c ot c ot c ot
1 0B, 1 aBy i OE,
-———re,———e, +——=e,

e
cot ° cot ° ¢ oot

EF =

€;

ok Cox

_laaix (ese,) aéz—y"(qez) a{f—yy(eseg)
—i%(%%) 1%(8386)—%(3337)
P ee)- Lo ere) - Erfere,)
P fere,) aai() (e.e))

dir ve baz elemanlarinin ¢arpimlart sonucu

0E, ©E, OCE, [1an OE, 6EYJ
+ +|—— - e,

EF="*+ +
ox oy 0z c ot oy 0z

ioE, .oB, .0B, idE, 0B, .0B
+| — -1 +1 e, +|— +1 -1 e,
c ot oy 0z c ot ox 0z

0B, 0B, .aBZJ [1aBZ JE, GEX]
e, +|— + e

c ot ox oy

10B, OE, OE, i0E, .0B, 0B,
+| —— + - e, +|— -1 +1 e,
c ot ox oy

c ot ox 0z
esitligine ulasilir. Esitlik (4.16), Esitlik (4.18), Esitlik (4.38), Esitlik (4.39) ile

yapilan islemler sonucunda manyetik tek kutup i¢cin Maxwell denklemleri yine

Esitlik (4.35.a-h) bilesen formlar elde edilmis olur.



Vektorel formda bosluk i¢in yazilmis Maxwell denklemleri ise

VxE+1 28 g
c ot
xp_LOE_4n;
cot ¢
V-B=0
V-E =4n p
seklindedir [54].
Yukaridaki dort denklemin bilesenlerin yardimiyla agik ifadesi:
OE
OE v, OE, _4np
ox oy 0z

10B, OE, G@E,
— - + =0
c ot 0z 0Oy

_laEx_ﬁBy+6BZ _ 4
co oz oy ¢

10E, 0B, 0B, 4n

e T L) |

c ot Ox 0z c ’

_10E, OB, OB, 4n
co ox oy ¢

seklindedir. Burada,
O, =0, =p'=J =] =J, =k, =0

y z

!

¢, =B,,0, =B,, P, =B,, »,=E,, ®,=E , &, =E,
olacak sekilde bosluktaki Maxwell denklemleri,

J :4—n(—cpe0 —-iJ,e5 1] e, —iJZe7)
c
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(4.40.2)

(4.40.b)

(4.40.c)
(4.40.d)

(4.41.2)

(4.41.b)

(4.41.0)

(4.41.d)

(4.41.)

(4.41.1)

(4.41.g)

(4.41.h)

(4.42)
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olmak iizere Cayley-Dickson yontemine gore, Esitlik (4.1), Esitlik (4.36) ve
Esitlik (4.37) kullanilarak elde edilmektedir. Ayn1 islemler modiil 7° ye gore ise
Esitlik (4.16) ve Esitlik (4.39) g6z Oniine alinarak ve

J= 47“(cpe0 +-il e, —il e, —ile;) (4.43)

olmak {izere Esitlik (4.38)’deki tanim yardimiyla yazilabilir.

Maxwell denklemleri kompleks kuaterniyon formunda yazilmak istenirse
manyetik tek kutup i¢in,

o, =0, =k, =0,

! !

¢ =-E, &,=-E,, &,=-E,, &, =-B,, &, =-B,, ®, =-B,
alimmalidir. Boylece (4.27)° deki @ ifadesi,
F=¢(-E, -iB,)+e,(-E, ~iB,)+e,(-E, —iB,) (4.44)

seklini alir. Esitlik (4.25), Esitlik (4.44) ile Esitlik (4.28)" de J yerine —J
yazilarak ve

XF=J (4.45)
esitligi yardimiyla manyetik tek kutup i¢in Maxwell denklemleri kompleks

kuaterniyon formunda elde edilir.

Bosluk i¢in Maxwell denklemleri,
o, =0, =k, =p'=J =] =], =0,

y z

! ! !

¢ =-E, ®,=-E,, ®,=-E,, O, B,, ®, =-B,, &, =-B,
yazilarak elde edilir. Bu durumda,
3= (i1, +e,il, +eyil,)-dap (4.46)
C

olacaktir. Esitlik (4.45)’ deki tanim kullanilarak, Esitlik (4.25), Esitlik (4.44) ve
Esitlik (4.46) yardimiyla kompleks kuaterniyon formunda bosluk icin Maxwell

denklemleri elde edilir.
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5. KUANTUM MEKANIGINDE OKTONYONIK GOSTERIMLER

5.1. Klein-Gordon Denkleminin Oktonyon Temsili
Klein-Gordon denklemi (Klein-Fock ya da Klein-Gordon-Fock denklemi)
Schrodinger denkleminin rélativistik versiyonudur [55,56].

Serbest pargacik i¢in Schrédinger denklemi

A2
Py ily (5.1)
2m ot

dir, burada p momentum islemcisidir [57,58].

Enerji icin 6zel rolativite 6zdesligi,

E’=m’c* +p’c’ (5.2)
seklindedir. Buradan

E =.m’c*+p’c® (5.3)
dir. # =c =1 alindiginda Egsitlik (5.2),

E’=m’+p’ 5.4)
seklini alir. Enerji ve momentum iglemcileri,

E—> ih% p > —ihV (5.5)

Esitlik (5.4)’ de yerine yazildiginda,

2 o _ ( V) 2 2
1 ﬁ —1 +m
62 2 2
pPo -V°+m (5.6)
seklini alir [59,60]. Bunun ¥ dalga fonksiyonuna uygulanmasi
2
O o (v em?)y (5.7)
ot
o 2 Y= 5.8
F -V +m =0 ( . )

{——2+v2—m2}11:0 (5.9)
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sonucunu verir. H, D’ Alambert iglemcisi

62
E=—¥+V2 (5.10)
olmak tizere Esitlik (5.9),
BE-m*)¥=0 (5.11)

seklini alir ve bu esitlik Klein-Gordon denklemi olarak adlandirilmaktadir [16].

Klein-Gordon denkleminin oktonyon temsilinde Cayley-Dickson
yonteminden yararlanilmaktadir. Bu yontemde oktonyonlar, kuaterniyonlarin
katlanmasi1 (doubling) ile elde edilmektedir. Cayley-Dickson ¢arpimi daha 6nce
Esitlik (2.15) ile verilmistir.

Klein-Gordon islemcisi, iki oktonyon iglemcisinin ¢arpimi olarak,
H-m’ :(i_+ime4j(i—ime4J (5.12)
dX dX

olarak yazilabilir. m, temel parcacigin kiitlesidir. Burada, asagida verilen

kuaterniyon islemcilerinden yararlanilmistir:

d . 0

— = -V, (5.13.a)
X 0X,
4 5% .y (5.13.b)
X X,

Spini 0, 1/2, 1 olan pargaciklar i¢in birinci mertebeden rolativistik dalga

denklemi oktonyon cebrinde,
d .
(d_iﬂmqj (W, +w,)e, =0 (5.14)

olarak yazilir. Burada @, ve@, kompleks kuaterniyondur.
Kuaterniyon notasyonunda Lorentz doniistimleri asagidaki gibidir:
B =SA'S’ (5.15.2)
B'=-SA'S’ (5.15.b)
Burada A’, A", B’, B" Minkowski uzaymda 4-vektorii temsil eden kompleks
kuaterniyonlardir ve
A" =-A’ (5.16.2)
A" =-A" (5.16.b)
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kosullarim saglarlar. A’, A’ ve A", A",

A'A'=B'B’ (5.17.2)

A"A"=B"B’ (5.17.b)
doniistimleri altinda invaryanttir. 8§, kompleks kuaterniyon formunda doniisiim
matrisi olup

SS=/ (5.18)
kosulunu saglar.

Spinor uzayinda Lorentz gruplarinin doniisiim 6rnekleri

W, =Sy, (5.19.0)
w, =Sy, (5.19.b)
v, @S (5.19.c)
W, =S’ (5.19.d)

olarak tanimlanir.
Kuaterniyon formunda iki rolativistik invaryant spinor denklem sistemi,

Esitlik (5.14)’deki oktonyon formundaki denklemden yazilir:
dy,

¥ _ W 5.20.a
e imy, ( )
dy, N
@, __ 5.20.b
X my, ( )

a Y, >gP,

Eger @, = —e, ), ise Esitlik (5.20.a-b)’ den kuaterniyon cebri agisindan

Dirac denkleminin diger olast formu elde edilmektedir.
b. Spini 0 ve 1 olan pargaciklar i¢in kuaterniyon formundaki Esitlik

(5.20.a-b)’ de asagidaki ifadeler kullanilir:
. 1
oc=0igmyY, >-¢, Y =@ =——

Burada ¢ = ¢(x) skaler alan, p ise skaler alanin kiitlesidir.
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c. o=1 igin @Y, —>,£, W, —>A olup burada «k, vektdor alanin
K

kiitlesidir. A=iA,+A 4-vektor potansiyel, F= —~(dA/dX) ise F+F=0
kosuluna uyan kompleks kuaterniyondur ve bunlar Lorentz doniisiim 6zelliklerini
saglarlar [42]:

F =SFS", A' = SAS’ (5.21)

5.2. Dirac Denkleminin Oktonyon Temsili

Dirac denklemi 1928’ de Paul Dirac tarafindan formiile edilmis olan
rolativistik kuantum mekaniksel dalga denklemidir. Ozel rélativite teorisi ile
kuantum mekanigini bagdastiran bu denklem elektron gibi spini 1/2 olan
elemanter parcaciklarin tanimlanmasini saglar. Dirac denkleminin en Onemli
niteliklerinden birincisi elektron spinini kendiliginden igeriyor olmasidir. Ikincisi
ise anti-parcaciklarin varligin1 gerektirmesidir. Eger W bir elektrona kars1 geliyor
denirse Dirac denklemi elektronla ayni kiitleye sahip fakat zit elektrik yiiklii bir
pargacigl da ayni anda tarif etmektedir. Dirac denklemi yazildig1 sirada varligi
bilinmeyen bdyle bir parcacik ilk kez 1932’ de gozlenmis ve pozitron olarak
adlandirilmustir.

Dirac, momentumda lineer olarak rdlativistik bir dalga denklemi elde
etmek icin Esitlik (5.2)’ de verilen rolativistik enerji ifadesinin karekokiinii

islemci anlaminda almaya galismustir. Eger a,cp' +a,cp” +a,cp’ +Pmc” gibi bir
lineer islemci tanimlar ve bunun karesinin E*” ye esit ¢tkmasini isterse, o ve
olarak gosterilen niceliklerin asagidaki bagintilar1 saglamasi gerektigi Dirac
tarafindan bulunmustur [61]:

0,0, + 0,0, = 0,0, +0,0, =0,0, +0,0, =0

a.pB+pa, =0, 1=1,2,3

o =0; =0; =p° =1

Momentum uzayinda serbest elektron i¢in Dirac denklemi,

_m __.'_.
P'Pz(po—p-a—mﬁ)'r{p{ e ”jlp:o (5.22)
-p:G6 p,+m

olup bu denklem oktonyon formunda asagidaki gibi yazilir:
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Py =(p, +ip-é+ime,)p=0 (5.23)
Ayrica,
0 o, n
o, = =-le, (5.24.a)
o, O
B Lo i (5.24.v)
= =—ie 24,
0 -1 !

dir.
p oktonyonu hermitiktir (p = p') ve normu sifirdir.

pp=N(p)=p;-p’-m’ =0 (5.25)
Oktonyonik Dirac denkleminin Esitlik (5.23)’ deki ¥ ¢6ziimil p’ nin eslenigi ile

verilir:

_m 4'-_>
_ Po p-o ) (5.26)

fq):p=p0—if)~é—ime4<:>1p:>f):[ I
po  Ppo—m

@’ nin birinci ve ikinci siitunu ul(p) ve uz(p) pozitif enerji ¢oziimiinii verir, m ile
—m yer degistirdiginde ise li¢lincli ve dordiincii slitunlar negatif enerji ¢oziimiinii
vermektedir:
(py — p-a@—mp)u’(p)=0
(b, ~p-d@+mp)v'(p)=0"
Buradan fiziksel ve normalize edilmis ¢oziimler asagidaki gibi verilir;

¥ =<u1‘u2‘vl‘v2‘>

p

=1,2 (5.27)

_;(poﬂn po j@M (5:28)
2m(p, +m)\ p-G6 p,+m 2m(p, +m)
A\~

— J = it J =3.

wph! = (ppu’(p)=5, (5.29)

V' (p)V'/ =v' (p)BVj (P) =9,

saglanir [26].
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6. SONUCLAR VE TARTISMA

Oktonyonlar, 8-boyutlu ve sekiz bilesene sahip bolim cebridir. Dual
kuaterniyonlar ve kompleks kuaterniyonlar ile bilesen acisindan benzerlik
gosteriyor ise de, oktonyon cebrinde degisme 6zelliginin yanisira birlesme 6zelligi
de bulunmamaktadir. Kompleks kuaterniyon ve dual kuaterniyonlar belirli
kosullar altinda 4-boyutlu saymin sekiz bilesenli bir formda yazilimidir.
Kompleks oktonyonlar ise, kompleks kuaterniyonlarda oldugu gibi reel
bilesenlerin kompleks say1 ile yer degistirmesi sonucunda elde edilir ve yine sekiz
boyuta sahiptir. Bilesen sayisi sedenionlarda oldugu gibi onaltidir.

Oktonyon cebrinin elektromanyetik teoriye uygulanmas1 ile ilgili
islemlerde iki farkli baz elemant ¢arpimi kullanilmistir. Bilindigi gibi
oktonyonlarin tanimli birgok farkli baz elemani carpimi vardir. Uzay-zaman
islemcisi nabla tanimlandiktan sonra, alan, kaynak ve potansiyel oktonyonlari
tanimlanmus, sirastyla genel oktonyonik alan, potansiyel ve kaynaktan bagimsiz
alanlar icin dalga denklemi elde edilmistir. Daha sonra alan ve kaynak
oktonyonlarinda gerekli bilesenlerin degistirilmesiyle manyetik tek kutup ve
bosluk icin Maxwell denklemleri yine oktonyon formunda yazilmistir. Bu islemler
ile Maxwell benzeri alan denklemleri sekiz boyutlu bir cebir kullanilarak tekrar
formiile edilmistir.

Genel alan denklemi olarak verilen esitlik, ko’ 1n sifir olmadig
genigletilmis Maxwell denklemi, fotonun kiitlesinin sifir olmadigi durumda
gecerlidir. Fotonun durgun kiitlesinin sifira yaklastigi soylenir, ama ayn1 zamanda
foton hi¢gbir zaman durgun olmamaktadir. Durgun kiitlesi sifira yaklasan
parcaciklar gibi foton da 151k hiziyla hareket etmektedir. Foton agisindan kiitle,
kinetik enerji olarak degerlendirilmektedir. Fotonun kiitleli ve kiitlesiz oldugu
simdiye kadar deneysel olarak kararlastirllamamistir. Ancak kiitlesinin tam olarak
sifir ya da ihmal edilebilecek kadar kiigiik oldugu muhtemel géziikmektedir.

Manyetik tek kutbun varligi da giiniimiiz kosullarinda halen
bilinmemektedir. Pargacik i¢in olusturulan modellerde, manyetik tek kutup teorisi
de yer almaktadir. ’t Hooft-Polyakov tek kutbu’ nun en yakin ¢oziim oldugu ve

ortaya ¢ikma olasiligindan bahsedilmektedir.
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Vektor notasyonu kullanilarak iki denklem ile yazilan genel alan denklemi,
dort denklem ile yazilan potansiyel denklemi ve yine dort denklem ile yazilan
hem manyetik tek kutup, hem de bosluk i¢in Maxwell denklemleri kompleks
kuaterniyonlarda oldugu gibi oktonyon cebri ile de tek bir denklem ile ifade
edilebilmektedir. Bu gosterim agisindan kolay, kullanislt ve tiim denklemleri bir
arada tanimlama imkan1 saglamaktadir. Ayrica baz elemanlarinin ¢arpimlarinin
her iki yontemle de farkli olmasi; diferansiyel islemci, alan, potansiyel ve kaynak
icin tanimlanan ifadelerde degisiklige yol agmaktadir. Baz elemanlarin ¢arpimi
icin hangi yontem alinirsa alinsin, elde edilen denklemler vektorel, kuaterniyonik,
kompleks kuaterniyonik formdaki esitliklerle ayni1 formdadir.

Oktonyon cebrinin kuantum mekanigi temsillerinde ilk olarak spini 0, 2
ve 1 olan parcaciklar i¢in birinci mertebeden rolativistik dalga denkleminin
formiile edilmesine yer verilmistir. Birinci mertebeden rolativistik dalga denklemi
Cayley-Dickson yontemi ile kompleks kuaterniyonlarin katlanmasi ve Klein-
Gordon denklemini ¢arpanlara ayrilmasi ile temsil edilmektedir [42]. Daha sonra
bugilin de biiyiikk O6nem tasiyan Dirac denkleminin oktonyon temsiline yer
verilmigtir [26].

Oktonyon cebri yiiksek boyut igerdiginden daha ¢ok yiiksek enerji fizigi
uygulamalarinda yer bulmaktadir. Birlesme 06zelliginin olmamasindan dolay1
ikiden fazla oktonyonun ¢arpiminda sira énem kazanmaktadir. Kuaterniyonlarda
oldugu gibi tanimli matris temsili de yoktur, Zorn matris temsillerinden
yararlanilmaktadir, bu da yine birlesme 6zelliginin  olmamasindan

kaynaklanmaktadir.
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