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1.GIRIS

Klasik fizikte herhangi bir 6l¢iim siirecinin sonucu bir reel sayi ile verilir.
Kompleks sayilar kuantum fiziginin temelinde yer alirlar. Bir tanecigin zaman
icerisinde uzaydaki hareketini belirleyen dalga fonksiyonu kompleks degerli bir
fonksiyondur [1]. ax+b = 0 denkleminin ¢éziimii, yani bir sayinin bagka bir sayiya
boliinebildigi say1 cebirleri sadece reel, kompleks, kuaternion ve oktonion
cebirleridir. Bunlar sirasiyla bir, iki, dért ve sekiz bilesene sahiptirler. Kompleks
sayilarda bir, kuaternionlarda ii¢, oktonionlarda yedi bilesen imajinerdir [2].

Clifford cebirleri ismi Ingiliz matematik¢i W.K.Clifford’ un anisina
verilmistir. Clifford Alman matematik¢i H.G.Grassmann’ in ortaya koydugu
geometrik cebiri gelistirmistir[3]. Irlandali matematik¢i W.R.Hamilton’ un
buldugu kuaternion cebri pek gok ¢agdas: gibi Grassmann’1 da etkilemistir[4].

Grassmann tarafindan 1844’ te olusturulan R> lineer uzaymn dis cebri

AR? iin baz vektorleri
1

€1, €2, €3

elAez 5 811\63 N eer_v,

elAez A €3

olup
eiAe; = -ejAe; 5 1253 (1.1
eiAe; =0 (1.2)

carpim kurallarini sagliyordu. Grassmann’ in dis cebrinde i¢ ¢arpim ve bir metrik
kosulu yoktu. Clifford 1878 de Hamilton’ un goriislerini gelistirerek vektorlerin
carpimi i¢in metrik bagntilari olan yeni bir carpim elde etti. Birinci kural ayni
kalacak gekilde ikinci kurali degistirdi:

€i€; = - €;&; (1.3)



R? ye kars1 gelen Ch, Clifford cebrinde skaler, vektdr ve bivektdr olmak tizere
dort tane baz vektorii vardir. Bunlar {1, ej, e;, €3}’ dir. Bu cebir ¢arpim kurallar
ve vektor yapisiyla {1, i—>ey, j—>ez, k> e3}olmak lizere Hamilton’ un buldugu
kuaternionlara karsi gelir.Kuaternionlar vektorleri ifade etmede kullanilabilir.
Vektorlerle yapilan iglemlerde, 6teleme, dénme gibi hareketlerde kuaternion
kullanimi olduk¢a yaygindir. Iki reel kuaterniondan olusan dual kuaternion
sistemi ve kompleks sayi-kuaternion bilesiminden olusan kompleks kuaternionlar
(bikuaternionlar), elektromagnetizma, 6zel relativite teorisi, kuantum mekanigi
gibi pek ¢ok kullanim alani bulmugtur.

Clifford 1882’ de birinci kural aymi kalacak sekilde ikinci kurali yeniden
degistirdi:

€i€j =- €j€; (IS)

e e =1 (1.6)

R* e kars: gelen Cly, Clifford cebrinde skaler, vektor, bivektor ve trivektsr
(hacim elemani) olmak tizere sekiz tane baz vektorii vardir. Bunlar { 1, e; ,e», €3,
eie2 , €e3 e3e;, ejexes} olup { i—> - exe3, j—> - eze;, k—> - eje; } olarak
kuaternionlara kars: gelirler.Bu durumda i, j, k baz vektérleri temel bivektdrlerdir
[5].

Grassmann e; sayilarini birim y6nlii ¢izgisel elemanlar olarak tanimladi.
Bir keyfi vektor aje; seklinde yazilabilir. Burada a; skaler bir sayidir. Grassmann
iki vektoriin i¢ ve dig garpiminin ab =a.b + aAb olarak yazilabilecegini gosterdi.
Grassmann’ 1n merkez ¢arpim dedigi bu ¢arpima geometrik ¢arpim ya da Clifford
carpimu denir. Tki vektériin ¢arpimi olan bu garpim, iki vektdriin nokta garpimi
(skaler ¢arpim) ile ¢apraz carpimindan (vektdr garpim) ibarettir. Skaler ¢carpimda
(ig garpim) degisme 6zelligi varken vektorel ¢arpimda (dis carpim) yoktur [6].

Clifford cebirleri geometride, vektdr carpiminda, yiizeylerin ve daha
yiiksek boyutlu nesnelerin temsilinde, yansimalar, dénmeler ve dier geometrik

doniisiimlerde basit ve kullaniglidir. Ozellikle ti¢ boyutlu uzayda Euler agilarnin



kullanilmas: halinde ortaya ¢ikan kalabalik matris islemleri yerine Clifford
cebrinin kullanimi daha uygundur [7]. Ozellikle teorik fizikte Clifford cebrinin
kullanimiyla Maxwell denklemlerinin farkli yazimlari elde edilmistir. Klein-

Gordon denklemini diizenlenirken kuantum mekaniginde donen bir elektronun

hareket denklemlerini aym yolla elde edilmistir. Clifford R” uzayinda sadece R>

ile ilgilenmistir. Giiniimiizde R"=R*"° uzaylarinda { e;, ez,... €, } ortonormal
baz vektorlerinin karesi pozitif veya negatif olma durumlarina gore sirasiyla
Oklidyen veya anti-Oklidyen uzaylar ( &R'-3 Minkowski uzay1 gibi) icin cebir
tanimlar1 yapilmaktadir. Bilinen bir¢ok cebir sistemleri geometrik bagintilar i¢in
gelistirilmistir. Bunlar arasinda kompleks analiz, vektor, tensor, kuaternion ve
spindr cebri vardir. Clifford cebri tiim bu cebir sistemlerinin avantajlarin
koruyarak yeni, giiclii ve kolay anlasilir bir matematik dilinde temsilini saglar.

Bu calismada Clifford cebrindeki temel kavramlar tamitildiktan sonra
bilinen cebir sistemleri ile aralarindaki izomorfizm iligkileri incelenecektir.
Clifford cebirlerinin fiziksel uygulamalan yapilirken Newton’un II. Yasas: ¢esitli
koordinat sistemlerinde incelenecektir. Once Euler agilariyla daha sonra Clifford
cebriyle donme hareketi agiklanacaktir. Daha sonra bir noktas: sabit olarak dénen

bir topacin hareketi Clifford cebri ile incelenecektir.

(%]



2.CLIFFORD CEBIRLERI
2.1. Kuadratik Uzaylar

Reel veya kompleks olmak iizere F skaler alami {izerinde sonlu vektor

uzay1 V olsun. A€F , a€V olmak iizere,

e Q(a)=2*Q(a)
1
* B@b)={Q@)+Qb)-Qab)} ,abev

Q : V — F seklinde bir Q varsa, (V,Q) ¢iftine bir kuadratik uzay denir ve F
tizerindeki her vektor uzay: bir kuadratik uzay olur. B ise, VxV iizerinde bir ig
¢arpim uzayimn bilinen biitiin geometrik 6zelliklerini kapsar.

(V,Q) bir keyfi kuadratik uzay ve j =1,...,n olmak tlizere {e;}, V vektor uzay:
icin normalize baz vektorleri olsun. Q(a) diyagonal formda,

Q(a)=Z Q) a2 a=z a; €j 2.1

olarak yazilir [5].
2.2. Clifford Cebirlerinin Tanimi

F tlizerinde sonlu boyutlu vektor uzay: V olsun. v : V—A ve birimi 1 olan
F . lizerinde birlesimli cebir A olsun. (V,Q) igin

e (v(@)=-Q()l ,VaeV

e A, {v(a):acV} ve {Al : A€F} tarafindan iiretilen bir cebir
iken (A,v) giftine bir Clifford cebri denir. V de a,b keyfi elemanlar igin

(a+b)” = -Q(a,b) = 2B(a,b) — Q(a) — Q(b)
=2B(a,b) +a’ + b’ 2.2)

dir. Binom agilimindan



(atb)® =a’ +ab+ ba+ b (2.3)

elde edilir. Denk (2.2) ve Denk (2.3) karsilastirildiginda Vx V deki B i¢ garpimi A

cebrinde

1
B(a,b) = s (ab + ba) (2.4)
seklinde yazilabilir. V vektér uzayimin i=l,...,n olmak iizere e; normalize baz
vektorleri ,
eie; + eje; = {ei,ej} =-2Q(e) Sij =2 (Sij 1<i,j<n 2.5)

kosulunu saglar. Denk (2.5)’ i saglayan {ey, €3, ..., €, } baz vektorleriyle iiretilen
cebirler Clifford cebri olarak adlandirilirlar.

i=j ise (e)> = 1 ve (e;)* = -1 olmak iizere iki durum vardir. r+s=n olmak
tizere; (e;)” = 1 yani pozitif tammlanan Oklidyen uzay R™ igin 2" boyutlu CI,
Clifford cebri CI, veya Cl, ¢ olarak tanimlanir. (e;)* = -1 yani negatif tammlanan
Oklidyen uzay R*" icin 2" boyutlu CI,  Clifford cebri Cly»’ dir.

V= R™ ve kuadratik form QG)=ri’+... +x xei’-..m X ile
birlesmeli reel Clifford cebirleri Cl(r+s) veya C; ile gosterilir. V=C" igin C"
tizerinde biitiin dejenere olmayan, kuadratik formlan Q(z)=z/>+...+z,” seklindeki
kompleks Clifford cebirleri Cl.(n) ile gosterilir [5].

Eger V vektor uzay: igin ortonormal baz vektorleri {eq, €2,..., €n }isc reel

Clifford cebri CI; s’nin {e;} baz vektorleri,

2

€ =-1 ] i=1)-"5r (2'6)
er‘l'izx 1 s 1= 1’”'5 (27)
ee; +eje; = 0 ,1i#j (2.8)



bagintilarnim1 saglarlar. Benzer sekilde kompleks Clifford cebri Cl(n)’nin baz

vektorleri de
e =-1 ,i=1,...n 2.9
eejteei=0 , i#j (2.10)
bagintilanim saglarlar. Hem r+s=n olan C/;; hem de Cl(n) cebirleri
{1, €1, €25eu0 €risy €1 €25eeey Cris 1€risy €1€2€35e0.Cras)
kiimesiyle tiretilen 2" boyutlu vektdr uzaylandir.
2.3. Clifford Cebirlerinin Matris Gésterimleri

Cl, s olarak gosterilen Clifford cebirlerinde r = n, s = 0 seklinde tanimlanirsa
Oklidyen uzay R™ yerine R" ve Clifford cebri Cl,o yerine CI, ifadesi

kullanilir[7]. x€ R" olmak iizere bir vektdriin uzunlugu x| % = x.x’ dir.

2.3.1. OKlidyen Diizlem R*°

R? nin Clifford cebri Cly ; 1 ve e, ortonormal baz vektorlerine sahiptir.

el=e’=1 2.11)
€€ = -€2€1 (2.12)
led] = lez = 1 (2.13)



Denk (2.12) kullanilirsa (esez)® = -1 elde edilir. eje; skaler veya vektor degil
bivektordiir. Clifford cebri Clyo’mn

1  :bir skaler
€1.€2 : vektorler

e;e; : bir bivektdr

olmak iizere dort baz vektdrii vardir. eje; yerine kisaca ez yazilabilir. Cly

cebrinin baz vektorleri Cizelge 2.17 deki garpim 6zelliklerine sahiptir.

. Cizelge 2.1. Cl, igin carpim ¢izelgesi

€ € €12
€4 1 €12 €2
€2 €12 1 -
en | € € -1

R*® Oklidyen diizleminin Clifford cebri Chyo reel 2x2’ lik matris cebrine

izomorftur. 1, ey, e;, e;2 baz vektorlerinin matris g6sterimleri Cizelge 2.2’ de

verilmistir.

Cizelge 2.2. Cl,, cebri baz vektorlerinin matris g6sterimi.

Clo R (2)

1 10
0 1

1 0)(0 1

e 0o -1)(1 o
0 1
€12 -1 0




2.3.2. Ug Boyutlu Oklidyen Uzay R>'°

R> %1 Clifford cebri Cls; e, €2, €3 ortonormal baz vektorlerine sahiptir.

Bunlarn ¢arpilmasiyla ey, €53, €3 olarak tanimlanan ii¢ lineer bagimsiz bivektor

ve ejp3 olarak tanimlanan bir trivektér(hacim elemani) ile birlikte sekiz baz

vektorii vardir. Bunlar:

1 : bir skaler

€1, €2, €3 . vektorler
€52, €13, €23 : bivektorler

€123 - bir trivektor

R3+° Oklidyen uzaymin Clifford cebri Cls ; elemanlar kompleks say1 olan 2x2°
lik matris cebrine izomorftur. Baz vektorlerinin matris gosterimleri Cizelge 2.3’

de verilmistir.

Cizelge 2.3. Cl;, cebri baz vektorlerinin matris gosterimi.

Clso c@

1 1 0
0 1
€1, €2, €3 0 1)Y(0 =i} (1 O
1 0){i 0)00 -1
€12, €135 €23 i "0 0 -1\ (0 i
0 —-i)’{1 0){i 0
€523 i 0
0 i

Cizelge 2.3 incelendiginde ey, €, €3 baz vektorlerine kars1 gelen matrislerin Pauli

spin matrisleri oldugu goriiliir. Pauli matrisleri gibi ey, ez, e3 baz vektorleri de,



elz=e2 =es =1 (2.14)
ere; = e =ie3, exe3=ex=ier,eze; =ey=ie;  (2.15)
€1€e3 = il (2.16)

bagmtilanim saglar. Cl3 cebrinin ey, ez, €3 baz vektorleri Cizelge 2.4” teki ¢arpim
Ozelliklerine sahiptir.

Cizelge 2.4. Cls icin garpim gizelgesi.

€ € €
e 1 ie; -ie;
e -iez 1 ie;
es ie; -ie; 1

2.3.3. U¢ Boyutlu Anti Oklidyen Uzay R03

RO3 anti-Oklidyen uzaymn Clifford Cebri de e;, e, €3 ortonormal baz
vektorlerine sahiptir. Ancak negatif tanimlanan bir uzay oldugundan

X =1x1€e; + x€3 + x3€3 2.17)
olarak verilen bir vektoriin buiylikligi

xx=-(r 2 +x” +x3°) (2.18)

olur. RO:3 ’{in ey, e, €3 ortonormal baz vektorleri asagidaki ¢arpim kurallarim

saglarlar:

Ao ley Tl e fne
ANaaoiy Universitest
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el=e =est=-1 (2.19)

eje;=-e6; , €1€3=-€3€1 , €2€3=-€3€; (2.20)
Bu bagintilar kuaternion cebrindeki birim kuaternionlara uygundur.

i=e; , j=e , k=e3 , ik=eee3=-1 (2.21)

e3 = eje; olmak iizere her kuaternion x = xol + x1e; + xpe; + x3eje; seklinde

yazilabilir. Clifford cebri Clp3, dual kuaternion denilen ve iki kuaternionun

toplam: olan H & H cebrine izomorftur. Baz vektorlerinin kuaternion ikilisi

gosterimleri Cizelge 2.5’te verilmistir.

Cizelge 2.5. Cly ; cebri baz vektorlerinin kuaternion ikilisi gosterimi.

Cly; HeH
1 (1,1)
€5, € € (1) , G>-3) » (k-K)
€3, €31, €12 (@) , Go) » (K:K)
ens -1,1)

2.3.4. Dort Boyutlu Oklidyen Uzay R4.0

R40 ’iin Clifford Cebri Cly, . €y, €2, €3, s ortonormal baz vektorlerine

sahiptir. Bunlann ikili, Giclii ve dortlii carpilmasiyla 16 baz vektorii elde edilir.
Bunlar:

1 : bir skaler
€1, €2, €3 : vektorler
€12, €13, €14, €23, €24, €34 ¢ bivektorler
€123, €124, €134, €234 : trivektorler

€1234 : bir 4-hacim elemam
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R40 | dort boyutlu Oklidyen uzaymn Clifford cebri Clyg , elemanlan

kuaternion olan 2x2 ’lik matris cebrine izomorftur. e;, e,, €3, €4 ortonormal baz
vektorlerine karg: gelen matrisler sunlardir:

2.3.5. Oklidyen Dogru R
Oklidyen Dogru R'= R’ nin Clifford cebri Cl;; 1 ve e; baz vektdrlerine

sahiptir. CI; g reel say: ikilileri olan R & R’ye izomorftur. Baz vektorleri igin

1%=e;’=1 ' (2.22)

carpim kurali gegerlidir. 1 ve e; baz vektorlerinin ikili gosterimleri Cizelge 2.6° da

verilmigtir.

Cizelge 2.6. Cl;, cebri baz vektorlerinin ikili gosterimleri.

Clio ReR
1 (L1)
e (1,-1)

2.3.6. Hiperbolik Diizlem R

R > in Clifford cebri Cl;; ; ey, e, baz vektorlerine sahiptir. Cl;; ;
elemanlan reel say1 olan 2x2’ lik reel matris cebrine izomorftur. ey, €3, €12 baz

vektorlerinin matris gosterimleri Cizelge 2.7 *de verilmigtir.

11



Cizelge 2.7. CI; ; cebri baz vektorlerinin matris gdsterimi.

(&%) RQ2)

| o)
()

2.3.7. Uzay-zaman R>'

R>! *in Clifford cebri Clsz; ; ey, €2, €3, €5 ortonormal baz vektorlerine

sahiptir. Bunlar:

812 = e;z = 032 =1 (2.23)
e =-1 (2.24)
euey = -€ye, s  HEV (2.25)

ozelliklerine sahiptirler. Cl3; cebri, elemanlan reel sayr olan 4x4’ lik matris
cebrine izomorftur. Ayrica o1, o3, o3 Pauli spin matrisleri kullanilarak 2x2” lik

matrisler olarak da yazilabilirler.
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2.3.8. Uzay-zaman R'*

R'? *in Clifford cebri CI, 3 ; elemanlar: kuaternion olan 2x2” lik matris

cebrine izomorftur. Cl; ; *iin baz vektorleri olan ve vy, 1, Y2, Y3 sembolleriyle

gosterilen Dirac-gamma matrisleri,

(10 (o i)y (0 5\ (0 k
YD_O -1 :Y]"""i 0:72_1. O,Ys_k 0

olup,
(v0)*=I (2.26)
() *=(r2)=(y3)*=1 2.27)
Yu¥v=YvYu, HFV (2.28)

bagintilarini saglarlar. Buradaki I birim matristir.

2.4. Clifford Cebirlerinin Simiflandirilmasi

Clifford cebirleri matematik ve fizikte kullamilmakta olan bazi cebirlere
izomorftur. Bunlan géstermek igin asagidaki izomorfizmler kullanilir[8,9,10]:

Clga = Cloo® Cly (2.29)
Clo20=Clp:®Cly o (2.30)
R () ® R (m) =R (nm) (2.31)
ROC=C (2.32)
R®H=H (2.33)
C® R (n)=C (n) (2.34)
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H®R (n) = H(n) (2.35)

HRH=z=R (4) (2.36)

CO®H=C(2) (2.37)

Buna gére Cl, o ve Cly, Clifford cebirlerinden bazilan sunlardir:

Clp;=C

Cli=ROR

Clpa=H

Choz=R (2)

Clo3=Cl 19 ® Clpz = (ROR) ® H=(RIH) ® (R®H)
Clopz3=HOH

Cly=Clp; ® Chy =C®R (2)=C(2)

Cho=C(2)

Clps=Chy®Clpy =R 2)®H=H(2)

Cloa=H ()

Clyg=Clyy ®Chy=H® R (2)=H(2)

Clps=Cho®Cly; =C(2)®H=(COH)®H=CQ® (H®H)
Clps;=COR (4)=C)

Clsp=Clps ®ChLoy=z=(HO®H)®R 2)=HOR (2))® (HOR (2))
Clspo=H(2) ® HQ2)

Clps=Clig ® Clpp =HQ)®H=(RQ2)®H)®H
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=RQ)PEOH)=RQ2)OR @) =R (8)

Clos= R (8)

Clso=Clps® Chy=HR)® R (2)=HO® R (2)) ® R(2)
=H®RR)®R(2)=H®R (4)=H®)

Clso=H(4)

Cloz= Clso® Clyz = (H (2) ® H(2)) ® H= (H(22) ® H) ® (H(2) ® H)
= (RQ)®H® H)® (R(2) ® H® H)
2(RQOBRA)O(RQ)OR )

Clo7= R (8)® R (8)

Cli= Clys ® Chp=C#)®R (2)2CO® RMAO R (2))=CO R (8)

Clho= C(8)

Clps=Clsg® ClprzH@) @ Hz=R 4) @ EOH) =R ) ® R (4)

Clps= R (16)

Clgo= Clps ® Cho=R (8)® R (2) = R (16)

Clps= R (16)

n < 8 i¢in Cly, o ve Cly, cebirleri Cizelge 2.8” de goriilmektedir.

Cizelge 2.8. n <8 icin Cl,, ve Cly,, cebirleri.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Cha || C H | HGH | HQ) c4) REB) | RBBR®) | R(16)

Cho (R | ROR | R) | €@ | HO) | HE®HE) | BE) C@) ,7;(15)
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Clifford cebirleri daha genel olarak Cls seklinde ifade edilir. r ve s’nin
degerlerine gore karsilik gelen cebirler

Clr—l—l,s-{-l = Clr’s ® CZ]’[ (2.38)

izomorfizmi kullanilarak bulunur. Bu izomorfizme ve Cizelge 2.8’e gbre bazi
Cl; s cebirleri sunlardir:

CIG,QER CILUE.:R@ R

Clo,l =C Clg,(} =R 2)

Clgrz =H Cfg,o =i (2)

C10,3 =H®H szj,g =H (2)
Cloa=H(2) Clio=HQ2)®H Q)
Clhs=C(4) Clso=H4)
Cls=R (8) Clz0=C(8)
Clo7=R(B) @R (8) Clso= R (16)

Cfo,s =R (16)

Cll,l =R (2)

Cli2=Clo1 ® Cl=COR (2)=C(2)
Clis=Cl2®Cli=HO®R 2)=H (2)
Clia=Clys®ClL=(HOH®RQ)zHQ)OH(Q)
Clis=Cloa® Cli =H(2)® R (2)=H (4)

Clig=Clos ® Cl; =C (4) ® R(2)=C (8)

Cly7= Clog ® Cliy =R (8) ® R(2) = R (16)

Chs=Clp7®Cly; =(RB)OR®)® R (2)=R (16) ® R (16)
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Chy=Clio®Cli=(ROR)OR2)=R 2O R (2)
Chy=Cl; ®CliizsRQORQR) =R @)
Ch3=Clh,®Cl;=C(2)®R (2)=C4)
Cha=Cli3®ClhL=HQORQ)=H @)
Chs=Cl,®Cl,=(HQ)OHQ2)ORQ)=H@)OH®@)
Che=Cls® Cli; =H(4)® R (2)=H (8)

Ch7=Clis® Cl1 =C@8) ® R (2) =C(16)

Chs=Ch:®Cli =R (16)®R 2)=R (32)

Ch12Cho®Cl;=zRQRQ)OR2)=R 4)
Clha=Ch1®Ch12(RQ)ORQNOR () =R 4)® R (4)
Cli3=Chy® Ch =R @) BRQ2) =R (8)
Chaz=Ch;®ClL;=C4)QR (2)=C(8)
Chs=Chs®Cl,1=zH@)QR2)=H ()

Clig=Chs® Cly = (H (4) ® H (4) ® R (2) =H (8) ® H(8)
Cliz=Che®Cl =H (8) ® R (2) = H (16)

Chg=Ch;®Ch,=C(16)®R (2)=C(32)

Cli =Cho®Cl;=CQ)®R(2)=C4)
Cliz=Chi®Chi=R#ORQR)=R (8)
Cliz=Clha®Cli=(RAOR@)ORQR)=RB)OR (8)
Clas=Cl3®Clii=RB)®R (2)= R (16)

Clys=Cli4® Cly; =C(8)® R (2)=C(16)

Clig=Cls®Cly =H 8)® R (2)=H (16)
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Cli7=Cls® Ch,=(H @) ®H@®)®R (2)=H (16) ® H (16)

Clig=Clh;® Cl =H (16) ® R (2) = H (32)

Cls1=Clio® Cly 1 =H (2) ®R (2) = H (4)

Cls2=Cly; ® Cli;=C (@) ® R (2)=C (8)
Cls3=Cliz®Cli=RB)® R (2)=R (16)
Cls4=Cli;®Cli;=(RB)ORB) R (2)=R (16) ® R (16)
Clss=Clis® Cli =R (16) O R ) =R (32)

Cls¢=Clys® Cl,1 =C (16) ® R (2) =C (32)

Cls7=Clig® Cly =H (16) ® R (2) = H (32)

Clsg=Cly7® Cly = (H(16) @ H(16) ® R 2)=H (32) ® H(32)

Cle1=Clspu®Cl=(HQ)OHR)OR Q) =H @) ®H®4)
Cls2=Cls ® Cly = H (@) ® R (2) =H (8)

Cls3=Cls2® Cli; =C(8) ® R (2) =C (16)

Clea=Cls3®Cli =R (16)® R 2) =R (32)

Clss=Cls4® Cli = (R 16) O R (16) ®R (=R (32) O R (32)
Clos=Clss®Cl =R (32) O R (2)= R (64)

Cls7=Clsg® Cli1=C(32) ® R (2) =C (64)

Cleg=Cls7® Cl = H (32) ® R (2) = H (64)

Clh1=Clso® Cl, =H@A)® R (2)=H (8)
Cly=Cleo® Chy=(H@)OH@) QR 2)=H () O H (8)
Cli3=Cls; ® Cli = H (8)® R (2) =H (16)

Clha=Cls;®Cl;=C(16) ® R (2)=C(32)
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CI‘,',s = C16=3 ® Cll,l =R (32) ®R (2) =R (64)
Clig=Cl4® Clii=(R(B2)ORB)OR (2) =R (64) ® R (64)
Cl17=Cles® Cli =R (64) ® R (2) = R (128)

Clig= Clgs® Cly1 =C (64) ® R (2) = C (128)

Clg1=Clo® Cli =C(8) ® R (2) =C (16)

Clgz=Cl1 ® Cly; =H (8) ® R (2) = H (16)

Cls3=Cl;2® Clyy = (H(8) ® H (8)) ® R (2) = H (16) ® H (16)
Clsa=Cl3® Cly  =H (16) ® R (2) = H (32)
Clgs=Cha®Cli1=C(32)® R (2)=C (64)

Clss=Clhs®Cl =R (64) QR (2) =R (128)

Cly7=Clig® Clyy = (R (64) ® R (64)) ® R 2) = R (128) ® R (128)

Czs’s = Cf}',:f ® Cll,l = ;R (128) ® rfR (2) = rfR, (256)

r<8 ves <8 icin Cl,; cebirleri Cizelge 2.9’ da gbriilmektedir.
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Cizelge 2.9. r <8 ve s <8 i¢in C/, ; cebirleri.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 R C H AeH| HQR) 4 | @) |R®OREB)| KR3U6)
l lgoR | RQ@ @ FR) |FE) H(4) ) R(6) |RU6)
SHE) @ R(16)
2 RE) |RE) R(4) C4) A@4) |H@ H®) C(16) R (32)
® H(4)
BR(2)
® H(8)
4 H(Q2) C4) R (8) R(8) R (16) C(16) H(16) |H(16)®H(16) H(32)
SR(8)
5 |HE) F4) C(8) R316) | R(16) | R(32) C(32) H(32) |H@E2)
® H(2) ® ®© H(32)
R(16)
6 H@4) |H@) H(8) Al16) [ R32) | R(32) R (64) C(64) F(64)
OH(4) 5
R (32)
7 C®) | H®) [RE®SHE®) [H16) [ CB2) [R@s) |R64) |R(128) C(128)
® R(64) |® R(128)
8 | Rue) | C16) H(6) [H(16) | HE2) | C64 |R(128) |R(128) R(256)
¢ ® R(128)
H(16)
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olur. Carpimi,

ab=(ap+ae; +ae; + a3e1e2)(b0 +bie; + brey+ b3e1eg)
= agbo + agb; €1 + agbyez + agbze et ajboe; + a;biege; + a1byere;
+ ajbsejejext arbper + azbreze; + azbrezes + arbsesere:

+ asbpeses + azbejese; + ashrereses +aszbsejezere;

= agbo + ajb; + axb; - asbz + (agb; + ajbg + azb,- azbs)ey

+ (agbytazbg + a;bs - asby)ex + (aghs + azbg + a;b; - azby ey 3.6)

seklinde elde edilir. Katsayilar,

agbot arb; + azbz- azbs =¢y

agb; + ajbo+ azby - a3 = ¢

agby + azbg + a1b3 - azb; = ¢,

agbs +azbo+ajbz- az bi=c3
olarak alinirsa bu iki vektoriin garpimi

ab= Cp+ C1e1+ Crez+ Caeqz . (3.7)

olur. Denk (3.4),

a.b=ab; +ayb (3.8)
aAb = (a;by —asbyer2 (3.9)

olmak {izere ikiye ayrilabilir. Denk (3.8), a ve b’ nin skaler veya nokta garpimi,
Denk (3.9) ise a ve b’ nin dig veya wedge g¢arpimt olarak adlandirilir. Bir vektoriin
karesi vektoriin bityiikl{igiiniin karesine esit oldugundan iki vektdriin toplaminin

karesi
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(@a+b)y’=|a|?*+|b|*+ab+ba (3.10)
dir. Pisagor teoreminden ,
la+b|*<|a|?*|b|*+2ab (3.11)

yazilabilir. Denk (3.10) ve Denk (3.11)” den hareketle
a.b=-:1£(ab + ba) (3.12)

bulunur. Bu ¢arpima “nokta ¢arpim” veya “i¢ ¢arpim” denir. Vektorler birbirine
dik ise

ab=0 (3.13)
olur ve Denk (3.12)’ den
ab =-ba (3.14)

olur. a ve b vektorlerinin “wedge carpimi” veya “dig ¢arpim™

aAb=~12— (ab-ba)=- bAa (3.15)
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dir. Clifford garpimi ig¢ ¢arpim ile dig carpimin birlesimidir. I¢ ¢arpim ve dis
carpim geometrik ¢arpimdan (Clifford ¢arpimi) elde edilebilir. Buradan Clifford
carpiminin en temel ¢arpim oldugu sonucu ¢ikarilabilir[11,12]. Yani,

ab=a.b + aAb (3.16)

olur. Esitligin sag tarafindaki birinci terim, garpimin simetrik; ikinci terim
antisimetrik kismidir. aAb garpimi a vektorii ile degisimli olmadigindan skaler
degildir:

a(aAb)=a%(ab—ba)= %( | a| b - aba)= %(bla | %- aba)

(bat2 + aba)

b |

= (bAa)a=- (aAb)a (3.17)

aAb’ nin karesi negatif oldugundan bir vektor degildir:

(aAb)(aAb)=(% (ab - ba))2=i (@b)*-2]a|?[b|*+ @a)’)

(@Ab)’  =@b)*- |a|*|b]? (3.18)

(a.b)’< |a|?|b]|? (3.19)
oldugundan,

(aAb)’<0 (3.20)
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dir. aAb’ ye bivektor denir ve kenarlar1 a ve b olan yonlii paralelkenar oldugu
Sekil 3.1 de gosterilmistir. aAb bivektdriiniin biiyiikliigli bu paralelkenarin
alanidir. aAb ve bAa bivektorleri ayni alana, aym biiyiikliige sahiptirler ama zit

yonliidiirler.

| aAb | =] a;b; — asb; | (3.21)

a
b b 5
anb bAa
;;"-—

Sekil 3.1. aAb ve bAa carpimlarinin geometrik anlam.

Eger bivektor bir A skaleri ile carpilirsa alan |A|kadar biiyiir. A negatif ise
degisiklik ters yonde olur. aAbAc carpimi ise bir trivektordiir[13]. Bu ¢arpim
Sekil 3.2° de gosterilmistir.

Sekil 3.2. aAbAc carpiminin geometrik anlami.

aA(bAc) = -;— (abAc + bAca) = (aAb)Ac (3.22)
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cA(aAb) = -;— (c(aAb) + (aAb)c) = % (( cAa)b + b(cAa) + a(b.c) - (b.c)a)

cA(aAb) = (cAa)Ab (3.23)

buradan bir vektoriin bir bivektor ile wedge ¢arpiminin simetrik oldugu goriiliir.

Wedge carpim
ajAaA...Aa, i n>3 (3.24)

tic boyutlu uzayda sifirdir ve herhangi bir trivektor, i birim trivektriin ¢arpimu ile
ifade edilebilir. Adindan da anlasilacag: gibi i birim trivektoriinlin biiytikligi
1°dir. Birim trivektdr, {i¢ boyutlu uzay cebrinin diger tiim elemanlariyla
degisimlidir. i birim trivektorii {ic boyutlu uzayda sanal birimdir. aAb bivektorii

ile a x b ¢apraz ¢arpimi arasinda
a x b =-i (aAb) (3.25)

bagmtisi vardir. Sekil 3.3° de goriildiigii gibi burada axb vektdrii aAb diizlemine
diktir.

axb

aAb

a st

Sekil 3.3. a x b vektoril.
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3.2. Bir Vektoriin Bilesenleri, Izdiisiimleri,Yansimasi ve Dénmesi
Iki bileseni olan bir r vektorii r= o a+ b ile gosterilsin. & katsayisi,
rAb=(«a a+ S b)Ab= o aAb+ SbAb= o aAb

rAb

= 3.27
aAb Ll
ve [ katsayisi benzer sekilde
aAr=aA(« a+ fb)= ¢ aAa+ faAb= faAb
aAr
= — 3.28
p= (3.28)

olarak hesaplanir. r vektoriiniin bilesenleri Sekil 3.4° de gbsterilmistir.

% rAb

> =

aAb

Bb
‘_p(al\r

0 aa a

Sekil 3.4. r vektdriiniin bilesenleri.

a ve b vektorleri arasindaki ¢ agis1 (0<@ <180°) olmak iizere, a vektdriiniin b

vektoril lizerindeki dik izdiisimi Sekil 3. 5° de gosterilmistir.

Sekil 3.5. a vektoriiniin paralel ve dik bilegenleri.
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a vektOriinlin b vektorii lizerindeki a; paralel bileseni , Bbirim vektoriiniin

b

a ile skaler carpimidir:
b b
ag= |a|Cosng = [al|b|CosrpW (3.29)

Bagka bir deyisle a’min paralel bileseni ay ,ab= |a|[b|C'os¢) skaler carpimu ile

b = ﬁ vektoriiniin ¢capimidir. Bu nedenle,
b -1
ag =(a.b)—];?=(a.b)b (3.30)

yazilabilir. Bu son ifade a vekt6riiniin b vektorii {izerindeki izdisiimlerinin, b

vektoriiniin uzunluundan bagimsiz oldugu anlamina gelir. a vektoriiniin a, dik
bileseni, a-a; farki ile bulunur.
= a—an=a-(a.b)b'1
=(ab-a.b)b'=(aAb)b™
=-b"(aAb)=b" (bAa)
=(bAa)b™

a =(aAb)b’ (3.31)

Omek: r =5 e;-e; olarak verilen bir vektoriin iki bileseni a = e;— 2 e; ve
b = e; +e; olduguna gore & ve S katsayilarim bulunuz.

Coziim: Once rAb, aAb ve aAr garpimlari yazilmalidir.

rAb =% (rb-br)= % [(5er-e2)(ert+ex)-(erter)(Ser-e2)] =6era
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1 1
aAb = = (ab-ba)= o [(er-2ez)(ertez)-(ertez)(er-2e2)] =3erz
Denk. (3.27) den =2
1 1
aAr T3 (ar-ra)= 5 [(e1-2e2)(Ser-e2)-(Ser-ez)(e1-2e2)] =9erz

Denk. (3.28)’ den B=3

elde edilir. Bulunan ¢ ve g katsayilar kullamilarak r vektorii
r=aatfb=2a+3b

seklinde yazilir.

Clifford sayilarinin cebirsel dzellikleri yansimanin gdsteriminde uygun bir
yoldur [14]. Bir r vektoriiniin a vektdrii lizerindeki yansimast olan r’ vektorii

Sekil 3.6°da gosterilmistir.

Sekil 3.6. r vektoriiniin bilesenleri ve a vektoriine gore yansimast.

r vektorii, a dogrultusundaki paralel ve dik bilesenleri cinsinden

——— (3.32)

ile tanimlanir. r vektoriiniin a vektoriine gore yansimasi ise

¥ =r =T, (3:33)
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tir. Denk (3.30) ve Denk (3.31) kullanilirsa,
r'=(r.a)a’- (rAa)a’= (r.a-rAa)a’ =(ar+aAr)a’=ara’ (3.34)

Ayni r vektoriiniin a dogrultusundaki goriintiisiiniin b vekt6rii dogrultusundaki

yansimasi ise

r"=br'b'=bara'b’ = (ba)r(ba)’ (3.35)

ifadesiyle verilir. Burada dénme operatérii

R =ba (3.36)
olarak alinirsa
r=RrR! (3.37)

olur. Sekil 3.7° den goriildiigl gibi a ve b arasindaki ag1 ¥ olmak lizere r' ve
r" arasindaki a¢i1 2y ’dir. Bu iki yansima operasyonunun bilesimi a ve b

vektorleri arasindaki aginin iki kati olan dénmeye esittir [15,16].

I

.Sekil 3.7. r, r', r" vektorleri arasindaki agilar.
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Buna gore ba ¢arpimimi yeniden hesaplamak igin bilesenlerine ayirmak yararli

olacaktir. Vektorler a = aje;+ ares+ aze;ns ve b =bje;+bres+bzeqn ve

<,>:V xV vektor uzayinda ig¢ ¢arpim olmak iizere;

‘R =ba=b.a+bAa

=a.b-aAb
=<a,b>] -<axb> e -<axb>e;-<axb>3ep (3.38)
bulunur.
ab=|a| |b| Cosy (3.39)
| aAb |=| axb |=|a| |b]| Siny (3.40)

bagintilar: bu vektdrlerin uzunluklarini verir. a ve b birim uzunluktaki vektérler
olduklarindan

<a,b>=Cosy , | axb [=Siny | (3.41)

tir. Bu nedenle satir matrisi gdsterimiyle;

ax b= ((axb);,(axb),,(axb);) = Sin y(n;,n2,n3) (3.42)

seklinde yazilir. ny, n, n3, a x b eksenel vektoriiniin dogrultu kosiniisleridir. Buna

gbre R donmesi

R=1 COSI]J— Sin \p(me1+np_e2+n3eu) (3 43)
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olur. i agist dénme agis1 € ’nin yarisidir. Buna gére
0 . 6
R=1Cos 5 -Sin 5 (njegtnyex+nse;s) (3.44)
elde edilir. R’den R™"’i elde etmek icin @ yerine — 6 yazmak yeterlidir.
1 € .. 6
R7= ICOSE +Sm5(nlel+n2e;+n3e12) (3.45)

Ayrica Denk (3.44) ve Denk (3.45) kutupsal formda

i
=e ? (3.46)
i
Rl=e?2 (3.47)
olarak yazilabilir.

32



4. UZAYDA CLIFFORD CEBRI

Ug boyutlu uzayda geometrideki ve klasik mekanikteki problemlerin
¢oztimiinde Clifford cebri kullanisli bir yoldur. Vektorler, diizlemler, hacimler ve

vektorel islemlerde kullanilabilir.

Ug boyutlu R>'° Oklidyen uzaymn Clifford cebri Cl3 iin baz vektorleri,

cebirsel 6zellikleri, matris gosterimleri Boliim 2.3.2° de tanitilmustir. Cl3° te bir u
keyfi elemam skaler, vektor, bivektér ve hacim elemaninin toplami olarak

yazilabilir.
4.1. Vektorlerin Clifford Carpim

Cl; o Clifford cebrinde a ve b vektorleri, a = aje; + aze; + aze; ve b =Db,e;

+ byes + bses olsun. Bu iki vektériin toplama,

a+b=(aje; +aze; + azes) + (bje; + baez + bses)

a+b = (ajb1)e; + (azby)ez + (azbs)es 4.1

olarak bulunur. Bu vektorlerin ¢arpimu,
ab = (ae; + aze; + a3e3) (bye; + bye; + bies)
= ajbjese; + arbsere; + arbsere; + arbiese; + abreses + arbseses
+ azbreze; + asbrezer + azbseses
Birinci,besinci ve dokuzuncu terimlerde Denk (2.14), digerlerinde Denk(2.15)

kullanilirsa,

ab=(ajb; + aby +azb3) 1 + (albz - asb;) ege; + (azbs - asby) eze3
+ (asb; - aib3) ese; 4.2)

elde edilir. Ayrica, ab#ba’ dir. Bu denklemin hem skaler, hem bivekt6r bileseni

oldugu goriiliir. Denk (4.2)’ deki 17 in katsayisi yani ¢arpimin skaler bileseni, a ve
b’ nin skaler veya i¢ garpimi olan
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1
<a,b>= E(ab+ba) =ab, +a,b,+a,b, (4.3)

tiir. Ayrica, ejes, e2€3, €3e; baz elemanlarinin katsayilar: axb ¢apraz ¢arpiminin iig
bilesenidir. Biitiin miimkiin ¢arpimlar incelendiginde {1, e, e2, €3, e1e2, €23, €3€;,
ejeze3} baz elemanlar: tarafindan tanimlanan 8 boyutlu uzay elde edilir[17].
Bunlardan 1; bir skaler, ey, 2, €3 ; li¢c vektdr, ejes, eze3, €3€; ; Uic bivektor ve ejeqzes

ise bir hacim elemanidir. Bunlar Sekil 4.1” de gosterilmistir.

€1€2€3
€3

€3€1

:‘/‘ &» eze3
(=

€2

€1€2
€1

Sekil 4.1. e;e;, e;e; ve ese; bivektorleri ve e;ese; hacim elemaninin gdsterimi.

4.2. Bir Vektoriin Yansimasi ve Donmesi

Bir keyfi a vektorii, n birim vektor (n*=1) olmak iizere, n birim vektdriine

paralel ve dik bilesenlerinin toplami cinsinden yazilabilir.

a=n’a=nna=n (n.a + nAa)

a=a +a, 4.4)
Burada,
a; =ann , a,=nnAa (4.5)

dir. Bir a vektoriiniin n’ ye dik diizlemde yansimasi,
a= a, +a;=nnAa-a.nn
=-n.an-nAan

a=-nan (4.6)
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olarak yazilabilir. Vektorler Sekil 4.2” de gosterilmistir.

—&

Sekil 4.2. Bir a vektoriiniin n’ ye dik diizlemde yansimasi.

m ve n boyunca uzanan diizlemde bir donme, iki ardisik yansima
demektir. Bu donme Sekil 4.3” te gosterilmistir. Baslangi¢ vektorii a ile sonug
vektorii ¢ arasindaki a¢i, m ve m arasindaki aginin iki katidir. m ve n arasindaki
aginin 6 olmasi halinde ardisik iki yansimanin sonucu mAn diizleminde 26

acistyla yapilan bir dénmeye karsilik gelir.

Sekil 4.3. iki yansimadan meydana gelen donme.

a vektSriiniin m’ ye gbre yansimasi,

b =-mam 4.7)
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ve b vektoriiniin n’ ye gbre yansimasi

¢=-nbn =-n (-mam)n = nmamn (4.8)
dir.

R =nm (4.9)
olarak tanimlanirsa dénme,

c=RaR’! (4.10)

seklinde yazilir[18]. Buradaki dénme operatérii olan R niceligine kisaca rotor

denir. R rotoru,

R =nm = n.m +nAm = cosd + nAm 4.11)

dir. mAn diizlemindeki birim bivektsr B>=1 olmak fizere

B= mAn
Sin6

(4.12)

olarak tanimlanir[15,18]. Sekil 4.3 teki dsnme B bivektorii cinsinden yazilirsa,

R = cosb — B sinb (4.13)

olur. Bu ifade, bir kompleks sayinin kutupsal gosterimi haline getirilebilir. Bunun

icin, birim bivektdr B, birim imajiner gibi diistiniiliir ve
?{ = e-Be (4‘14)

elde edilir. Donme 20 kadar oldugundan, 6 agis: kadar olan bir donmeyi temsil

eden bir rotor,
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R =¢B/2 (4.15)
olur. Buna gore, bir a vektoriiniin 6 agis1 kadar donmesiyle elde edilen a’ vektoril
g =0y ehti2 (4.16)

seklinde yazilir. Bu vektdr Sekil 4.4° de goriilmektedir.

»

Sekil 4.4. Ug boyutta bir dénme.

R rotoru iki birim vektoriin geometrik ¢carpimi oldugundan

KRR =nm (nm)’ =nmmn=1=R"'R (4.17)

oldugu goriiliir.

a’ =RaR’ (4.18)

olarak yazildigindan Denk (4.17) gz dniine alinarak ters doniistimii
a=R"'a'R 4.19)
seklinde ifade edilebilir.
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5. CLIFFORD CEBIRLERININ FiZIKSEL UYGULAMALARI
5.1. Koordinat Sistemlerinde Newton’un II. Yasas1
5.1.1. Kartezyen Koordinatlarda Newton’un II. Yasas:

Kartezyen koordinat sisteminde hareketli bir par¢acigin konumu zamanin
fonksiyonu olarak

FO)=x®7 +y(t)] +2(0k (5.1)
vektorii ile tantmlanir. 7 konum vektorii Clifford cebriyle
r = x(t)e; +y(t)ez + z(t)es (5.2)

seklinde gosterilir. Hiz vektorii ise

V= %— — x()e; +y ez +z(t)ez3) = % €1 +%— e +% e3 (5.3)

dir. Ivme vektori,

2 2 2
dv _d afx dy dz _d’x dg) dze3(5.4)

€+
dt*

seklinde yazilir.
M kiitleli bir parcaciga etkiyen ' kuvveti Newton® un II. Yasas1’ nda

F=Ma (5.5)

olarak tamimlanir. Kiitle skaler bir nicelik oldugundan Clifford cebrinde M= M.1
olarak yazilabilir. Buna gére Denk (5.5),

2 2 d? '
T S Ze3) (5.6)

F=M
( dr? dt? dt

seklinde yazilir. Bu par¢acigin momentumu kiitlesi ile hizinin ¢arpimidir:

P=MV (.7)
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Momentum Clifford cebrinde,

de dy  dz
P=M(—et+t—ey+t— 5.8
¢ dt = dt . dt ) ©-8)

olur. Bir diizlemde bulunan ve yer vektorii 7 (t) olan bir pargaciga ayni diizlemde

kalan bir * kuvveti etki ederse meydana gelen tork,
FxF (5.9)

olarak tammlanir. 7 ve F vektorleri aym diizlemde kalirlarsa 7 vektdrii bu
vektorlere diktir. Tork, Clifford cebrinde yazilirken Denk (5.2) ve Denk (5.6)
kullanilirsa

d’x d’y . d’z
T=r x F=(x()e+y(t)es+z(t)es) x[ M et e+ e
x F=(x()erty(Dextz(t)es) x| (dtz et 3)]

d*z _d*y d’x dz a‘r2
=M -Z e +H(z —)e 5.10
[(yal,er drz)l(dr )2( y —)es] (5.10)

Konum vektorii 7 (t) ve momentumu P olan bir pargacigin agisal momentumu

7 x P (5.11)

olarak tamimlanir. A¢isal momentum Clifford cebrinde yazilirken Denk (5.2) ve
Denk (5.8) kullanilirsa,

L =r x P=[(x(t)erty(t)extz(t)es) x M (% eﬁ% eﬁ%e;;)]

-M[(yﬁ-zd—y)l z —;‘X—)ez 2y e 1)

Omek: 7 (t) = 3ti +3t* j +2¢° k konum vektoriine sahip olan cismin t=2s

amindaki hizini ve ivmesini hesaplayimz.
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Coziim: Konum vektorii Clifford cebriyle
r=3te; + 3t° e+ 2t €3
seklinde yazilir. Hiz vektorii,

V=£= Z (te; + 3t ex+2C e3)= 3e;+6ter+ 6t e;
dt dt
olur.t=2 s anindaki hiz,
V=3e;+12e;+24 e3

bulunur.ivme vektorii,

a2%= %(3e1+6te;+6t2ee3)=6e2+ 12tes

olur.t=2 s anindaki ivme

a=6e;+24 e;

olarak bulunur.

5.1.2. Diizlem Kutupsal Koordinatlarda Newton’ un II. Yasasi

Diizlemde hareket eden bir par¢acigin konumu

FO=x®I+j®)] (5.13)

ile verilmisse bu pargacigin kutupsal koordinatlarda ifade edilmesi igin Sekil

5.1°de verilen

x=rCosB, y=rSin0 (5.14)
olan bilesenleri kullanarak
7(t)=rCos0 i +rSinb j (5.15)
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olarak yazilabilir.

> x

Sekil 5.1. Kutupsal koordinatlarda 7 vektdril.

Bu vektér Clifford cebrinde

r=r Cosb e; +r Sinb e, (5.16)

seklinde ifade edilebilir. Bu pargacigin hiz vektori,

ar d
V=—=—(rCosb + Sin6
7 dt( 0sO ey +rSinb e3)
ar dé dar deé
=(—Cos0-r—Sin0B ) e; + (—Sin@+r—~Cosé 517
(dt rdr e (dr " dt )% GAD

ve ivme vektori,

a—ﬂ- i((fg—jiC 0 - rﬁSmB)e1+(—Sm6‘+r§ECosl9)ez )
dt dt dt
d’r dr df d*o

a= (—C s 0 2;73 B-rTSnG-r(—) Cos B)ey
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2 2 2
+(i2£Cos9+2£d—9Cos8+rd fcosg—r(d—g-) Sin@) e; (5.18)
dt dt dt dt dt

C)rnek; Bir pargacik 7 (t) = t ( Cos oot i +Sin ot 7 ) ile tammlanan bir

yoriinge lizerinde hareket ediyor. =15 rad/s agisal hiziyla hareket eden bu

parcacigin t=2s anindaki hiz ve ivme vektdrlerini bulunuz.

Coziim: 7 (t)=t%(Cos ot i + Sin ot })
vektorii Cly ¢ Clifford cebrinde

r=t* ( Cosot e; + Sinwt e, ) seklinde ifade edilir.
Bu pargacigin hizi Denk (5.9) dan,

v=2r
dt

=2t (Cos ot e; + Sin ot &) + t* (- ® Sin wt e; +©Cos ot e2)

V =2t Cos ot -*oSin © t) e; +( 2 t Sin ot + t* ® Cos of) e
olur. t=2 s anindaki hiz,
V=-26,56¢; + 71,6 e,

bulunur. Pargacigin ivmesi Denk (5.10) dan,
av . . B
a= ) = ( 2Cosot — 2toSinot — 2te Sinet —t° ®” Cos wt) e;

+(2Sin ot + 2 to Cos ot+2toCosot-t'o” Sinot)e;

olur. t=2 s aninda ivme,
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a=-832,28 ¢; -345.8 ¢,
bulunur.
5.1.3. Silindirik Koordinatlarda Newton’ un II. Yasasi

Hareketli bir pargacigin konum vektdrii Denk (5.1)" deki x, y ve z
bilesenlerinin Sekil 5.2 de gosterilen silindirik koordinatlardaki kargiliklar olan

x =pCosp, y=pSing, z=z (5.19)
ifadeleri yazilip diizenlenirse
7 (t) =(pCoso) 7 +(pSing) ; +zk (5.20)

olur.

Sekil 5.2. Silindirik koordinatlarda 7 vektdrii.
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Clifford cebrinde ise

r = (pCoso) e; + (pSinp) e2 +z €3 (5.21)
olarak yazilabilir. Hiz vektorii,

d
\% ~?: == (pCospe; + p Singe; + ze3)

dp do . dap . do dz
i 2yt + (=8 +p — 2 i 5.
( ” Cosp-p . ine)e; + ( » inp+p ” Coso) e; > e; (5.22)

ve ivme vektorii,

dv dp dp . do .. d’p
a= — =(—— -2(——)(—)Sino-p ? si C
7 =t & Cosp-2( & X dt) p-p o S p( ) 0sp)e;
d’p .. dp d’p
+H—= Sinp+2(— Coso+ C S
(dtz ng (dt )( ) 0sQ pd2 oswp( ) ingp)e;
d’z
+ ?03 (523)
olarak yazilabilir.

5.1.4. Kiiresel Koordinatlarda Newton’ un II. Yasasi

Hareketli bir pargacigin konum vektorii Denk (5.1)’ deki x,y ve z
bilesenlerinin kiiresel koordinatlardaki karsiliklar olan Sekil 5.3 te gosterilen

x =r Sinb Coso, y=r Sinf Sing, z=1Cosb (5.24)

ifadeleri yazilip diizenlenirse
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7 (t) = (r SinB Coso)  + (rSin0Sing) ] + rCos6 k (5.25)

olur.

AZ

~

>y

Sekil 5.3. Kiiresel koordinatlarda ¥ vektorii.

Clifford cebrinde ise
r=r SinB Coso e; + rSinb Sing e, +rCosO e;3 (5.26)
olarak yazilir. Hiz vektori,

A" =% = % (r Sinb Coso ey + r Sinb Sine e; + r Cosb e3) (5.27)

W do do . ;
V =( — Sin® Coso+r — Cos6 Cosp -r —— Sin0 Sinp) e
( dt ORISR dt ? dt ?)er

do

—= SinB Cosop) e
di 0) €2

“"(-di Sin6 Sing +r 49 Cos6 Sing +r
dt dt
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+( %COSB -r % Sin ) e3 (5.28)

olarak yazilir. Ivme vektorii,

d2 dr do dr do

a= @ -2 — —— SinB Sing
dr dt

2 2

S 'jj ‘? CosB Sing +r ‘;f CosB Cosp -1 ‘;f’

Sinb Sing

-1 (% )*>Sind Cosg - r (-‘g‘?’f Sin® Coso ] e

7 4
2 ” sindSinp+2 & 49 coso Sinp+2 % 22 Sind Coso
dt  dt dr dt

+

2 2
+21 29 22 o5 Cospr r L2 Cosd Sing +r 22
dt dt dt dt

SinB Coso
-t (% )* Sind Sing - r (%)2 Sin® Sing ] e,

2
+[d Cosb - ZEEES no - rg——qS inb-r (—) CosB ] e3
dar’ dt dt dr?

(5.29)
5.2. Donme Hareketinin incelenmesi

Clifford cebrinin uygulama alanlarindan biri de klasik mekaniktir. Clifford
cebri ozellikle donme ve Gteleme hareketlerini tanimlayan sistemlerde uygulama
alanlann bulmustur[20]. Bir cismin donmesiyle ilgilenirken, cismin kati cisim
olarak kabul edilmesi kolaylik saglar. Bir kati cisim, sekli bozulmayan veya biitiin
pargacik giftleri arasindaki uzaklhiklamn sabit oldugu bir cisim olarak
tanimlanir[21,22].

5.2.1. Euler Acilan

Kati cismin durumunu belirlemek amaciyla orijini kat: cismin kiitle
merkezinde bulunan bir yardimeci koordinat sistemi tamimlamak gerekir. Kati
cisim koordinat sisteminin (KCKS) eksenlerinin dogrultularini, bu yardime:

sistemin eksenlerinin dogrultularina gore belirlemek yeterlidir. Orijinleri ayn1 olan
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bu iki koordinat sisteminin eksenlerinin dogrultular: birbirine bir dik matrisle

baghdir[23]. x ekseninin XY diizlemine dik izdiisiimiiniin dogrultusu ile X ekseni
arasindaki ag1 @ olsun. Izdiisim dogrultusundaki eksen x  ekseni ve z ekseni Z
ekseniyle aym olsun. y' ekseni x , y ve z eksenleriyle bir sag el kartezyen

koordinat sistemi olacak sekilde segilirse y ekseni Y ekseniyle @ agisim yapar.

Bu eksenler Sekil.5.4” te gosterilmistir.

X

Sekil 5.4. X, Y, Z eksenleriyle x, y, z eksenlerinin herhangi bir andaki durumu.

X'y z sisteminin eksenleri, yardimci sistemin eksenlerine gdre saat
yoniiniin ters yoniinde, birbirine paralel olan z ve Z eksenleri etrafinda ¢ agisi

kadar doner.Bu donme Sekil 5.5 teki 1 dénmesidir.
Z z

~_lv

X
X
Sekil 5.5. Z ekseni etrafinda saat yoniiniin tersi yoniinde @ ayso:y:a donme.
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Sekil 5.5’ de goriildiigli gibi x ve y eksenleri X ve Y eksenlerinin

olusturdugu diizlem icinde kalir. x', y' ve z eksenlerinin dogrultularindaki birim

vektorleri ; I , } , Eile X, Y, Z eksenlerinin dogrultularindaki birim vektérleri de

i, j ,K ile gosterilirse,

i'=Cosp 1+ Sing J (5.29.2)

j =-Sing I+ Cose J (5.29b)

b= (5.29¢)
bulunur.

z ekseniyle Z ekseni arasindaki a¢t 6 olsun. Z ekseninin dogrultusundan z
ekseninin dogrultusuna gegmek icin x'y 'z sistemini x ekseni etrafinda saat

yoniiniin ters yoniinde © agis1 kadar dondiirmenin yeterli oldugu Sekil 5.6° dan

kolayca goriilebilir.

Sekil 5.6. x ekseni etrafinda saat yoniiniin tersi yonde 6 agisiyla doénme.
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Yeni eksenlere x ',y ve z' eksenleri denirse Sekil 5.6° dan goriildiigii gibi
y ekseni y'z' diizleminin icinde kalirken x" ekseni y'z" diizlemine diktir. x",

y', z" eksenlerinin dogrultularindaki birim vektorleri i, ;' ve k' ile

gosterilirse
i =T (5.30.a)
" =CosO ] +Sin0k’ (5.30.b)
k'=-Sin®j +Cosd k' (5.30.c)
olur.

x ekseni, x ekseninin XY diizlemine dik izdiisiimiidiir. x ekseni ile x’
ekseni arasindaki ag1 y olsun. X 'y z eksen takimi z ekseni etrafinda saat yoniiniin
ters yoniinde y agis1 kadar dondiiriildiigiinde xyz eksen takimi elde edilir. Sekil
5.7 de gosterildigi gibi x ekseni x  eksenine gére saat ydniiniin ters yoniinde y

acis1 kadar donmiis olsun.

Sekil 5.7. z ekseni etrafinda y acis1 kadar dénme.

49



X, Y, z eksenleri yoniindeki birim vektorler,

i=Cosy i " +Siny j" (5.31.a)
j=-Sinyi" +Cosy " (5.31.b)
k=Fk (5.31.¢)

olur.
Artik XYZ eksen takimindan xyz takimina gecisi saglayan doniislimiin

matrisi kolaylikla yazilabilir. XYZ sisteminden x y Z sistemine gegisi veren

matris
Cosp Sing 0
B=|-Sinp Cos¢p 0 (5.32)
0 0 1

x'y Z sisteminden x'y"z" sistemine gegisi veren matris

1 0 0
C=|0 Cos@ Sin6 (5.33)
0 —-Sin@ Cos@

dir.x'y z" sisteminden xyz sistemine gegisi saglayan matris de

Cosy Siny 0
D=| -Siny Cosy 0 (5.34)
0 0 1

dir. Bu ii¢ matris ddndiirme igleminin uygulanis sirasina gore garpilirsa

Anadolu Universites!
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Cosy Siny 0)(1 0 0 Cosp Sing 0
A=DCB=|-Siny Cosy 0||0 Cos6 Sinf ||-Sinp Cosp 0
0 0 1){0 —Sind Cosé 0 0 1

CospCosy —SinpCos@Siny  SingCosy + Cos@pCos@Siny  Sin6Sinf
=| —CospSiny —SinpCos@Cosy —SingSiny + CospCos@Cosy  Sin6Cos8
SingSin@ —Cos¢Sin6 Cos@

(5.35)

elde edilir.
¢, 6 ve y agilarina Euler agilan denir. ¢ ve y agilar 0 ile 2 & arasinda, 0

agist 0 ile m arasinda degisir. Koordinat sistemleri birbirine gére hareket ederken
her ii¢ ac1 da zamanla degisir. Sistemlerin orijinleri ¢akisik oldugundan sistemler
birbirine gore ancak donebilirler. xyz sisteminin XYZ sistemine gére dénmesini
karakterize eden, @ agisal hizidir. Bu agisal hizi1 KCKS’ ye gore soyle yazilir:

Z ekseni etrafinda yapilan dénmede (Sekil 5.5  teki 1 donmesinde) agisal

hizin biiytikliigii %-;ﬁ ve dogrultusu da K birim vektdriiniin dogrultusudur. @

vektoriinii xyz sisteminde yazmak igin K birim vektoriinii 7 , ] ve k cinsinden
hesaplamak gerekir.

Bunun i¢in Denk (5.29), Denk (5.30) ve Denk (5.31) denklem setlerinde
verilen degisik koordinat sistemlerinin birim vektdrleri arasindaki bagintilar
birlestirilirse,

7= (CospCosy-SinpCosdSiny) I + (SinpCosy+CoseCosOSiny) J
+ (Sin® Siny) K (5.36)

j’= (-Sin@Siny-SingCosbCosy) I+ (-SineSiny+CospCosbCosy) J

+ (SinBCosy) K (5.37)

k= (Sinp CosB) I —(Coso Sin6 ) J+ (Cosb) K (5.38)
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bulunur. Denk (5.35) Sin y, Denk (5.36) Cos v ile ¢arpilip taraf tarafa toplanir
sonra bu toplam Sin 0 ile ¢arpilir ve Denk (5.37) Cos 0 ile garpilip tekrar taraf

tarafa toplanirsa K birim vektorii,
K =Sin0 Sin v i +Sin © Cos y j + Cos® k (5.39)

olarak elde edilir. Buradan z ekseni etrafindaki dénmeye (1. dénme) ait agisal

hizin,

czi,:d—‘f g =d—‘f (Sin® Siny 7 +Sin® Cosy ] +Cos® k) (5.40)

oldugu goriiliir. x* ekseni etrafindaki donmede (2. d5nme) agisal hizin biiyiikligi
% ve dogrultusu da # = Cos y i+ Cos (y + %) j olur. Buna gore x'

etrafindaki dénmede agisal hiz,

. _ do do

By 7 = (Cos y f+Cos(qJ+g~)})
@, =§(C08w i-Sinyj) .

dir. z ekseni etrafindaki donmede (3. dénme) agisal hizin biiylikliigi dd—!’: olup

etrafinda dondiiriilen eksen £ birim vektoriiyle belirlenen eksendir. Buna gore

- _dy ;
B, = _&% i (5.42)

olur. Toplam agisal hiz,
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O=0,+0,+ ),

o= %(SmBSmwt +Sin® Cosy j + Cos 0 k)

d9 ~ : - dlp’ 2
+—(Coswy i-Sinwy j)+—— k
% (Cos ¢ V) =

d : . a~ = = -~
@ = (_di_’ SmBquﬁ% Cosy) i + (%? SmBCosxp-ijf— Siny) j

do dy  »
+(——Cosb+—)k 5.43
= o) (5.43)

bulunur.
5.2.2. Bir Noktasi Sabit Donen Topag¢ Hareketi

Clifford cebrinde kullanighi bir uygulama, bir noktasi sabit, dénen topag
problemidir. Bu problemle ilgili en 6nemli 6zelliklerden biri dSnme hareketindeki
parametrelerdir. X, y veya z etrafindaki d6nmelerin matris g&sterimi biraz
kalabaliktir. Diger yandan {i¢ boyutlu Oklid uzayinda bir dénme, koordinat
eksenleri etrafinda {ic donmeye ayrlabilir. Donen bir topa¢ icin donme
doniigiimleri genellikle Euler agilan kullamilarak gosterilir[24]. Donmeyi
tanimlamak i¢in bagvurulan bir yontem Euler agilarini (@, 6, v) kullanmaktir[25].
Bunlar, baslangictaki eksenler kiimesi {e;, e;, €3}’ ten yeni eksenler kiimesi
{e;,e,,e;}’ e donmeyi tanimlar. Eksenler icin gogu kez (x, y, z) = (x,y,z)
ifadesi kullanilir.

Birinci donme, Boliim 5.2.1° deki birinci donme gibi e;e; diizleminde e3

ekseni etrafinda saat yoniiniin tersi yoniinde ¢ agis1 kadar ise bu dénme i¢in rotor,

R ,=exp (-e1e20/2) = e (5.44)

olur. ikinci dénme B&liim 5.2.1° deki ikinci ddnme gibi e; ekseni etrafinda 0 agisi
kadar ise, bu donme i¢in diizlem,

IR, iR, " =R,ee3R," (5.45)
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olur. Buradaki I, ii¢ boyutlu trivektor birim elemandir ve
RIRT=IRR' =1 (5.46)

kosulunu saglar. Ikinci donme i¢in rotor,

Ro=exp ((RoeesR," 0/2)=R, e?R (5.47)
olur. Bu iki d6nme birlestirilirse R rotoru,

R =Ry R, PR g2 (5.48)

seklinde elde edilir. Ugiincii dosnme de Boliim 5.2.1° deki tigincii donme gibi e3

ekseni etrafinda y agis1 kadar ise bu dénme igin diizlem,

IR'e,R'=R"ee,R"’ (5.49)
ve rotor,
Ry=exp(-R ee,R T y/2)=R"eu¥2R " (5.50)

olur. Bu ti¢ donme birlestirilirse,

R— %w R g e-ele,w 2 e-ezesef 2 e-ele,‘i’a' 2 (5' 5 1)

elde edilir. Denk (5.35)” de verilen A matrisi ile karsilastirildiginda Denk (5.51)
in daha sade ve iglemlerinin daha basit oldugu goriiliir.

Clifford cebri kullanilirken bir keyfi eksen etrafinda donmeyi gdstermek
kolaydir. Sabit bir nokta etrafinda hareket eden bir kat1 cismin hareketi problemini

incelemek, sadece gézlemcinin uzaysal koordinatlarinda bir noktanin
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koordinatlarini ifade etmemeli, kat1 cisme baglanan cisim koordinat sistemini de
ifade etmelidir. Bunu yapmak igin Clifford cebri uygun bir yéntemdir. Clifford
cebrinin tanimindaki

eiej + eje; = 20;; s e =1 (5.52)
ifadelerini saglayan elemanlar bu cebrin baz elemanlarim verir. Pauli spin

matrisleri gibi 4x 4’ liik Dirac matrisleri de bu kosullari saglarlar. Bunlar:

00 0 1 0 0 1 0 10 0 0
0010 |00 0 -1 o1 0 o
T"=lo1000°"7]1 0 0 o™ o 0 -1 o
1000 0 -1 0 0 00 0 -1
olup ikili ve iiclii carpimlar
[0 -1 0 O] 0 0 -1 0
1 0 0 0 0 0 0 1
T 2=V = 0 0 0 -1l 'l'sz:"l'zsxl 0 0 0
0 0 1 0 0 -1 0 0
8 O 6 7] 0 -1 0 0
0 0 10 L 0 0 0
Y3¥1=VTs = 0 -1 0 o0l” YV Y35 Vi3 = 00 0 1
-1 0 0 0] 0 0 =10

dir. Dirac matrislerinin bir lineer kombinasyonu vektor, v¥,,,7,; Ve Ys,'in lineer
kombinasyonu bivektor ve vy,,; ¢arpimi bir trivektordiir.

Topacin simetri ekseninin alt ucu bir koordinat sisteminin orjininde sabit
olsun. Bu koordinat sistemi topacin cisim koordinat sistemidir. Topacin cisim

koordinat sistemi Sekil 5.8’ de goriilmektedir
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X

Sekil 5.8. Topacin cisim koordinat sistemi.

Bu topag kendi ekseni etrafinda y(t) agis1 kadar doniiyorsa y(t)’ ye dsnme
ac1s1 denir ve bu ag¢i cismin dénmesinin biiyiikliigiidiir. Dé6nme agist Sekil 5.9° da

goriilmektedir.

/\

Sekil 5.9. Topacin dénme agist.

B(t) egim agisi, diisey z ekseni ve topacin simetri ekseni arasindaki agidir.
Yani 6(t), z ekseninin diiseye gore egikligini verir. ¢ (t) ile topacin diisey eksen

etrafindaki enlemi olgiiliir. Egim agis1 Sekil 5.10” da goriilmektedir.
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Sekil 5.10. Topacin egim agist.

Topacin doénmesi iki basit donmenin birlesimi olarak diisiiniilebilir.
Birincisi topacin y(t) agisi kadar dénmesi, ikincisi 8(t) egim agisiyla ddnmedir.
Ikinci donme icin donme ekseni, xy diizleminde (-Sing, Cos¢g, 0) dogrultu
kosintisleriyle olur. \

Birinci dénme operatérii basitge
Ronme= 1 Cos L —y,,Sin2 (5.53)
2 2
Ikinci dénme operat6rii
7, o . .6
Regim= 1 Cos—2—+TnSmESm¢—'yslSmECos;ﬁ (5.54)

Topagtaki bir keyfi nokta wuzay koordinatlarinda x ve cisim

koordinatlarinda x, ile gosterilirse,
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x=Rx R’ (5.55)

dir. Burada
R =%e§im %’dﬁnme (5 % 6)

R doénme operatorii Euler agilar cinsinden ifade edilebilir:

RZ(I Cos%—y,sz i ][I Cos—z——ynSm %)[I Cos—E WZE —¥,Sin [”;E] (5.57)

Dénen bir topacin hareket denklemini elde etmek icin kinetik enerji 7" ve
potansiyel enerji V ifadelerini elde etmek gerekir. Kati cismin kinetik enerjisi

= % (g2 av (5.58)
ile ifade edilir. Burada g(x), x noktasindaki kiitle yogunlugu ve %, x’ in zamana

gore tiirevidir. R dénme operatdriiniin zamana gore tiirevi R ile gosterilirse Denk

(5.55) ten
#=RxR1+R x, (R) (5.59)
i =R(RR x, - x. R-TR)R-T

(#)2=(R-1R x. - x, R-1R)2 (5.60)

R-1(%)2R=(R-R x, - x.R-1R)2 (5.61)
Denk (5.57)’ den,

R=ReRa+ReRa (5.62)

R-1=Rg 1 Re"! (5.63)

elde edilir. Bu nedenle

58



R-T 9.{=md'1 (‘Re’z‘f{e) %d+%d'1§{d (5-64)

bulunur. Hesaplama siirdiiriiliirse

O |
RIR=— (07, + 01, +01) (5.65)

elde edilir. Burada

o, = —gSin@Cos(y — ¢)+ 6Sin(y — ¢) (5.66)

w, = §Sin6Sin(y — ¢5) +&Sin(y — ¢) (5.67)
o, =y — (1 —Cos6) (5.68)

Benzer bir hesaplama Euler agilar ile yapilirsa verilen denklemler Denk (5.43)’ te

bulunan
@, = §,Sinb,Siny ; +,Cosy (5.69)
®, = @5Sin@,Cosy , + 6, Siny (5.70)
o, = 3,CosO, +yr; (5.71)

denklemler olarak elde edilir. Denklemler karsilastirildiginda

0, =0 - (572)
b =947 - (5.73)
Wy = W*¢“% (5.74)
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oldugu goriiliir. Denk (5.60) ve Denk (5.65)’den
@ =) +@) + @) [x.) > 0,0 = (5.75)
Jk

elde edilir. Bu sonug Denk (5.58)’de yazilirsa,

T =-;-ij,‘(0}&),‘ (5.76)
ik

bulunur. Buradaki

1,= J‘g(x)[(xc)2 ~(x!f Jﬂ'V (5.77)
1, =—[g(xx! xtav (j = kigin) (5.78)

Iy, sembolii eylemsizlik momenti katsayilarim gosterir. Eger topag silindirik
simetrikse simetri ekseni olarak cisim koordinat sisteminde x3 veya z ekseni
tanimlanabilir. Ciinkii silindirik simetride j#k ise [z = 0 oldugunu kanitlamak
kolaydir. Ornegin,

\
Iy=1;= “_U_[g(‘\;‘ x* +y? ,z}czdxdydz
=— m g(r,2)r*zCos6drdGdz
= —TCOSQd@ Hg(r, 2)r’zdrdz = 0 (5.79)
]

Benzer sekilde I;; = I>; oldugu gosterilebilir. I;; ve I, I ; ve I3, I3 ile gosterilirse

T:%I, @, +(mz)2]+-;—f3(a)3)2 (5.80)
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bulunur. Denk.(5.66), Denk.(5.67) ve Denk.(5.68) kullanilirsa

T= %1, [(;:5)2 Sin*6 + (6 ]+ %13 [y — 41— Coso)f (5.81)
elde edilir. Ayrica esitlik Euler agilari cinsinden,

T'= %L [(ég J sin6, +(6, f ]+ %13 (7 +$:Cos6, ) (5.82)

Topacin kiitlesi M ve biitiin kiitlesi simetri ekseni {izerindeki bir sabit
nokta olan kiitle merkezinde toplanmis olsun. Bu noktanin topacin ucuna uzaklig1

h olsun. Sekil 5.11” de gdsterilen bu topag icin potansiyel enerji
V = MghCos@ (5.83)

dir.

Sekil 5.11. Topacin agirlik merkezi.
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Bulunan kinetik ve potansiyel enerji ifadelerinden Lagrange fonksiyonu,

L=T—V=%Il [(gsg J sin’0, + (6"5)2]+—;—I3 (5 +65Cos6, | - MghCost  (5.84)

seklinde elde edilir. Topag hareketi igin 6, ¢ ve ¥ genellestirilmis koordinatlardir.

i[a—"j} g (5.85)
dt\8j) &g

olarak verilen Euler-Lagrange denklemlerindeki q genellestirilmis koordinatlar:

topag¢ hareketi igin 6, ¢ veya y’dir.Bu denklemler ¢oziildiiklerinde 6, ¢ veya y

genellestirilmis koordinatlar1 zamanin fonksiyonu olarak belirlenir.
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6. SONUC

Bu g¢aligmada Clifford cebirlerinin klasik mekanikteki uygulama alanlari,
vektor cebrine gére kolaylik saglayip saglamadigi incelenmistir. Clifford
cebirlerinin tanimi yapilmis, en gok bilinen diizlem ve uzaylar igin bu uzaylara
kars1 gelen Clifford cebirleri incelenmistir. Clifford cebirlerinin baz elemanlari,
bunlara ait carpim o6zellikleri ve matris gOsterimleri verilmis, n < 8 igin
simiflandirma yapilmistir. Daha sonra diizlemde ve uzayda Clifford cebirleri
incelenmis, vektorlerin Clifford ¢arpimlari, bilesenleri, yansimalan ve donmeleri
aciklanmustir.

Clifford cebirlerinin fiziksel uygulamalar1 olarak ¢esitli koordinat
sistemlerinde Newton’un II. Yasas: olarak bilinen dinamigin temel kanunu
incelenmistir. Dénme hareketi 6nce Euler agilan kullanilarak sonra Clifford cebri
ile bir noktas: sabit, donen topag 6rnegi {izerinde incelenmistir.

Skaler ve vektorel niceliklerin Clifford cebriyle gosterimi miimkiindiir. Bir
cismin bir eksen etrafinda dénmesi halinde Euler agilan ve d6niisiim matrisleri
kullamlir. Eger arka arkaya birden fazla donme varsa matrislerin sayis1 da artar.
Dontistim matrisleri yerine Clifford cebrindeki doniisiim bagintilar1 kullanilirsa
islemler ¢ok daha kolay ve hizli bir sekilde yapilabilir. Clifford cebirleri klasik
mekanikteki uygulamalarda istenilen tistiinliigii gosteremese de cisimlerin donme
hareketinde oldukea kullanighdir.
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