PLATONIK KATILARIN VE
MOLEKULER SIMETRININ
CLIFFORD CEBIRIYLE INCELENMESI

Abidin KILIC
Doktora Tezi
Fen Bilimleri Enstitisii
Fizik Anabilim Dali
Haziran-2004

Anadols Univeroies,
Mf&?kez K‘:', ey

2yferi




JURI VE ENSTITU ONAYI

Abidin KILIC’in Platonik Katilarin ve Molekiiler Simetrinin
Clifford Cebiriyle Incelenmesi baslikli Fizik Anabilim Dalindaki Doktora
Tezi 28.06.2004 tarihinde, asagidaki jiri tarafindan Anadolu Universitesi
Lisansiisti Egitim-Ogretim ve Sinav Yonetmeliginin ilgili maddeleri uyarinca

degerlendirilerek kabul edilmigtir.

Ad1 Soyadi imza

Uye (Tez Damismant)  Prof. Dr. Kudret OZDAS

Uye Prof. Dr. Mustafa SENYEL
Uye Prof. Dr. Selami KILICKAYA
Uye Prof. Dr. Mahide KUCUK

Uye Yard. Do¢.Dr. Murat TANISLI

Anadolu Universitesi Fen  Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun
30.06.2205tarih ve 23\’( ...... sayili karariyla onaylanmgtir.

Enstitii Miidiri

Prof. Dr. Altug IFTAR

Fen Bilimleri Enstitiisi
Miadara



OZET

Doktora Tezi

PLATONIK KATILARIN VE MOLEKULER SIMETRININ
CLIFFORD CEBIRIYLE INCELENMESI

ABIDIN KILIC

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Fizik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Kudret OZDAS
2004, 103 sayfa

Bu tezde Clifford cebirinin genel bir tamimi yapildiktan sonra,
farkhh boyutlardaki geometrik oOzellikleri incelenmis ve cebirsel
islemlerinin arastirilmasinin sonrasinda da simetri
operasyonlarina uygulanmistir. Altin oran ve Platonik katilara
ait yansima diizlemleri ve donme eksenleri belirlenmis, Clifford
cebirinde tamimlanmis simetri operasyonlari, Platonik katilara
uygulanmistir. Platonik katilarin simetri gruplar:
olusturulmustur. Clifford cebiriyle gerceklestirilen bu simetri
operasyonlarimin sagladig: avantajlar ve gosterim kolayliklar:

ortaya konmustur.

Anahtar Kelimeler: Clifford cebiri, Platonik Kkatilar,
Tetrahedron, Kiib, Oktahedron, Ikosahedron, Dodekahedron,

Simetri operasyonlari, Grup teori.



ABSTRACT

PhD Thesis

AN INVESTIGATION OF PLATONIC SOLIDS AND
MOLECULAR SYMMETRY WITH CLIFFORD ALGEBRA

ABIDIN KILIC

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Physics Program

Supervisor: Prof. Dr. Kudret OZDAS
2004, 103 pages

In this thesis, after the general definition of the Clifford
algebra, the geometrical properties of Clifford algebra in
different dimensions are investigated, it is also applied to the
symmetry operations, as well. Golden ratio and the rotational
axis and planes of reflection are defined belonging to the
Platonic solids. Symmetry groups of Platonic solids are
established. The symmetry operations defining the Clifford
algebra are applied to the Platonic solids. Advantageous and
compact representations of symmetry operations with Clifford

algebra are obtained.

Keywords: Clifford algebra, Platonic solids, Tetrahedron, Cube,
Octahedron, Ikosahedron, Dodecahedron, Symmetry operations,

Group theory.

Anadolu Oniversitetit
Merkez Kitiiphant



TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasinda, bilgi ve birikiminden daima

yararlandigim feyz aldigim degerli hocam,

Prof.Dr.Kudret OZDAS’a,

yardimlarini hi¢cbir zaman esirgemeyen,

Yard.Do¢.Dr.Murat TANISLI’ya,

degerli hocam,

Prof.Dr.Mustafa SENYEL’e

biiyiik 6zveri ile destegini esirgemeyen

esim Banu’ya

tesekkiir ederim...

ii



ICINDEKILER

L0 Y/ /1 S i
ABSTRACT ..ccuitiiiinietirieieieireieieittteetertereereesesesansnrasens ii
g1 ORS00 1 L 1 2 SR iii
ICINDEKILER. ... uciiiiitiiiniirecettnecnetesnec e eeesscnnesesnenenes iv
SEKILLER DIZINT.....ooiiiiiiiiiiiiccinerecceees viii
TABLOLAR DIZINI........civoivniiiiiiiiiiiniincintcencineenees ix
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI......cccocoiiviinnnnnnnnen. x
1 €5 4 21 £ 1
2. CLIFFORD CEBIRI.......uciinnniiinnniiinniiinnnicninnccnnnecnnes 5
2.1 Altuzaylar..... ... 5
2.2 Tki-vektdrler.................oo 6
2.3 Oklidyen Diizlemi.....................co.ooiiiiii 8
2.4 Ug BOYUL. ..o 10
2.5 Ugvektorler.............o 12
2.6 n-vektorin Derecest ... 12
2.7 Cokluvektorler............ ... 14
2.8 Geometrik Carpim................ 15
2.9 1¢ CarpIm. ... e 21
2.10 I¢, D1s Ve Geometrik Carpim..................ocoeeiieiiiininn.. 23
2.11 R? de CI;’nin Matris Gosterimi......................cocoeeeenn... 24
2.12 R® de Cl3’iin Matris Gosterimi...................cooceieiiniinn... 24

iv



3. CLIFFORD CEBIRINDE CEBIRSEL ISLEMLER............ccueee... 26

3.1 Bir Cokluvektorin Derecesi................cooooooiieeiiiiiiiiii . 26
3.2 Bir Cokluvektoriin Tersi..................ccooooiiiiiiiiiii 27
3.3 Sankiskalar (pseudoscalar)..................coooooii 29
3.4 Bir Cokluvektorin Duali................................ 29
3.5 Bir Cokluvektoriin Izdisimii ve Dik Bileseni........................... 31
3.6 Yansima Operasyonul..............ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee e 33

4. CLIFFORD CEBIRININ DONME OPERASYONLARINA

UYGULANMASL....oittiiiitrmmececsrarssssessssssssssssssssssssssnsassosssssssssssses 36
4.1 Oklid Diizleminde Dénme Operasyonu...................................... 36
4.2 Oklid Uzayinda Donme Operasyonu.................c...ccceeeviueeeee... 41

5. ALTIN ORAN VE PLATONIK KATILAR......ccceeeruerreervesversesanes 48
5.1 ARIN OTan.....coeiiiiiiiiiiiie e 50
5.2 Platonik Kat1lar............ooooiiiiii 53
5.2.1 Platonik Katilarin Geometrik Ozellikleri........................ 54
5.2.1.1 Tetrahedron. ..ot 56

S 2. 1.2 KUP.. oo 58

5.2.1.3 Oktahedron..................c.ooooii i 60

5.2.1.4 Tkosahedron....................oooiiiiiiii 61

5.2.1.5 Dodekahedron..................c.ooo. e 63

6. PLATONIK KATILARIN SIMETRI GRUPLARL.............ccceueee.. 68
6.1 Grup Kavrami.............ooooiii 68
6.2 Permitasyon Grup Kavrami.................. 68
6.3 Alt Grup Kavrami................ooi 69




6.4 Tzomorf Gruplar.......................cioiiiiiiiii e 70
6.5 Bir Grubun Devirli Alt Gruplart.......................................... 71
6.6 Temel Hareket Gruplart....................................................... 73

6.6.1 Diuzgun Bir Cokgenin 3-boyutlu Uzaydaki Kongruanslar1 74

6.6.1.1 Verilen bir Geometrik Seklin Uzayda veya

Diizlemde Kongruanslart Grubunun Genel

Grubu..... 75

6.7 Platonik Katilarin Simetri Gruplart....................................... 76
6.7.1 Tetrahedronun Simetri Grubu.............................. 76
6.7.2 Kiibiin Simetri Grubu...............coooooiiii 78
6.7.3 Oktahedronun Simetri Grubu.............................. 80
6.7.4 Tkosahedronun Simetri Grubu........................ 82
6.7.5 Dodekahedronun Simetri Grubu.................................. 83

7. PLATONIK KATILARIN SIMETRI OPERASYONLARININ
CLIFFORD CEBIRIYLE INCELENMESI.....cucetteeeecrnneeceessacnnee 86

7.1 Tetrahedronun Simetri Operasyonlarinin Clifford Cebiriyle

INCElENMESI. . oo 86

7.2 Kiibiin Simetri Operasyonlarinin Clifford Cebiriyle

I0CE OMMESI . oo 89

7.3 Oktahedronun Simetri Operasyonlarinin Clifford Cebiriyle

IRCELEIIMES. . oo 91

7.4 Tkosahedronun Simetri Operasyonlarinin Clifford Cebiriyle

I0CEIEMEST. . oo 94



7.5 Dodekahedronun Simetri Operasyonlarinin Clifford Cebiriyle

INCEIEMIMESI. .o oot 96
TARTISMA, SONUC VE ONERILER 100
KAYNAKLAR 102

vii



2.1
2.2

2.3

2.4
2.5
2.6
2.7
3.1

3.2

4.1
4.2
4.3
5.1
5.2
53
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9
6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7

SEKILLER DiZiNi

NOKLa GaTPIIN. ...oooitiiiiiiiiii e e ee e eee e e taee e 6

G vektorinin, b vektorilne WZanIML.................o.eoveeeeerrerereenn, 7

b vektoriinin, @ veKtoTiine UZANIML. ............o.vveeeeoereeeeeeeeee.. 7

Iki-boyutlu uzayin bazlars................ocooovoeiiiiececeeeeeee e 8

Ug-boyutlu uzayin ikivektor bazlart....................ccooovvivineeen.n. 11
Ug-VeKtor. ..o, et e, 12
Bir vektor ile ikivektorin ic garpimi.............c.cooooivviiiiniiiiiiennanne. 22
d vektorinin, B ikivektorii iizerindeki bilesenleri..................... 31
a vektériiniin, B ikivektori iizerindeki yansimasi....................... 35
Euclidian diizleminde bir dogru..........ocovmiiiiiiinriiniiicicere e, 40
Keyfi segilmig bir diizlemde donme.................cooooviiiiiiinniiinnan., 42
DODME OPETASYOMU..ce.uuuiiireierrrientiiareeeeeeirennaeneeasreecetnranesoeseecenns 46
Altin oranin elde edili$i...........ocevvviiiiieiiriiiiiie e 50
F N LA (1 107 L | W OO ORIRN 51
Diizgiin besgende altin oIan...............ooooveiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 52
TetrahedIon. ... e 57
| o T PSPPSRSO 58
OKtahedron.........c.ovviiiiiiiiii e et e 60
TKOSANEAYOM. ..ot eeee ettt s e 62
Dodekahedron...............coooiiiiiiimiiiiiii 63
Dodekahedronda altin oran. ..........cooooeeviii 66
EsKenar SGZeM......oc.iiiiiiieeiiinir e ceceniai e e 69
FN 15 35 | T U SO P U UP PR ORI TRPPR 73
Tetrahedronun yansima ve donme operasyonlari.................co..e.e. 75
Kiipiin yansima ve donme operasyonlan............................. 77
Oktahedronun yansima ve déonme operasyonlari........................... 79
Ikosahedronun yansima ve donme operasyonlart..............cccooueeee. 81
Dodekahedronun yansima ve donme operasyonlari....................... 83

Aracioiu U

Mariez NWlione




2.1
2.2
23
2.4

2.5

2.6

5.1
5.2
53
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8
6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10
6.11
6.12
6.13

TABLOLAR DIiZIiNi

Iki-boyutlu uzayin dereceleri...........coooovviviiviriiiieiee e 13
Ug-boyutlu uzayin dereceleri.............ceevevveervieecreicreieeie v 13
Clodekibirim bazlar............cooiiiiii e 14

Iki-boyutlu Clifford uzayinda dis garpim igin birim bazlarin olasi
kombinasyonlari..........ccoooooviiiiiiiiiiiiii e 19

Ug-boyutlu Clifford uzayinda dis ¢arpim icin birim bazlarn olasi

kombinasyonlari.............ooiiiiiiiiiiiiii e 20

Ug-boyutlu Clifford uzayinda i¢ ¢arpim icin birim bazlarin olasi

kombinasyonlar...........c.ooooiiiiiiiiiii e 23
Plato'nun ilk kurami............... 53
Platonik katilara ait biiyiiklakler...............ociiiiiiiini s, 55
Platonik katilarmn Schléfli sembolii ile temsili............................ 55
Tetrahedronun kése koordinatlari......................cooooieiiiininniinnn.. 57
Kiipiin kose koordinatlari..............ccoooveveniriiiniinneriinn e 59
Oktahedronun kose koordinatlari..........................oiiiiiiiniinennnn, 60
Ikosahedronun kose koordinatlari............ccoeeeeeeveeeioeiineeeiiiiineenn, 62
Dodekahedronun kége koordinatlart.........................o.iinnl, 64
S5 grubunun toplama operasyonu grubil...............ooevveveriieienereneens 68
Ry SIubM. ..o e e e 70
Devirli grubun toplam tablosu............ccoeooiiiiiiiiii, 72
Tetrahedronun yansima OPerasSyONU.........coocieiuuneeeneeeunneennreennonerns 76
Tetrahedronun d6NME OPETASYONU. ........eeeericiiiieireriicreieneennereenes 76
Kiipiin yansima OPETaSyOIUL. .........ccceuumueiiimumneemmnnraariiineneeriaaranes 78
Kiipitn dONmMe OPErasyONU.........ceeeriiiirinieretmmunneeimmieaaaciineeseananess 78
Oktahedronun yansima OPETasyOmnU........c....oieimmuereemmiineriraineneeeenes 80
Oktahedronun donme OPerasyoni.........cccccvvvmuieriiiiiieeeniirin e eneees 30
ikosahedronun yansima operasyonlart...............ccocoeevcvveeeninnneenns 82
ikpsahedronun donme operasyonlari............ccoevvveeeiiiniiiininiciinnnn.. 82
Dodekahedronun yansima operasyonlart.................cocoviiieinnnns 84
Dodekahedronun dénme operasyonlari...............coooeoiniiiienns 84

ix



QU

s

=

SIMGELER VE KISALTMALAR DizZiNi
birtm bazlar
vektor
cokluvektor
karmagik say1
bir ¢okluvektoriin s. dereceli kismu
nokta g¢arpim
vektorel carpim
i¢ carpim
dis carpim
vektoriin tersi

vektdrun duali

c¢oklukuvektoriin tersi

¢oklukuvektorin duali

Versor

versorun tersi

birim baz eleman

geometrik cebirin sanki skalari

doniigiim matrisi

a vektorinin B ikivektoriine dik bileseni

a vektoriniin B ikivektorii tizerindeki bilegeni
grup

altgrup

x-ekseni etrafindaki dénme matrisi



D, y-ekseni etrafindaki donme matrisi

D z-ckseni etrafindaki dénme matrisi

z

xi
Anadoly Universites,
R~ sdeme Mittiinhar -



1. GIRIS

Clifford cebiri, adindan da anlagilacag tizere William Kingdon
Clifford tarafindan ilk kez 1878 de American Journal of Mathematics Pure
and Applied adl1 dergide “Application of Grassmann’s Extensive Algebra”
baglikli makalesinde ortaya konulmugtur. Clifford daha ¢ok Grassmann’in
eserlerinden etkilenmigtir. Clifford cebiri matematiksel fizigin en temel
teorilerinden biri olarak yerini almistir. Ozellikle Clifford garpimi olarak

adlandirilan islem oldukga onemlidir.

Baglangicta, Wessel, Argand ve Gauss bazi 2-boyutlu problemleri
¢ozmeye calisirken, kompleks sayilarin faydasimi gordialer ve ozellikle
donme operasyonunun tammlanmasinda sanal sayilarin exponansiyelinden
yararlandilar [1]. Geometrik cebirde sanal sayilarin exponansiyeli,
ozellikle donme operasyonunun tanimlanmasinda oldukg¢a kullamgh ve

temel bir metottur.

Bir sonraki agamada Hamilton, kompleks sayilar1 3-boyutlu uzaya
uyguladi ve meshur kuaternion cebirini olugturdu. Hamilton’un fikirleri
cagdaglar1 arasinda oldukga etkili oldu. Grassmann ve Clifford,
Hamilton’un fikirlerinden yararlanarak modern geometrik cebiri

olusturdular.

Grassmann’in cebiri kuaternion cebirine olduk¢a benzerdir.
Grassmann e; hiper sayilarim yonli birim dogrular olarak tanimladi.

Herhangi bir vektort
a;e; ( 1.1 )

bigiminde yazdi. Burada a; skalar bir sayidir. Grassmann bu hiper sayilar

i¢in iki carpma tamimlad:. Bunlar i¢ garpim,

e -e =e.-e =0, (1.2)

ve dig ¢arpim

ene, =—e;Ne (1.3)



dir. Bu ifadeler 2. Boliimde ayrintili olarak ele alinacaktir. Grassmann dis
carpimin sonucunu yonlu bir alan olarak tanimladi ve 2 den fazla boyutlu
cisimler i¢in bu cebiri uyguladi. Bir ¢ok matematik tarihgisine goére
Grassmann 6mriniin son yillarinda nokta ve dig ¢arpimi bir arada, merkezi

(central) ¢arpim adiyla tanimladi:
db=a-b+ank (1.4)

Merkezi c¢arpim, Clifford’un vektor carpimi ile ayni ifadededir.
Grassmann bu ifadeye Clifford’dan tamamen bagimsiz olarak ulagt:.
Clifford ise Grassmann’dan esinlenerek bu galigmay: gergeklestirmis ve
merkezi garpimi gostermigstir. Hamilton’un kuaternion cebiri de bu cebir
iginde tamimlanabilir. Clifford 1878 yilindaki makalesinde bu ¢aligmasini

yayinlamig ve cebire geometrik cebir adini vermistir.

Matematikgilerin basit olarak birlestirilmis geometrik cebiri bulmak
i¢in gosterdikleri ¢abaya karsin, fizikgiler hibrit sisteme adapte olmuslard:
bile. Ta ki Gibbs’e kadar...

Gibbs vektorler igin iki ¢arpim tamimladi. Grassmann’dan
esinlendigi i¢in i¢ ¢arpim ve kuaternionlardan esinilendigi vektorel (cross)
carpim. Iki vektoriin, vektorel garpimi bir digiincii vektorii verir. Gibbs’in

cebiri buna yakind: ve baska ek elemanlar gerektirmiyordu.

Gibbs’in cebiri elektromanyetizmadaki problemleri ¢ozmeye gok
uygundu ve bu nedenle kisa zamanda yayginlagti. Ancak vektor garpimi
degisimli olmadigindan ve ¢ok-boyutlu sistemlere

genellestirilemediginden bazi problemlerin ¢6ziiminde basaril: olamad:.

Sonugta, Clifford cebiri, bu zayif cebirler tarafindan kusatilmig
halde, 19 yy.n sonunda ortaya ¢ikt1 [2]. Birka¢ uygulamadan sonra,
kuerternion cebiri ile birlikte gelecekte bir ¢ok problemin ¢dézimi igin

aragtirmacilara umut verdi.

Dirac elektron teorisi c¢alismalar1 sirasinda, Clifford cebirine,

Clifford’dan 20 yil sonra, ¢ok farkli bir yolla ulagti. Karesi Laplacian’i

veren y"0, operatoriinii buldu. Burada y-matrisleri,



Y+ Ryt =2l (1.5)

kosulunu saglayan 4x4 matrislerdir. Ancak ne yazik ki, bu noktada vektor

geometrisiyle baglantisini kaybetti.

Bu konu 30 yil boyunca aymi kaldi. Fizikgiler aralikli olarak
koordinat geometrisi, matris cebiri, tensér cebiri, diferansiyel formu,
spinor hesab1 gibi yeni ¢ok sayida cebir ile ¢aligtilar. Atiyah ve Singer [3],
meshur index teoremi ile geometri ve topoloji konusunda yeni ufuklar
acgtilar. Atiyah ve Singer’ in ¢aligmalarinda Clifford cebiri en temel roli
aldi ve bu iki bilim adam: son g¢aligmalarinda Clifford cebiri igin
“geometri ve topoloji problemlerinin insami gagirtan ¢esitliliginin

merkezinde karsimiza sirekli olarak ¢ikmaktadir” demiglerdir [4].

David Hestenes tiniversitede felsefe egitimi almig olmasina ragmen,
fizikte oldukga bagarihh c¢aligmalar yapmistir. O, Clifford cebirinin
anlagilmasinda ¢ok farkli bir yaklagim uyguladi. 60’11 yillarda birgok
teorik fizikgi gibi, alan teorileri ve parcaciklar iizerine galigti. Bu galigma
boyunca Dirac matrislerinin vektérler gibi yorumlanabilecegini ortaya
koydu ve bu yorumuyla kuantum mekanigi ve Dirac esitligine yeni bakis

agilart kazandird1.

Bu duasiincenin  basarisi, Hestenes’i, Clifford cebirinin
yapabilecekleri konusunda yeniden disiinmeye sevk etti. Hestenes,
Clifford cebirinin yonlii sayilar sisteminden ibaret olmadig:, dogal bir dil
oldugu, teoremlerin sayilarla degil, cebir ve geometri sonuglarindan
yararlanilarak ifade edilmesi gerektigi sonucuna vardi. Hestenes birgok
yilini, Clifford cebirini fizik i¢in yeterli bir dil haline getirmeye
caligmakla gecirdi ve adina da orjinaline bagh kalarak geometrik cebir

adint verdi.

Ginimiizde ise Clifford cebiri bir ¢ok alanda kolayliklar
saglamaktadir. Ozellikle robotikler, kuantum mekanigi, kristalografi gibi

uygulama alanlarinda siklikla kullanilmaktadir.



Bu tezin 2. ve 3. Boliimlerinde 1, 2, 3-boyutlu uzayda Clifford
cebiri incelenecek, 4. Bolumde ise bu cebirin donme operasyonlarina nasil
uygulandig: ele alinacaktir. 5. Bolimde Platonik katilar ele alinacak ve bu
cisimlerin geometrik Ozellikleri arastirilacaktir. 6. Boliimde Platonik
katilarin simetri gruplan incelenecek ve 7. Boluimde ise Platonik katilarin

simetri operasyonlari, Clifford cebiri ile tanimlanacaktir.



2. CLIFFORD CEBIRi

Geometrik cebirin yapisi bir ¢ok yontemle agiklanabilir. En basit ve
pratik yaklasim vektor uiaylnln bilinen kavramlan ile benzerdir. Ancak bu
yaklagim ¢ok derinligine bilgiler igermez. Geometrik cebir, vektérlerin
carpimi igin kullanilan 6zel bazi kurallarla basit tanimlamalar yapar. Bu

boliimde bu kavramlar da ele alinacaktir.

Lineer uzay ve vektér uzayr kavramlari genellikle es anlamli
kullaniimakla birlikte, bu c¢aligmada farkliliklarinin oldugu da ortaya
konacaktir. Lineer uzayin tamiminda, vektorin bir skalarla vektorel
carpimi ya da bir skalarla toplami mimkiin degildir [4]. Bu da bir
vektérin geometrik kavramlarinin tanimlanmasi ve cebirsel temsili igin,

lineer uzay kavraminin, yeterli olmadigin1 ortaya koyar.

Vektorlerin matematiksel tamimi, “geometrik g¢arpim” olarak
adlandirilan ¢arpim kurali ile tamamlandi. Bu nedenle geometrik ¢arpimla
tammmlanmig lineer uzay igin, vektor uzayi terimi kullanilir. Vektér uzay

kavramindan hareketle, lineer uzayin diger gesitleri de elde edilebilir.

Bu béliimde yontem olarak, 6nce lineer uzayin alt uzaylan ile 2 ve
3-boyutlu vektor uzay: tanimlanacak, sonra ise bu tanimlamalar geometrik

cebir yardim ile genisletilecektir.

2.1 Altuzaylar

Grafik olarak bir vektor, yonlii bir dogru pargas: ile gosterilir.
Vektorii iizerinde tasiyan dogru, vektoérin dogrultusunu, bu dogrunun
uzunlugu ise vektoriin siddetini gosterir. Vektorler 2 ve daha biyik
boyutlu uzaylarda incelenirken, 1-boyutlu alt uzaylar i¢in ihmal edilir. 1-
boyutlu alt uzaylar sadece bir gorig olarak ele alindigindan, alt uzay
kavraminin temelini olustururlar. Bu gorasler yardimiyla vektorler
kullamlarak ¢ok boyutlu alt uzay formlari olusturulur. Bu ¢ok boyutlu alt

uzay formlar1 ve normal vektorler yardimiyla da dizlemler tammlanir.

Anadolu Oniversitess
Merkez Kiitliphans



Bazi1 kaynaklar kuaterniyonlardan 4-boyutlu birim hiper uzay olarak soz
eder [5].

Geometrik cebir, alt uzaylar1 operatorlerle gosterip aritmetik olarak
ifade eder. Geometrik cebir, 2-boyutlu alt uzaylarda oldugu gibi
diizlemlerin de temsil edilebilecegi, yonlii alanlarin tanimlanabilecedi bir
cebirdir. Bu cebirde, farkli boyutlu alt uzaylar toplanabilir, ¢ikarilabilir,

¢arpilabilir ve boliinebilir, 6zel geometrik bagintilar elde edilebilir.

1-boyutlu alt uzaylarda vektorlerin nasil ifade edildigini ve bu
bilgilerden yola ¢ikarak, her boyutta alt uzay i¢in vektorlerin nasil ifade

edilebilecegi incelenecektir.

a

—

Sekil 2.1 Nokta ¢arpum

Sekil 2.1 de gorilen, @ ve b vektorleri igin, a-b carpimi, d

vektoriinin b vektorii uzerine izdugliimii olan 4, bileseni biyiikligiiniin,

b vektorinin buyukligi ile garpiminin sonucudur.

2.2 ikivektorler

Clifford cebirinde, icerdigi operatér yardimiyla, nokta c¢arpimin
yaninda olduk¢a kullanigh bir diger garpim tanimlanabilir. Bu ¢arpima ise
dis garpim adi verilir. Bu ¢arpma operatorii ise wedge (A) ile gosterilir. a
ve b iki vektdor olmak tizere, bunlarin dig carpimi d N seklinde

gosterilir.



Sekil 2.2 @ vektoriinin b vektoriine uzanimi

Sekil 2.2’de olusan diizlem 2-boyutlu bir alt uzaydir ve ikivektor
adim1 alir. Olugan geometrik gekil bir paralelkenardir ve yonlii bir
biuyuakliktir. a ve b vektorlerinin doniigi saat ibrelerinin donigi
yonindedir. Yani paralelkenar dikkate alinarak, vektorlerin olusturdugu
alan tanimlanabilir. Gorilecegi iizere iki vektér yonli bir alan, aym

sekilde bir vektor ise yonlii bir uzunluk tanimlar.

Sekil 2.3 b vektoriiniin d vektoriine uzanimi

b vektoriniin @ vektorii iizerindeki uzanimi ise, Sekil 2.3’teki gibi
aym biyikliikkteki alana kargi gelir ancak ters yonlidir. Matematiksel

ifadesi ile dig carpim degigimli degildir:

=-bnd 2.1)

Qi
vy

AN

AG=0 (2.2)

Qi

and=0 ve -anda=0 oldugundan dnd=-ansa ise 0=-0 olur. Sonug

olarak diyebiliriz ki kendisinin negatifligine esit olan sadece sifir



vektérdir. Ayrica bu ifadenin diger bir anlami da vektoriin kendisi

boyunca uzanarak bir alan olusturamadigidir.

a, b,¢ vektor ve A bir skalar olmak iizere;

(/167) Ab = A(Zi N ) “skalarla garpimin birlesikligi” (2.3)
/1(?1 Ab ) = (Zi N )/1 “skalarla carpimin degisimligi” (2.4)
an (I; +¢ ) = (Zi N ) + (Ei AC ) “dis carpimin vektorlerin toplanmas: tizerine

dagilimy” (2.9

6zellikleri vardir.

2.3 Oklidyen Diizlemi

n-boyutlu uzayda verilen bir vektori (e; e.......,e,) birim baz
vektorleri ile temsil edebiliriz. Bagka bir deyigle, herhangi bir vektor ¢;
baz vektorlerinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilir. Ikivektorleri de

lineer kombinasyon geklinde ifade etmek mimkiindiir.

v

€ BI O

Sekil 2.4 iki-boyutlu uzayin bazlan



R? Oklid dizleminin e; ve e, birim baz vektorleri ile tammli, @ ve

b vektorlerini ele alalim. oy, Oz, PB1, B2 skalar olmak lizere; a vektori,
a=(a1, 0L2) (2.6)

b vektori ise,

b=(B1,B2) (2.7)
olarak veya;

a=ue.0ze; (2.8)

b =Bre1+Baes (2.9

seklinde ifade edilir. d ve b vektorlerinin dis carpimy;
anb =(one1tazez) A(BieitPaer) (2.10)

olup dis ¢arpimin dagilma 6zelliginden yararlanirsak,

anb = (e ABey) +(0uey ABoe; ) +(ce, AR )+ (e, ABye, )

=(o,Bie, ne ) +(aBre ney)+(a,Bie, ne)+(aBe, ne,) @10

yazilabilir. Esitlik (2.2) den yararlanarak,

dnb= (B8, A e2)+((JL2[31e2 A el) (2.12)
ifadesi bulunur. e; A e; dig carpimi I ile temsil edilirse,

e~ ex=1 (2.13)
exn er= -1 \ (2.14)
olur. Bu durumda Egitlik (2.12);

“anb =(aB,-ap,)I (2.15)

seklinde yazilabilir.



2.4 Uc Boyut

R? uzayindaki hesaplamalar daha komplekstir. Ug-boyutlu uzayin
birim baz vektorleri e;, e, es tiir. Bu durumda ise 3 adet birim baz

ikivektor tanimlidir;

e N\ exx=ej; (216)
€1 N\ eé3=€y13 (217)
€y N\ €3=€y3 (217)

Ug¢ boyutlu uzaymn birim baz vektorleri ve ikivektorleri Sekil 2.5°te

gosterilmigtir.
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Sekil 2.5 Ug-boyutlu uzayin ikivektor bazlar:

Birim baz ikivektorler tamamen keyfi olarak e;; ya da ej; den biri
olarak sec¢ilir. Baz1 aragtirmacilar {e;2, e;3, e3;}gosterimini tercih ederler.
Cunki bu gosterim donguseldir. Ancak bu gosterim 4-boyut ya da daha
gok-boyutlu uzaylarda galigmaz. Bu tezde {e1s, €13, €23} gosterimi tercih
edilecektir. Ciinki bu gosterim geometrik cebir problemlerinin

¢ozimiindeki gerekli hesaplamalarda kolayliklar saglar.
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-

R’ wuzayinda ¢ birim baz vektor oldugundan, 4 ve b

vektorlerinin, bu baz vektérlerin lineer kombinasyonlar: cinsinden ifadesi;
a=o je;+o ze,toses (2.18)
b =Brei+Brer+Baes (2.19)
oldugundan, bu vektorlerin dig garpimi da;
d A b =(0uer+azertases) A(Brei+PrertPses) (2.20)

seklinde ifade edilebilir. R? uzayinda oldugu gibi burada da dig ¢arpimin

dagilma 6zelliginden yararlanilarak;
dnb=o1e, ABrertaie; APrestaie; ABsesiaze; APiertaae; APae;
+tazez A Bsestases ABrertases ABaertaszes ABses
=a1f1e1 Aertazfae; Aextafaer AestaaPies Aertanfies Aey
+azfzer Nestosfies AetasPales Aertasfses Aes (2.21)
elde edilir. Esitlik(2.1) ve Esitlik(2.2) dikkate alindiginda, i # j igin;
e;ne;=0 “bir baz vektoriin kendisiyle dis carpimu sifirdir” (2.22)
e;Nnej=e;;  “farkli baz vektorlerin dis carpimi birim baz ikivektore esittir” (2.23)
e;Nne;= -e; “baz vektorlerin degisme 6zelligi yoktur” (2.24)

oldugundan, Esitlik (2.21);

a A b =(a1P2-ct2B1)ern (0 Bs-ct3Br)ers (o Ba-aaBa)ers (2.25)

seklinde yazilabilir. Bu esitlik iig-boyutlu Oklid uzayinda, iki vektoriin dig

carpimi ifadesidir.

Buna benzer bir yontem vektorel (cross) ¢arpimin tanimlanmasinda
da izlenebilir. Ancak bu tipa tip aynisi olmayacaktir. Cinka dig g¢arpim
tim boyutlu uzaylarda gegerliyken, vektorel g¢arpim sadece iig-boyutlu

uzayda tanimlidir.

11



2.5 Ugvektirler

Bu bolume kadar ikivektor operatoriinii elde etmek icin dig garpim
kullanilarak, bir boyutlu alt uzayin bir diger bir boyutlu alt uzay izerine
uzanimi sonucu, iki-boyutlu alt uzay elde edildi. Simdi ise ti¢ adet bir-
boyutlu uzayin dig ¢arptminin sonucu aragtirilacaktir.

Sekil (2.6)’da gorildigu gibi, bir ikivektorun, Ggtinci bir diger
vektére uzanmimi sonucu yoOnlii bir hacim elemam elde edilir. Buna
ugvektor adi verilir. a, b, ¢ gibi ¢ vektdrin dig ¢arpiminin sonucu, 3-
boyutlu bir alt uzay olusturur.

R’ uzayinda baz vektorler

€)1 ANey Ae3=er3 (2.26)

-

mv

Sekil 2.6 Ugvektor

seklinde ifade edilir. Bu tgvektoér Oklid uzayinda 7 adint alir. Bu gosterim

€1, i¢in kullanildig1 gibi, eq23 igin de kullanihir.

2.6 n-vektoriin Derecesi

Bu boliime kadar 0-boyutlu, 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu uzayda
skalar, vektor, ikivektdér, tgvektér kavramlan incelendi. Simdi ise alt-
 uzayin boyutunu gosteren k-derece kavram ifade edilecektir. Burada k,

derecenin mertebesini gosterir. Skalar igin derece 0, vektor icin derece 1,

12



ikivektor i¢in derece 2, ligvektor igin derece 3’tiir. Yiiksek boyutlu uzayda
ise 4.derece, S.derece,....... seklinde devam eder. Yani n-boyutlu uzay igin
bu gosterim “n-derece” dir. Asagidaki Tablo 2.1 ve Tablo 2.2’de 2 ve 3-

boyutlu uzayda dereceler goriilmektedir.

Tablo 2.1 Iki-boyutlu uzayin dereceleri

k Baz eleman toplam
skalar {1} 1
vektor {e1, e} 2

ikivektor {ei2} 1

Tablo 2.2 Ug-boyutlu uzayin dereceleri

k Baz eleman toplam
skalar {1} 1
vektor {e1, ez, €3} 3

ikivektor {e, €3, €} 3
iigvektor { e123} 1

n-boyutlu uzay i¢in genellestirme yapilabilir. Bunun i¢in n-boyutlu uzayda

kag k-derece oldugunun bilinmesi gerekir. Bunun i¢in binom ¢arpani

n)__ «o (2.27)
k) (m-k)}k!
dir. Burada n boyutu, k ise bazin derecesini gosterir. Ornegin 3-boyutlu

uzayda ikivektor bazlarin sayist igin, n=3, k=2 oldugundan,;

(o
2] -2

bulunur.
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2.7 Cokluvektorler

Tim R" uzaylarin1 meydana getiren birim bazlar, alt uzaylarin
geometrik cebirini olusturur. Bu da, n-dereceli Clifford uzay: olarak
adlandirilir ve Cl, seklinde gosterilir. Ornegin, iki-boyutlu Clifford uzay:

CI; igin olasi birim bazlar;

{1, e1, ez, I}
dir. Burada 1, skalar bazi gostermek igin kullanmilmistir. Tki-boyutlu
Clifford uzayinin geometrik cebrinin her eleman: birim baz derecelerinin
lineer kombinasyonlar: gibi gésterilir. Ornegin iig-boyutlu Clifford uzay1
CI; igin birim bazlar;

{1, e1, e, €3, €12, €13, €23, €123}

dir. Cebirin birim bazlarinin toplam sayisi, tim derecelerindeki birim

bazlarinin toplanmasiyla hesaplanabilir:

kE=0\_f

Z() =2 (2.28)

Bu formiil bazi matematik kombinasyonlara dayanir ve bir ¢ok diizlem
olusturur. Birkag geometrik cebir i¢in Egitlik (2.28), Tablo 2.3’de
gorialdigi gibi elde edilebilir.

Tablo 2.3 Cl, deki birim bazlar

Cl, Baz eleman toplam
Cly {1} 2%=1
ch | {L e} 2'=2
Cl; |{l;e,e;en} 2%=4

. . 23=g
Cls {1; e, e, €3, €12, €13, €23, €123}

a_

Cly {1; e, ey, €3 e4; e, €13, €14, €13, €24, €34, €123 €124, €134, €234} €1234) 2°=16

Bir ¢okluvektor (multivektor), k-dereceli bazlarin farkli lineer

kombinasyonudur. Bu c¢aligmada bir cokluvektésr A  seklinde
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gosterilecektir. Ornegin 2-boyutlu R’ uzayinda bir A ¢okluvektorii bir

skalar, bir vektor ve bir ikivektor igerir:
A=a;+aze;tazetosl (2.29)

a; ler (i=1,2,3,4) reel katsayidir ve sifir olabilir. Ornegin; o; ve a4 sifirsa

¢okluvektor bir vektor ve derecesi 1 dir.

Iki-boyutlu uzayda tiim elemanlar: olan bir gokluvektorii gostermek
igin 2%=4 reel katsay1 gereklidir. Ug-boyutlu uzayda tim elemanlar1 olan

bir cokluvektor 2°=8 reel katsayi ile tanimlanabilir ve
A=u;+0ze1tazertasestosestoserstarezstagerss (2.30)

bigiminde ifade edilir.

Benzer olarak, 4-boyutlu uzayda 2°=16 bilesene ihtiyag vardir.
Cokluvektorleri g6z oOniinde canlandirmak kolay degildir. Vektérler,
bivektorler, trivektorler 2- veya 3-boyutlu uzayda sezgisel olarak go6z
Oniinde canlandirilirlar. Bir alana bir skalar eklemenin higbir yolu
olmadigindan bu disince ¢okluvektorler ig¢in anlamsizdir. Bir
cokluvektor, altuzaylarin lineer bir kombinasyonu oldugundan, bu

noktadan hareketle, bilinen bir ¢ok geometrik kavram elde edilebilir.

2.8 Geometrik Carpim

Bu boliime dek sadece dig garpim kullanildi. Geometrik garpim ise,
nokta garpim ile dis ¢arpimin birlesimidir. a ve b keyfi vektorleri igin
geometrik garpim agagidaki gibi hesaplanir:

db=d-b+anb (2.31)

R?>’de nokta carpimin sonucu bir skalar, dis carpimin sonucu da bir
ikivektor igerir. Bir ikivektor ile bir skalarin toplanmasi, karmagik sayilar

gibi parcalara ayirmakla mimkiindir. Karmagik say1 (a+bi) gibi reel ve

sanal kisimdan olugur. Ayni gekilde Gb=a-b+anb de skalar ve
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ikivektor kisimlarini igerir.

Genel olarak geometrik ¢arpim, ¢okluvektorler igin bir operatordiir

ve asagidaki ozellikler gegerlidir:
(AB)C=A(BC) “cokluvektorlerin birlesme ozelligi” (2.32)
A A=A ) "cokluvektoriin skalarla garpiminin degisme 6zelligi” (2.33)
A(B+C)=AB+AC “gokluvektorlerde garpimin toplama iizerine

dagilma 6zelligi” (2.34)

Burada A, B ve € keyfi ¢okluvektorler, A bir skalardir.

Geometrik carpimin degisme 6zelligi olmadigina dikkat edilmelidir.
Nokta carpimin degigme Ozelligi ve dig c¢arpimin anti-degigme
ozelliginden elde edilen sonug, geometrik ¢arpimin bolamlerini olusturur.
Vektorlerin geometrik ¢arpiminda, nokta carpim ve dig ¢arpim birlikte

kullaniimaktadar.

2-boyutlu Clifford uzayinda A ve B gibi herhangi iki ¢okluvektor

olmak iizere;

A=q,;+0ze; +oseyt+oed (2.35)

B=0;+Bze1+P3e2+Bal (2.36)
ve A, B cokluvektorlerinin geometrik olarak ¢arpima,

AB-= (a,;+0e;+azer+os )B (2.37)
Esitlik (2.34) kullanilarak Egitlik (2.37) yeniden yazilirsa,

AB= o;B+a.e;B+ose;B+a./ B (2.38)
olur. Esitlik (2.36) dan, B ¢okluvektorii Esitlik (2.38) de yerine yazilirsa,
AB=(0.;(B1+Bze1+Bser+BaD))+H(oze1(Br+B2er+Bsex+Bal))

+(azex(Bi1+Baer+Prez+Bal))+(ad(Bi+B2er+Bier+Pal)) (2.39)
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ifadesi elde edilir. ifadedeki parantezler acilirsa,
AB=a1B1+O(.1B281+OL1B382+(11B4I+ G.281B1+0L2616261+(1281B3 e;
+oc2e1B4I+0L3eZB1+oc3e2Bzel+<x3e2[33e2+oc3e2[341+oc41[31+oc41B2e1

+OC41B3€2+(14IB4I (240)

bulunur. Esitlik (2.33) teki ozellikten yararlanilarak, skalar garpaniar

tekrar diizenlenirse;
AB=u,+0;B2e1+01 Brertou BaF+oaBrer+afaerer+ozPierextosBae ]
+a3Brextasfrerer+asBaerert+osBaer oy +osfrle
+ousPslest+aaBal I (2.41)
elde edilir. Geometrik garpimin tanimi geregi,
ee =e-e+ene (2.42)
dir. Esitlik (2.2)’den @ A d=0 dir. Ayrica kendisiyle nokta ¢arpim yapilan

bir vektor, buyikliginin karesine esittir. e; ve e, gibi baz vektorlerin

buyiiklikleri 1 oldugundan,

ee =e-e+ene=e- e+0=1+0=1 (2.43)
yazilabilir. Iki-boyutlu Clifford uzay: i¢in diger bir 6rnek ise,

ee, =e-e,+ene, (2.44)
dir. e; ve e; birbirine dik olduguna gore, bunlarin nokta ¢arpimlari e -e;=0
olur. Buradan;

ee, =e-e,+ene,=0+ey Nex=0+I=1 (2.45)
dir. e; ve I nin geometrik garpimi ise Egitlik (2.32) den;

e1 I =e; erx=ei(e; ex)=(e; e1)ex=1e,=€; (2.46)

bulunur. Birim bazlarin geometrik ¢arpim sonuglarini kolayca bulabilmek

i¢in bazi kurallar vardir:
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i. Birden yiiksek dereceli birim bazlar (ikivektor, ugvektor, dortvektor)
dik vektorlerin dig carpimlar: gibi yazilabilirler. Ayrica birbirlerine dik
birim bazlarin nokta ¢arpimlart sifira esit oldugundan, birim bazlari,
vektorlerin geometrik garpimlart gibi yazariz. Ornegin ¢ok boyutlu

uzay igin;

€128497 €1 NEQNECZNEC4/NC9g —€1€9 €8 €4 €9 (247)

ii. Egitlik (2.1) 6zelliginden vyararlanarak birim bazlarin siralari
degistirilebilir

€167 €3= -€, €] €3—€3 €3 €1— -€3 €3 €1 (248)

iii. Bir birim bazin kendisiyle geometrik carpimi 1 dir:
[ ei=1 (2.49)
Birden fazla birim bazin geometrik ¢arpiminda bu 6zellik kullanilarak
sadelestirme yapilabilir.Ornegin;

€1123347€24

dir. Bu 1u¢ kural kullanilarak birim bazlarin geometrik carpimlar:

sadelestirilebilir. Ornegin P bir ¢okluvektor olmak tizere;

P=e; €23 €31 €;

=e) e e3€3¢€) € (i. kural kullanild1 )
=e e e e (iii. kural kullanildi)
=-e1 €1 €3 €; (ii. kural kullanildi)
=-1 (#ii. kural iki kez kullanildi)

bulunur.

Birim bazlarin geometrik ¢arpimlarinin tim kombinasyonlarinin
tablosu olusturabilir. Iki-boyutlu Clifford uzayinin geometrik g¢arpim

kombinasyonlar1 Tablo (2.4)’te verilmigtir.
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Tablo 2.4 Cl,’de dig carpim icin birim bazlarin olasi kombinasyonlari

A 1 e e I
1 1 e; e I
e; e; 1 I e
e e -1 1 -e
I 1 -e e; -1

Bu tabloya gore I nin kendisi ile ¢carpimi -1 'e esit olmalidir:

P =e; e1, (tanimdan)
=e; e, €; e, (i. kural kullanildi)
=-e, €] €] e; (ii. kural kullanild1)
=-e; e; (iii. kural kullanildi)
=-1 (iii. kural kullaniidi)

Birim bazlarin geometrik g¢arpimiyla ilgili kurallar, keyfi secilmis
¢okluvektorlerin geometrik c¢arpimlarina uygulanabilir. Egitlik (2.41)

yeniden yazilirsa,
AB = o fi+oBoeit+o Brerto BaFrasf e +asfreie+aBaeres
+o2f4e1 a3 Brext+asBrere +asBaeres+asBaer o FrosPale;
+auaPslest+asBal I

elde edilir. Birim bazlarin geometrik c¢arpimlar1 Tablo (2.4)’ten

yararlanilarak Esitlik (4.49)’da yerine yazilirsa;

AB=q,;+0;B2e1+a1 Brerto BaFraafier+ozBartorBsl+ozBeer+asfier
—ofofrosBa—asPaer+oaf  J-oaPrertaBser—aaPsa

bulunur. Bu ifade bazlara gore gruplandiginda,

AB=(0o;B1+02B2+a3B3—otaBa)+ (caPs—azBatoiBataafi)e:

+(O(,1 B3 —(X4B2+(12 B4+(13 B])ez+(d.4ﬁ1+a1 B4+0(,2B3—(X.3l32)1 (2. 5 0)

esitligi elde edilir. Bu sonu¢ dért birim bazin {1, e;, e, I} lineer bir

kombinasyonudur. Bagka bir ifadeyle bir ¢okluvektordir. Bu sonug
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geometrik cebirde geometrik carpimin kapalilik ozelligi gosterdigini
kanitlar. Simdiye kadar iki boyutlu Clifford uzayinda geometrik ¢arpimin
nasil yapildig1 gosterildi. Ayni metot ii¢ ve daha ¢ok-boyutlu Clifford
uzayinda da gegerlidir. Aymi i¢ kural yardimiyla tg-boyutlu Clifford

uzaymmin (Cl;) geometrik ¢arpim kombinasyonlar1 Tablo (2.5)’te

verilmigtir.

Tablo 2.5 Cl5’te dis garpim icin birim bazlarin olasi kombinasyonlari

A 1 e; e e;3 e (IE; e | e;;
1 1 e; e; e; e e;3 e | ej;
e; e; 1 e €3 e e; €23 €3
e e -e; 1 €3 -e; | -€ep3 | e3 -e;3
e3 e3 -€;3 | -€]33 1 e | -e; -e; e
€2 e -e; e; €123 -1 -€23 | €3 -e;3
€3 €3 -e3 | -€;23 | ey €3 -1 -2 e
€3 ey | ez | -es e -e;3 | €j2 -1 -e;
€23 | €23 | ex | -er;3 | en: -e3 e -e; -1

Vektorler i¢in geometrik ¢arpim, nokta garpim ve dig ¢arpimin bir
kombinasyonu seklinde Egitlik 2.31’de tanimlandi. Geometrik c¢arpim

bilesenleri olan nokta ¢arpim ve dig ¢arpim esitlikleri kullanilarak yeniden
ifade edilebilir:

aAIS:%(aE-Ea) (2.51)

a-B’:%(ai;Jrz}a) (2.52)

Esitlik (2.31)’in ispati, Egitlik (2.51) ve (2.52) kullanilarak yapilabilir.
Cly’nin elemam, skalar ve ikivektori sifir olan A ve B gibi iki

¢okluvektor igin, a;=B1=04=B4=0 olmak iizere, Esitlik (2.31) kullanilarak

AB ve BA ifadelerti,
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AB=(0128+03B3) HazBs—asBa) ] (2.53)

BA=(B20L2+B3OL3)+([320(.3—B30(2)I (2. 54)

olarak elde edilir. Bu ifadeler, Egitlik (2.31) kullamilarak yeniden

diizenlenirse;
AB- [ (0B +Bs) + (0B — By ) T] ~[ (Baot +Bats) + (B2 B10a) ]
Skalar kisum ? Ikivektor kistm (2 5 5)
_ [(%Bz + a3B3) - (Bzaz + B30, )j + [((’-253 - a3Bz) I+ (Bz% 'Béaz) Ij
2

yazilabilir. Skalar kisim sifir olacagindan, ifade tekrar diizenlenirse;

AB = ((X‘ZBB _Q3B2) 12— (B2a3-ﬁ3a2)l

bulunur. ikivektorleri ayni1 parantezde toplarsak;

AB = ((’-zB3 — 0P, —232% +B3°‘2)I

ve ifade tekrar diizenlenirse,

(20,8, —20.8,) I
2

AB =

:(azﬁa 'asBz)I (2.56)

ifadesi elde edilir. Iki-boyutlu Clifford uzayinin eleman: olan
cokluvektériin ikinci ve ligiincii bilegenleri i¢inde ayni esitlikler gegerlidir.
Esitlik (2.51) ve Esitlik (2.52) sadece vektorler igin ele alindi. Dereceleri
yiiksek ¢okluvektorlerin i¢ ve dis ¢carpimlar: gok daha komplekstir.

2.9 I¢ Carpim

Bir vektor ile ikivektorin dig carpimi, Bolim 2.5’te Gigvektor olarak
tammmlandi. Simdi ise, bir vektor ile bir ikivektoériin i¢ ¢arpimi
incelenecektir. i¢ carpim “|” sembolii ile gosterilecektir. Ancak oncelikle

farkl1 derecelerdeki alt uzaylar i¢in i¢ ¢arpim,;
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skalarlar o | B=ap 2.57

vektor ve skalar alp=0 (2.58)
skalar ve vektor o ] b=oab (2.59)
vektorler d |l b=ab (nokta garpim) (2.60)
vektor, multivektor @ 1 (6 AC)=(d ] 5)AC - b A(d |C) (2.61)
dagilma (AJB)Jc=ABIC) (2.62)

Ozelliklerine sahiptir. ¢ vektor, a A b ikivektor olmak tizere, ¢ l(@ A b ) i¢
carpimi, Sekil 2.7 deki gibi gosterilebilir. Cl; birim bazlar1 igin i¢ garpim

kombinasyonlar: Tablo (2.6)’da verilmigtir.

a

Sekil 2.7 Bir vektor ile ikivektériin i¢ ¢arpimi

Dikkat edilirse i¢ c¢arpimda birinci ¢arpanin derecesi, ikinci
carpanin derecesinden kiigiikk ya da en fazla esit olabilir. Degilse ¢arpimin
sonucu sifir olur. Esit oldugunda ise vektdrler ig¢in bildigimiz nokta

carpimi adini alir.

Kisaca tanimlamak gerekirse, i¢ c¢arpimin sonucu, daima
carpanlarin derecelerinden daha kiigiktiir. Bu nedenle derece azaltan islem

olarak adlandirilir. Bu iglem aslinda dig ¢arpimin tam tersidir. Bir de
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Tablo 2.6 Ug-boyutlu Clifford uzayinda ig ¢arpim igin birim bazlarin olas:

kombinasyonlari

i 1 e; e e; €2 | ers | €3 | e

1 1 0 0 0 0 0 0 0

e e; 1 0 0 0 0 0 0

e e 0 1 0 0 0 0 0

€3 €3 0 0 1 0 0 0 0
€ e e -e 0 -1 0 0 0
€3 €3 es 0 -e; 0 -1 0 0
€3 €73 0 e; -e; 0 0 -1 0
€23 €23 €23 €;3 €j2 -€3 €2 -€] -1

carpanlarin her ikisinin de vektor olmasi durumunda i¢ ¢arpim, bildigimiz

nokta (skalar) ¢arpim halini alir. Yani nokta ¢arpim, i¢ ¢arpimin bir 6zel
halidir [7].

2.10 i¢, Dis ve Geometrik Carpim

Esitlik (2.31)’de vektorlerin geometrik carpiminin, dig ¢arpim ve
nokta ¢arpim kisimlariyla tanimlandig: gosterildi. Esitlik (2.51) ve Esitlik
(2.52) den yararlanarak, Esitlik (2.31) elde edilebilir:

%(513’+13’a)+-%(a5—5a)= @+55);(55_55)
_(ab +ba+ab —ba)
2
2
=ab

Bu, geometrik cebrin tanimlanmasinda iki olas1 yaklagimi gosterir. Bazi
arastirmacilar aksiyomlarla geometrik c¢arpimin soyut tammmi verir,
geometrik ¢arpimdan i¢ ve dig carpimi tiretir [8]. Diger kaynaklar ise, i¢

ve dig carpimla geometrik garpimi gosterebilir [9]. Bu tezde, geometrik
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¢arptmin i¢ ve dig carpimlardan olustugunu savunan geometrik cebir

tizerinde caligilacaktir.

2.11 R? de C/;’ nin Matris Gosterimi

R? uzayinda birim baz vektorleri

(1 0) (01 )6
““lo -1 %71 o (2.63)

seklinde temsil edebiliriz. Ve ikivektorii

€, — €€,

euz(o 1) (2.64)
-1 0

bigiminde yazabilirizz. Béylece CI, ve R? cebirlerinin karsilikli

1izomorfizmi tespit edilebilir:

ClL =R? = {(a b}la,b,c,d e R} (2.65)
c d

CI; cebirinde se¢ilmis keyfi bir elemanin matris gosterimi;

o + 0y az"'“lzj (2.66)

(1.0 +al el+(12 82+U,12 elz E(
A =0 OO

bigimindedir [10].

2.12 R*’de CI;’iin Matris Gosterimi

Tablo (2.3)’de goriuldiugi tizere Cl; un birim bazlari,

1 skalar

ey, €, €3 vektor

e1e,, e1€3, exe3 ikivektor

eie; e; tigvektor (hacim elemant)

dir. C kompleks alaninda matris gosterimi olmasina ragmen, reel cebirin

skalarla garpimi sonucu, R ’de bu, matrislerin yerine geger.

Pauli matrisleri ise,
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alz(o 1} o*zz((_) _i], 0‘35(1 OJ (2.67)
1 0 i 0 0 -1

dir. Her bir Pauli matrisinin kendisi ile ¢arptmu birim matrisi verir:
ol=0)=0.=1I (2.68)
Pauli matrisleri arasinda,
0,0, =io, =—0,0,
0,0, =i0, =—0,0, (2.69)
0,0, =10, =—0,0,

bagintilar1 vardir. Pauli matrisleri ile C/3’un birim bazlar: arasinda ise

e =0,
e, =0, (2.70)
e, =0,

izomorfizmi vardir. Bu izomorfizmi,

I 1

01, 02, O3 €1, €2, €3

01032, 0103, 0103 €12, €13, €23 (271)
010203 €123

seklinde ifade edebiliriz [11].
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3. CLIFFORD CEBIRINDE CEBIRSEL ISLEMLER

Clifford cebiriyle gokluvektorlerin cebiri olugturulurken iglemcilere
ihtiya¢ vardir. Bu bolimde bir ¢ok uygulamada kullanilan kavramlar ve
islemciler tanimlanacaktir. Oncelikli olarak, alt uzaylarin dereceleri
konusuna daha ayrintili olarak deginilecektir. Bir ¢okluvektoriin tersi,
sankiskalar (pseudoscalar), duali, izdasimi (projection) ve dik bileseni
(rejection), yansimasi (reflection) bu béliimde ele alinacak konulardir. Bu
cebirsel iglemler daha sonraki bolumlerde, Clifford cebiri ile yapilacak

uygulamalarda kullanilacaktir.

3.1 Bir Cokluvektoriin Derecesi

2. Bolum’de altuzaylar konusunda bazi genel bilgilerden s6z edildi.
Bir altuzayin boyutu derecesi ile temsil edilebilir. Bir ¢okluvektor farkli

derecelerin lineer kombinasyonudur. Bir ¢okluvektonin s dereceli kismini

gostermek igin <A>, gosterimi kullamlacaktir. Ornegin A gokluvektorii,

A=(2,7,6,1,5,3,8,9) € Cl; ise,

<A>p=2 skalar kisim
<A>=7, 6, 1 vektor kisim
<A>,=5,3,8 ikivektor kisim
<A>;=9 lig-vektor kisim

kisimlarindan olugur. Clifford cebirinde A ¢okluvektora,
Y <A> =<A> +<A> +<A>, h.+<A> (3.1)
s=0

seklinde ifade edilebilir. Bu gosterimden yararlanarak, dereceleri

bakimindan i¢ ve dig ¢arpimin tanimi yeniden yorumlanabilir. @ ve b

vektorlerinin @ J & i¢ garpiminin sonucu bir skalardir. Vektoriin derecesi

1, skalarin derecesi 0 oldugundan,

26



<@> |<b>1=<d b>, (3.2)

dir. Sekil 2.7°de goruldiugu tizere, a vektori B ikivektori iizerine

yansitildiginda, sonug vektordiir:
Bu kural genellestirilirse,

<A>,|<B>=<AB>, u= {S >t, 0 (3.3)

s<t, t—s

yazilabilir. Bu ifadeden de gorilebilecegi iizere i¢ garpim derece azaltan

bir iglemcidir. @ ve b vektorlerinin dis garpimui

<A> I A<bh>1=<d b >, (3.4)
seklinde yazilabilir. Bu ifade genellestirilirse;

<A>; A<B>=<AB>;4 (3.5)

ifadesi yazilabilir.

3.2 Bir Cokluvektiriin Tersi

Cokluvektorler soldan

A'"A=1 (3.6)
ve sagdan
AA® =1 3.7

tersiyle c¢arpildiginda 1 degerini verir. Cokluvektori bir diger
gokluvektore bolerken, terslerinden yararlanilir. Geometrik ¢arpim

degigimli olmadigindan bir ¢okluvektorin soldan ve sagdan tersi birbirine

esit olmayabilir. Bu nedenle A ifadesi, B""A ve AB™® ifadelerinin her

ikisi i¢in de farkli anlama gelebilir.
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Cokluvektorlerin tersini hesaplamak i¢in c¢okluvektor setinin ¢ok

onemli oldugu agiktir. Cokluvektér seti versor olarak adlandirilar.
Versorlar vektorlerin geometrik garpimlar gibi 6zelliklere sahiptir. A bir

¢okluvektoér, A ise bir versor olmak iizere;
A=v1 vy V3. vk (3.8)

dir. Burada vi,vy,vs,...,vk dereceleri 1 olan vektorlerdir. Aslinda tiim
dereceler de versordur. Cinkii vektorlerin dig ¢arpimi vasitasiyla, ¢ok-
boyutlu uzaylarin altuzaylarini elde edebiliriz. A versorunun tersini, A™

sembolil ile gdsterirsek;
A= vy vir... va vy 3.9)

seklinde yazabiliriz. Esitlik (2.1)’den de goriilebilecegi iizere, bir
derecenin tersi igaret degigikligi ile de miimkiindir. Esgitlik (3.9)’dan, eger
k tek ise A’nin tersi -A, k ¢ift ise A’nin tersi kendisine esittir. Versorun

sagdan ve soldan tersi aynidir ve,

A—I
Al =—0 3.10
A'A ( )

seklinde hesaplanir. Egitlik (3.10)’un paydast daima skalar bir
bayikliktir;
Al A=v] Vo ... Vi1 Vi Vk Vk-1...V2 Vi

=l [val® [vsf* +.. o+ vl vl

ve
AlA= A’ A=A—1A=1 (3.11)
A'A A'A
ifadesi elde edilir. A versoru igin,
All=A1R=g1 (3.12)
AT A=AAR=ATA=AA" =1 (3.13)
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ifadeleri yazilabilir. A’larin vektér olmasi halinde ise, vektorin

biuyikligunin karesinin skalar olmas: 6nemli bir farktir. Bir birim

vektorin tersi, kendisine egittir. Ayrica A ve B ¢okluvektor olmak iizere,
(AB)'=B'A’! (3.14)
(A+B)'= A'+B™! (3.15)

esitlikleri yazilabilir [11].

3.3 Sankiskalar (pseudoscalar)

Esitlik (2.3)’de, verilen bir derece igin birim bazlarin sayisinin
nasil hesaplanacag: incelendi. Bu esitlikten, her geometrik cebirin sadece
bir adet O-dereceli baz ya da birim skalara sahip olacagi gorilebilir.

Cebirin boyutundan bagimsiz olarak;

! !
g LS. (3.16)
0/ (n-0)10! n!
dir. Cl, geometrik cebiri igin n-boyutlu uzayda derecelerin sayist ise
n n! n!
—— =] (3.16)
n) (n-n)n! n!

ifadesi ile hesaplanir. CI; cebirinde ise birim bazlar eje;=I, ve Cl; de ise
birim baz lig-vektor eje;e;=e;,; tiir. Genellikle her geometrik cebir, en
biyiilk boyutunun derecesinde birim baza sahiptir. Bu birim baz

sankiskalar olarak adlandirilir.

3.4 Bir Cokluvektoriin Duali

Bilindigi iizere, lineer cebirde diizlemi temsil eden normal vektorler

kullanilir. Geometrik cebirde ise aym1 amag i¢in ikivektorler kullanilir.

Sankiskalan1 kullanarak iki gosterim arasindaki bagmnt: kurulabilir. Bir A

¢okluvektorinin duali (A*) asagidaki gibi tanimlanar:
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A*=A1"’ (3.17)
I, geometrik cebirin sankiskalarini temsil eder.
Cl; igin, e;; baz ikivektérin dualinin bulunmasi igin, ej2;3
sankiskalar olmak iizere, Esitlik (3.17)’den,
e, =enee, & = eeee.e =-gee.ee =-¢ee =e (3.19)

bulunur. e, baz ikivektoriiniin duali olan e3 baz vektori, aym zamanda e

baz ikivektoriiniin normalidir. Aslinda bu, bitin ikivektorler igin

gegerlidir. a ve b ig-boyutlu Clifford uzay: elemani olan keyfi vektorler

ise,
a=o,e+0,e,+0,e, (3.20)
5:ﬂ1e1+ﬁzez+ﬂse3 (3:21)

Esitlik (2.7)’ye gore bu iki vektoriin dig garpimi,
d A b =(a1Ba—azB1)erz + (B3 —osBr)ers + (02Bs—0i3B2) €23 (3.22)
dir. Bu ifadenin duali (&/\5)* dir:

(anb) =(and)r (3.23)

(Ei N )* =[ (0B, - 0,8, )ee, +(0:B, — B, Jeie; +(a,B, ~ B, )ese, lee.e
=(aB, ~o,B )ee,ee.e +(of, —ap )eeeee
+(0,B; — 0B, ) e,eeie.e, (3.24)
= (a8, ~ B, ) e, — (B, — B, )e, +(aB; — B, ) e,
=(a,B; —0,B,)e +(0:B, B, Je, +(aB, — B )e;

Bu sonu¢ bilinen vektorel ¢arpimdir. Ug-boyutlu uzayda

ikivektorin duali, kendisinin normalidir. Dual, bir yizeyin normali ve
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ikivektor arasindaki donisim igin kullanilabilir. Ancak dual daha ¢ok

cokluvektorlerde kullanilir. Ciinkii tiim ¢okluvektérler igin tantmlidir.

3.5 Bir Cokluvektoriin Izdiisiimii ve Dik Bileseni

Eger a vektor, B ikivektor ise a vektorunu iki kisima ayirabiliriz.
Ik kistm B ile ayn1 dogrultulu olan kisimdir ve @ ile gosterilir. Bu ifade
a vektoriiniin B izerindeki izdiisimii olarak adlandirilir. Ikinci kisim ise
B ye diktir ve a,p ile gésterilir. Bu ifade B'den 4 vektoriine dogru

cizilebilen dik vektor olarak adlandirilir. Béylece bir a vektoriinii,
d=ay, +d,g (3.25)
seklinde B’ye paralel ve dik bilegenlerinin toplami olarak ifade edebiliriz.

Bu ifade Sekil 3.1 de gosterilmigtir. Keyfi se¢ilmis a vektori ile k-

dereceli B ¢okluvektoriiniin geometrik ¢arpimi;
aB=d-B+anrB (3.26)

seklinde ifade edilebilir.

Sekil 3.1 a vektoriiniin B ikivektorii iizerindeki bilesenleri

B ikivektori iizerindeki bir a vektorinin bilesenlerine ayrilmasini
inceleyebiliriz. Tamimi geregi, d vektori ve B ikivektori ortogonal ise, i¢

carpimlar: sifirdir:

dg-B=0 (3.27)
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a vektori ve B ikivektori aym yonli ise, dis carpimlar: sifirdar:
G NB =0 (3.28)

a vektoriniin dik kism1 B ikivektérii ile ¢arpilirsa;

d,gB=dg-B+td B

=d g "B (3.27) esitliginden
=agnB+a, B  (3.28)esitliginden
=(d,g +d ) AB (2.4) esitliginden
=arB (3.25) esitliginden

elde edilir.

Boylece, B ikivektorii kez a vektoriniin dik kismi, @ ve B ’nin disg
carpimina esittir. Egitligin iki tarafi B’ye béliniirse;
dgB=anB
a BB =(arB)B" (3.29)
d g =(anB)B"
bulunur. B nin bir derecesi olmas:t ya da versor olmasi nedeniyle tersi
kullanilabilir. Sagdan ve soldan tersi birbirine esittir. Sonug olarak;
d,g =(@anB)B" (3.30)
esitligi elde edilir.

d vektoruniin ayn1 dogrultulu kismi igin ayn1 yontem uygulanirsa;

Ay /\B:am -B+a"B ~B
=a_-B
B
-d -B+d,-B (3.31)
B

dg +a"B)-B

il
b —~

=d-B
ifadesi bulunur. Egitligin her iki tarafi B ikivektorinun tersi ile ¢arpilirsa;
gy, BB =(d-B) B’
ve sonug olarak

Gy =(d-B) B” (3.32)
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elde edilir. Bu esitligi de kullanarak
Zills +aln =d
ifadesi dogrulanabilir. Esitlik (3.30) ve Egitlik (3.31)’den,;

Gy +3,g =(dAB)B" +(d-B)B"

=(arB+ad-B)B” (2.2) esitliginden
= (a.BB") (4.7) esitliginden
=a

bulunur.

3.6 Yansima Operasyonu

Farkli derecelerdeki ¢okluvektér bilegenlerinin, dik ve aym

dogrultulu kisimlarina ayirma yoOntemi, yansima operasyonunda da
kullanilabilir. Cl;’de B ikivektor, B* onun duali, b ise normal vektor

olmak iizere, b vektori ile herhangi bir @ vektoriiniin ¢arpimai;

bi=b (g +d,g)

- - (3.33)
= b[ilp + b&ls
dir. Egitlik (2.31)’den yararlanarak;
5&:(56"3+5A&"5)+(5&m+I;/\Ez’m) (3.34)

ifadesi elde edilir. B nin normali b oldugundan b ve &g vektorleri
birbirine diktir. Buradan

dg-b=0 (3.35)

-

i¢ carprmunin sifir oldugu sonucu ¢ikarilabilir. Ayt sekilde a.p ve b

aym dogrultu tzerindedir. Bu da,

Gp Nb =0 (3.36)
dig ¢arpiminin sifir oldugu anlamina gelir. Degeri sifir olan bu kisimlar
Egsitlik (3.34)’ten kaldirlirsa;

33



(3.37)

Sekil 3.2 a vektoriiniin B ikivektorii iizerindeki yansimasi

Iki vektoriin i¢ carptminin degisme ozelligi vardir, dig ¢arpiminin

ise degigme 6zelligi yoktur. Bu 6zellikten yararlanarak,

bi=ad,5-b—Ggnb (3.38)
yazilabilir. Ifadenin sifira esit olan Esitlik (3.35) ve (3.36), Esitlik
(3.38)’de yerine yazilir ve Egitlik (2.31) formunda elde edilirse;

b =(d,g b+, Ab)~ (G b+ AD) (3.39)
bulunur. Esitlik (3.39) geometrik ¢arpimin genel ifadesi sekline getirilmek
istenirse;

N (3.40)
= (a",, —dg )b
elde edilir. Bunun anlami ise;
bi=—(dg—3d,g)b
(% *‘) (3.41)

= (Eim - Zi,,)b

dir. Egitligin her iki tarafi blile carpilirsa,

34



-biib™ =(d,g — diyg ) bB"
=d,g—dg

ifadesi bulunur.

(3.42)

Genel olarak, bir b vektorii ve onun tersi b * arasina bir @ vektoni

yerlestirildiginde, a vektoriniin yansimas, b * dualinin normali oldugu

dizlemde elde edilir.

Anadolu Unive
Merkez Kiitiiphons



4. CLIFFORD CEBIRININ DONME OPERASYONLARINA
UYGULANMASI

Bu bolimde 2 ve 3-boyutlu Oklid uzayinda dénme operasyonu
incelenecektir. Donme operasyonlarinin Clifford cebiri ile temsili

gergeklestirilerek, sonuca ulagmada miimkiin kolayliklar arastirilacaktir.

4.1 OKlid Diizleminde Dénme Operasyonu

2-boyutlu Oklid diizlemi tamimlanirken, Tablo 2.3’te birim
ikivektor I i¢in, P=-1 oldugu belirtilmisti. Bu ifadeden;

I=+-1

yazilabilir. Bir cokluvektér, karmasik sayilarda oldugu gibi temsil
edilebilir. Cokluvektoriin skalar kismi, karmagik sayinin reel kismina,
ikivektor kismi ise, karmasik sayinin sanal kismina kargilik gelir. CI; de
bir  ¢okluvektor, (o, a2, a3, 0t4) ise, karmasitk sayr  ifadesi,
(o1+iog) seklinde yazilabilir. Bu durumda oo=o03=0 olur. Dolayisiyla
¢okluvektériin toplanmasi ve farki, karmagik sayilarin toplanmasi ve

farkina kargilik gelir. Ayrica geometrik garpim, bu 6zel kosullar altinda,

karmagik sayilarin g¢arpimina kargilik gelir. A ve B c¢okluvektor olmak

iizere,
A=(aiy, oz, O3, 0L4) (4.1a)
B=(B1, B2, B3, Ba) (4.1b)
ise,

AB - (("-151 +(a,B,)+(asB;) - (a4B4)
((“4[33) (05B,)+(aB,) + (B, )el

+(((1J33) (oB,) +(0B,) + (B, )e2
((‘1431)+((11[34 +(085) —(0B.) )I

+

4.2)
+

geometrik carpimi elde edilir. A ve B gokluvektorleri, eger karmagik say1
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olsalardi, o, a3, Bz ve PBssifir olacakti. 4 ve B karmagik sayilarinin

garpimi sonucu,

AB = ((0.,8,)—(a.,8,))+(@.B,)+ (@B NI (4.3)

ifadesi elde edilir. Bu durumda her iki ifadenin de birbirine esit oldugu
goriilebilir. o; ve B;sonu¢ ifadenin reel kismini, o4 ve B4 isesonug

ifadenin sanal kismint olugturur.
Herhangi bir a vektérii;

a=a,e+a,e, (4.4)
olmak tizere, O agis1 kadar dondurildagiinde,

d'=ale+ae, (4.5)
vektori elde edilir. Bu durumda;

o, = cosba, —sinda, (4.6)

o; = sinba., + cosba, 4.7
yazilabilir. Ya da daha ¢ok bilinen ifadesi ile,
=Ma (4.8)

yazilabilir. Burada M doniigim matrisidir:

Mo {cose -sine] 4.9)

sin cos6

a vektori ile B karmagik sayist

a=a,e +a,e,

Bpp.I (4.10)

olmak tizere dB islemi;
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a"=dB
= (azel +o,e, )(Bx +ﬁ41)
= 0,6 (Bl B, 1 ) +0€, (Bl Bl )
=P, +a,ef, ] +oep, +oseB,
=Piose +Boze ] +Biose, +Bioe, T
= Bioye +B,0.eee, +Base, +8 0500,
=PBioe +B e, +Biose, B ae
= (B1a2 -B,0, )el + ([34(12 + Bla3 )ez

(4.11)

sonucunu verir. Bir vektor ile bir karmagik sayimnin geometrik ¢arpiminin

sonucu bir vektordir. 4" vektorinin bilegenleri ise;

a;=p,a,-$,0,

" (4.12)
a;=B,0, P,
dir. Esitlik (4.6) ve (4.7) ile Esitlik (4.12) igin;
o, = cosh a, —sinb a, =B, —B,0, =0 (4.13)
o, =sind a, +cosb o, =p,0, +p,a, =a; (4.14)
yazilirsa,
=cos0
P, ) (4.15)
B,=sin6
bulunur.

Esitlik (4.11)’de kullanilan B, spinér olarak adlandirilir. Spinér n-
boyutlu uzayin donme operasyonu iglemcisidir. Bu iglemci genellikle rotor
olarak adlandirilir. Esitlik (4.13) ve (4.14)’ten de anlagilacag: izere, Cl,
de spinor, bir skalar ve ikivektérin lineer kombinasyonu olarak

tamimlanir. Aslinda burada spinor ifadesi, bir c¢okluvektére de kars:

gelmektedir. Bu nedenle bazi esitliklerde B seklinde de temsil edilecektir

Esitlik (2.31)’den gorilecegi gibi, iki vektorin geometrik

¢arptminin sonucu, bir skalar ve ikivektorin toplamidir:
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B=, +B, I =p-g+prqg=pg (4.16)
e e e
skalar  ikivektor skalar  ikivektor
Bilinen vektor cebirinde, iki birim vektdér arasindaki agiyi nokta
garpim kullanarak bulabiliriz. Tki birim vektoriin vektorel c¢arpiminin

buyukligi, aralarindaki aginin simisine esittir Yani p ve ¢ birim

vektorler ise;
|Pxg|=sin® (4.17)

dir. Bolim 3.4°te vektdérel c¢arpim, dis c¢arptmin duali olarak
iliskilendirilmigtir. Aslinda iki birim vektorin dig ¢arpimi, aralarindaki

acinin singsunin, I birim baz ikivektori ile ¢garpimina egittir [8]:

p-q = cosd
*p ‘f i (4.18)
pAqg=sinfl
Esitlik (2.31)’den p veq birim vektorleri igin;
P4 = cosf+sinf 1 (4.19)

yazilabilir. Burada 6, p veq birim vektorleri arasindaki agidir. Egitlik
(4.19)’dan da goriulecegi gibi, Cl,’de spinor, skalar ve ikivektoriin
toplamidir. Iki vektoriin geometrik ¢arpiminin sonucu bir spindrdir

genellemesi yapilabilir. Aynt yontemi izleyerek,

-1

f

§'=a

a7l

3

i

Q
Q!

-]
q
birim vektorin tersi kendisine esit olacagindan,

=1

a'= pga (4.20)

{3

5
g

Spi

pg saatin hareketi yoniindeki donmeye kars1 gelen spindr ise, gp saatin

hareketine ters yondeki donmeye kargi gelen spinordir. Bu ifadeden de

geometrik ¢arpimin degisimli olmadig: ispatlanmig olur.

Iki spindriin geometrik ¢arpiminin sonucu yine bir spinordir. 4 ve

B, skalar ve ikivektorden olugan spindr olmak tizere;
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Ad=o+ta, I (4.21)
B= Bl +B4 1 (4-22)

AB = (o, +o, T)(B, B, 1)
= (o, o, I)B, +(o,+a, I)B, I
—a,+a B I+af, I+op, 1T (4.23)
=o,p, +af I+op, I-ap,
= galﬁl - a4B42 +(a4[31 + 0%[34){

' v
skalarkisim ikivektor kisim

sonucu elde edilir. Bu iki spinorin ¢arpiminin sonucu Cl>’de yine bir

spinordiir.

Esitlik (2.2)’den de goriilebilecegi iizere, bir vektorin kendisi ile
dis garpimi sifirdir. Ornegin Sekil (4.1)’den de goriilebilecegi gibi, #
vektori ile ayni dogrultu tizerinde bulunan tim noktalar igin;

-

xAru=0 (4.24)

dir. Burada ¥, # ile aym1 dogrultu tizerinde bulunan bir noktay: temsil
eden vektoérdir. Aym dogrultu lizerindeki herhangi bir a noktasim temsil

eden vektor igin,

Sekil 4.1 Oklid diizleminde bir dogru
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x-a)ynu=0
Ernu)y-anu)=0
xAu)=(anu)

FEni)=U

(4.25)

dir. Burada % dogrultu vektorudiur. U ise ikivektorudir ve dnu ifadesine
esittir. Tkivektor ozel bir sekle sahip degildir. Sadece taniml1 bir alandir.
Sekil (4.1)’den de gorildigi gibi, d vektorinin buyukliga, dogrunun

orijine olan uzakligini verir. Bu uzaklig ise,

Ul
{ o=

U=

QUi

d

By

di+dni=U (4.26)

esitliginden bulunabilir. d-# i¢ ¢arpim birbirlerine dik olduklarindan

sifira esittir. # birim vektor ise, birim vektoriin tersi kendisine esit

olacagindan, d=Ui ifadesi yazilabilir. Bu durumda |U|:|c;'| dir ve bu da

dogrunun orijine olan uzakligini verir.

4.2 Oklid Uzayinda Dénme Operasyonu

Oklid dizleminde cos6+sin6I spinédrii, bir vektori 0 agisi kadar
dondiirmektedir. Esitlik (4.18) den de goriilecegi tizere, S§ve 7 birim

vektorler olmak tizere;

(4.27)

oldugundan bir spindrdur.

I birim ikivektori ile tanimli bir dénme dizlemi tanimlansin. Bu

diizlemde yer alan bir v vektori, 0 acist kadar dondiraldiginde

vektorii elde edilsin. Bu operasyonu gergeklestiren spinér R,

R = cos0+sin 1 (4.28)

seklinde ifade edilebilir.
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V=RV (4.29)

~—p

ifadesinde V' vektori de I ve v ile ayni diizlemdedir. Bu nedenle;

VAILI=0

7.7 = [7[7|cosd (430)

yazilabilir. Esitlik (4.28)’den yararlanarak,

V=RV
= (cos6+sind I)v
= cosOv +sin0 I'v

= cosBV +sinf (I-¥ + I V)

(4.31)

ifadesi elde edilir. Cunkt burada I ikivektor, v ise vektordir. I birim

ikivektoru ile ¥ vektori ayni diizlemde oldugundan,

Inv=0 (4.32)
dir. Bu durumda Esitlik (4.31);

V' = cos6v +sin6 I- ¥ (4.33)

bicimine donugur. Sekil (2.7)’den gorilebilecegi uzere, I-V nokta
carpiminin sonucu bir vektordir ve v vektorine diktir. Bu dik vektor v,

seklinde temsil edilecektir. Bu temsilden yararlanarak, Egitlik (4.33);

V' = cosBV + sinf¥, (4.34)

of

seklinde yazilabilir. Sekil (4.2)’den goruldigi gibi, V' vektoru, v ile v,

vektorlerinin toplamdir.

Sekil 4.2 Keyfi segilmis bir diizlemde ddnme
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Esitlik (4.30) dan V' ve ¥ vektorlerinin biiyiiklikleri esit ise,
\7'-\7=|17|2 cosf (4.35)
elde edilir. Egitlik (4.34), Esitlik (4.35)’de yerine yazilirsa;

(cos8v +sin6¥, )- ¥ =|v[ cose
) (4.36)
cosBV -V +sindv, - ¥ =|v| cosd

bulunur. ¥ veV, birbirlerine dik oldugu igin, nokta ¢arpimlari sifir

olacagindan;
cosoV - = |17|2 cosf (4.37)

ifadesi elde edilir. Bu da bizi bir vektoriin kendisi ile nokta ¢arpiminin,

vektoriin buyikliginin karesine egit oldugu sonucuna gotirir.

Herhangi bir v vektorine ardigik iki yansima operasyonunun

uygulandigini varsayalim. Burada 5ve 7 birim vektorler olmak iizere,

BN (4.38)
={5V5st

dir. § =R spinorii ise,

i5=(57) =R’ (4.39)
dir ve Esitlik (4.38)’de yerine yazilirsa;

V=R'VR (4.40)
seklinde yazilabilir. Spinori,

R=si=s-1+5nt (4.41)

R'=fs=f-5+1 AS

seklinde de vyazabiliriz. Bu spinorler skalar+ikivektor formundadir.

§ AT =A seklinde temsil edildiginde, v vektorunin bilesenleri v, veV, ,

ise, v vektori;
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seklinde yazilabilir.
~ - - =0
Vi =V, AT, AA
=V A
=-A-v,
-

LT -
:'A'VIIA'—A/\VHA

=-A Via

oldugundan, vektor ve ikivektor arasindaki i¢ ¢arpimin degisimli olmadig:
sOylenebilir. Halbuki iki vektor arasindaki i¢ garpim degisimlidir.
=0
ViaA=V -A+v , AA
=V AA
=AY 5
=AY, +ANV ,

=AV ,
esitliginden bir vektor ile ikivektor arasindaki dig garpimin degisimli
oldugu sonucu ¢tkarilabilir. Iki vektoriin dis garpimi ise degisimli degildir.

Dig garpimin degigimliligi i¢in bir genelleme yapmak gerekir ise, v

bir vektor, Q ise derecesi r olan bir eleman olmak tzere,

vAQ=(-1) QAV (4.43)
dir.

VinA =-Av, (4.44)

VA=AV , (4.45)
oldugundan,

R_l‘jllA = (§ £-5A ;)\_;IIA

=(5-7)%a —(3 7 1)7, (4.46)
= (E ?)rﬁln _A‘_;HA
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esitligi elde edilir. §-7 carpiminin sonucu skalardir ve (5-7)¥,

geometrik carpimi degisimlidir. Egitlik (4.44) Un yerine yazilmasi ile,
Esitlik (4.46);

RJT’HA = i;"A (§?)+‘7II A
:{;"A(E-i +‘_;IIA(§AI) (4’47)
:qIA(E't+§AI)

- v}IAR
elde edilir. Ayn1 yontemle ve Esitlik (4.45)’in kullanilmasi ile;
R, =(5-7T-5nT)V,
=(5-7)9a-(5A7)V.a
=(5-7)V,, - AV,
=V a(5-7)-V.\A (4.48)
1A (3: 7)_‘7LA (§ /\?)
V(57 =5AT)

R’r

=~

4

{ 1

}

Il

vJ_A
degisimliligi ispatlanmig olur.
Esitlik (4.40)’taki asil ifadeye tekrar donecek olursak;
V=RV R
idi. Esitlik (4.47) ve (4.48)’deki ispatlardan yararlanirsak;
V=R (%, +7,, )R
=R, AR +R'v, R (4.49)
=%,.RR +v ,R'R
ve Esitlik (4.39)’dan

- .
V=9,RR+V ,

. - 1
elde edilir. Bu ifadeden goriildiigii gibi, R spinérii ¥ vektoriinii 56 kadar

bir ag1 ile dondiiriiyorsa, bu operasyon Esitlik (4.50) geregi ardisik olarak
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Jekil 4.3 Donme operasyonu

iki kez uygulanmakta ve sonugta v vektorii, Sekil 4.3'te gorildagii gibi, ©

acis1 kadar donmiis olmaktadir.

Bu durumda sonug olarak, B ikivektori ve 6 agis1 i¢in R spinori;
1 .1
R=cos—0+sin—60 B (4.50)
2 2
bi¢ciminde yazilabilir[12]. R, C/;’te bir spinér ise

R:cos—;—9+sin—;793 (4.51)

skalar ikivektor

formundadir. Ifadenin skalar kismi o, ikivektér kismi Esitlik (4.1b)

formunda (B1, B2, B3) ise, Re Cl, olmak tzere;

R=( o, xi, yj, zk) (4.52)

seklinde ifade edilebilir [13]. Bu esitlikte,

-k=ze,
-jze (4.53)
-ize,

izomorfizmi gegerlidir. Esitlik (4.52) de,
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a=cos19
2
X=sin —1—6[31
2
y=sin lG)[?;
2 2

1
z=sin 5 0B,

esitlikleri kullanmilmigtir.

(4.54)

47



5. ALTIN ORAN VE PLATONIK KATILAR

Altin oran ya da altin say1 Yunanli heykeltirag “Phidias”in anisina
pi olarak adlandirilir. Aslinda bu oran ¢ok eski gaglarda kullanilmistir.
M.O 2560 yillarinda yapildigi samilan Biyik Giza Piramidi, altin oranin
kullamildig: ilk yapidir. Bu piramidin her bir taban kenarimin uzunlugu

237,36m ve yiiksekligi ise 146,7m dir. 237,36/146,7= 237,36

=1,618 oram

2

ise altin orandir.

Bu oran, Atina’daki Parthenon, M.O 440 yilinda yapilmistir ve bu

yapinin boyutlarinda da altin oran gegerlidir.

Giiniimiizde altin oran siklikla karsgimiza ¢ikmaktadir. Ornegin

insan yuziniin bazi bolgeleri arasindaki uzakliklar orani, altin oram verir;
ylzin boyu / yiiziin genisligi,
dudak-kaglarin birlegim yeri arasi / burun boyu,
yiiziin boyu / ¢gene ucu-kaglarin birlesim yeri arasi,
agiz boyu / burun genisligi,
burun genigligi / burun delikleri arasi,
g6z bebekleri arasi / kaslar aras:.

Tabi ki bu oranlar ideal insan yiiziiniin oranlaridir. Amerikali
fizik¢i B. J. West ile doktor A. L. Goldberger, 1985-1987 yillar1 arasinda
yirittikleri arastirmalarinda, akcigerlerin yapisindaki altin oraninin
varligim1 ortaya koydular. Akcigeri olugturan brong agacinin bir ozelligi,
asimetrik olmasidir. Ornegin, soluk borusu, biri uzun (sol) ve digeri de
kisa (sag) olmak iizere iki ana bronga ayrilir ve bu asimetrik bolinme,
bronslarin ardigik dallanmalarinda da sirip gider. Iste bu bolinmelerin
hepsinde uzun brongun kisa bronga oraninin yaklasik olarak 1,618 degerini

verdigi saptanmigtir.

Canlilarin tim fiziksel ozelliklerinin depolandigi molekiil olan

DNA da altin orana sahiptir. DNA diisey dogrultuda i¢ ige agilmig iki
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sarmaldan olusur. Bu sarmallarda her birinin bitiin yuvarlag: igindeki

uzunluk 34 angstr(“)m(A), genisligi 21 A’dir. 21 ve 34 art arda gelen iki
Fibonacci sayisidir ve 34/21=1,618 dir.

Fibonacci isimli Italyan matematikginin buldugu bu say1 dizisi,
Fibonacci sayilart olarak adlandinlir ve bu sayilarin ozelligi, dizideki
saytlardan her birinin, kendisinden o6nce gelen iki sayinin toplamindan

olugmasidir.

Fibonacci Sayilari: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,
377, 610, 987, 1597, 2584, ...

Fibonacci sayilarinin ilging bir 6zelligi daha vardir. Dizideki bir
say1y1 kendinden onceki sayiya boldugiiniizde birbirine ¢ok yakin sayilar
elde edersiniz. Serideki 13. sirada yer alan sayidan sonra bu sayi

sabitlenir. Iste bu say1 "altin oran" olarak adlandirilir.

Altin oran kristal yapilarda da kendini gosterir. Bunlarin ¢ogu
gozimiizle goremeyecegimiz kadar kiigik yapilarin igindedir. Ancak kar
kristali Gzerindeki altin orani gozle gorebiliriz. Kar kristalini olugturan

kisali uzunlu dallanmalarda, ¢esitli uzantilarin orani hep altin oran: verir.

Mona Lisa'nin baginin etrafina bir dikdortgen ¢izildiginde ortaya
¢ikan dort kenar bir altin dikdortgendir. Bu dikdortgen, goz hizasinda
¢izilecek bir ¢izgiyle ikiye ayrildiginda yine bir altin oran elde edilir.

Resmin boyutlar: da altin oran olusturmaktadir.

Platonik katilar ise dogada miikemmel simetriye sahip geometrik
cisimlerdir. Bunlar tetrahedron, kiib, oktahedron, ikosahedron,
dodekahedrondur M.O 400 yillarinda bu cisimleri ilk kez smiflayan

Plato’nun anisina bu ad verilmigtir.

Bu bolimde oncelikli olarak altin oranin hesaplanmasi ele
alinacaktir. Daha sonra ise, Platonik katilarda altin oran aragtirilacak ve

Platonik katilarin diger geometrik 6zellikleri incelenecektir.
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5.1 Altin Oran

Altin oran bir ¢ok farkli yontemle elde edilebilir. Bu tezde

yontemlerden sadece biri kullanilacaktir.

e

X (xn C X

Sekil 5.1 Altn oranin ele edilisi

Sekil 5.1°de gorildagia gibi birim uzunluklu bir AB dogru pargast
olsun. Bir |AB| dogru pargasini gekildeki gibi kiigiik parganin |AC|, biiyiik
parcaya orami |BC|, biyik parcanin biitiin dogruya |AB| oranina esit olacak
sekilde boliindiiginde;

|ac|_lpc] 5.1
BC| |4 G-D

ifadesi elde edilir.

l1x x

degerleri yerine yazilarak
x2+x-1=0
bulunur. Bu esitligin ¢éziimiinden,

145

2
_-1+5

X, )

Xy

(5.2)

bulunur. Ikinci kok negatif oldugundan, uzunluk negatif olamayacag: icin,

bu kok ¢oziim olamaz. Birinci kokiin tam degeri,

x1==1,618033988749894848204586834365638117720309179805762862
1354486227052604628189024497072072041893911374847540880753868
9175212663386222353693179318006076672635443338908659593958290
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5638322661319928290267880675208766892501711696207032221043216
2695486262963136144381497587012203408058879544547492461856953
6486444924104432077134494704956584678850987433944221254487706
6478091588460749988712400765217057517978834166256249407589069
7040002812104276217711177780531531714101170466659914669798731
7613560067087480710131795236894275219484353056783002287856997
8297783478458782289110976250030269615617002504643382437764861
0283831268330372429267526311653392473167111211588186385133162
0384005222165791286675294654906811317159934323597349498509040
9476213222981017261070596116456299098162905552085247903524060
2017279974717534277759277862561943208275051312181562855122248
0939471234145170223735805772786160086883829523045926478780178
8992199027077690389532196819861514378031499741106926088674296
2267575605231727775203536139362107673893764556060605921658946
6759551900400555908950229530942312482355212212415444006470340
5657347976639723949499465845788730396230903750339938562102423
6902513868041457799569812244574717803417312645322041639723213
4044449487302315417676893752103068737880344170093954409627955
8986787232095124268935573097045095956844017555198819218020640
5290551893494759260073485228210108819464454422231889131929468
1926372891067050339928226526355620902...

dir. Bu altin orana karg1 gelen sayinin tam degeridir.

Sekil 5.2 Altin iiggen
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Tepe agist 36° olan bir ikizkenar tiggen ele alalim. Sekil 5.2°de
goruldugu gibi, taban agilari 72° olacaktir. BD ise agi ortaydir. Bu
durumda |BC|=|BD|=|AD| dir. Ayrica BDC ve ABC iiggenleri benzer

iggenlerdir. Bu benzerlikten yararlanarak,

|ac]_IBq|
IBD| [DC]|
(5.3)
|ac]_|ap]
|aD| |pc]
oranlari yazilabilir. Bu iiggende
5-1
|BC|=¢-|AB]=[—2——|AB] (5.4)

altin orani1 yazilabilir. Bu esitlik ifadesi Platonik katilarin incelenmesinde

oldukga kullaniglt olacaktir.

Diizgiin bir beggen icin altin oran aragtirilacak olursa, Sekil 5.3’te

gorildugu gibi,

d%.s:: 1+;/§ .

S (5.5)

elde edilir.

36°

\72° 72

Sekil 5.3 Diizgiin besgende altin oran
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5.2 Platonik Katilar

Plato, M.O 400 de uzayda miikemmel simetriye sahip noktalar
setine sadece bes katinin sahip oldugunu ortaya koydu ve buna “her geyin
teorisi” adin1 verdi. Bu teorinin ortaya ¢ikigindan yaklagik 2000 yil sonra
Johannes Keppler, benzeri bir yaklagimla, bu bes katinin geometrik

ozelliklerini kendi kozmolojik ¢aligmalarina uyguladi.

Plato’nun “her seyin teorisi” yaklasimi atom alt1 parcaciklar i¢in de
onemli rol oynadi. Plato atom-alt: pargaciklarin simetri agilarina gore

“Tablo 5.1°de goruldiigi gibi bir gruplama yapti.

Tablo 5.1 Plato’nun ilk kurami

1. tip 2. tip
Tetrahedron=plazma (ateg) 24 0
Oktahedron=gaz (hava) 48 0
ikosahedron=siv1 (su) 120 0
Heksahedron=kat1 (yer) 0 24

Plato’nun  teorisine  gore, atom-alt1  pargaciklar  farkh
kombinasyonlar ile farkli atom yapilarini olugturabilmektedir. Atom-alt:
pargaciklar aralarinda ¢ agili ii¢ bag olusturarak temel pargacigi meydana
getirmektedir. Baglar arasindaki bu agilar Tablo 5.1’de gorildiigu gibi 2

tipten olugmaktadir. 1.tipte bag uggeninin kenar uzunluklari oram
(1, 1, \[2—), 2.tipte ise (1,2, «/5) dir. Giiniimizde yapilan caligmalar

tetrahedronun 24, oktahedronun 48, ikosahedronun 120 adet 1.tip,
heksahedron ise 24 adet 2.tip liggenin bir araya gelmesinden olustugunu
gostermektedir. Atom-alt1 pargaciklar farkli sekillerde bir araya
geldiklerinde, Tablo 5.1’de goruldigu  gibi, farkli  yapilar
olugturabilmektedir. Ornegin, siviy1 olugturan 120 adet 1.tip uggen, 5 adet
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plazma yapi, ya da 2 adet gaz ve 1 adet plazma yapi igermektedir.
Plato’nun kuramina gore, bir sivi, gazlarn ya da gaz ve plazmanin farkli

kombinasyonlarla bir araya gelmesiyle olugmaktadir.

Ayrica Plato dogru agilar kullanildiginda, dodekahedrondan diger
dort simetrik katinin elde edilebilecegini 6ne sirmustir. Bu goriig daha da
geligtirilerek Abraham F. Jalbout [15] tarafindan makalesinde

ispatlanmagtir.

R’deki digbitkey tam simetrik diizgiin katilara Platonik katilar ad:

verilir. R’uzayimin sonlu alt gruplarinin bazilari Platonik katilarla

gosterilebilir.

i. Bu cokyiizliler R’uzayinda, 2-boyutlu dizlemlerin, 1-boyutlu

kenarlarin, késelerde birlesmesi ile olugur.

ii. Bir ¢ok yuzlinin tim yizeyleri, kenarlar1 ve kogeleri birbirinin
aynt ise dizgindir. Tim yizeyler aym agilarla kenarlarda

bulusurlar ve tim kenarlar ayn1 agilarla koselerde bulusurlar.

Plato’dan sonra, gesgitli yan diizgiin katilar tizerine Archimedes ve

Keppler’in ¢aligmalar: olmustur.

5.2.1 Platonik Katilarin Geometrik Ozellikleri

Bu c¢aligmada Platonik katilarin geometrik buyiklukleri ile ilgili
verilecek tiim biiyiikliikkler, normalize edilmis katilara ait olacaktir.
Normalize Platonik kat: ise, her bir kenarimin orta noktasinin, kati
hacminin merkezinde oldugu varsayilan orijine olan uzakligi 1 birim olan

katidar.

Bir Platonik katimin yiiz sayisi f, kose sayisi v, kenar sayis1 e ile

temsil edilir ise, aralarinda
Frv-e=2 (5.6)

bagintis1 vardir. Platonik katilara ait bazi biuyiklikler Tablo 5.2 de

verilmektedir.
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Tablo 5.2 Platonik katilara ait biyiikliikler

bir yiizii
yiz kenar olusturan
sayis1 sayisi kose sayis1 | kenar sayisi cifti
1) (e) ) ®
Tetrahedron 4 6 4 3 Tetrahedron
Kiib 6 12 8 4 Oktahedron
Oktahedron 8 12 6 3 Kiib
Ikosahedron 20 30 12 3 Dodekahedron
Dodekahedron 12 30 20 5 Tkosahedron

Platonik katilar1 Schlafli semboli ile de temsil edebiliriz. p her bir

yiize ait kenar sayisi, q ise her bir kogede birlegen yiiz sayis1 olmak iizere,

her bir Platonik kati {p,q} formunda Schlifli semboli ile temsil edilebilir

[16]. Bu temsile gore Platonik katilarin gosterimi Tablo 5.3’te verilmistir.

Tablo 5.3 Platonik katilarin Schliafli sembolii ile temsili

Platonik kat1 Schlifli sembolit
Tetrahedron {3,3}

Kiib {433
Oktahedron {3,4}
ikosahedron {3,5}

Dodekahedron {5,3}

Bu gosterimden yararlanarak Platonik katilar igin baz1 biytklikleri

formiile edebiliriz [16]. Bir Platonik katinin yuzey alani;

pql

S=4_(p_2)(q_2)°°‘(‘f;]

(5.7)
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esitligi ile bulunur. Benzer gekilde bir Platonik katinin hacmi ise;

O H e e G

ifadesinden hesaplanabilir. Platonik katinin bitisik herhangi iki yizeyi

arasindaki ag1 ¢ ise;

¢ = 2arcsin {cos [EJ csc (EH (5.9)
q p

ifadesinden bulunabilir. Merkezi, platonik katinin hacimsel orijini olmak
tizere, bir Platonik katimin tiim kogelerinden gegen kiirenin yarigap: (oR),
tim kenarlarindan gegen kiirenin yarigap: (;R) ve tim yuzeyleriyle temas
halinde olan, katinin i¢ine yerlegtirilebilecek en biyiik kiirenin yarigapi

(2R) olmak iizere bunlar arasinda,
R =4+ R* =4l csc’ (£}+2R2 (5.10)
p
ve

\R® = 4Pcot? (-;’;) +,R (5.11)

bagintilar vardir.

Bundan sonraki boliimde ise her bir Platonik katimin geometrik 6zellikleri

ayrintili olarak ele alinacaktir.

5.2.1.1 Tetrahedron

Platonik katilardan ilki tetrahedrondur. Normalize edilmis bir
tetrahedronun numaralandirilmis késelerinin, se¢ilmig koordinat sistemine

gore koordinatlar1 Tablo 5.4’teki gibidir.

Sekil 5.4’ten de gorillecegi uzere tetrahedronun Schlifli semboli

{3,3} dir. Normalize edilmig tetrahedronun bir kenarimin uzunlugu

2+/2 birimdir. Buna gore Esitlik (5.7)’den tetrahedronun yiizey alani,
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Sekil 5.4 Tetrahedron

S pal t(ft—) 3'3(2ﬁ)2 cot (—375)

T (p-2)(g-2) \p) 4-(3-2)(3-2)

_ T2 ot Ej =13,8564 br?
3 3

(5.12)

olarak bulunur.

Tablo 5.4 Tetrahedronun kdse koordinatlar

Koordinat
Kdése numarasi
xyz)
1 (-1;-1;1)
2 (LL1;1)
3 (-1;1;-1)
4 (1;-1;-1)

57



Egsitlik (5.8)’den tetrahedronun hacmi
3
V= (l) paf (zz) cos [z) csc[f_(&:_e_:z)
6)4-(p-2)(q-2) p q 2\ p+q+2

_ &j ; _?‘33522‘)/(53)_ 3 cot® (19 cos (-3”-) osc [%(%‘%D (5.13)

=2,6666 br®

olarak bulunur.Tetrahedronun bitigik herhangi iki yiizeyi arasindaki ag1 ¢

ise Egsitlik (5.9)’dan;

¢ = 2arcsin {cos (Zj csc (Eﬂ = 2arcsin [cos (Zr—) csc (EH
q )4 3 3 (5.14)

=170,52°

bulunur.

5.2.1.2 Kiib

Platonik katilardan ikincisi kiibtiir. Normalize edilmig bir kiibiin
Sekil 5.5°de goruldigia gibi, numaralandirilmis kogelerinin, segilmis
koordinat sistemine gore koordinatlari Tablo 5.5°teki gibidir. Burada
a=0,707 dir.

Sekil 5.5 Kiib
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Tablo 5.5 Kiibiin kose koordinatlar:

Koordinat:
(x3y:2)
(a;a;-a)

Kose numarasi

(-a;a;-a)

(-a;a;a)

(a;a;a)

(a;-a.a)

(-a;-a;a)

(-a;-a;-a)

R | | Wi &L W N e

(a;-a;-a)

Sekil 5.5’ten de goriilecegi tizere kubin Schlafli sembolu {4,3} dur.
Normalize edilmis kiibiin bir kenarinin uzunlugu 1,414 birimdir. Buna

gore Egitlik (5.7)’den kibiin yiizey alani,

2 . 414Y
S pql cot(-’—{): 4.3(1,414) cot(zj
4-(p-2)(q-2) \p) 4-(4-2)(3-2) 4 (5.15)
=12 cot(i’-)zlz br?
4
olarak bulunur. Egitlik (5.8)’den kiibiin hacmi
3
:(—1—) pq’ cot’ (E] cos(z)csc(ﬁ(—-——————m_p _q)]
6)4-(p-2)(q-2) p q 2\ p+q+2

(a5 oo

=2,827br’

olarak bulunur. Kiibin bitisik herhangi iki yiizeyi arasindaki a¢1 ¢ ise

Egsitlik (5.9)’dan bulunabilir:

¢ = 2arcsin [cos (i]ﬁ) csc [%)] = 2arcsin [°°S g‘) oe (g’)] (5.17)

=90°
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5.2.1.3 Oktahedron

Platonik katilardan tigiinciisit oktahedrondur. Normalize edilmig bir

oktahedronun Sekil 5.6 da goruldigia gibi, numaralandirilmig kdsgelerinin,

secilmis koordinat sistemine gore koordinatlar1 Tablo 5.6’daki gibidir.

Burada b=1,414 dur.

Sekil 5.6 Oktahedron

Tablo 5.6 Oktahedronun kése koordinatlan

Kdse numaras Koordinati
1 (0;0;b)
2 (-b;0;0)
3 (0:b;0)
4 (b;0;0)
5 (0;-b;0)
6 (0;0;-b)
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Sekil 5.6’dan da gorilecegi tizere oktahedronun Schlifli sembolii
{3,4} dir. Normalize edilmis oktahedronun bir kenarinin uzunlugu 2

birimdir. Buna gore Esitlik (5.7)’den oktahedronun yiizey alan,

S- pql? t[zt_): 3.4(2) t(—i-[—)
4-(p-2)(q-2)  \» 4*(3“‘2)(4"2)00 3 (5.18)
=24 cot(—;{) =13,856 br’

olarak bulunur. Egitlik (5.8)’den oktahedronun hacmi
3
V= (l) pal o (1{] cos (z) s 1{(19__1:1)
6)4-(p-2)(q-2) p q 2\ ptq+2
3.4(2)° 3
= (—1-) (2) cot’ (_7_[, cos z)csc z(10-3-4 (5.19)
6)4-(3-2)(4-2) 3 4 2\ 3+4+2

=3,7706 br

olarak bulunur. Oktahedronun bitigik herhangi iki yiizeyi arasindaki a¢1 ¢

ise Esitlik (5.9)’dan;

¢ = 2arcsin {cos [-7—[-) csc (EH = 2arcsin [cos (ZJ csc (zﬂ
q P 4 3 (5.20)

=109,47°

olarak hesaplanir.

5.2.1.4 Ikosahedron

Platonik katilardan dordiinciisii ikosahedrondur. Normalize edilmis
bir ikosahedronun Sekil 5.7°de gorildagi gibi numaralandirnimg
koselerinin, se¢ilmis koordinat sistemine gore koordinatlar1 Tablo 5.7 deki
gibidir. Burada ¢=0,618 dir.

Sekil 5.7°den de gorilecegi iizere ikosahedronun Schiafli semboli
{3,5} diir. Normalize edilmis ikosahedronun bir kenarinin uzunlugu 1,236

birimdir.
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Sekil 5.7 Ikosahedron

Buna gore Esitlik (5.7)’den ikosahedronun yiizey alani,

2 3.5(1,236)’
S= rg! cot (f—) = ( ) cot(—’z)
4-(p-2)(g-2) \p) 4-(3-2)(5-2) 3 (5.21)
=22,915 cot(—;t—] = 13,230 br?
olarak bulunur. Esitlik (5.8)’den ikosahedronun hacmi
3 —_—p—
Ve (l) pal’ o (ZJ ws(ﬁ) csc(_’i(lﬁ’_l’_fl_)]
6)4—-(p-2)(q-2) p q 2\ p+q+2

(g el{32) om

=4,1194 br’

olarak bulunur.
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Tablo 5.7 Ikosahedronun kose koordinatlar:

Kdse numarasi Koordinati
1 (c;0;1)
2 " (c;0;-1)
3 (-c;0;-1)
4 (-c;0;1)
5 0;1;¢)
6 (0;1;-c)
7 (0;-1;-¢)
8 (0;-1;0)
9 (1;c;0)
10 . (1;-c;0)
11 (-1;-c;0)
12 (-1;c;0)

ikosahedronun bitigsik herhangi iki yiizeyi arasindaki ag1 ¢ ise Esitlik
(5.9)’dan;

@ = 2arcsin [cos [—75) cSsC (—ﬂiﬂ = 2arcsin I:cos [Ej csC (EJJ
q p 5 3 (5.23)

=138,183°

olarak hesaplanir.

5.2.1.5 Dodekahedron

Platonik katilardan besincisi dodekahedrondur. Normalize edilmis
bir dodekahedronun numaralandirilmig koselerinin, secilmis koordinat

sistemine gore koordinatlar: Tablo 5.8 deki gibidir.

Sekil 5.8 den de goriilecegi iizere dodekahedronun Schlafli sembolii
{5,3} diir. Normalize edilmis dodekahedronun bir kenarimin uzunlugu

0,764 birimdir.
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12 11
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e e e mm

Sekil 5.8 Dodekahedron

Buna gore Esitlik (5.7)’den dodekahedronun yiizey alani,

= R R e

~8,754 cot(fs’-) 12,0488 br?

(5.24)

olarak bulunur. Esitlik (5.8)’den dodekahedronun hacmi
3 — —
Ve (l) paf e [Z’_) cos(.”_) csc[z[lﬂ..u)}
6)4—-(p-2)(q-2) r q 2{ p+q+2

(= =053 e

=3,4172 br’

olarak bulunur.
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Tablo 5.8 Dodekahedronun kése koordinatlan

Kose numarasi

Koordinat1

1

(0,618; 0,618; -0,618)

2 (-0,618, 0,618; -0,618)
3 (-0,618; -0,618; -0,618)
4 (0,618; -0,618; -0,618)
5 (0,618; 0,618; 0,618)

6 (-0,618; 0,618; 0,618)
7 (-0,618; -0,618; 0,618)
3 (0,618; -0,618; 0,618)
9 (0; 1;-0,382)

10 (0; 1; 0,382)

11 (1, 0,382; 0)

12 (1; -0,382; 0)

13 (0; -1; 0,382)

14 (0; -1; -0,382)

15 (0,382; 0; -1)

16 (-0,382; 0; -1)

17 (-1; 0,382; 0)

18 (-1; -0,382; 0)

19 (-0,382; 0; 1)

20 (0,382; 0; 1)

Dodekahedronun bitisik herhangi iki yiizeyi arasindaki ag1 ¢ ise Esitlik

(5.9)’dan;

¢ = 2arcsin {cos (—75) csc(zﬂ = 2arcsin [cos (Z[—) csc (—7-[-
q p 3 5

=116,565°

olarak hesaplanir.

)

(5.26)
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5; 6; 7; 8; 19; 20 nolu késelerin sinirladigt hacimdeki geometrik
hesaplamalar olduk¢a Onemlidir. Burada gegerli olan bagintilarin
temelinde altin oran vardir [17]. Dodekahedronun bu kism: Sekil 5.9 da
gorillebilir.  Buradaki kogseler gosterim kolaylifi  igin  yeniden

adlandirilmigtir:

L
______ 1_ —_— D
B c
D
K
o ﬁ\
H k
E["" 7" b - S « S *TTTTF
B C

Sekil 5.9 Dodekahedronda altin oran

i.  Sekil 5.9°da E noktas1 |AB| dogru pargasimn, F noktasi da |CD|

dogru pargasinin orta noktasidir.
ii. G noktas1 [EF| dogru pargasinin orta noktasidir.

iiii. H ve J noktalarimin yerini tespit etmek igin altin orandan

yararlanilir. |GH| ve |GJ| uzun kisimlardir.

iv.  ABCD kare yuzeyine dik |KH] dogru pargast ve benzer sekilde |LJ|
dogru pargasi ¢izilir: |[KH|=|LJ|=|GH|=|GJ|

v.  [HM| dogru pargasi [EF| ye diktir. k uzunlugu |AB| nin yarisidir.
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Vi.

Altin oran yaklagimiyla,

vardir. Dolayisiyla K =

m

h

LOB _1 Gir Ve Kam’=12 esitligi
m

ifadesi yazilabilir.
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6. PLATONIK KATILARIN SIMETRi GRUBU

Platonik katilarin simetri gruplarinin incelenmesinden 6nce, grup
kavrami1 ele alinacaktir. Bu tanimlamalardan sonra, her bir Platonik

katinin simetri gruplarinin 6zellikleri incelenecektir.

6.1 Grup Kavram

Belirli bir sonlu veya sonsuz G kiimesinin verilmis oldugu
varsayilirsa, bu G kiimesinin elemanlar1 a ve b kabul edilsin. Bu iki
elemanin toplam: olan ve a+b ile gosterilen, G nin belirli bir igiinci
eleman: tanimlanmis olsun. Bu toplama operasyonunun asagidaki sartlari
gergeklemesi gerekir:

i. birlesme 6zelligi
ii. degisme Ozelligi
iii.  verilen bir elemanin tersinin var olmasi gart1
iv.  birim elemanin varlig1 sart1
Bu kosullar gergeklesiyorsa G ye degisimli grup (abelyen grup) adi verilir.
Sonlu sayida elemandan olusan gruba sonlu grup, aksi halde sonsuz

grup denir. Sonlu bir grubun elemanlar1 sayisina grubun mertebesi adi

verilir[14].

6.2 Permiitasyon Grup Kavrami

Tamamiyla keyfi seylerin permiitasyonundan soz edilebilir. Siralari
degistirilen geylerin yerine rakamlar yazilabilir. Bu durumda rakamlarin
permiitasonundan s6z edilebilir. 1, 2, 3 rakamlan ile asagidaki

permiitasyonlar elde edilebilir:
1 23 (123} (1 23123 (123 123(61)
12313 2)0\213)723 131213 21)"

. 1 2 3 . ; . .
Ik (1 5 3]pernu‘itasonuna. birim (idantik) permutasyon denir. Iki

permiitasyonu toplamak, bunlarin 6nce birincisini, sonra ikincisini birbiri



ardina uygulamak anlamina gelir. Bu toplamlarin sonuglarini kolayca

yazabilmek i¢in asagidaki gosterimler kullanilabilir:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Ao = ’ A1 = s Az = ’
1 2 3 13 2 213
1 2 3 1 2 3 1 2 3
A3 = 5 A.4 = N A&5 =
2 31 31 2 3 21

Bu gosterimden yararlanarak Tablo 6.1 olusturulabilir.

(6.2)

Tablo 6.1 S; grubunun toplama operasyonu tablosu

Ay A, A, A3 Ay As
Ay A Ay A, Az Ay As;
A A Ay Aj A, As Ay
A, | A Ay 1A A A A
As | A; As |A A, A | A
Ay | Ay A, As Ay A; A,
As As Az Ay A, A, Ayp

Bu u¢ elemanin permutasyonlart bir grup olusturur. Bu grubu S; ile
gosterebiliriz. Bu grup degisimli degildir:

Ay + A= As;

Az + A=A,

6.3 Alt Grup Kavrami

Ay ve A, elemanlanini goz Oniine alalim. Tablo 6.1’den

A, +A, =A,
A, +A, =A, 63)
A, +A, =A,
A +A =A,

elde ederiz. Goriildiigi tizere tiim grup aksiyomlar1 gergeklesmektedir. Ay ve A
bir grup olusturur. Bu grup i¢ rakamin tiim permitasyonlart grubunun bir
kismidir. Ag ve Az, Ag ve As ciftlerinin de bir grup oldugu aym sekilde gorilir.
Ag ve A;, Ap ve A, gifti grup olusturmazlar. A; + As= A4 oldugundan grubun

eleman: degildir.
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Bir G grubu verilmis ise, bu G grubunun bazi elemanlarindan
olusan H cimlesi, G igin gegerli olan toplam kurallarina gore bir grup ise,
H’ye G grubunun alt grubu denir. Buna goére, (Ag;A; ), (AgAz ), (A As),
eleman ¢iftlerinden her biri S; grubunun mertebesi 2 olan alt grubudur. S,
grubunun mertebesi 2 olan bagka alt grubu yoktur. G grubunun her alt
grubu, grubun tanimina gére, G nin birim elemanini igermelidir. Bununla
birlikte S; grubunun ikinci mertebeden her alt grubu, (Ag;A; ),bigimindedir.
Burada 1 sayist 1, 2, 3, 4, 5 degerlerini alabilir. Fakat bu 6rnek igin 1 3 ve
4 olamaz. Bundan dolay1 (Ag;A1 ), (AgA;z ), (Ag;As ) alt gruplart tanimlidir.
Ayrica S; grubunun ii¢ elemanindan olusan ve mertebesi 3 olan (Ag;As;A4)
alt grubu vardur.

Tiim bu gruplarda toplam kurallar1 aynidir. n tane rakamin iki
permiitasyonunu bulmak, bunlari1 birbiri ardindan soldan saga dogru
sirasiyla uygulamak demektir.

n tane elemanin tiim permiitasyonlarinin olusturdugu S, grubuna, n
elemanin permutasyonlarinin simetrik grubu da denilir. S, grubunun her

alt grubuna permitasyon grubu adi verilir.

6.4 izomorf Gruplar

Sekil 6.1’de gorildigi gibi bir eskenar tiggenin O orijini

etrafindaki tim mimkiin devirleri incelenebilir.

C

A B
Sekil 6.1 Egkenar iicgen

Uggenin miimkiin olan tiim devirlerinden sadece ii¢ tanesinin iiggeni
kendi kendisine donistiurdiga gorilebilir. Bunlar 120°, 240° ve

360°(idantik) devirlerdir. 360° lik( ya da sifir) dénme operasyonu ro, 120°
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lik dénme operasyonu r;, 240° lik donme operasyonu r; ile temsil
edildiginde;
I,+T,=T,
I,+I, =+, =T,
e 9
I, +T, =T, =T,
r,+T, =T,
bagintilar1 yazilabilir. Tablo 6.2’de operasyonlarin ardigik uygulanmas: ile
ilgili kurallar1 gostermektedir. Bu operasyonlarin olusturdugu gruba Rj

grubu ad1 verilsin.

Tablo 6.2 R; grubu

Iy Ir i o]
) ) ) o)) r ) )
r Tr;: rs o
r; r; ro r;

Ote yandan ii¢ rakamin tim permiitasyonlar1 grubunun (Ao ;As ;A;) alt
grubunu ele alalim.
a, or,
a or, (6.5)
a, or,
kabul edelim. Her iki gruba da ayni1 operasyonlar uygulandiginda, yine
birbirine karsi gelen elemanlar elde ediliyorsa bu iki grup birbirine
izomorfdur denir. Elemanlarinin uygun sekilde gosterilmesi sonucunda,

toplam tablolan birbirine karg1 gelen gruplara izomorf gruplar adi verilir.

6.5 Bir Grubun Devirli Alt Gruplan

a bir G grubunun keyfi bir elemani olsun. Bu eleman kendisine
ilave edildiginde, yani a+a elemam, 2a ile gosterilebilir. Bu a’nmn iki kat1
anlaminda degil, sadece bir gosterimdir. Ayni sekilde atat+a da, 3a

bigiminde gosterilebilir. Bu gésterim genel olarak
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atat.t+ta=na (6.6)
—————

n

seklindedir. Ayni grubun —a eleman1 g6z 6niine alindiginda ise

(-a)+(-ag+...+(-a)=-na (6.7)

n

bigiminde temsil edilebilir.

Bir G grubunun n tamsay: olmak iizere, na seklinde gosterilen
elemanlarindan olugsmus H(a) ciimlesi, G grubu dahilinde tamimlanmis
olan toplama operasyonuna gore bir H(a) alt grubunu olusturur.

H(a) alt grubu, G grubunun ma seklinde g6sterilen tiim
elemanlarindan olusmus bir grup olarak tanimlansin. Bu grupta m, #m,

olmak tizere

(m,-m,)a=0 (6.8)
ve
ma=0 (6.9)

sartint saglayan bir m sayist olsun. Tiim tam sayilar igerisinde m nin en

kigik degeri o ile gosterilsin. Bu durumda H{(a) alt grubu o tane,
0,2,2a,..,(c0-1)a (6.10)

elemanlarindan olusur. ®a=0 olmak tzere,
..,-ma,....-a, 0, a,...ma,... (6.11)
dizisi kendisini saga ve sola dogru sonsuz kez tekrar eder.
Diizgiin bir a koseli (o -kenarli, o -gen) ele alindiginda, bu
cokgenin bir kenarina karg1 gelen merkez agi,

_2m (6.12)

a
dir. Cokgen 0, ¢, 24,...,(c-1)d agilar: kadar devirlerinin her biri sonunda
kendi kendisiyle gakisir. Aralarindaki fark 360° nin bir tam kat1 devirlere
aymi devir gibi bakilabilir.

Cokgenin m¢ agis1 kadar devrine H(a) grubunun mo elemam kargt
geldigi taktirde, H(a) grubunun dizgin o koselinin devirleri grubu
izerine izomorf bir temsilinin elde edildigi s6ylenebilir. Duzgiin ¢okgenin

devirleri grubuna izomorf olan gruplara sonlu devirli gruplar ad: verilir.
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Tablo 6.3’te mertebesi m olan devirli grup igin, toplam tablosu

verilmistir.
Tablo 6.3 Devirli grubun toplam tablosu

a9 a az a3 ces Am-1
ao ao ai an as dm-1
a1 a1 az as as .. ag
a as as a4 as a
a3 as aq as ae ay
aAm-3 adm-3 am-2 am-1 ao oo am-4
aAm-2 aAm-2 adm-1 ao a3 .- am-3
aAm-1 am-1 a0 ai as . Am-2

Tam sayilar grubuna izomorf olan gruplara sonsuz devirli gruplar

ad1 verilir.

6.6 Temel Hareket Gruplar

Geometrik gekillerin kongruans (congruous) gruplari sonlu ve
sonsuz gruplar igeren ¢ok genis ve ¢ok oOnemli bir gruplar simfi
olustururlar. Verilen bir F geometrik geklinin, uzayda veya diizlemde F’yi
kendine doniistiiren hareketine F geometrik seklinin kongruansi denir.

Sekil 6.2’de goriildigii gibi diizlemde bir altigen icin, ¢okgenin
kendi kendisine doniistiren hareketi incelenebilir.

Bir dénme operasyonu sonucu Ao kosesi Ax kosesine doniigsiin. Bu
durumda ApA; kenari, AxAx+1 ya da AxAg; kenarina donisir. Saat
ibrelerinin hareket yoniiniin tersi pozitif yon kabul edildiginden, bu kabule
gore AxAy+; olmalidir. Benzer gekilde AjA; kenari, Agi1Axz ye, AzA3
kenar da, Agi2Ax+3’ e doniigir.

Diizgiin bir n-kogelinin kendi diizleminde her kongruansi, bu

gokgenin k-z—n-a(}lSl kadar donme operasyonu ile mimkundiir. Bu ifadedeki
n
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As

A, A 6)
Sekil 6.2 Altigen

k bir tamsayidir ve bu kongruanslardan n tane vardir ve bu dénme

operasyonlar1 bir grup olusturur.

6.6.1 Diizgiin Bir Cokgenin 3-boyutlu Uzaydaki Kongruanslari

Bir n-kogelinin uzaydaki kongruanslarinin incelenmesi igin,
dizlemdeki kongruanslarina ek olarak ¢okgenlerin gevirimleri ya da alt-
iist edilmelerinin (kendi simetri eksenleri etrafinda 180”1ik doénme
operasyonlar1) dikkate alinmasi gerekir. Duzgiin bir n-koselinin n tane

simetri ekseni vardir. Bunlar n ¢ift say1 ise, karsilikli kose noktalar ¢iftini

birlestiren tane dogru ile, karsilikli kenarlarin orta noktalarini

(B

) i n - : i . 1 . c
birlestiren 3 tane dogru simetri eksenleridir. n tek sayi ise, bir koge

noktasinin kargisindaki kenari ortalayan noktaya birlestiren dogrular n
tane simetri eksenini olusturur. Bu n tane devir ile birlikte, n tane
gevirimin diizgin bir n-koselinin tim kongruanslarini, yani uzayda

cokgeni kendi kendisine dénistiiren tiim hareketleri gergeklestiririer.
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6.6.1.1 Verilen bir Geometrik Seklin Uzayda veya Diizlemde

Kongruanslarit Grubunun Genel Tanim1

Uzayda veya dizlemde bir F geklinin g; ve g, kongruanslarn ele
alindiginda,
i.  gitg; kongruansi, g; ve g; nin ardisik olarak uygulanmasi ile
elde edilir.
ii. g;+g, de F seklinin kongruansidir.
iii.  F seklinin tim kongruanslari ardigik dénme operasyonlarina
gore (toplama), bir grup olustururlar.
iv.  Ardisik kongruanslar kendi aralarinda birlegsimlidir.
v.  Kongruanslar cimlesinde sifir ya da idantik kongruans vardir
Bu seklin her noktasini sabit birakan harekettir. Diger bir
deyisle hareketsizliktir.

vi.  Her g kongruansinin bir tersi (-g) kongruans vardir.

6.6.1.2 Dogrunun, Dairenin ve Diizlemin Hareket Grubu

Bir diizlemden gegen herhangi bir dogrunun kongruanslar: grubu
ele alindiginda, bu kongruans grubunun, dogrunun kendi izerinde
kaymalarindan ve iizerindeki herhangi bir noktas: etrafinda 180° lik dénme
operasyonlarindan olustugu goriliir.

Dogrunun kendi lzerindeki kaymalari tim kongruans grubunun alt
grubunu olusturur. Bu kaymalar dogrunun kendi tizerindeki tek
hareketidir. Dogrunun kendi iizerinde her kaymasina uzunlugunu ve
yoniinii belirten bir reel say1 kargt gelir Bu nedenle, bu alt grup reel
sayilar grubuna izomorftur.

Ikinci bir uygulama olarak, bir dairenin kendi dizlemi igindeki tim
kongruanslari grubu ele alindiginda ise, bu grubun dairenin kendi duzlemi
icinde ve kendi merkezi etrafinda mimkin olan tim devirlerinden
olustugu goriiliir. 27 nin tam katlarina esit agilar kadar devirlerine idantik

devirler denir.
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Bir diuzlemin keyfi iki paralel kayma hareketinin toplami, diizlemin
yine bir paralel kaymasidir ve bu iki kaymanin sirasina bagli degildir.
Diizlemin mimkiin olan tim dogrular boyunca, tiim paralel kaymalarimin

tamami, kendi iizerindeki hareketleri grubunun, degisimli bir ait grubudur.

6.7 Platonik Katilarin Simetri Gruplan

Bu bolimde Platonik katilarin her biri igin simetri gruplan

incelenecektir.

6.7.1 Tetrahedronun Simetri Grubu

Tetrahedronun simetri grubunu $(T) ile gosterebiliriz. Bu grup bir
yansima, iki farkli eksen etrafinda donme ve idantik operasyonlar nedeni

ile, 8, simetri grubuna izomorftur.

donme
ekseni(1)

diizlemi

donme
ekseni(11)

Sekil 6.3 Tetrahedronun yansima ve donme eksenleri
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Tablo 6.4 Tetrahedronun yanstma operasyonlar

Tetrahedron Tanimlama Sayis1
Kargilikli yiizeyler
yansima . 6
arasindaki kenar boyunca

Tetrahedronun bir tiir yansima dizlemi, iki tir de donme ekseni

vardir. Sekil 6.3’te donme ekseni tiirlerine ve yansima diizlemi tirine

birer ornek ¢izilmistir. Tim yansima diuzlemleri ve dénme eksenleri

cizildiginde sekiller anlagilmaz olacagindan, boyle bir yontem tercih

edilmigtir. Tablo 6.4 ve 6.5te ise tetrahedrona ait yansima ve ddonme

eksenleri hakkinda daha genis agiklama yapilmigtir.

Tablo 6.5 Tetrahedronun donme operasyonlar1

Tanimlamanin
Tetrahedron Tanimlama uygulanacag: kése Tekrar sayisi
sayis1

Her bir koseyi,
donme operasyonu | karsisindaki yiizeyin A 3
(donme ekseni-I) | merkezine birlestiren

eksen

Bir kenarin orta

noktasimi, karsgi
dénme operasyonu

kenarin orta 3 2

(donme ekseni-II)

noktasina birlestiren

eksen

Diger tim Platonik katilar da kendi hacim merkezleri etrafinda

simetriktirler. $(X) simetri grubu, S, (X)x(J ) direkt ¢arpimina izomorftur. Bu

ifadede X herhangi bir Platonik katiyi, S, (X) direkt simetri altgrubunu, daha

bagka bir deyisle, donme operasyonlarinin olusturdugu altgrubu, (J ) ise yansima

operasyonlarmin olugturdugu altgrubu ifade eder.
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6.7.2 Kiibiin Simetri Grubu

Kiibiin simetri grubunu S(K) ile gosterebiliriz. Bu grup iki farkls

yansima, ii¢ farkli eksen etrafinda donme ve idantik operasyonlar1 nedeni

ile, S, (K)x(J) simetri grubuna izomorftur.

Kiibiin iki tiir yansima dizlemi, ii¢ tir de donme ekseni vardir.

Sekil 6.4’te donme ekseni tirlerine ve yansima diizlemi tiiriine birer 6rnek

¢izilmigtir. Tablo 6.6 ve 6.7°de ise kiibe ait yansima ve donme eksenleri

hakkinda daha genis agiklama yapilmigtir.

yansima
diizlemi (I)

yansima
diizlemi (IT)

-

e
o

donme

ekseni (1IT)

ot vl

Sekil 6.4 Kiibiin yansima ve donme eksenleri

donme
ekseni (I1)

Y-
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Tablo 6.6 Kiibiin yansima operasyonlari

Kiib Tanimlama Sayis1
Kargilikla dort yiizeyin
kenarlarinin orta
Yansima(l) 3
noktalarinin olusturdugu
yiizeyler
Birbirine dik yiizeylerin,
komsu olmayan
Yansmma(Il) ) 6
kenarlarim birlestiren
yizeyler
Tablo 6.7 Kiibiin donme operasyonlan
Tanimlamanin
Kiib Tanimlama uygulanacagi kose Tekrar sayist
sayisi
dénme
operasyonu Karsilikh késeleri 3 A
(vansima ekseni- | birlestiren eksen
D
Bir kenarin orta
donme
noktasini, karst
operasyonu
_ | kenarn orta 6 2
(yansima ckseni- . .
noktasina birlestiren
IT)
cksen
Bir yiizeyin orta
donme
noktasini, karsi
operasyonu .
yiizeyin orta 4 3

(yansima ckseni-
111)

noktasina birlestiren

cksen
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6.7.3 Oktahedronun Simetri Grubu

Oktahedronun simetri grubunu $(0) ile gosterebiliriz. Bu grup iki

farkli yansima, ii¢ farkli eksen etrafinda dénme ve idantik operasyonlari

nedeni ile, 8,(C)x(J) simetri grubuna izomorftur. Kiib ve oktahedron

birbirlerinin duali oldugundan, simetri gruplar1 aynidir.

yansima
diizlemi (IT)

donme
ekseni(Il)

Sekil 6.5 Oktahedronun yansima ve donme eksenleri
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Tablo 6.8 Oktahedronun yansima operasyonlan

Oktahedron

Tanimlama

Sayisi

Yansima(l)

Hacim merkezindeki
dortgenlerin olugturdugu
diziem

Yansima(Il)

Karsilikli doért yiiziin alt
ve iistteki bulustuklan
noktalar ile, ortadaki
doértgenin kenar orta
noktalarinin

olusturduklan diizlem

Oktahedronun iki tir yansima dizlemi, G¢ tir de donme ekseni

vardir. Sekil 6.5’te donme ekseni tiirlerine ve yansima dizlemi tiiriine

birer ornek gizilmistir. Tablo 6.8 ve 6.9°da ise oktahedrona ait yansima ve

donme eksenleri hakkinda daha genis agiklama yapilmigtir.

Tablo 6.9 Oktahedronun donme operasyonlari

Tammlamanin
Oktahedron Tanmiama uygulanacag: koge Tekrar sayisi
sayisi
donme
operasyonu Kargilikh késeleri 3 s
(yansima ekseni- | birlestiren eksen
D
Bir kenarin orta
dénme
noktasim, kars1
operasyonu
.| kenarin orta 6 2
(yansima ekseni-
noktasina
1) .
birlestiren eksen
Bir yiizeyin orta
donme
noktasini, karsi
operasyonu )
_ | yizeyin orta 4 3
(yansima ckseni-
noktasina
1§19) o
birlestiren eksen
81
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6.7.4 ikosahedronun Simetri Grubu

Ikosahedronun simetri grubunu S(i) ile gosterebiliriz. Bu grup bir

yansima, t¢ farkl: eksen etrafinda donme ve idantik operasyonlari nedeni
ile, S,(I)= A; oldugundan, S, ()= A, x(J)simetri grubuna izomorftur.

Ikosahedronun bir yansima diizlemi, ii¢ tir de donme ekseni vardir.
Sekil 6.6°da yansima diizlemi ve déonme ekseni tiirlerine birer ornek
¢izilmigtir. Tablo 6.10 ve 6.11°de ise ikosahedrona ait yansima ve donme

eksenleri hakkinda daha genis agiklama yapilmigtir.

yansima
z dizlemi

Sekil 6.6 ikosahedronun yansima ve donme eksenleri
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Tablo 6.10 Ikosahedronun yansima operasyonlari

Ikosahedron Tammlama Sayisi

Karsilikly dért yiizden,
komsu iki yiiziin ortak
Yansima(l) kenarinin, kars1 komsu 15
iki yiiziin ortak kenari

arasindaki yilizey

Tablo 6.11 Ikosahedronun donme operasyonlar

Tanimlamanin
ikosahedron Tanimlama uygulanacag kise Tekrar sayisi
sayis1
dénme
operasyonu Kargilikl: koseleri 6 5
(vansima ekseni- | birlestiren eksen
D
Bir kenarn orta
donme
noktasini, karsi
operasyonu
. kenarin orta 15 2
(vansima ckseni-
noktasina
149) .
birlestiren eksen
Bir yiizeyin orta
doénme
noktasim, karsi
operasyonu )
.| yiizeyin orta 10 3
(yansima ckseni-
noktasina
11) o
birlegtiren eksen

6.7.5 Dodekahedronun Simetri Grubu

Dodekahedronun simetri grubunu S(D) ile gosterebiliriz.
Dodekahedronla ikosahedron, birbirinin duali oldugundan, ayni simetri
grubuna sahiptir. Dolayisiyla S(D)=S(I) dir. Bu grup bir yansima, ii¢
farkli eksen etrafinda donme ve idantik operasyonlari nedemi ile,

S, (D)= A, oldugundan, S, (D)= A, x(J)simetri grubuna izomorftur.
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Dodekahedronun bir yansima dizlemi, {i¢ tiir de donme ekseni
vardir. Sekil 6.7°de yansima diizlemi ve donme ekseni tiirlerine birer
ornek ¢izilmistir. Tablo 6.12 ve 6.13’te ise dodekahedrona ait yansima ve

donme eksenleri hakkinda daha genis agiklama yapilmigtir.

i yansima
\ PR diizlemi (T)

Y Uy

;. -—
: /.
x :
] : donme
» ‘.-"-_ = ..""‘-u._, i \ / ekseni (I)
donme I .
ekseni (I11) Il \

Sekil 6.7 Dodekahedronun yansima ve dénme eksenleri
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Tablo 6.12 Dodekahedronun yansima operasyonlari

iki yiiziin ortak kenan

arasindaki yiizey

Dodekahedron Tanimlama Say1s1
Karsilikli dért yiizden,
komsu iki yiiziin ortak
Yansimma(l) kenarinin, kars1 komsu 15

Tablo 6.13 Dodekahedronun donme operasyonlarn

Tanimlamanin
Dodekahedron Tanimlama uygulanacagi kose Tekrar sayist
say1si
donme operasyonu | Karsilikh koseleri 10 3
(vansima ckseni-I) | birlestiren eksen
Bir kenarin orta
donme operasyonu | noktasini, kargi
(yansima ekseni- | kenarin orta 15 2
I) noktasina
birlestiren eksen
Bir yiizeyin orta
donme operasyonu | noktasini, karsi
(vansima ekseni- | yiizeyin orta 6 5
II1) noktasina
birlestiren eksen
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7. PLATONIK KATILARIN SIMETRI
OPERASYONLARININ CLIFFORD CEBIRIYLE
INCELENMESI

Platonik katilarin simetri operasyonlarimin ifadesi, molekiil fizigi,
kristalografi ve katihal fizigi i¢in oldukg¢a onemlidir. Molekiil yapilarin
tanmimlanmas: ve buradaki operasyonlar sonucundaki yapinin yeni konumu
ve bu ifadeler yardimiyla diger fiziksel biiyikliklerin hesaplanmasi igin
operasyonlarin en kisa ve dogru metotla temsil edilmesi ve
hesaplanabilmesi gerekir. Bu tezde, bu amacin Clifford cebiriyle de

gergeklendigi ortaya konulmugtur.

Bu tezde One siiriilen metot, bilinen matris metotlarindan daha kisa
ve daha iglevseldir. Bu boliimde Platonik katilar igin bu islevsellik ortaya

konacak ve yapilan hesaplamalarla her bir kat1 igin ispatlanacaktir.

7.1 Tetrahedronun Simetri Operasyonlarimin Clifford

Cebiriyle Incelenmesi

Model olarak her bir katinin 6. Boliim’de gosterilen bir yansima ve
bir donme operasyonu Clifford cebiriyle hesaplanacaktir. Tum diger

yansima ve dénme operasyonlari da, ayni: metotla hesaplanabilir.

i.  Sekil 6.3 ve Tablo 6.4’ten tetrahedronun yansima operasyonu igin
yansima diizleminin, karsilikli yizeyler arasindaki kenar boyunca
oldugu gorulebilir. Bu durumda yansima dizlemi bir Y,
¢okluvektorii ile gosterilebilir. Ancak burada ilging bir durum soz

konusudur. Yansima diizlemi igin:

Y, =(e,—¢)e;+(e—e,)e;
:(ez—e1+e1—ez)e3 (7.1)
bir noktaya kars1 gelir

_—_e3
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bulunur. Dolayisiyla yansima diizlemi yerine e; yazilir. Ornegin Tablo

5.4’ten 2 nolu kosenin Y, duzlemindeki yansimasi Esitlik (4.55)’ten

R=Y/(R)Y (7.2)
bulunur. Tablo 5.4’ten 2 nolu kogeyi temsil eden vektor,
R’z =e,+e,+e, (7.3)

seklide yazilabilir. f?z, Esitlik (7.2)’de yerine yazilirsa;

R =(e;)(e+e,+e)(e;)
=—e—e,+e,

(7.4)

bulunur. Sonug vektor ise Tablo 5.4’ten gorilecegi tizere 1 nolu koseyi

temsil eden vektordir.

ii.  Tetrahedronun Sekil 6.3 teki II. donme ekseni etrafinda 180° lik bir
donme operasyonu yaptigi varsayilsin. Bu durumda 1 nolu kdsenin

yeni konumu aragtirilabilir. 1 nolu kdseyi temsil eden vektor ise;

-

R =—e—e,+e, (7.5)

dir. Egitlik (4.50)’den R spinorii
R, = cos—1—6+sin19 R, (7.6)
2 2

seklinde ifade edilir. Bu esitlikte R dogrultman kosiniisii olarak adlandirilir

ve
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o R R
R = 2 e+ > e,+ R, e, (1.7)

1 2
\/sz +R+R, \/sz +R, 4R, \/sz +R2+R

seklinde ifade edilir. Bu egitlik II. donme ekseni igin

0 0 1

J(0y +(0)’ +(1) \/(o +(1) J(0)2+(o)2+(1)2 > (7.8)

:e3

R =

bulunur. Esitlik (4.40), (7.5), (7.6) ve (7.8) den;

*

1 . .1 AN B
f:osE(ISO }+?1n-i—(180 ) R, 7.9
0 M
:(e3)(—e1—e2+e3)(e3)
=(e,+e,+e,)

bulunur. Boliim 3.3’te belirtildigi gibi bir birim vektoriin tersi kendisine esittir.

Bulunan sonug da 2 nolu kogenin koordinatlarini temsil eden vektordiir.

Aym1 hesaplama bilinen matris metodu ile yapilmig olsaydi, z-ekseni

etrafinda donme matrisi

cos® -sin@ O
D,=|sinf cosd O (7.10)
0 0 1
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oldugundan, 0 agis1 kadar z-ekseni etrafindaki bir dénme operasyonu

sonucu, bir noktanin yeni koordinatlar,

14

X cosO -sinf@ 0)(x
y |=|sin® cos® 0|y (7.11)
z' 0 0 1)lz

ifadesi ile bulunur. Ancak dikkat edilmesi gereken bir ayrinti da her

donme ekseni i¢in farkli dénme matrisi kullanilmas: gerektigidir.

1 0 0 cos®O O sind
D _={0 cosO -sind D= 0 1 0 (7.12)
0 sin® cosd -sin0 O cosO

Ayrica eksenler uzerinde degil de her hangi bir kose etrafindaki
donmelerde matris metodu daha da zorlagacak ve iglem sayisi artacaktir.
Halbuki Clifford cebiri kullanilarak gercgeklestirilen hesaplamada dénme
eksenine bagli olmaksizin, ayn: iglem sirasi uygulanmaktadir. Kogelerden
gecen donme eksenleri etrafindaki donme operasyonlar: hesaplamalar: ise,
kolaylikla gergeklestirilebilmektedir. Hesaplamalar1 ¢ok daha karmagik

olan ikosahedron ve dodekahedron igin bu hesaplamalar yapilacaktir.

7.2 Kiibiin Simetri Operasyonlarimin Clifford Cebiriyle

Incelenmesi

Kiibiin 6. Bolim’de gosterilen bir yansima ve bir doénme
operasyonu Clifford cebiriyle hesaplanacaktir. Tiim diger yansima ve

donme operasyonlar1 da, ayn1 metotla hesaplanabilir.

i. Sekil 6.4 ve Tablo 6.6’dan Kibiin yansima operasyonu igin L
yansima dizleminin, kargilikli doért yuzeyin kenarlarinin orta

noktalarimin olusturdugu yiizeyler oldugu goriilebilir. Bu durumda

yansima diizlemi bir Yy ¢okluvektori ile gosterilebilir:
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Y, =¢; (7.13)

Ornegin Tablo 5.5’ten 4 nolu késenin, Yy diiziemindeki yansimas: Esitlik

(4.55)’ten
R=Y(R)Y," (7.14)

bulunur. Tablo 5.5’ten 4 nolu koseyi temsil eden vektor,

—

R,=ae+ae,+ae, (7.15)
seklide yazilabilir. Esitlik 7.2°de yerine yazilirsa;

R'=(e;)(ae+ae,+ae)(-e;) (7.16)

=-aetae,—ae,

bulunur. Sonug vektor ise Tablo 5.5’ten goriilecegi tizere 2 nolu kogeyi

temsil eden vektordir.

ii.  Kiibun Sekil 6.4°teki III. donme ekseni etrafinda 180° lik bir donme
operasyonu yaptif1 varsayilsin. Bu durumda 4 nolu késenin yeni

konumu arastirilabilir. 4 nolu késeyi temsil eden vektor ise;

—>

R,=ae+ae,tae, (7.17)

dir. Esitlik (4.50)’den R spinori
1 .1, 5
R, = cos-é-e+sm-2—6 R, (7.18)

seklinde ifade edilir. Bu egsitlikte R dogrultman kosiniisii olarak adlandirthr

ve
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~ R R
R = x e+ A e,+ R, e, (7.19)
2 2 2 2 2 z 2 2 2 2 3
\/Rx +R,"+R, \/Rx +R,"+R, \/Rx +R,"+R,

seklinde ifade edilir. Bu egitlik ITII. d6nme ekseni igin

= 0 1

R = 0 e
J(o) \/(0 ) +(1)’ +(o) J(0)2+(1)2+(o)2 (7.20)

= e2

bulunur. Egitlik (4.40), (7.17), (7.18) ve (7.20)’den;

R= R
= cos +sm 1 (180°) R (ae+ae,+ae,)
2 / rd 1 2 3
M
1 . .1 N\ D
?055(180)+?1n5(180 ) R, (7.21)

=0 =1

=(e,)(ae,ae,+ae)(e,)

=(-ae+ae,~ae;)

bulunur. Béliim 3.3’te belirtildigi gibi bir birim vektoriin tersi kendisine esittir.
Bulunan sonug da Tablo 5.5°ten gorilebilecegi gibi 2 nolu kdsenin koordinatlarni

temsil eden vektordir.

7.3 Oktahedronun Simetri Operasyonlarimin Clifford

Cebiriyle Incelenmesi
Oktahedronun 6. Boliim’de gosterilen bir yansima ve bir donme

operasyonu Clifford cebiriyle hesaplanacaktir. Tim diger yansima ve

donme operasyonlan da, ayni metotla hesaplanabilir.
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i.  Sekil 6.5 ve Tablo 6.8 den oktahedronun yansima operasyonu igin 1.
yansima diizleminin, hacim merkezindeki doértgenlerin olusturdugu

diizlemin, yansima diizlemi oldugu gériilebilir. Bu durumda yansima

dizlemi bir Y, gokluvektorii ile gosterilebilir:

Y, =e, (7.22)

[

Ornegin Tablo 5.6’dan 1 nolu kosenin Yy diizlemindeki yansimas: Esitlik

(4.55)’ten

R=Y(R)Y, (7.23)
bulunur. Tablo 5.6’dan 1 nolu kdgeyi temsil eden vektor,

R, =0e +0e,+be, (7.24)
seklide yazilabilir. Esitlik (7.22), (7.23) ve (7.24) ten,

R =(e,)(0e,+0e,+be;)(e,) |

=0e+0e,—be,

(7.25)

bulunur. Sonug vektor ise, Tablo 5.6’dan gorilecegi tizere 6 nolu koseyi

temsil eden vektordiir.

ii.  Oktahedronun Sekil 6.5’teki I. donme ekseni etrafinda 180° lik bir
donme operasyonu yaptigi varsayilsin. Bu durumda 4 nolu késenin

yeni konumu arastiritabilir. 4 nolu kdseyi temsil eden vektor ise;
R,=be+0e,+0e, (7.26)

dir. Esitlik (4.50)’den R spinérii
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R, = cos%6+sin%9 R, (7.27)

seklinde ifade edilir. Bu esitlikte R dogrultman kosiniisii olarak adlandirihir

ve
~ R
R, = - sz =€+ z e,+ R, e, (7.28)
\/Rx +R,” +R, \/ixz +R,”+R,’ \/sz +R,”+R,’
seklinde i1fade edilir. Bu esitlik I. donme ekseni i¢in,
~ 0 0 1
R = 2 2 sat 2 2 &t 2 2 7 &
JOP O+ JOF +(0F +(1) (oY +(0) +(1)}  (7.29)
—_ e3
bulunur. Esitlik (4.40), (7.26), (7.27) ve (7.29)’dan;
R=R,(R)R/
= cos—;—(180°)+sin%(180°) R, |(be+0e,+0e,)
— i
cos%(180°)+sin%(180°) R, (7.30)
e
=(e,)(be,+0e,+0¢,)(e;)
=-be,

bulunur. Boliim 3.3’te belirtildigi gibi bir birim vektorin tersi kendisine esittir.
Bulunan sonu¢ da Tablo 5.6’dan gorilebilecegi gibi 2 nolu kosenin

koordinatlarim temsil eden vektordir.
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7.4 likosahedronun Simetri Operasyonlarmin Clifford

Cebiriyle Incelenmesi

Ikosahedronun 6. Boliim’de gosterilen bir yansima ve bir donme
operasyonu Clifford cebiriyle hesaplanacaktir. Tum diger yansima ve

dénme operasyonlar: da, ayni metotla hesaplanabilir.

i.  Sekil 6.6 ve Tablo 6.10’dan ikosahedronun yansima operasyonu igin
I. yansima diizleminin, kargilikli d6rt yiizden, komsu iki yiiziin ortak
kenarinin, kargi komsu iki yiuziin ortak kenar1 arasindaki yiizeyin,

yansima diizlemi oldugu gériilebilir. Bu durumda yansima diizlemi

bir Y; ¢okluvektorii ile gosterilebilir:
Y =-e, (7.31)

Ornegin Tablo 5.7°den 12 nolu késenin Y; diizlemindeki yansimasi Esitlik

(4.55)’ten

R=Y,(R,)Y/ (7.32)
olarak bulunur. Tablo 5.7’den 12 nolu koseyi temsil eden vektor,

R, =—le +ce, +0e, (7.33)
seklide yazilabilir. Egitlik (7.31), (7.32) ve (7.33)’ten;

R =(—e;)(~le+ce,+ 0e,)(—es)

=-le—ce,—0Oe,

(7.34)

bulunur. Sonug¢ vektor ise Tablo 5.7°den goriilecegi tizere 11 nolu koseyi

temsil eden vektordiir.
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ii. Ikosahedronun Sekil 6.6’daki 1 nolu koseden gegen I. donme ekseni
etrafinda 72° lik bir donme operasyonu yaptigi varsayilsin. Bu
durumda 4 nolu kosenin yeni konumu aragtirilabilir. 4 nolu késeyi

temsil eden vektor ise;
R,=—<ce+0e,+1e, (7.35)

dir. Burada ¢=0,618 dir. Egitlik (4.50)’den R spinérii
1 1=
R, =cos§9+smEO R, (7.36)

seklinde ifade edilir. Bu esitlikte R dogrultman kosiniisii olarak adlandirihir

ve

. R
R = R, y R, e, (7.37)

7 = e1+ e2+
\/sz +R+R] \/sz +R+R)] \/sz +R,+R

seklinde ifade edilir. Bu esitlik 1. donme ekseni igin

1

. . .
R, = e+ e,+ =e,
S+ (Y &+ +() o+ +()  (738)

=0,525¢,+0,850e,

bulunur. Esitlik (4.40), (7.35), (7.36) ve (7.38)’den;

9
Anadolu Untve
Merlez | ST




1, =
+sm2(72 ) R, |(-ce+0e,+1e;)

J

1
2
_o 309 =0,587

*

cos—;—(72°)+sin%(72°2 R,

“

Yo Yo"

=[0,809+0,587(0,525¢,+0,850¢,) |(—ce,+ Oe, +1e,) (7.39)
[0,809-0,587(0,525¢,+0,850¢;) |

=(0,809+0,308¢,+0,5¢,)(—ce,+0e,+1e,)(0,809-0,308¢,—0,5¢;)

=(0¢,—1e,+0,618¢,)=(0e,—le,+ce;)

bulunur. Bulunan sonug da Tablo 5.7°den goriilebilecegi gibi 8 nolu kosenin

koordinatlarini temsil eden vektordiir.

7.5 Dodekahedronun Simetri Operasyonlarmin Clifford

Cebiriyle incelenmesi

Dodekahedronun 6. Bolim’de gosterilen bir yansima ve bir dénme
operasyonu Clifford cebiriyle hesaplanacaktir. Tim diger yansima ve

donme operasyonlar: da, ayn1 metotla hesaplanabilir.

i. Sekil 6.7 ve Tablo 6.12’den dodekahedronun yansima operasyonu
i¢in I. yansima diuizleminin, kargtlikli dort yiizden, komsgu iki yizin
ortak kenarinin, kargi komsu iki yizin ortak kenar1 arasindaki

yiizeyin, yansima diizlemi oldugu gériilebilir. Bu durumda yansima
diizlemi bir Y4 g¢okluvektorii ile gosterilebilir.Ornegin 10 nolu

kogenin xz-diizlemindeki yansimasi igin,

Y, =e, (7.40)
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dir ve Tablo 5.8’den 10 nolu késenin Y; diizlemindeki yansimasi Esitlik

(4.55)’ten
R=Y,(R,)Y" (7.41)
bulunur. Tablo 5.8’den 10 nolu késeyi temsil eden vektér,
R,=0e+1e,+0,382e, (7.42)

seklide yazilabilir. Esitlik (7.40), (7.41) ve (7.42)’den,;

R =(e;)(0e+1e,+0,382¢,)(e;;)
=—le,+0,382¢,

(7.43)

bulunur. Sonug¢ vektor ise Tablo 5.8’den goriilecegi lizere 13 nolu koseyi

temsil eden vektordiir.

ii. Dodekahedronun Sekil 6.7°deki 5 nolu késeden gecen I. donme
ekseni etrafinda 120° lik bir donme operasyonu yaptigi varsayilsin.
Bu durumda 20 no lu kogenin yeni konumu aragtirilabilir. 20 nolu

koseyi temsil eden vektor ise;

—

R, =0382e+0e,+1e, (7.44)

dir. Burada ¢=0,618 dir. Esitlik (4.50)’den R spinori
1 R
R, =cos—0+sin—0 R, (7.45)
2 2
seklinde ifade edilir. Bu esitlikte R dogrultman kosiniisii olarak adlandirihir

Ve
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1) Rx RY R
= e+ e,+ 2 e, (7.46)
JRZ+R+R? JRZ+R+R” (R +R+R. ’
x y z x y + z x + y + z

seklinde ifade edilir. Bu egitlik I. donme ekseni igin

- 0,618 .
(0,618 +(0,6187 +(0,618)"
0,618
+ e,
J(0.618)" +(0,618)" +(0,618) (7.47)
. 0,618 ,
J(0.618) +(0,618) +(0,618)
=0,5+0,5¢,+0,5¢,+0,5¢,

bulunur. Egitlik (4.40), (7.44), (7.45) ve (7.47)’den;

It

cos%(120°)+sin%(120°) R |(0,382¢,+0¢,+1¢,)

. v \ J
SR

=0,5 =0,866

*

cos%(120°)+ sin—;-(lzo"! R (7.48)

[0,5+0,5€,+0,5¢,+0,5¢,](0,382¢,+0¢,+1¢,)
[0,5-0,5¢,~0,5¢,-0,5¢,]
=(1e,+0,382¢,)

il

bulunur. Bulunan sonug da Tablo 5.8’den goriilebilecegi gibi 11 nolu kosenin

koordinatlarin1 temsil eden vektordiir.

iii.  Platonik  katilannn  Clifford cebiriyle tamimlanan  simetri
operasyonlarinin ardisik olmas: durumunda ise, yine ayni yontem

uygulanabilir. Ornegin bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi, 20 nolu kose,
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5 nolu koseden gegcen donme ekseni etrafinda 120° lik bir dénme
operasyonu yapmakla birlikte, ardigik olarak, z-ekseni etrafinda da

180° lik donme operasyonu yaparsa;

R=RR(R,)R'R’
=[(1€;,)(0,5+0,5¢,+0,5¢,+0,5¢,) |(0,382¢, +1e,)
1(0,5-0,5€¢,-0,5¢,~0,5¢,)(1e,) |
=(—¢-0,382¢,)

elde edilir. Bu sonug Tablo 5.8’den de gorulebilecegi gibi 18 nolu kdseyi temsil

eden vektordiir.
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TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Girig bolumunde belirtildigi gibi, Clifford ve ondan sonraki bir ¢ok
aragtirmacinin amaci, geometrik cebiri, birgok bilim alaminda kullanigh kilmakt1.
Cinkia kullamlan cebir, bazi problemlerin ¢6ziimiinde, beklenmedik ¢oziimlere
imkan verebilir. Bu noktadan hareketle David Hestenes’in, geometrik cebiri
Fizik’te bir cebirden ote, bir bilim dili olmasi igin gosterdigi ¢aba da

belirtilmelidir.

Bu tezde, Platonik katilarin simetri operasyonlart incelenerek, bu
operasyonlar Clifford cebiri ile gergeklestirilmistir. Bu da, Platonik katilardaki
tiim yansima ve donme operasyonlan igin kompakt bir ifade elde edilmesine
imkan vermistir. Bilindigi tzere, matris metodu ile bu operasyonlar
gergeklestirilmek istendiginde, her bir donme ekseni igin, ayn bir matris
kullanilmakta ve iglemler olduk¢a uzun sirmektedir. Ancak ayni islemler Clifford
cebiri ile gergeklestirildiginde, tiim bu zorluklar agilmakta ve tek bir yontemle tiim
yansima ve donme operasyonlar gergeklestirilebilmektedir. Dolayisiyla, Platonik
katilar iizerinde ispatlanan bu yontem, molekiiller, kristal yapilar tizerinde de bir

cok kolayliklar saglayacaktir:

Bu tezin sonuglarindan yararlamlarak bir ¢ok alanda yeni agihimlar ve

¢Ozim yontemleri geligtirilebilir.

i.  Platonik katilarin birbirine déniigiimii miimkiindiir. Bu doniisiim, 6zellikle
molekiil fizigi ve kuantum mekaniginde uygulama alanlan
bulmaktadu|15]. Doniigiime ait hesaplamalar, bu tezde kullamlan metotla
gergeklestirilebilir. Goriildiigi gibi, bu metot, hesaplamalarda kolayliklar
saglamaktadir.

ii. Bu tezde ortaya konan yontem, Archimedes katilar igin de geligtirilebilir.
Archimedes katilari, dogada Platonik katilar gibi tam simetriye sahip
olmayan yapilardir ve bu yapilarda bir ¢ok molekiil yap1 bulunmaktadir.
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i,

.

VI.

Vii.

Bu, molekil yapilarin simetri operasyonlariin tammlanmasi ve

uygulanmasinda bir ¢ok kolayliklar saglayacaktir.

Bu tezde ortaya konan hesaplama yontemi, bir molekiilin agisal
momentumunun hesaplanmasinda kolaylikla uygulanabilir. Bu sonugtan

yararlanarak donme enerji diizeyleri hesaplanabilir[19].

Ozellikle dodekahedron, giiniimiiz robot teknolojisinde, robotlarin eklem
yerlerinde kullamilmaktadir. Bu eklem yerlerinin hareketleri, bilgisayar
yazilimlan tarafindan kumanda edilmektedir. Bilgisayar yazilimlarinda bu
tezde kullanilan yontem kullanilarak, hesaplamalarda kolayliklar
saglanabilir[20].

Kristal yapilarmin elektronik yapilarinin incelenmesinde, bu tezde ortaya

konan yontem uygulanabilir[21].

Tip’ta Clifford cebirinin bazi1 uygulamalant olmustur ve bu caligmalar

biyomekanik alami igin de geligtirilebilir.

Clifford cebiri ¢ok boyutlu uzaylarda da gegerli oldugundan [23][24], bu
tezde ortaya konan yontem, ¢ok boyutlu uzaylarda da uygulanabilir.

Sonug¢ olarak, o6zellikle molekiiller yapilarin yansima ve simetri

operasyonlarinin tanimlanmasi ve gerekli hesaplamalarin yapilmasi agisindan bu

tezde ortaya konan yontem, islem kolayliklart saglamakla birlikte, kompakt bir

gosterime de olanak saglamaktadir.
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