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2004, 32 sayfa

Bu tezde bir say1 sistemi olan Clifford cebiriniﬁ tanimu yapildiktan sonra, bu
cebirin olusturdugu alternatif cebirlerin genel oOzellikleri verilmis ve
karsilastirilmas1 yapilmistir. Bunlara ek olarak, Clifford cebirinin matris temsili de
yapilmustir.

Klasik fizikte Newton yasalarimin oynadigi rolii, elektromanyetizmada
Maxwell deklemleri oynar. Daha 6nce tensorler, kuaternionlar ve vektorler gibi
say1 cebiriyle ifade edilen Maxwell denklemler, bu tezde Clifford cebrinin
temsilinden faydalanmilarak yeniden ele alinmis,incelenmis ve ortaya koydugu
yaklasimlar gosterilmistir. Bu ¢alismada amag, elektromanyetizmanin ve Lorentz
kuvvet yasasimin en basit sekline geometrik cebirin sistemsel ¢oziimleri

uygulanarak ulagsmaktir.

Anahtar Kelimeler: Clifford Cebiri, Donme islemi, Yansima islemi, Maxwell
Denklemleri, Oklid Uzay:
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In this thesis, after defining Clifford algebra as a number algebra, general
properties of alternative algebras formed by this base are given and defined. In
addition, the matrix representation of Clifford algebra is given.

In electromagnetism, the Maxwell equations acts same role with Newton
laws that in classical mechanics. In this thesis, the Maxwell equations which are
defined by number systems as quaternions, tensors and vectors before, have been
studied and investigated. New approaches have been represented by helping of
representation of Clifford algebra. During this study, the aim is to reach most-easy
form of electromagnetism and Lorentz force law by using systemical solutions of

geometrical algebra.

Keywords: Clifford Algebra, Rotation Operation, Reflection Operation, Maxwell
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1. GIRIS

Newton’dan bu yana, farkli konulardaki problemleri ¢6zmeye yonelik gesitli sistemler
olusturuldu. Bugiin kullamlan dokuz sistem Sekil 1.1 de listeleniyor. Cok az fizik¢i bunlarin
her biri konusunda uzmandir fakat her bir sistem bazi uygulama alanlarinda digerlerine
nazaran {istiinlilk gosterir. Ornegin; dénmelerde, kuaternion’lar standart fizik derslerinde
dgretilen vektdr ve matris metotlarindan agikea daha etkilidir. Akademik alanda bu fark ¢ok
fazla sorun degildir. Uzay endiistrisinde kullanilan dénme operasyonlari, bunlarin ana
kaynagidir. Miihendisler kuaternionlan kullanmay tercih eder.

Sekil 1.1°deki her bir matematiksel sistem, geometrinin bazi yonleriyle birlesir.
Birlikte ele alindiginda fizikte kullanilabilir olan geometrik kavramlar igin gerekli sistemler

kurarlar.

: . koordinat geomefrisi y
sentstik geometri Kompeksdelskeler

kuaternionlar

vekior analizleri

Sekil 1.1 Genel bir geometrik yapiy1 olugturan matematik sistemler

Bu tezde, bu matematik sistemlerden biri olan Clifford cebri ele alinip,
elektromanyetizmanin temel denklemleri olan Maxwell denklemleri Clifford cebri ile
incelenmistir. Bu yapilirken 6ncelikle, geometrik kavramlann sistemini kurabilen Clifford

cebrinin 6zellikle fizikte kullanimlarinda kolaylik ve kullanigh gosterimler saglamaktadir.



2. CLIFFORD CEBIRi
R" seklindeki tiim uzaylar Geometrik cebirin alt uzayim olusturacak temel elemanlar
serisini iiretir. Bu, n-dereceli Clifford uzayi olarak adlandinhr ve “Cl,” seklinde gosterilir.

Omegin, iki-boyutlu Clifford uzay CI; i¢in olasi temel elemanlar seti su sekildedir:
£, e, &, I, I=ep

Burada 1, baz skalan veya temel 0-eleman1 géstermek icin kullanilmustir. Iki-boyutlu Clifford
uzaymin geometrik cebrinin her elemani, temel elemanlarin lineer kombinasyonlan gibi

gosterilir. Bagka bir 6rnek olarak, ii¢ boyutlu Clifford uzayr Cl; igin temel elemanlar;
{1, e, e, €3, €12, €13, €23, €123}

dir[1]. Cebir i¢in temel eleman toplam sayzsi, biitiin temel k-eleman sayilarinin toplanmasiyla

hesaplanabilir:
Z{ =2" 2.1)
k=0\ g

Bu formiil bazi matematik kombinasyonlarina dayanir ve bir ¢ok diizlem olusturur. Birkag

basit geometrik cebir igin bu formiilii asagidaki ¢izelgede kontrol edebiliriz:

Cizelge 1.1 CI, nin birim bazlan

Cl, Temel elemanlar toplam

2'=
G {1;e1}

2
C {1;e,eze12} e
Cls 2=
{1,e,€ze3'€12,€53,€13,€123}

cl, 2°=16

{1;91382383,84;612,813,e14,823,824,834;el23,8124,8134;6234;81234}

2.1 Geometrik Carpim

Bilindigi iizere nokta ¢arpim ile dis ¢arpimu birlestirecek olursak geometrik garpimi
elde ederiz. a ve b keyfi vektorleri i¢in geometrik ¢arpim asagidaki gibi hesaplanir:

ab=a-b+anab (2.2)



Bu ¢arpimin nasil yapildigina bakilacak olursa, nokta ¢garpimin sonucu bir skalar, dig garpimin
sonucu da bir iki-vektor icerir. Iki-vektor ile bir skalarn toplanmasi, kompleks sayilar gibi
pargalara ayirarak miimkiindiir. Aym sekilde ab=a-b+a Ab de bir skalar ve bir iki-vektor

kisimlardan olusmaktadir. Temel elemanlarin bu sekildeki kombinasyonlarina “goklu-vektor”

denir. Bu tezde ¢oklu-vektorler A seklinde gosterilecektir.

2.2 Coklu-Vektorler

Bir coklu-vektor, k-elemanlarin farkli lineer kombinasyonlaridir. Coklu-vektdr 2-

boyutlu uzayda R? bir skalar kisim, vektor kisim ve iki-vektor kisim igerir:
A=a+oze+ozertos e

Burada a;; reel sayilardir ve ¢oklu-vektdrlerin bilesenleridir. a;’nin sifir olabilecegine dikkat
edilmelidir. Omegin; o, ve oy sifirsa bir vektsr (1-dereceli elemanlar) olabilir. Iki-boyutlu
uzayda tam bir ¢oklu-vektorii gdstermek icin 2%=4 reel say1 gereklidir. Ug-boyutlu uzayda bir
goklu-vektorii gostermek igin ise 2°=8 adet reel say1 gereklidir ve:

A=q;+aze,taser 0483105810681 3H07€23H0ge1 23

seklinde gosterilir Aym sekilde, 4-boyutlu uzayda 2°=16 bilesene ihtiyag vardir. Coklu-
vektorler kolayca goz 6niinde canlandirilamazlar. Vektorler, iki-vektorler, iig-vektorler 2 ve 3-
boyutlu uzayda sezgisel olarak goz Oniinde canlandinlirlar. Bir alana bir skalar eklemenin
hi¢bir yolu olmadigindan bu diisiince ¢oklu-vektorler icin de eksiktir. Bununla beraber, bir
coklu-vektor altuzaymn bir lineer kombinasyonu gibi son derece anlamlidir ve geometrinin

birgok farkli kavramlarinda kullanilabilir.

Genel olarak geometrik carpim, goklu-vektorler i¢in bir operatdrdiir ve asagidaki

ozellikler gegerlidir:

(AB)C=A(BC) birlesme 6zelligi (2.3)
L A=A skalarle carpimin degisme 6zelligi 2.4)
A(B+C)=AB+AC toplama tizerine dagilma 6zelligi (2.5)

A, B ve C keyfi secilmis ¢oklu-vektdrler, A bir skalardir. Bu o&zellikleri daha sonra

ispatlayacagiz. Bu o6zelliklerin ispatlari zor degildir, ancak simdiye kadar sezgisel olarak

varligim kabul ettigimiz bir cebrin iizerinde kurulmus olmasi yaniltic gelebilir.



Geometrik garpimin degisme 6zelligi olmadigina dikkat edilmelidir (AB BA). Nokta

carpimun degisme 6zelligi ve dis ¢arpimin degisimli olmama &zelliginden elde edilen sonug
geometrik ¢arpimin béliimlerini olustururlar. Vektorlerin geometrik ¢arpiminda nokta ¢arpim

ve dig ¢arpim kullamldigini goriiliir. Farkli goklu-vektorler igin, 2-boyutlu Clifford uzayindan
A ve B gibi ¢oklu-vektor secilecek olursa;

A= o +one; +oieytoyl (2.6)
B=B;+B.e,+Bsex+Pal 2.7)
A ve B geometrik olarak garpilacak olursa;

AB= (o, +0ze+ozer+os]) B (2.8)
(2.5) esitligini kullanarak bunu yeniden yazabilir:

AB= o B+aye;B+oze,+BosIB 2.9
B yerine yazilirsa;

AB=(c.1(B1+B2e1+Brex+PaD))+(02e1 (Br+B2e1+Bsex+BaD)+(czex(Bi+Boer+Bsex+B4D))
+(oual(B1+B2e1+P3ex+Bal)) (2.10)

ve parantezler agilirsa;

AB=0, 3+t Bre+au Baexta Pal+ azeBi+one;Baetase; B ex+0qe Bal +oserBi+asesre
+azexPser+azerBal+oslB 1 +oulBre +oslBser+osIBal {2.11)

(2.4) denklemindeki &zellikten yararlanarak dis ¢arpimda yaptigimiz gibi skalar carpanlar

tekrar diizenlenecek olursa;
AB=0, [+t B+ Paextay Bal+onBre+0n2e e1+00Bse e+ Bae I+as B ex+asPaese;

+asBserertoisPaerI+osf 1o Bole +ouBsles+ayfall (2.12)

elde edilir. Bu, ilk bakista i¢inden ¢ikilmaz bir hesaplama gibi goziikmektedir. Ancak bu yap1
iizerinde ¢aligsacak olunursa ¢6ziime kolayca ulagabilir. Egitligin sonucu, keyfi secilen ¢oklu-
vektorlerin geometrik ¢arpimlarnini ifade eder. Temel elemanlarin geometrik ¢arpimlarinin
nasil hesaplandigini anlamak icin birkag farkli kombinasyona bakmak gerekir. Omegin (2.2)
esitligi kullanilirsa:



€) e1=€f1 € +tejAe; (2.13)

Ancak, (2.2) esitligindeki a a= 0 ifadesinin bir alan belirtmedigini hatirlayalim. Ayrica
kendisiyle nokta ¢arpim yapilan bir vektér bityiikliigiiniin karesine esittir. Eger e, ve e, gibi
temel vektorlerin bityiikliiklerinin 1 oldugu diisiiniiliirse, yukaridaki ifadeyi sadelestirebiliriz:

e; e;=er ete; A e=er e+0=1+0=1 (2].4)
Iki-boyutlu Clifford uzay: i¢in diger bir 6rnek:
€] e;=e; te; A€ (2.15)

e; ve e;nin birbirlerine dik olduklarimi hatirlanirsa, bunlarin nokta ¢arpimlan e; =0 olur.

Oyleyse ;
eje;=e; e;te; A e;=0+e; A e,=0+I=1 (2.16)

e; ve I' nin geometrik garpimlar daha karmasik bir problemdir. Onceki 6meklerde I=e;'nin

e;€; ¢arpimina esit oldugu gosterildi. Bu esitligi ve (2.3) esitligini kullanarak;
e; I =e; e;p=e (e e2)=(e; ey)er=le;=e; (2.17)

ifadesi elde edildi. Temel elemanlar birbirlerine dik olduklarindan, nokta ve dis ¢arpimlar
6nemsizdir. Geometrik ¢arpim sonuglarini  kolayca bulabilmek igin bazi kurallar soz

konusudur:

i. Birden yiiksek dereceli temel elemanlar (iki-vektdr ,ii¢-vektor,4-eleman ) dik
vektorlerin dis carpimlart gibi yazilabilirler.Ayrica birbirlerine dik temel elemanlann
nokta carpimlan sifira esit oldugundan elemanlann vektdrlerin geometrik ¢arpimlar

gibi yazilir. Omegin bir ka¢ boyutlu uzay icin ;

€128497 €1 A E2 AN BN B4 €9 =€ €2 €3 €4 €9 (2. 18)
seklindedir.

ii. (2.1) esitligindeki 6zellikten yararlamlarak vektorlerin siralan degistirilebilir. Bu sdyle
ifade edilir:
€] € €3=-e; € e3=€; €3 €;=-€3 €; €] (2.19)

iii. = Birtemel vektoriin kendisiyle ¢arpimi 1'dir.

eie~1 (2.20)

Birden fazla temel vektdriin geometrik ¢arpiminda bu 6zellik kullamlarak sadelestirme



yapilabilir.Omegin;
€112334=€24 (2.21)

Bu ii¢ kural kullanilarak temel vektorlerin her geometrik ¢arpimi sadelestirilebilir. Asagidaki

ornege bakilacak olursa;

€ €3e3 €=€e ee3€63€; & (1.kural kullanild: )
=e; €; €] € (3. kural kullanildr)
=-e1 €1 € € (2. kural kullanildi)
=-1 (3. kural kullanildi)

Temel elemanlarin geometrik carpimlarinin biitin kombinasyonlarinin listesi ile, ¢arpim
cizelgesi olusturabilir. Iki-boyutlu Clifford uzayi icin Cizelge 2.2 ‘de temel elemanlarin
carpimlan goriilmektedir:

Cizelge 2.2 Iki-boyutlu Clifford uzayinda temel elemanlarin garpim gizelgesi

1 €1 €2 I
1 1 € =) I

e | e 1 I e
€2 ) -1 1 el )
I I -€2 €] -1

Bu ¢izelgeye gore I ile I' nin carpimi -1 'e esit olmalidir. Asagida bu su sekilde hesaplanir:
I =g5 12 (tanimdan)
=e; e, e; €,  (1.kural kullanildr)
=-e;e; € € (2.kural kullanildi)
=-e; & (3. kural kullanilds)
=1 (3.kural kullanildr)

Birim bazlarin geometrik ¢arpimlariyla ilgili kurallan, keyfi secilmis ¢oklu-vektorlere

uygulayalim. Burada kolaylik olmasi agisindan, esitlik (2.12) tekrar ele alinacak olursa;
AB = 0,,B;+0u B8+ B3e,+0 B+ anBie+onBre e +asfsentonBse I+asBiertasBaese +asBese;

+o3Baeol +oufiT+ouBole+ouBsle+ouBall



seklinde yazilabilir. Birim bazlarnin geometrik ¢arpimlarina ¢izelgeden bakarak esitlikte yerine

yazilirsa;
AB=(I| B 10 BQE] +0 B3e2+0t1 !34I+(}(.;_B| 91+(1262+G.2133I+0’.2B422+C{3 B] e;

—03 3,1+ B3—0t3Bae + 0B It Brer+otsBre—0tafs (2.22)

ifadesi elde edilir.Son basamak olarak birim bazlar gruplanirsa;
AB=(0uB1+0oBr+ o Bs—0uBa)+ (caBs—0sBatouBatonBi)er +(oBs—cuBrrasBetasB)e;

+(0uPr+anBatanBs—aspy)l (2.23)

seklinde bir ifade elde edilir. Bu sonu¢ dort temel vektdriin {1, e;, e;, I} lineer bir
kombinasyonudur. Bagka bir ifadeyle bir ¢oklu-vektdrdiir. Bu sonug, geometrik garpimin
Clifford cebirinde kapalilik 6zelligi gosterdigini kanitlar. Simdiye kadar iki-boyutlu Clifford
uzayinda geometrik garpimin nasil hesaplandigi gosterildi. Aym metot ii¢ ve daha ¢ok-
boyutlu Clifford uzayinda da gegerlidir. Ayn: ii¢ kural yardimiyla iig-boyutlu Clifford uzay:
icin carpim ¢izelgesi olusturulabilir:

Cizelge 2.3 : Ug-boyutlu Clifford uzayinda temel elemanlarin garpim gizelgesi-

A 1 e e es €12 €13 e €123
1 1 € () €3 e e € €123
e e 1 e €3 e €3 €123 €3
e € -€12 1 €23 -€ -€123 e; -€13
€3 €3 -€13 -€23 1 €123 €1 € €12
ez e -€; € €123 -1 -€23 €3 -€3
€13 €13 -€3 -€123 e €2 -1 -€12 €
€23 €23 €123 -e3 € -e13 €12 <1 -€]
€123 €123 €3 -e13 ez -€3 € - -1

2.3 Dis Carpim ve Nokta Carpim

Vektorler icin geometrik ¢arpim, nokta carpim ve dis ¢arpimin bir kombinasyonu
olarak:
ab=a-b+anab (2.24)
seklinde tamimlandi. Geometrik carpimuin kisimlan olan nokta carpim ve dis carpim

esitliklerini kullanarak, bu ifadeyi tekrar olusturacak olursak;

'~

1 | 115
A # i1 11
A nadoit .

! S W

dColaive

mhang



anb= -;—(ab —ba) (2.25)

a-b=%(ab +ba) (2.26)

yararlanarak, Esitlik (2.25) dogrulanabilir. Iki-boyutlu Clifford uzay: elemani olan skalar ve
iki-vektorii sifir olan A ve B gibi iki tane ¢oklu-vektsr ele alalm. Esitlik (2.23) kullanarak

ou=B1=0.4=B.=0 yerine yazilirsa, AB ve BA;

AB=(012B5+03B3)+(02B3-03B2)] 2.27)
BA =(B,00+B303) + (B2ots—PB30)l (2.28)
Esitlik (2.25) kullanilarak yeniden diizenlensin:

AAB=[((0B2+03B3)+(02B3—03B2)D) — (B2owat+B30i)+(B2os—B302)D] / 2

AAB =[ (02B2 +a3B3) —(B2002+B30t3) +(02B3—0t3B2) - (B203—Psar)I] / 2 (2.29)

Skalar kisim sifir oldugundan;

AAB =[ (02B3—a3B2)[-(B20z—B3o)I] / 2 (2.30)
ve iki-vektorii ayn1 parantezde toplarsak;

ANB =[(02B3-03B2—B203+B302)I] / 2 = [(2oaP3—2032)1] /2 (2.31)
elde edilir. Bu esitlik 2'ye boliiniirse:

A A B =(c2B3-03B)1 (2.32)

skalan1 olmayan iki-vektérlii A ve B goklu-vektdrleri i¢in bu esitligi bulabiliriz. a ve b gibi iki
vektoriin dis ¢arpimu Esitlik (2.12) deki tamimlananlarla karsilastirilabilir. Iki-boyutlu Clifford
uzaymin elemani olan g¢oklu-vektdriin ikinci ve ligiincii bilesenleri icinde aym esitlikler
gegerlidir. Esitlik (2.25) ve Esitlik (2.26) nin sadece vektorler igin gecerli olduguna dikkat
edilmelidir.

2.4 i¢c Carpim

Ug-vektorii; bir vektdr ile bir iki-vektdriin dis carpimi olarak tammlamustik. Bir vektor
ile bir iki-vektoriin nokta ¢arpimi nasildir? Sonug sekil (2.1) de gosterilmistir. I¢ garpimin
gercek izdiisiime dik vektor olduguna dikkat edilmelidir. Genel olarak, i¢ ¢arpim, (B altuzay:



i¢inde)B'nin ortagonal izdisiimiiniin tamamlayicisidir[2]. Nokta ¢arpiminin genellestirilmesi
¢ok uzun degildir. izdiisiimlerin genel durumlan ve diklikleri icin i¢ ¢arpimin operatiorleridir
denilebilir.

I¢ carpimin tek bir tanim yoktur, alan problemlerine bagh olarak birgok tanimlamalar:
vardir. Farkl i¢ ¢carpimlanin bu esnekligi geometrik cebrin zorluklarindan biridir. Lounesto i¢
carpiminin, bilgisayar tekniginde ¢ok yararli oldugunun bilinmesi gibi, Oklid mekaniginde de

i¢ ¢arpimin iyi bilinmesi ¢ok yararlidir [3].

Sekil 2.1 Bir vektor ile bir iki-vektoriin nokta ¢arpim

Hestenes i¢ ¢arpimindan bilindigi gibi diger i¢ ¢arpimlar yan-simetrik ve yari-degisken i¢
carpimlar icerir (Hestenes degisimi veya nokta carpim icin [4] ve Oklid kuvveti igin [5] i¢
carpim kisaltmasi kullamilir). Agikga, bilgisayar teknigiyle ilgilendigimizden i¢ ¢arpimin
kisaltmalarinm kullanilmas: olduk¢a dnemlidir ve | sembolii kullamlarak gosterilecektir.

Farkl dereceler i¢in asagidaki gibi tamimlanir :

Skalarlar o | B=ap (2.33)
vektor ve skalar alp=0 (2.34)
skalar ve vektor o Jb=ob (2.35)
vektorler a |b=a b (nokta carpim) (2.36)
vektdr, coklu-vektsr al(bac)=(a Jb)c-ba(a lo) (2.37)
dagilma (A~B) Jc=Al(B ) (2.38)



Yukardaki operator kisaltmalarinin ispatlari icin, skalarlar ve vektorler igin temel kurallar
vardir. Esitlik (2.37) de bir vektor ile bir ¢oklu-vektériin dis carpimlan ve kisaltmalan

kullamlmistir. Kisaltmalar dogrusal oldufundan derecelerin kisaltmasi ve ¢oklu-vektdriin
kisaltmas: seklinde aynlabilir. Simdi n-dereceli herhangi bir D derecesi, n-1 dereceli € ile b
vektoriiniin dis ¢arpimu seklinde yazilabilir.

Burada, a |D yani a |(b A ©) seklindedir. Sonug olarak Esitlik (2.37)’e gére

(alb) AC-ba(al C)

olur. a b ifadesinin nasil hesaplandig biliniyor. iki vektoriin kisaltmalarin azaltmak igin a e’
yi € 'nin derecesi 1 olana dek ¢éziilebilir. Acikga bu i¢ carpimin ¢éziimii i¢in yeterli bir

¢6ziim yolu degildir. Ancak i¢ ¢arpim geometrik ¢arpimin kisimlariyla ifade edilebilir [6].
2.5 ¢, Dis ve Geometrik Carpim

Vektorlerin geometrik c¢arpimlarinin dis ¢arpim ve nokta (i¢) ¢arpim kisimlanyla
tanimlandi1$: Esitlik (2.2) de goriildii. Esitlik (2.25) ve Esitlik (2.26) esitlikleri birlestirilirse;

(ab +ba)+ (ab —ba)

%(ab+ba)+%(ab—ba)=

2
(ab +ba+ab —ba)
B 2 (2:39)
_ 2ab
s
=ab

elde edilir. Bu, geometrik cebirin iki olas1 yaklagimim gosterir. Bazi kaynaklar aksiyomlarla
geometrik ¢arpimin soyut tamimimi verir, geometrik ¢arpimdan i¢ ve dig ¢arpim tiiretir [7].
Bazi kaynaklar ise i¢ ve dig garpimla geometrik carpimi gosterebilir[3]. a ve b gibi iki vektor

i¢in ;
ab=a b+aab (2.40)
ab=-ba : (2.41)

ise, iki dik vektdriin i¢ ¢arpimlan sifira esit olacagindan a ve b ortagonaldir. Eger 1ki vektdr
ne aym dogrultuda degilse, ne de ortagonal degilse aralanindaki iliski geometrik ¢arpimla

tarumlanabilir.
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3. OKLID DYZLEMININ CLIFFORD CEBIRIYLE TEMSILI

RxR= {(x, y]x, yeE R} diizlemi diistiniilecek olursa:
(XI:Y:)'}' (X:MY:e): (xl TXY t YZ)
ifadesini ve k(x,y) = (kx,?ty) skalasini dahil ederek bir lineer yap: tanitilsin. Burada, A e R
dir. Bu lineer yapi, RxR diizlemini R? lineer uzayma déniistiiriir. R*ye ait (el ,ez)birim

bazlar ele alindiginda, e, =(1,0), e, =(0,1) seklindedir. r=xe, +ye, uzunlugunu

| = {/x* + y* seklinde verilsin. Uzunlugun bu sekilde gosterimi R*nin bir Oklid diiziemi

oldugunu gosterir. e, ,e, temel vektdrleri birim vektorlerdir ve ’e1| =1, |e2| =1 seklindedir.
Uzunlukla ilgili olarak, burada a=ae, +a,e,, b=be +b,e, e R seklindeki iki
vektdrin a-b =ab, +a,b, biciminde skalar degerli bir ¢arpimu mevcuttur. Skalar ¢arpim
simetriktir ve a-b=Db-a seklindedir. a,b vektorleri ortogonaldir, a L b. Eger skalar ¢arpim
ortadan kalkacak olursa, a-b=0 olur. Ayrica e,,e, birim vektérleri de ortogonaldir,e, Le,.
R*’deki vektorler igin degisme 6zeligi olmayan (simetrik olmayan) fakat birlesme &zelligi
olan bir garpim tamtilsin. Eger r vektoriinii kendiyle ¢arpip veya karesi alinacak olursa,
rr=r’.
# =h] (.1)
seklinde, r vektoriiniin karesinin, uzunluk vektoriiniin karesine esit olmasi1 gerekmektedir.
Koordinat formunda, (xe, +ye,)=x’ +y’olacak sekilde iki vektériin garpimi tamitilabilir.
Birlesme ozelligini kullanmaksizin, dagilma kuralinin kullanilmasiyla
x%e? +y%e2 +xy(e,e, +e,e,)=x* +y® ifadesi ortaya ¢ikar. Eger e,e, ortogonal birim

vektorler ise,

lea|=le.|=1 (.2)
@ Le;

ifadesine karsilik gelen

€€ =—6,6

carpim kuralina uyulacak olursa bu ifade tatmin edici bir sonug verir. Degisme 6zelligi
olmadan, birlesme &zelligini kullanarak (e,e,)’ =—efeZ=-1 seklinde bir hesaplama

yapabiliriz. e, -e, ¢arpiminn karesi negatif oldugu miiddetce, e,e, ne bir skalar ne de vektor
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olacaktir. e e, carpimu iki-vektor olarak adlandirilan yeni bir niceliktir ve e, ve e, yonlii kare

diizlem alanim gosterir (sekil 3.1). Bunu kisaca
e, =ee, G4

seklinde yazariz.

St o

&

Sekil 3.1 e,, yonlii alan1
a=ae +a,e, ,b=be +b,e, (3.5)
seklinde tanimlanan iki vektoriin Clifford ¢carpimi

ab=ab, +a,b, +(a,b, —a,b, Je, (3.6)

seklindedir. Burada bir skalar toplam ve bir de iki-vektér mevcuttur (ab Clifford ¢arpimi

a-b=ab, +a,b, skalar carpimiyla aym sey degildir).
3.1. iki Boyutlu Oklid Diizleminin Clifford Cebiriyle Temsili

(e,-e,), R? Oklid diizleminin ortonormal temel vektorler olsun.

1 skalar

e,,e, vektorler (3.7)
e, iki-vektér

seklindeki dort eleman, iki boyutlu Oklid diizlemi R*ninCI, Clifford cebiri gosterimi igin
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(Le,.e,.e,) (3.8)
seklinde temel bir form teskil eder.
Cl, deki

u=u,+ue, +u,e, +u,e, (3-9)

ifadesi u, i lineer bir kombinasyonu olup,

u=u.e, +u,e, (3.10)
bir vektor ve
u=u,e, (3.11)

iki-vektordiir.

3.2 iki Boyutlu Oklid Uzayinda Dénme Hareketinin Clifford Cebiriyle ile incelenmesi

r =xe, +ye, (3.12)
vektoriiniin ve
' =cosp+ising (3.13)

kompleks sayisinin ¢arpimi e, e, — diizleminde bagka bir
rcosg+rising =re* (3.19)
vektoriinii verir. Burada kisaca, i=e,’dir. ri = xe, — ye, vektorii r ’ye diktir. Bu sebeple saat

yoniine ters 7 /2 radyanlik donmeyle r’yi ri’ye tagir.
Madem ki, ibirim vektorii e e, —diizleminde her r vektorii ile degisimli olmayan ise dsnme

vektoriinii su sekilde de ifade edilebilir(sekil 3.2):

rcos@ +rising =rcosp —irsing = e™’r. (3.15)

Ayrnica, cosqo+isin¢=(cos%+sin%)2’den yararlamilacak olursak, dénme vektdrii s7'rs

=1

formuna sahip olacaktir. Burada s=¢'"? ve s™ =e¢™¥?’dir. r’nin saat yoniiniin tersi

yoniinde ¢ agistyla dénmesi rz=z'r=s"'rs sonucunu doguracaktir. Burada,
z=¢€",z" =e™ve s* =z dir.s'rs = (~s) "' r(~s)seklinde sonucu ayn: yonlii olan,s ve—s
iki kompleks say1 mevcuttur. Baska deyisle, bunlar farkli yollardan aymi sonucu veren iki

kompleks sayidir:
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ip/2

S=¢
g ei(zft—ql)fz s eitp.f?e—i.'r (3.1 6)
e =-1

v

Sekil 3.2 e,e, — diizleminde I vektoriiniin donme operatdrii ile belirli agida donmesi

3.3 Ug¢ Boyutlu Oklid Uzaymmn Clifford Cebiriyle ile incelenmesi

R’ii¢ boyutlu Oklid uzay: e,,e,,e, seklinde ii¢ ortogonal birim vektdr iceren temel

elemanlara  sahiptir. ~ RPiig-boyutlu  Oklid uzaym  CI,  Clifford  cebiri

(3.17)

€e,=—-¢,e,, e¢e,=—€,€,6 €,6,=—€,€,.

bagintilariyla uygunluk saglayan {el,ez,e3} kurulumuyla birlesme Ozelligine sahip olarak

tiiretilmistir. Clifford cebiri CI, asagidaki temeller itibariyle 8-boyutludur:

1 skalar

€,5855€, vektorler

€,€,,€,€,,e,¢, iki-vektorler (3.18)
e6,e bir hacim elemam
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i# ] ise birim vektdrii e; =e.e; seklinde ve yonlii birim hacim elemara e,,, =ee,e; seklinde
kisaltilir. CI, *teki keyfi bir eleman bir skalar toplamu, bir vektdr, bir iki-vektdr ve bir hacim

elemamdir ve

a+a+be,;+ e, (3.19)

seklinde yazilabilir. Burada a,8€ R ve a,beR’® seklindedir.

3.4 Ug-boyutlu Oklid Uzayinda Dénme ve Yansimanim Clifford Cebiriyle Temsili

Oklid diizleminde dénme tartisildiginda, cos + sinfI seklindeki bir spinér’iin @ agist
kadar bir vektorii dondiirdiigii goriiliir. Daha sonra birim vektorler olan s vet ’nin geometrik

carpimlarinin bir spindr oldugunu gorecegiz; ¢linkii s-t=cosb ve s At =sinbl seklindedir.

Simdi bir diizlemdeki dénmenin tiim boyutlar i¢in nasil isledigi gosterilecek, bu
devam ettirildiginde keyfi donmeler yapabilecektir. Sonug olarak; bunun doniisiimler i¢in

geleneksel metotlarla nasil bagintist oldugu goriilecektir.
Birim iki-vektér B’yi dénme diizlemini tamimlamak i¢in kullanir. Verilen v vekitorii
iki-vektorle aym diizlemdedir. Bu v vekt6riiniin 6 agisiyla v+ vektoriine dondiiriilecek

olursa, cos 0+sin 6 B formundaki R spinérii kullanildiginda;

v'=Rv (3.20)

ifadesi elde edilir. Simdi kanitlanmas1 gereken v'’niin B ve v ile aym diizlemde oldugudur.
Bunun i¢in;

vAB=0 (3.21)

iyi bilinen nokta ¢arpim yoluyla v ve v' arasindaki aginin 0’ya esit oldugunu gosterirsek,

esitlik asagidaki gibi devam eder:

v'-v =|v|-|v|-cosb (3.22)
Dikkat edilmelidir ki, daha 6nce bu vektdrlerin ve iki-vektorlerin uzaydaki boyutlan hakkinda

s6z edilmedi, bunun biitiin boyutlarda gegerli olacagindan emin olunmalidir. Spindr tam

olarak yazilirsa;
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v'=(cos6 + sindB)v = cosBv + sindBv

v bir vektor ve B bir iki-vektérdiir. Yukandaki esitlik tekrar yazilirsa;

v'=cosfv +sinf(B-v+B A v)

dir. v ve B aym diizlem iizerindedir ve biliyoruzki B A v =0 dir. Sonug olarak;

v'=cosBv +sinfB - v

ifadesi yazilabilir. Bilindigi gibi birim vektorle, iki-vektoriin i¢ carpimlari yansima
operasyonu sonucu, vektoriin, iki-vektor diizlemi tizerindeki izdiisiimii olacaktir. Béyle
olunca Vv vektorii iki-vektdr diizleminde yer alir. Bu nedenle, bu kendi izdiisiimiidiir. Sonug
olarak; B-v aym diizlemde bulunan bir vektérdiir fakat v vektdriine diktir. Bu vektorii v
ile gosterilir.

v'=cosOv +sinbv

Eger son esitlige bakilirsa v'; v ve v, toplamma esitti. Bu vektorlerin hepsi B

diizlemindedir. Bundan dolay: biitiin bu vektorlerin toplami aym diizlem tizerinde olacaktir:
viAB=0
Esitlik (3.21) nin ispat1 i¢in B diizlemi igindeki ii¢ vektorii Sekil 3.3 de gosterecegiz.

Sekil 3.3 Oklid diizlemde bir vektdriin bilesenleri

Ozetle gostermek gerekirse;

v".v =|v]-|v'|cos®

v ve V' uzunluklan esittir devam edilecek olursa;
viv = [v[2 -cosf

V' esitlikte yerine yazilirsa,

(cosOv +sin6v, )- v =|v|" cos8
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Nokta garpimi, vektor toplamu iizerinde dag;:tilirsa;

(cosBv - v +sinbv, - v)= |v[2 cos0

v, ve v birbirlerine dik ve bunlarin nokta ¢arpimlan sifirdir.

cosfv-v = |v|2 cosf

Sonu¢ olarak bir vektériin kendisiyle nokta carpimi, biiyiikliigiinlin karesine esittir.
cos@|v|2 = ]v]zcosﬁ

Sonugta ispat: istenen, (cosd +sinﬁB) seklindeki spinériin B diizlemi tizerindeki her vektorii
0 acisiyla dondiirmesidir. Bu da spindrlerin her boyutta calistigim gésterir. Oklid diizleminde

B diizlemi hakkinda pek fazla segenek yoktur, ¢iinkii sadece bir tane diizlem vardi. Fakat ii¢

ya da daha fazla boyutta keyfi alinan iki-vekt6r kullanilabilir.
Dogrulari déndiirmesi istenen vektor, gercek diizlemde oldugunda yukaridaki
yaklasim kullamlabilir. Agikeasi keyfi vektérleri dondiirmek istenir. Simdi bunu basarabilmek

icin yansimalarin boyutsuz yoldan nasil kullanildigina deginilecektir.

Herhangi bir v vektorii iizerinde ardisik iki yansima operasyonun sonucunu
inceleyelim. Kullanilan birim vektdrlerden biri s digeri ise t olsun.
v'= —t(— svs)t = tsvst
st 'yl R olarak ifade edilir, ¢iinkii bu bir versordur:
ts = (st)'r =R!
olarak yazilabilir.
R ve R'asagidaki gibi gosterilirse;
R=st=s-t+sat
Rf'=ts=s-t—sat
Bunlar spinérlerdir ( skalar + iki-vektor ) ve s At diizleminde dondiirticii olarak kullanilabilir.
Bunun kombinasyonu, keyfi déniigiimler yapmayi ve v vektoriiniin dsnme diizleminde olma

kosulunu kaldirmayi saglar.

Simdi iki-vektér st tarafindan belirlenen donme diizlemini A ile gosterelim. v
vektorii ayrilsin, bir parcasi A 'ya dik diger parcasi da A 'ya paralel olsun.
V=V, +V,,

Bundan sonraki iglemleri yapilacak olursa;
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=0
——t——,

vud=v, - A+v,nA
=V -4
==4-v,
=—A-v,—AAry,

=-4v,
Yukandaki esitlik v, -A=-A- v,s ifadesinin neden bu sekilde oldugunu gosterir. Vektdrler

i¢in i¢ ¢arpimin degisme ozelligi vardir. Oysa ki bir vektoér ve iki-vektdriin arasindaki ig
carpimin degisme Ozelligi yoktur. Buradan anlasiliyor ki, deZisimin igareti elemanlarin

derecesine baghdir. p vektorii, Q elemam ve r derecesi kullanildiginda;

p-Q=(-1)"Q-p olur.
v vektdriiniin dik olan kismu i¢in;

=0
——

V,sA=V,,-A+Vv,, AA
=V, AA
=AAV,,
=A-V,, +AAV,,
=Av,,

seklinde olacaktir.

Eger bir vektorle, iki-vektoriin dis carpimlarinin degisme o&zelligi konusunda
anlasilmayan bir kisim sdz konusuysa; iki vektor arasindaki dis ¢arpimin degisme 6zelligi
olmadig: hatirlanmalidir. Sonug olarak;

ViaANA=V,, Asat

=—SAV,, At

=SAtAYV,,

=AAV,,

Sonugta p vektorii, Q eleman: ve r dercesindeki dis ¢arpimin degisme &zelligi i¢ ¢arpimdaki

gibi iliskilidir.

PAQ=(-1)QAp

Denkleminin ispati kolaydir. Isareti basit olarak vektoriin ne kadar degistigine ve vektoriin

derecesine baghdir. Bu direkt olarak vektoriin derecesiyle ilgilidir. Olusturulan bu tamm

kisaca Ozetlenecek olursa;

VA =—Av,, (3.23)

V. A=Av,, (3.24)
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Bu ispatin diger kisminda kullanilacaktir.
R f"ua = (st —SA t)V”A
= (st —(Athyy,
= (s -t)v”A —Av,
Ic carpim s-tsadece bir skalerdir ve bundan dolayr geometrik ¢arpimi (s . t)vH , degisme
dzelligine sahiptir ve Esitlik (3.23) asagidaki esitliklerin yazilmasin saglar:
Riv, =v,(s-t)+v,A
- v"A(s -t)+ Via (s A t)
= V"A(S-t+S/\t)
=VaR
Aymni yolla (3.24) esitligi kullanildig1 zaman,
R"vIIA =(s-t-sathv,,
= (S 't)vuA —(s & t)vu.«\
=(s- t)v.m —Av,,
= VJ_A(S ‘ t)_ ViaA
= V.LA(S 1 t)“ via(sat)
=v,,(s-t-snat)
=v,,R

Yeni ortaya ¢ikan tamim agagidaki sekilde dzetlenebilir:

Rv, =v, R (3.25)
R'v,,=v,,‘R (3.26)
Orijinal esitlige doniilecek olursa;
v'=R VR
V' niceligi (3.25) ve (3.26) 'denklemleri kullanilarak yeniden olusturulacak olursa;
= RT(VMA & VJ_A)R

=R'v,R+R'v,R

=v,RR+v ,R'R
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s ve t'nin birim vektérler oldugunu hatirlanacak olursa, sonugta ;
R'R =tsst =1

Bunun sonucu olarak;
vV'=v, RR+v, v=v RR+v,,
elde edilir. A 'ya paralel olan vpargas: R ile iki kere carpilacak olursa ve dik olana higbir

islem yapilmaz ise (tekrar hatirlanacak olursa R bir skaler ve bir iki-vektdr birlesimidir ki bu

vektor diizleminde vektorleri dondiiriir) v

ja 2ymi diizlem tizerindedir. Bunun anlam1 R %9

agis1 lizerinde dondiiriir. Bir ¢ift doniisiimde® agisiyla doner. Sonugta R 'vR tam istenilen
sonucu verir. Bu Sekil (3.3)’te de gosterilmistir. A diizleminin dual’inin ifade edilmesi A*

seklinde olur. Bu diizlemin normalidir ve sonugta diizlemin donme eksenidir.

Geometrik cebirde donmelerin inamilmaz karisik oldugunu diistinmek sasirticidir. Bu

yapilanlarin hepsi 6 agisinin ve iki-vektdr A 'nin ispatiydi.
1 !

R =cos—6 +sin—0A
2 2

Bir spinér, keyfi alinan bir vektoriin doniisiimiinii A diizlemindeki bagintis1 asagidaki sekilde
yapilabilir:
v'=R VR

Diger bir deyisle, spinér A diizleminin normali etrafinda dénmesini saglar. Bunun

en iyi tarafi spindrler, sadece vektorler igin ¢alismazlar her ¢oklu-vektor igin galisirlar, bunun

anlami1 spindrler ayrica iki-vektorler, {ig-vektorler ya da tiimiinii ¢oklu-vektdrlere
déniistiirmek icin kullanilabilir. Omegin, eger bir iki-vektdr varsa, bir @ ekseni ya da iki-
vektdr a 'ya komsu olan a* =A ekseni etrafinda@ derece kadar dondiiriilebilir.
B'=R'R
B'= (cosE —sin L AjB(cosg +sin L A]

2 2 2 2
Spindr teorisinin ifadesi ispat1 birgok yoldan bulunabilir. Simdi spinérlerin 6zgiin tammuyla,

boyutunu ve bu eksenler etrafinda dénmeleri daha iyi anlagilabilir. Oklid diizlemine geri

doniilecek olursa, iic boyutun anlaminin ne oldugunu goriliir. e,, e,; e,; ii¢ birim iki-
vektérleri (B,,B,,B;) seklinde , kullanild: ve iiglii bir yap1 kullanarak herhangi bir iki-vektor

B vektorii goz oniinde bulunduruldu. Eger B bir birim iki-vektdr ise skalar kism1 y sembolii
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ile tanimlanir. Daha sonra agagidaki gibi bir 0 agisimn iizerinde R e CI; bir spindrii;

R= cos%+singA

—_—— e——
¥ .8] '162 :)83

seklinde tamimlanir. Goriildiigii gibi bir spin6r, dort bilesenden meydana gelir. Simdi

asagidaki esitliklere bakilacak olursa;
€€, =€ ;€ ;=€, e, =-1
€, €3 =-€,,

€3 € =€y

€yx €3 =€,

jk=i
Cl; deki bir spindr yazilirsa;

R = (w,xi, yj,zk)

W= coslﬂ
2

os 1l

X =sm59[31
.1

y =511159[32
.1

z= 511158[33
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Benzer bir bakis acisiyla baslanirsa, kuaternionlarla ilgili anlatilan i,j,k ¢arpim
yoluyla, spinérlerin tanimi Kargilastirilirsa aralarnindaki benzerlikler kolaylikla goriilebilir.
Aslinda ii¢ boyutlularda spindrler tam olarak kuatenionlardir. Bir kuaternionun déndiiriilmesi
kuaternionun ve onun tersi arasinda bir vektdr sikigsmasidir (sandvic gibi). Kuaternionlarla

spindrler tamamen aynidir. Bir kuaternion bir skaler + bir iki-vektordiir.

Burada 6nemli olan kuaternionlarin dort bilesenden olusmasidir. Dért boyutlu ya da
sanal olarak kuaternionlar hakkinda hicbir sey yoktur. Ik bilesen skaler diger iigii iki-vektor
diizleminde yapilan dondiirmeyle iligkilidir. Eger eksen agisinin temsilinden bir kuaterniona
olan degismeye bakilirsa aginin ikiye boliindiigii goriilecektir.

Simdi bu anlamlandirila bilinir. Ciinkii spinér, vektériin aym1 dogru iizerinde bulunan
béliimiinii doniistiiriir. Bununla beraber eksenin ¢iftini(iki katin1) alnip sin%ﬁ ile

¢arpildiginda ihtiyaci duyulan iki-vektor ortaya gikarr.

Eger iki spinériin geometrik ¢arpimi tamamen yazilmak istenirse bunun kuaternion
carpimiyla tamamen aym oldugu goriilecektir. (w, X, y,z) spindriiniin tersi (w,—y,—x,—z)
seklindedir. Bu aslinda ters agiya karsi gelen dénme anlammna gelir. Soyle ki;
cos(~8) = cosBsin(-0) = —sind seklindedir.

Spindrler ii¢ boyutta kuaternionlar olabilir, fakat geometrik cebir bunu daha fazla agiklar.

° Bir kuaternionun 4-boyutta tanimli degildir ve sanal kismu yoktur. Bu basit¢e bir
skalar ve iki-vektordiir.

° Spindrler sadece vektdrleri dondiirmezler, iki-vektorleri, lig-vektorleri, n-dereceleri
ve biitlin ¢oklu-vektorleri doniistiirebilirler. Eger diizlemin normalini doniigtiirmek
degistirmek denenirse, diizlemin direkt olarak degistigi goriilebilir.

e Spindrler boyuttan bagimsiz; 2D, 4D ve diger boyutlarda iyi ¢alisir. Bu teorilerin

amacl, higbir degisiklik yapmadan uzay: genisletmektir.

3.5 CI, Clifford Cebirinin Matris Gosterimi

Elemanlan kompleks say1 olan 2x2 matrisleri C(Z) seklinde gosterilir.Genel olarak,

matris elemanlani C kompleks alanda olsa bile, bunun R ’de reel sayilar {izerinden yapilan

skalar ¢arpimla, reel bir cebir olarak kuruldugunu g6z éniinde bulundurmak gerekir.
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2 2
o) =a; =a; =1 ve

0,0, =i0; =—0,0,
0,0, =i0, =-0,0; (3.27)

¢arpimlariyla uygunluk saglayan Pauli-Spin Matrisleri su sekildedir:

. 0 1 0 —-i 1 O 398
= y O5 = 4 = y
1 10 2 i 0 T, 0 -1 ( )

Ayrica bunlar,C(2) reel cebrini iiretmektedirler. e, =0,,¢e, =0,,e; =0, arasindaki uyum
reel cebirler arasinda bir izomorfizm kurmaktadir,

Cl, =C(2)

Temel elemanlarn izomorfizm Cizelgesi su sekildedir:

Cizelge 3.1 C(2)-Cl; izomorfizmi

C(2) Cl,
I 1
01,0,,0, €,,€,,€,
0,0,,0,03,0,0; €12:€13,€x3
0,0,0; €123

i# jicin e; =—e, dir. CJ; Clifford cebri ve onun matris temsili C(2) arasindaki temel fark su
sekildedir. Clifford Cebirinde kendi ifadesinde yer alan bir alt-uzay 6zelligini segmek gerekir.
Bu segim;igerisinde r’ = |r|2 seklinde bir vektoriin karesinin kendi uzunlugunun karesine esit
oldugu “R* Vektor Uzayr’’dir. Buna benzer higbir segilmis alt-uzay, C(2) matris cebrinin

tamminda goriilmemektedir. Bunun yerine R®’ii temsil etmek icin iz’i (trace) olmayan

hermityen matrisler kullanilir ve bu arada fazladan bir yap: C(Z)’ye eklenmistir.
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4. ELEKTROMAGNETIZMANIN CLIFFORD CEBIRIYLE TEMSILI

4.1 Maxwell Denklemleri

Bilindigi gibi zamanla deZisen manyetik alan,

dl=-%%s
dE-di= = (4.1)

ile belirlenen E elektrik alanini meydana getirir. Buna benzer olarak zamanla degisen elektrik

akiminin veya elektrik alaninin da bir manyetik alan olusturabilecegi diisiiniilebilir. Baska bir

deyimle cj. B-dl ile d$. /dt arasinda bir bagint: bulunabilir.
Bilindigi gibi elektrostatikte Gauss kanunu &, 4 E - dS = ) g seklinde ifade edilir.Ancak
elektrik akisig, = q‘E -dS olduguna gore
2q

b5 =<{E-dS=— (4.2)

&

seklindedir. Ote yandan bu bagintinin zamana gére tiirevi alinirsa;

doe _1dq_ i

dt g, dt g

veya

. dé,

1=g;— 4.3
° dt R

seklindedir. Bu bagintidan faydalanarak elektromanyetizmanin Amper kanunu;

d
t‘:fB-d] =puao% 44)

seklinde de yazilabilir. Su halde manyetik alan hem i elektrik akimi,hem de elektrik alaninin

degisimi ile meydana getirilebilir. Bu taktirde Ampere kanunu en genel halde

doe

rj‘B -dl = pgi+p,g, g7 (4.5)

seklinde yazilmalidir. Buna Ampere-Maxwell kanunu denir.
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Ancak Esitlik (4.3) veya Esiilik (4.4) bagntilarindaki €,d¢/dt akim siddeti
boyutundadir. Buna, yani (4.3) bagntisiyla belirlenen akima gogu zaman yer degistirme akimi
(deplasman akumi) denir. Fiziksel olarak yiiklerin hareke edebildigi ortamda bu akim
diisiinmek kolaydir, fakat maddenin bulunmadi@i boslukta yer degistirme akimindan séz
etmek ilk bakista anlamsiz gibi diisiiniilebilir. Iste Maxwell’in elektromanyetik teoriye en
biiyiik katkisi, stiphesiz elektrik alanin degisimi nedeniyle boslukta yer degistirme akiminin
olustugunu diisiinebilmesidir.

Akimdan s6z edildiginde bir hacime giren yiikiin o hacimden disar1 akan yiike esit
oldugu anlasildigindan, bunun bosluk icinde gegerli olmasi gerekir. Omegin bir
kondansatoriin bir levhasina giren akim levhayr aynen terk etmelidir. Ancak bu levha ile
digeri arasinda, dielektrik gibi bir fiziksel ortam bulunmaya bilir. Iste tel boyunca akan akim
kondansatoriin levha hacmine girer, levhadan deplasman akimi g¢ikar. Bu nedenle iki tiir

akimdan s6z etmek gerekli olur:

i.  Ohm kanununa uyan omik veya iletkenlik akimi,

ii.  Esitlik (4.3) ile belirlenen deplasman akima.

Bagska bir deyimle bir ortamin iletkenliginden, yani direncinden sz edilirse bu ortamda omik

akim olusur; ortamin direncinden s6z edilmeyip, x# permeatilitesinden ve & dielektrik
sabitinden s6z edilirse ortamda olusan akim deplasman akimidir. Bu taktirde Esitlik (4.5),

i, yerdegistirme akimi olmak iizere,

‘j‘B'dl=#o("+fd)

seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla yerdegistirme akimi kavramiyla akimin siirekliligi

saglanmis olur.
Elektromanyetizma, dort temel baginti ile anlagilabilir. Bu dort bagintiya

Maxwell denklemleri denir ve asagidaki gibidir:
I. Elekirik alan ve elektrik yiikleri arasindaki bagintiy1 veren Gauss yasasi:

gogE.ds=zq (4.6)
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2-Manyetizmanin Gauss yasasi:
g B-dS=0 (4.7)

3-Elektrik akiminin veya degisken elektrik alanmin olusturdugu manyetik alam ifade eden

Ampere - Maxwell yasasi:

dé,

<E|.B dl = pi+ pe, p? (4.8)

4-Degisken manyetik alamin meydana getirdigi elektrik alam ifade eden Faraday’ in

indiiksiyon yasasi:
dE-d1= _49y (4.9)
dt

Bu dort matematiksel denklem araciligi ile elektromanyetik enerjinin bir yerden bir
baska yere tasinmasi veya aktarilmasinin bir dalga hareketiyle oldugunu anlamak, bu dalga
hareketinin diferansiyel denklemini belirlemek ve bu dalgalarin hizimi hesaplamak imkan
dahilindedir.

4.2 Maxwell Denklemlerinin Clifford Cebiri ile Temsili

Maxwell denklemleri olan

V-E=4np,

VxE+Ia—B=O, (4.10)
cot

V-B=0,

UxB_LE 47
cot c

ve Lorentz kuvvet yasasi,

§p=q(E+va) (4.11)

ile baglayacak olursa burada, p momentum, ¢ yiik, v bilinen hiz ifadesidir.

Clifford cebiri olarak da bilinen geometrik cebir daha 6nce tartisildigr gibi bir gok
avantaja sahiptir. Bu durum su sekilde ortaya ¢ikiyor. Su an itibariyle gosterebildigimiz,

Esitlik (4.10), yani en basit seklinin biitiin anlamim iceren, kolay hatirlanabilir bir formda;

VF =47 (4.12)

yazabiliriz.
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Bu ifade tarzi en az dénmeler kadar gikislar1 igeren agikga Lorentz sabiti olan biiyiik bir
avantaja sahiptir. Lorentz sabiti agikca belli olmadiginda Esitlik (4.10) ile bunun tersini verir.

En karmagsik yaklasim Lorentz Kuvvet Yasasiyla birlesim igerisinde olan Esitlik (4.12)
denklemi ¢6zmek olabilir. Bunun yerine Esitlik (4.12) denklemden bagslayarak en basit
Maxwell denkleminin Esitlik (4.10) elde edilisine bakmak gerekir. Iki yaklasimi birbirine

baglamak icin ortonormal temel vektorler olan y,,7,,7, vey, i¢indeki bir referans

cergevesinin segildigi dort boyutlu elektrik akimi formiiliine ihtiyag vardir.
J=py, +ir7 4.13)

Genel de, y, zaman tiirli temel vektordiir. Goriildiigii gibi p zaman yoniinde korunumlu yiik

akisiyla birlikte hareket etmelidir.
Son olarak F ’nin, bilinen E ve B alanlan ile ne derece iliskili oldugunu bilmek

gerekir. Herhangi bir 6zel cercevede;

F=(E+iB)y, (4.14)

seklindedir. Burada i = y,y,7,7, birim sankiskalar (pseudoscalar) dir. Bu ifade;

F=Ey,-By7,7;

(4.15)
=E*%.7, —B“7 17,7

seklinde genisletilebilir. Burada E* ve B* bizim segilen gergevede l¢iilmiis olan elektrik ve
manyetik alanlarin bilesenleridir.

Burada belirtilen, elektromanyetik alami iki-vektdr olarak gormek gerektigidir.
Herhangi bir 6zel ¢ercevede bu iki-vektor F iki katki sunmaktadir; biri E ile birlesik, zaman
tirli yonelimlerle iki-vektoriin kenara saﬁip olmasiyken diger yandan ikinci katki B ile

birlesik, bosluk tiirii yéntemlerde iki-vektériin her iki kenara da sahip olmasidur.

Burada, Clifford cebrinin merkezi 6zelligi en yiiksek diizeyde kullanilmaktadir, yani
vektorlerin carpma 6zelligi kullamiliyor. Bu ¢arpma islemi genel birlesme ve dagilma

kurallarina uymaktadir. Fakat genel olarak degisme ozelligini iginde barindirmaz. Ozelde,

\ainly Univers2@si
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temel vektdr y, ortogonal oldugu i¢in, bunlann higbiri digerleriyle degisme o6zelligini

saglamaz.

YuYy =—Y,Y, vehepsiicin p#v (4.16)

ve D =1+3 teki nomalizasyon kosulu zaman tiirii bilesenlerde bir (-) isareti gerektiriyor.

YoYo =-1
V1Y =+, (4.17)
VoY, =+,
Yals =~

Simdi yapilmasi gereken Esitlik (4.14)ii, Esitlik (4.12) nin igine yerlestirip tiirevini
almaktir.

Burada E igeren 12 denklem olacaktir. Ciinkii E,E* seklinde 3 bilesene sahiptir ve

tiirev operatériiV# de 4 bilesene sahiptir. Buna benzer sekilde, Biceren 12 bilesen daha

mevcut olacaktir.

il

vF= +(VE'y, | +(V'E'n,) ~-VEyar.)  +(VE'vra)

+(V°E,)  +(VEan) +(VE)T -(VEp.rs)

+ (V°E3y3 ) — (V‘Ez'yo}gyi )“ +(V2E3yoy2y3 )” 4 (V3E3;VO )..* 4.18)
~(V°By.rs) -VBryy,)” -(v2BY,) +(V°B'y,)
~(V°Bor,)" +(V'By,) -(V2Bars)”  -(V2B?)
~-(Y°Byony,) -(V'B,) +(V2B%y,) ~(VBr77s)”

Bu ifadenin ne anlama geldigi tartigilirsa, * isaretli olarak goze c¢arpan 9 bilesenle
baslayan, Bigeren 6 terim VxB’nin bilesenleri iken E igeren 3 terimde
+V°E = —(3/&¢)E nin bilesenleridir. Bu terimlerin her biri (¥,,7,,%,) bosluk tiirii temel
vektérlerin bir tanesini icermektedir. Bdylece D =3’teki yiizey vektoril ile ilgilenilmis
olunmaktadir. D=3 akim yogunlugunu belirtir; sonugta * seklinde yazilmis terimler Egitlik

(4.10) ile ¢ok iyi bir uyum saglayan VxB— (a / 8t)E = 47 formiiliinii verir.
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Daha sonra, ** seklinde goze garpan 9 terim diigiiniilecek olursa; E igeren 6 terim
V xE’nin bilesenleri iken, B ’yi igeren 3 terim —V°B =+(9/4¢)B ’nin bilesenleridir. Bu 9
terimin hepsi (y, ) zaman tiiri dogrultuda bir izdiisiimlii tig-vektor’diir. Esitlik (4.12) herhangi
bir lig-vektdre sahip olmadigindan ** terimleri sifirdir. Bu da VxE+(8/6¢)B=0"dr. Ve
ayrica Esitlik (4.10) ile uyum saglamaktadir.

E iceren *** ile gosterilen 3 terim zamamin fonsiyonu olan J ile esdegerdir ve
V -E = 47p oldugunu gosterir. B igeren *** ile gosterilen 3 terim V-B =0 denklemini verir.

Bu gercekten yeteri kadar mekanik 6zellige sahiptir. Sadece olayin bigimselligi takip
edilmigtir. Son siradaki + VB’y, ifadesi hesaba katilirsa, iki ¢arpanli VF ifadesi ile baglar.
Boylece sorudaki terim iki ¢arpanli olacaktir. Bunlar —V?y,B%y,7,7,7, olacak sekilde

birlesen V’y, ve — B*y,y,7,7, ifadeleridir. Burada yapilacak tek sey standart bir form elde

edebilmek i¢in (;/)’yi uygulamak gerekir. Skalar ifadeleri bas tarafa alip +V*B*y,7,7,7,7;
ifadesini elde etmek igin Esitlik (4.16) kullamilarak ilk iki vektor uygulanir. Esitlik (4.17)
kullammini —V?B’y,y,7, ifadesine indirgeyen —V’B’y,7,7,7,7, ifadesini elde etmek i¢in
bir kez daha isleme tabi tutulur.

Sonuca ulagmaya yardimci olacak tek kisim —y,7,7; ifadesinin yerine y,7,7,
ifadesini yazmaktir. Bu iglem isaretlerin diismesine iyi bir 6mektir. Boylece vektorel ¢arpimla
nasil uyum sagladigim gérmek igin kolaylik saglar. i =y,y,7,7, ifadesi i’nin sankiskalar
oldugu {iy u = 0,1,2,3} temel 6zelligini kullanarak biitiin sankiskalarlar1 yazmak bir kural
olarak sSylenirse, bunun daha uygun gériinmesini saglayabilir. Islemler yapildiktan sonra bazi
hiikiimlere karar vermek i¢in terimleri nasil ayirmak gerektigini diisiinmek gerekir. Ciinkii

dogal olarak terimler, vektorler, iig-vektdrle bosluk tiirii ve zaman tiirili olarak birbirinden

ayrilmaktadir.

Ayrica geometrik formalizmi kullanarak Lorentz Kuvvet Yasasi asagidaki gibi

yazilabilir:

§p=qu,F (4.19)
=
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Burada 7 uygun zamam u =p/muygun hizi ve m sabit kiitleyi belirtir. D =1+ 3bosluk

tirli boyutta pve u birer vektordiir. Bu Esitlik (4.11) in goreceli olarak dogru bir

genellemesidir:

e Diizlemde izdiigiim alarak dik vektor bileseni iki-vektor diizleminden ¢ikarilabilir.

e Nokta g¢arpimin sonucu diizlemdedir ve izdiisiime dik olur. Biiyiikliigii iki-vektoriin

biiyiikliigiine ve iz diigiimiin biiyiikliigiine orantili olacaktir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Geometrik cebir iki kavramu ele alir. Ilki; geometrik cebir, bir vektoriin tek boyutlu bir
alt uzay oldugunu kabul eder ve bundan dolay: daha yiiksek boyutlu alt uzaylar olabilir. Alt u-
zaylanin genellestirilmesi gibi, iki-vektor, lic-vektér ve k derecelerini tamimlar. Coklu-
vektdrler farkli derecelerin lineer kombinasyonlaridirlar.

Ikinci olarak geometrik cebir coklu-vektorler icin geometrik ¢arpimi tammlar. Ciinkii
geometrik ¢arpim, i¢ ve dis ¢arpimlann ikisini de kapsar ve bir uygulamada ortogonallik ve
kolineerlik durumlarim1 birlestirir. Dereceleri, ¢oklu-vektorleri, ic ve dig ¢arpimlari ve
geometrik ¢arpimi kullanarak, izdiisiimden, yansimalardan , bulugsmalardan meydana gelen bir
c¢ok arag gelistirebiliyoruz.

Temeller ve araglar bize dogrular ve uzaylar gibi ortak elementleri tanimlamamiz i¢in
yeni yollar sunarlar. Bu bizim elementler arasindaki baglantilarin sebeplerini anlayabilmemizi
saglar.

Ayrica geometrik cebir, kuaternion teorisinin alt yapisim olusturur. Son olarak
kuaternionlar ile ilgili dort boyutlu uzayda higbir sey olmadigini kanitlar. kuaternionlar bir
skaler ve bir iki-vektoriin lineer kombinasyonudurlar. Kuaternionlar, Pliicker uzayin1 homojen
model, birlesme ve bulugma operatdrlerine bagh olarak agiklar.

En 1iyisi de biitlin teori, boyutlara baglh degildir. Bu bizim her durumda
yapabilecegimiz bagimsiz ispat ve hesaplamalan yapabilmemizi saglar. Kiiciik boyutlarda
ispat ve daha sonra bunu genellestirmek sezgiseldir. Geometrik cebir bunu yaparken bize
kolaylik saglar.

Hala geometrik cebrin giicii ve kullamighligi ¢ok net degildir. Bu geometrik cebri
ilging hale getirir. Klasik methodlarimizi kaybetmedigimiz basit bir gergektir. Geometrik
cebir bu methodlan agiklar ve gelistirir daha sonrada zenginlestirerek biitiin teoriler bir teori
i¢inde birlestirir.

Bu calismada 6ncelikle VF =47J seklinde Maxwell denklemlerini en basit sekilde
ifade eden bir yaklasim ortaya konulmustur ve bu ifadenin geometrik cebir ile ¢oziimlenmesi
esas alinmigtir. Bu yaklasimin temelini olugtururken, Maxwell denklemleri ile Lorentz kuvvet

yasasini birbirine baglamak i¢in ortonormal temel vektérler olan y,,7,,7, vey, ig¢inde bir
referans gergevesinin secildigi dort boyutlu J = py, +j*y, elektrik akim formiilii ifade

edilmigtir. Bu gosterimlerdeki amag, elektromanyetizmanin ve Lorentz kuvvet yasasinin en

basit sekilde ifade edip geometrik cebirin sistemsel ¢dziimiinii uygulayarak sonuca ulagmaktir.
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Elektromanyetizmanin temel denklemleri olan Maxwell denklemleri Clifford cebri ile
incelenmistir. Bu yapilirken amag¢ Oncelikle, geometrik kavramlarin sistemini kurabilen
Clifford cebrinin o6zellikle fizikte kullamimlarinda kolay ve kullamsh gosterimler
saglamaktadir. Sonucta da bu sekilde elde edilen, elektromanyetizmanin temel denklemleri

Maxwell denklemleri kompakt gdsteriminin yan sira islem kolaylig: da saglamaktadir.
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