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OZET
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KOMPLEKS VE DUAL KUATERNIONLARIN FiZIKSEL
UYGULAMALARI

SULEYMAN DEMIR

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Fizik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Kudret OZDAS
2003, 130 sayfa

Bu tezde reel, kompleks ve dual kuaternionlarin genel bir tanim yapildiktan
sonra fizikteki olasi uygulama alanlar1 arastmlmistir. Dért bilesenli
kuaternionlar ii¢ boyutlu vektor uzayini da icerdiklerinden vektorlere iliskin
bircok fiziksel nicelik vektor kuaternion olarak goriilebilir. Bu ifadelerden
bazilar1 kuaternion uzaymda verilmistir. Kompleks ve dual kuaternionlarin
izomorfik matris temsilleri gosterildikten sonra Lorentz doniisiimleri,
Maxwell denklemleri, klasik ve rolativistik elektromanyetizmaya iliskin
denklemler kapali ve acik formda hem kuaternionlarla hem de matrislerle
elde edilmistir. Elektromanyetik alanlara iliskin kompleks ve dual
kuaternion teorilerinin bu gosterimleri 4-boyutlu vektor uzaymmdan 8-boyuta

kadar genellestirilmesine olanak verdigi goriilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Kuaternionlar, Elektromanyetizma, Maxwell
denklemleri, Rolativistik mekanik



ABSTRACT

PhD Thesis

THE PHYSICAL APPLICATIONS OF COMPLEX AND DUAL
QUATERNIONS

SULEYMAN DEMIR

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
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Supervisor: Prof. Dr. Kudret OZDAS
2003, 130 pages

In this thesis, general definitions of real, complex and dual
quaternions and their possible applications in physics were investigated.
Since quaternions with four parameters include the 3-dimensional vector
space, the physical quantities related to vectors were shown to be vector
quaternions. Some of these expressions in quaternion space were given. After
demonstrating the isomorphic matrix representations of complex and dual
quaternions, Lorentz transformations, Maxwell’s equations, classical and
relativistic equations related to electromagnetism were derived in compact
and expanded forms, respectively, both for quaternions and matrix
representations. It was shown that the complex and dual quaternionic theory
of generalized electromagnetic fields enhances the dimensionality of these

representations from the 4-dimensional to the 8-dimensional vector space.

Keywords: Quaternions, Electromagnetism, Maxwell’s equations, Relativistic
mechanics
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNI
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P(.......): Ug boyutlu uzayda bir nokta

i : Kartezyen koordinat sisteminde x -bilegenine iligkin birim vektor
Jj : Kartezyen koordinat sisteminde y -bilesenine iligkin birim vektor
k : Kartezyen koordinat sisteminde z -bilesenine iligkin birim vektor
R : Reel sayllaf uzayi

H : Reel kuaternion uzay1

q : Reel kuaternionlarin eslenigi

“7 : Skaler ¢arpim

“x” : Vektorel garpim

N, : Reel kuaternionlarin normu

u : Birim vektor
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: 4x 4 birim matris

: 8x8 birim matris

: 8x8 matris

: 8 x 8 matrisin eglenigi

: Kuaternionlarin taban elemanlarina karg1 gelen 2x2 matrisler

: Dalga simetrik 3 x3 Ozel matris

: Dalga simetrik 3 x3 6zel matris
- Kompleks birim (i* = -1)

: Dort boyutlu konum vektorii

: Kompleks kuaternion uzay:

: Kompleks kuaternion

: Kompleks vektor kuaternion
: Kompleks kuaternion bilegenleri
: Kompleks kuaternionun skaler kismi

: Kompleks kuaternionun vektorel kismi

: Kompleks kuaternionun eglenigi

: Kompleks kuaternionun kompleks eglenik
: Kompleks kuaternionun tersi

: Kompleks kuaternionun normu

: Kompleks kuaternionik diferansiyel operatori
: Del operatorii

: Elektriksel yik yogunlugu

- Elektriksel potansiyel

: Elektrik alan vektoru

: Manyetik alan vektori

: Akim yogunlugu vektori

. Vektor potansiyel

T
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: Dual say1

: Dual birim

: Dual vektor

- Iki dual vektoriin skaler ¢arpimi

- Iki dual vektériin vektorel garpimi
: Dual kuaternion

: Dual vekt6r kuaternion

: Dual kuaternionun eslenigi

: Dual kuaternionlarin dual eglenigi
: Dual kuaternionun tersi

: Dual kuaternionun normu

- Reel kisim

: Dual kisim

: 4x4 dual matris

: Dual kuaternionik birim dogru vektori

: Dual kuaternionik diferansiyel operatorii
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1. GIRIS

Matematiksel fizigin en 6nemli yap: taglarindan olan kuaternionlar 1843
yilinda Irlandali matematikgi William Rowan Hamilton tarafindan kompleks
sayilart i¢ boyutlu uzaya tagimak amaciyla gelistirilmigtir [1-3]. Caligmalarini
basta iki kompleks ve bir reel bilesene sahip a+bi +¢j ile tamimlanan ti¢li say1
sistemi lzerinde yogunlagtiran Hamilton bu Sayl sistemi ile Gi¢ boyutlu uzaydaki
bir noktay1 temsil etmeyi amagliyordu. Burada a+ib ile verilen kisim kompleks
duzlemdeki yonleri yansitirken j ile verilen bilegen ise bu iki yone dik dgilincii
yonelimi temsil etmekteydi. Bu yolla cebirsel bir sistem kurmaya galigan
Hamilton ¢abalarn sonug vermeyince Ggli sistemden vazgegmis, ardindan bu
sisteme ugiinci bir imajiner bilesen ekleyerek bugiin bilim diinyasinda g¢ok iyi
bilinen reel kuaternionlan kesfetmigtir. Yukarida belirtildigi gibi Hamiton’ a gore

a+bi+cj Ugli sistemi ile galigirken reel kisim uzaydaki bir yonelimi temsil

ederken imajiner bilegenler Gi¢ boyutlu uzaydaki birbirine dik diger iki yonelimi
temsil etmekteydi. Hamilton t¢iincii imajiner birim &’ y1 eklemesinin ardindan

bu yorumunu da degistirmistir. Bir a + bi + ¢j +dk kuaternionunda reel bilesenin

artik geometrik bir anlami kalmamig, bunun yerine diger ¢ imajiner birim
birbirine dik G¢ yonii gostermek i¢in kullanilmigtir [4].

Bu agamadan sonra Hamilton’ un skaler bileseni hala ni¢in muhafaza ettigi
sorusu akla gelebilir. Diger i¢ imajiner bilegsen kullanilarak ti¢ boyutlu uzay
kolaylikla temsil edilebilirdi. Ciinkit heniiz vektor cebri olusturulmadigindan bu
pekala mimkiindi. Hamilton” un bu adimi ni¢in atmadigi aslinda galigmalarinin
amacinda gizlidir. Hamilton kompleks sayilart ti¢ boyutlu uzaya genellestirmek
istemigtir. Bu nedenle kuaternionun skaler kismi aslinda kompleks say1 karakterini
yansitmak amaciyla muhafaza edilmistir. Ote yandan ii¢ imajiner bilesenden
olusacak bi+ ¢j + dk niceliginin diger bir fi+ gj +hk niceligi ile ¢carpiminin reel
bilesenler igermesi ve hatta hi¢ imajiner bilesen igermeme olasilig, ki niceligin
carpiminin aym tirden olma kosulu ile geligtiginden, bu durum tglii imajiner
bilesenden olusan bir nicelikten iyi bir cebir olugturma ¢abasini baltalamistir {4].

Hamilton’ dan sonra kuaternionlar tzerinde c¢aligan ikinci bilim adami
Tait’ tir [5]. Fiziksel ¢aligmalarinda kuaternionlar bir arag olarak kullanan Tait,

aslinda Maxwell’in Cambridge’den bir arkadagidir. Maxwell, arkadaghg:
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sebebiyle kuaternionlarla da ilgilenmistir. Maxwell elektromanyetizma ile ilgili
1873 wyilinda vyaymlanan tunlii ¢aligmasinda kuaternionlart basitlestirerek
kullanmistir [6].

Kuaternionlar ve vektorler birbirlerinden farkli matematiksel nicelikler
olmasina kargin vektorlerin kuaternionlarin farkli bir bi¢imde yorumlanmasindan
ortaya ¢iktigi belirtilmektedir [4]. Buginlerde kullandigimiz vektor cebri Gibbs ve
Heaviside tarafindan geligtirilmigtir [7], [8]. Gibbs ve Heaviside, kuaternionlarin
Maxwell’in elektromanyetik teoride ifade ettigi bigimini daha kullanigli bulmuslar
ve birbirlerinden bagimsiz olarak kuaternionlarin tamamim kullanmak yerine bir
kisminin kullanilmasinin daha akiler olduguna karar vererek bugiin kullandigimiz
vektor cebrinin temellerini atmuglardir. Bu bilim adamlan kuaternion ¢arpimini
kullanmak yerine iki vektor arasinda skaler ve vektorel ¢arpim olmak tizere iki
farkli torde garpim tamimlamiglardir. Heaviside vektoér cebrinin geligmesinde
onemli bir rol oynamugstir. Silva ve Martins’e [4] gore ilk g¢aligmalarinda
kuaternionlari kullanan Heaviside, daha sonraki c¢alismalarinda kurdugu vektor
sisteminde kuaternionlarindan esinlendigini inkar etmigtir.

Yukarida belirtildigi gibi kuaternionlar bir skaler ile imajiner baz
elemanlarina sahip bir vektorden olugan 6zgiin bir yap1 olarak dustinilebilir. Bu
nedenle skaler ve vektorlere iligkin ozelliklerin nerede ise tamami kuaternionlar
tarafindan saglanir. Bu nedenle kuaternionlar vektorlerin kullanildig fiziksel
niceliklerin temsilinde ©nemli derecede rol oynamaktadir. Ozgiin yapilar1 ve
islevselligi nedeniyle donme ve Oteleme hareketinin temsilinde oldukga
kullamiglidirlar. Ozellikle dénme hareketi ile iligkili olan agisal yerdegistirme,
agisal iz, agisal ivme ve momentum niceliklerinin tiiretilmesi konusunda Chou
[9] tarafindan yapilan c¢aligma dikkat cekicidir. Euler parametrelerinin birim
kuaternion olarak ele alinmasi durumunda bir koordinat sisteminin yonelimini
belirlemede dogrultman kosiniisleri gibi klasik yontemlere gore onemli derecede
avantajlara sahip oldugu Chou [9] ve Wehage [10] tarafindan yapilan ¢aligmalarda
belirtilmigtir. Bu nedenle kuaternionlarla donme hareketi bir ¢ok arastirmaci
tarafindan incelenmigtir [11-15].

Son yillarda yapilan robotik sistemlerin temsiline iligkin g¢alismalarda

kuaternionlar adeta yeniden kesfedilmigtir [16-20]. Ote yandan kontrol ve



similasyon c¢aligmalarinda kuaternionlarin 6nemli roller {stlendigi yapilan
¢alismalardan ortaya ¢ikmaktadir [21-31].

Kuaternionlar ayrica yerdegigtirme, hiz, ivme, kuvvet vb. gibi klasik
mekanige iligkin ginlik hayatimizda ¢ok sik kullandigimiz fiziksel niceliklerin
temsilinde kolaylikla kullanlabilir [32-34].

Kuaternionlar rolativisttk mekanigin incelenmesinde de Onemli roller
ustlenmektedir. Bu nedenle kuaternionlarin 6nemi yirminci yizyilin bagindan
itibaren uzay-zaman kavrami tUzerindeki caligmalarin yogunlagmasi tzerine
artmaya baglamugtir. Silberstein [35] 1912 yilinda yayinlanan caligmasinda
Lorentz doniigimlerini kuaternionlarla ifade etmeyi basarmugtir. Kuaternionlarin
kullanildigr son yillardaki diger calismalarin da yine Lorentz doniigimleri
iizerinde yogunlastig1 goriilmektedir [36-38]. Ote yandan De Leo [39] tarafindan
yapilan ¢aligmada ise kuaternionlar kullanilarak 6zel rélativite teorisi
incelenmigtir.

Kuaternionlarin kendisine rahatlikla yer buldugu uygulama alanlarmdan
birisi de kuantum mekaniginin incelenmesidir. Kompleks bilegenler igermeler:
nedeniyle kuantum mekaniginde c¢ok kullanilan dalga fonksiyonlari ve
operatorleri temsil etmede kolaylikla kullanilabilir [40]. Schrédinger ve Dirac
denklemlerinin ifade edilmesinde Adler [41] ve diger aragtirmacilarin galigmalar:
dikkat ¢ekicidir [42-52]. Bu ¢aligmalarda kuantum mekanigine iligkin galigmalar
hem klasik anlamda hem de rolativistik olarak incelenmigtir.

Kuaternionlar, kegfediliglerinden itibaren birgok bilim adaminin dikkatini
cekmis, Ozellikle fiziksel ve matematiksel uygulamalarda yogun olarak
kullanilmigtir. Bu uygulama alanlarimin bagka bir tanesi de daha 6nce deginildigi
lizere elektromagnetik teoridir. Maxwell denklemleri iizerindeki kuaternionlara
iligkin c¢aligmalar bizzat Maxwell [6] tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismasinda
Maxwell kuaternionlan ti¢ boyutlu uzayda daha etkin kullanabilmek amaciyla
bazi semboller geligtirmigtir. Kuaternionun vektorel kismini géstermek amaciyla
“V”_ skaler kismu igin “S” semboliinii kullanan Maxwell, bu notasyonla yirmi
esitligi ifade etmistir [52-55]. Bu sembolleri kullanmasina ragmen Maxwell
aslinda kuaternionlardan yeterince yararlanamamistir. Islemlerini kuaternionlarla

yapmayan Maxwell sadece sonuglari kuaternion formunda ifade etmekle
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yetinmigtir. Buna kargin 1911 yilinda Conway [56], elektromagnetik teori
uzerindeki yapilan c¢aligmalardan yola ¢ikarak kuaternionlar1 tekrar bu alana
uygulamigtir. Bu ilk ¢aligmalar zaman igerisinde sekil degistirmis ve gegen
yuzyilin sonlarina dogru farkl bir kilikta kargimiza ¢ikmagtir.

Kuaternion teorisi zaman iginde kendisini yenileyerek ¢esitlenmigtir. Diger
bir deyisle yeni kuaternion tirleri tammlanmigtir. Hamilton tarafindan 1843
yilinda kegfedilen kuaternionlarin baz elemanlar1 imajiner, bilesenleri ise reel
sayilar oldugu i¢in bu ilk tir “reel kuaternionlar” geklinde adlandirilmig; ardindan
bilegenleri kompleks sayr olan kuaternionlara “kompleks kuaternionlar veya
bikuaternionlar”, bilesenleri dual sayilar olan kuaternion ¢esidine de “dual
kuaternionlar” adi verilmigtir. Kompleks ve dual kuaternionlarin reel
kuaternionlardan en 6nemli farklarindan birisi de reel kuaternionlarin aksine dort
reel bilesenden ziyade sekiz reel bilegen igermeleridir. Daha sonra tamimlanan bu
yapilar kuaternionlar igin bir dezavantaj olmamus, aksine daha genis bir
spektrumda kullamm alani bulmalarina neden olmugtur. Bu tezin amaglarindan
birisi de kompleks ve dual kuaternionlarin kullanim alanlarini genisletmektir.

Kompleks kuaternionlar ortaya c¢ikiglarinin hemen ardindan elektromanyetik
teoride kendilerine uygulama alan1 bulmugtur. 1976 yilinda klasik
elektromanyetizma Imaeda [57] tarafindan kompleks kuaternionlarla yeniden-
incelenmisgtir. Minkowski uzaymin dogasi, Lorentz donigimleri ve Maxwell
denklemleri kompleks kuaternionlarin fonksiyonu olarak yeniden tanimlanmugtir.
Bu c¢aligmadan etkilenen Negi ve arkadaglari, 1998 wyilinda yayinlanan
caligmalarinda [58] kompleks kuaternionlarin izomorfik 8 x8 matris temsillerini
tammlamig, Maxwell denklemlerinin kompak ve acgik formlarim kompleks
kuaternionlarla vermigtir. Ayrica bu esitliklere karsi gelen izomorfik matris
temsillerini de ifade etmiglerdir. Ote yandan kompleks kuaternionlarin klasik
elektromanyetik teoriye iligkin uygulamalarn Lambek [59] ve Colombo [60],
Sweeter [61], Gsponer ve Hurni [62] tarafindan da incelenmigtir. Tum bu
uygulamalar yardimiyla Maxwell’ in dért esitligi daha kompak ve daha sik
formdaki bir esitlige indirgenmistir. Kompleks kuaternionlarin kullanildig:
rolativistik elektromanyetizmaya iligkin caligmalar ise Silberstein [35], Waser

[53-54], Abonyi [55], Sobczyk [63], Ward [64], Dahm [65], Jantzen [66],



Kassandrov [67] tarafindan yapilmustir. Bu ¢aligmalarda Maxwell denklemlerinin
Lorentz donigumleri altindaki yemi formlan elde edilmistir. Kompleks
kuaternionlar kuantum mekaniksel caligmalara da basar ile uygulanmgtir [68-
71].

Dual kuaternionlarin yapilari dual sayilar ile kompleks baz elemanlarinin bir
kombinasyonudur. Yapilari nedeniyle donme ve Gteleme hareketinin birlikte yer
aldig: sistemlerde yaygin olarak kullanilmaktadir. Reel kuaternionlar Gi¢ boyutlu
uzaydaki bir noktamin konumunu sahip oldugu ug¢ baz elemam ile kolaylikla
belirleyebilirken, dual kuaternionlar alt1 reel eleman ile bir dogruyu ayni derecede
kolaylikla tammlayabilirler. Ayrica bunlara ilaveten dénme hareketinin
geometrisinin kolaylikla ifade edilebilmesi nedeniyle robotik uygulamalarda
kullanilan kinematik ve dinamik ifadelerin elde edilmesinde yaygin olarak
kullamlmaktadir  [72-83]. Ote yandan dual kuaternionlarla bilgisayar
programlamanin avantajli oldugu birgok kaynakta belirtilmistir [84-87].

Son yillarda ise kuaternionlarin uygulama alanlari neredeyse bilimin tim
dallarina dagilmaktadir. Kimyada molekiil yapilarinin incelenmesinden [88-95]
tibbi bilimlerde DNA ve protein yapilari, goz hareketinin tanimlanmasi1 [96-102],
hidrodinamik ve elastik [103-104], astronomi ve optikteki uygulamalara [105-
106] kadar genis bir spektrumda kullanilmaya baglandig1 goriilmektedir.

Bu tezin amaci kompleks ve dual kuaternionlarin cebirsel o6zelliklerini
tanimladiktan sonra bu yapilarin fizikteki olasi uygulama alanlarimi arastirmaktr.
Bu amagla kompleks ve dual kuaternionlarin klasik mekanikten, rolativistik
mekanik ve elektromanyetizmaya kadar genis bir yelpazedeki uygulama alanlari

uzerinde ¢aligilmugtir.



2. REEL KUATERNIONLAR

Bu bolimde reel kuaternionlarin tamimi yapildiktan matematiksel
ozellikleri ve matris temsilleri incelenecektir. Ayrica bu tanimlarin fizikteki olasi

kargiliklarina da deginilecektir.

2.1. Tanimlar
9> 9, -49,, g, reel sayllar ve ¢, = 1ve e, e,, e, imajiner taban elemanlar:
olmak uzere q reel kuaternionu;
q=q.¢, v q,¢ tq,¢, Tq,e, 2.1
seklinde tanimlamir. e, ve imajiner taban elemanlan1 e, e,, e, ise asagidaki

carpim kurallarina uyarlar.

2 _ —
e, =1 ee, =0 ,e +e, e (2.2)

q kuaternionuna taban elemanlar e,,e ,e, ve e,olan 4-boyutlu uzaydaki
bir vektor goziyle bakilabilir. q,, q,,9, ve g, reel sayillarma q kuaternionunun
bilesenleri denir. e, e,,e, imajiner taban elemanlari, 3-boyutlu kartezyen

koordinat sisteminin baz vektorleri olarak alabilir. Buradan yola ¢ikarak bir g

kuaternionunu s, ile gosterilen skaler kisim, V, ile gosterilen vektorel kisim

olmak tizere iki ayr1 bélime ayirmak miimkundiir:
Sq= 4, (23)
Vi=q9=gqe tq,e,+q.e, 24
Buna gore q kuaternionu;
Q=S V= q.€, +4=q,€, t g€ +q,e, +q,e, (2.5)

seklinde ifade edilir. Herhangi bir konum vektorii, skaler kismi sifir olan bir reel

kuaternion ile temsil edilebilir. P(x, y, z) noktasina yonelmis olan
F=xi+tyj+zk (2.6)
konum vektori;

Anadot: Uhiversites
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P =xe, + ye, + ze, 2.7)

kuaternionu ile gosterilir.

Kuaternion cebrine ge¢meden once kuaternionlarla ilgili olarak bazi
tanumlar1 vermek uygun olacaktir.

Sifir kuaternion elemanlarin timid sifir olan kuaterniondur. Skaler

kuaternion ise,
9= 9, (2.8)

seklinde vektorel bilegenleri olmayan kuaternion olarak tammlanir. ilerleyen
bolumlerde sik sik kargilagilacak olan vektor kuaternion ise; skaler kismu sifir,

vektorel kismi olugturan ¢, ,q,, g, reel bilesenlerden en az birinin sifirdan farkl

oldugu kuaternion olup genel formda,
q=9 | 2.9)

ile temsil edilir.

2.2. Kuaternionlar Uzerine Temel Islemler
Skalerler ve vektorler kuaternionlarin alt uzay: olduklarindan skalerlere ve

Véktérlere ait kurallar kuaternionlara da uygulanabilir.

2.2.1. Esitlik
Iki kuaternionun esit olabilmesi igin kargilikli elemanlarinin esit olmasi

gerekir. Buna gore p, q € H olmak tizere,

pP=p.e, +pe tp,e tp.e, (2.10)
ve

q=q,e, g, +q,e,+q,e, (2.11)

kuaternionlarinin esit olabilmesi igin, kuaternionlarin karsilikli bilesenlerinin esit

olmas: gerekir.

Do=49%  P=49 D=9, P3=4, (2.12)



2.2.2. Skaler ile Carpma

A € R olmak tzere A skaleri ile q kuaternionun garpimi,

Aq =MSgtV,)= Mg.e, +9) =Ag,e, trq e +hq,e, +Ahg,e; (2.13)

ile tamimlanir ve elde edilen nicelik, p kuaternionunun A kati olan bagka bir

kuaterniondur.

2.2.3. Toplam ve Fark
p ve q kuaternionlarinin toplam ve fark: karsilikli olarak skaler ve vektorel

bilesenlerinin toplamina ve farkina esittir:

PEq=(S,£5)+ ¥, £V))
=@ tq)e, +(PEq) (2.14)
=(p, £ q,)e, + (p, ——t%)ex +(p, £ qZ)ez +(Pstqy)e;.

Bu iglem sonucu elde edilen nicelik bu iki kuaternionun toplam ve farkina esit

olan diger bir kuaterniondur.

2.2.4. Kuaternionlarin Carpimi
Kuaternion ¢arpimi vektorlerin ¢arpimindan daha farklidir. Alisilagelen

vektor carpimindan daha fazla nicelik igerirler. p ve q kuaternionlarinin ¢arpim;
P =(Po +P) (9o +9)=Poqs + Pod T 9P~ P9+ PXq (2.15)

seklinde tamimlamir. Goruldigi gibi kuaternion g¢arpimi iki skalerin carpimi,
skalerin vektorle ¢arpimi, skaler ve vektorel ¢arpim gibi vektor cebrinin tim

carpimlarint igerir. Burada “ . ” ve “x ” u¢ boyutlu vektdr uzayinda sirasiyla

skaler ve vektorel ¢arpimlar1 gostermektedir. (2.15) esitligi daha agik bir formda;

Pq = (Poqy — P1qy — P29> — P:9:) + (D190 + Podh + P29 — P39 )e,

(2.16)
+(p2QO + Poq, — P14 +p3q1)ez +(p3qo + Pods — P2, +p1Q2)e3

seklinde yazilabilir. Kuaternion garpimi dagilimli ve bilesimlidir. p,q,r € H

olmak iizere;

p(q+r)=pgq+pr (2.17)



p(qr) = (pg)r (2.18)

bagintilarini saglarlar.

Kuaternion ¢arpim: degigme o6zelligine sahip degildir. Fakat fiziksel
uygulamalarda kullanilmak izere skaler ve vektorel carpimla iligkilendirilebilir. p
ve q kuaternionlart;

p=p (2.19)
ve

q=q (2.20)

ile verilen vektor kuaternionlar olarak tanimlansin. Buna gore pq va qp

carpimlart;
Pq=-p.g+pxq (2.21)
qp=-4.p+qxp ‘ (2.22)

olacaktir. p.g=¢q.p ve pxq=—qx p oldugundan;
qp =-4.p—pxq (2.23)
seklinde yazilabilir. Bu iki esitlikten yararlanarak pq ile qp’nin toplami i¢in,
Pq+qp =-2¢.p (2.24)

yazilabilir. Elde edilen nicelik skaler kuaterniondur. Daha agik bir ifade ile skaler

garpim-kuaternion carpimu iligkist,

Pq=*—%(pq+(qu) (2.25)

seklinde olmalidir. pq ile gp’nin fark: ise;
Pqd-qp=2pxq (2.26)

ile verilen vektoér kuaterniondur. Benzer sekilde vektorel carpim-kuaternion

carpimu iligkisi i¢in de;
1 1 «
pxq=-(pa-ap) = (Pa—(r9)) (2.27)

yazilabilir.
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2.2.5. Bir Kuaternionun Eslenigi

p kuaternionunun eslenigi, imajiner kisminin diger bir deyigle vektorel

kisminin igaretinin degistirilmesi ile elde edilir ve p’ile gosterilir:

P =Dy€ — P =P8 — P& — D€, — D€ (2.28)

a, b € Rve p, q € H olmak iizere eglenik iglemi agagidaki 6zelliklere sahiptir:

(ap+bq) =ap” +bq’ (2.29)
(Pq)" =q'p’ (2.30)
®) =p. (2.31)

2.2.6. Bir Kuaternionun Normu

Bir q reel kuaternionun normu kendisi ile esleniginin ¢arpimina egittir ve

N, ile gosterilir. Norm; q, q € H olmak iizere;

N,=qq" =q'q=q,+q. + g+, (2.32)

seklinde tanimlamir. Normu bir olan kuaterniona ise birim kuaternion denir.
p, 9 € H olmak iizere pq ¢arpiminin normu, her bir kuaterniona ait normlarin

carpimina egittir:
N, =pq(pa)’ (Pa)" =pa(q'p’)=pp'qqa’ =N, N,. (2.33)

Norm ifadesi kuaternionlar: ifade etmede kullamilabilir. Her kuaternionu
polar formda yazmak mumkindir. u birim vektore karsi gelmek tizere q

kuaternionu;
q = /N,(cos6 +usinb) (2.34)

seklinde ifade edilir . Burada;

cos® = Lo (2.35)

NA

veE
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NG+ a5 + a3
JNe

sin © =

olup, —1<cos®<+1 —1<sin0<+1 araliginda degisirler ve cos’6+sin’6=1

kosulunu saglarlar. Herhangi bir q reel kuaternionu eksponansiyel formda da

ifade edilebilir [64]:
q — 'Nq eue .
Bu ifadede y,*= -1 olup,

e“?® = cosO+usin 6

ile verilir,

2.2.7. Bir Kuaternionun Tersi

(2.37)

(2.38)

3-Boyutlu uzayin vektorleri Gzerine bolme iglemi tanimli degildir. Diger bir

deyisle iki vektoriin bolimiinden bahsedilemez. 3-boyutlu uzayin vektorlerinin

tersine kuaternionlar bolim cebri olugturduklarn igin bir kuaternionun tersi

tamimlidir. q bir sifir kuaternion olmamak sartiyla;

(2.39)

kosulunu saglayan q~' kuaternionuna q kuaternionunun tersi denir. Ote yandan,

N,=qq"=q'q=q,+¢, +q,+q,
verildigine gore;

9’ _,
N,

bagintisi yazilabilir. Dolayisi ile q kuaternionunun tersi;

olmalidir.

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Ag?c{oiu Universftw"
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Dikkat edilirse reel kuaternionlarin tersi elde edilirken ele alinan
kuaternionun eglenigi bir skalere bolinmektedir. Dolaysiyla ters alma iglemi
sonucu elde edilecek nicelik yine bir reel kuaterniondur.

q,,9,,95,---.q, € H olmak lUzere bunlarin ¢arpimlarinin tersi igin,

(9,,95,95,-59,) " =45,---939597 (2.43)

bagintis1 yaziabilir [9]. ¢, d skaler kuaternion p, q 1se vektor kuaternion olarak

tamimlansin. Bu kuaternionlar arasinda agagidaki bagintilar mevcuttur [34]:

cdl=d'c= So (2.44)
d,

c'p=pc’ = Piel +p—2e2 +E*"—e3 (2.45)
Co Co Co

) ] c

cp L= p 'e= —”_(L“_('p1el —P,€, -P3€;) (2.46)
P TP, +P;

(a") =@")p. (2.47)

2.2.8. Kuaternionlarda Bolme islemi

q#0 olmak tuizere bir p kuaternionunu bir q kuaternionuna bolmek igin p’yi
q~' ile ¢arpmak gerekir. Fakat kuaternion garpimi degisimli olmadigindan bu

¢arpma islemi iki tirliidiir ve bu nedenle p’yi q ile iki tiirli bolmek gerekir.
Sagdan bolme: pq™ (2.48)
Soldan bolme: q~'p (2.49)

Bolme islemi sonucunda elde edilen nicelik yine bir kuaterniondur.

p/q  kuaternionunun normu, p’nin normunun ¢’nun normuna bolimuine

esittir:

N, =—% (2.50)

12



2.3. Reel Kuaternionlarin Matris Temsilleri:

Reel kuaternionlar1 matris seklinde ifade etmek mimkiindir. 4-Boyutlu

uzayda kuaternionlarin taban elemanlari,

1 000
9—1_0100
1001 0
0 0 0 1
0 1 0 O
10 0 0
Q =
0 0 0 1
0 0 -1 0
00 0 -1
00 -1
Q =
2101 0
10 0 O
0 -1 0
0 0 1
Q. =
1 0
0 -1 0

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

olmak tizere q = g ¢, +¢q,¢, +q,e, +g,e, kuaternionu 4 x4 matris formunda,

9, —4
q q
Q=q,Q2, +4,2, +q,Q, +9,Q; = 1 ’
9, 4
q9; —4,
ile veya 4x1 matris formunda
9o
_ T T | g
Q - (qO; ql; q2) q3) - (q()} ‘I) - q
2
q;

seklinde temsil edilebilir.

(2.55)

(2.56)

13



Kuaternionlarin kompleks 2x2 matrisleri kullanilarak da ifadesi

miimkundir.
1 0

';=1,= 2.57
el o

i 0
I = 2.58
) »

0 1
I, = 2.59
2 ~1o) (2.59)

(0 i
T, =" j (2.60)

i 0
ve ?=T2=I%=-T, bagintisinin saglanmast kosuluyla

q=g,¢, tqe +q,e, +q.e, reel kuaternionu asagidaki 2x2 matris formunda

tanimlanir:

I‘Q =q, L'y +qT', +4,1'; +q,T,

_ (VO (0, (0 1, (0

“Plo 1) Mo -i) 71 o)7L o

[ 9tiq 4,tiq3 (2.61)
_q2+jq3 9,-14,

V4 w
_u/* Z*.

Matris uygulamalari kuaternion cebrinde de 6nemli bir yer tutar [107-113].
Kuaternion ¢arpimint matris formunda da ifade etmek mimkiindiir. Daha sonraki

matris uygulamalarinda kullanilmak izere;

0 -a& a
i=| o, 0 -q (2.62)
-2 a0
0 —bs b
b=| 5 0 -b (2.63)
- bz bl 0

Arzadol‘u Onivercitee
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ve

0 0
10 (2.64)
0 1 '

matrisleri tammlansin. @, b, ¢ € H olmak tizere ¢ = ab kuaternion ¢arpimu igin,

W R S e
¢) {a aJ;+aj\b b bl -p)la
a,b, —a,b, —a,b, — a,b, (2.65)

a,b, +a,b, —a,b, —a,b,
a,b, —a,b, +a,b, +a,b,

ab, —a,b, +ab, +a,b,

matrisi elde edilir [9].
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3. UZAY-ZAMAN KAVRAMI VE LORENTZ DONUSUMLERI

Goreceli hareketin temellerine iligkin tamimlar Diinya’ min  evrenin
merkezinde hareketsiz olarak bulundugunu ve uzaydaki herseyin Diinya’ ya gore
gorecell olarak hareket ettigini 6ne siren Aristotales’ e kadar uzanmaktadir.
Aristotales’ in yagadig1 ¢agdaki buyiik prestijinden dolayr Dinya’ min  mutlak
olarak hareketsiz oldugu gortsi Galileo Galilee (1564-1642) ye kadar kabul
gormugtir. Galileo, durmak ve sabit hizla hareket etmenin gozlemciye gore

goreceli oldugunu kamitlamigtir [114].

3.1. Uzay-Zaman Kavram

Gegmisten giinimiize uzanan bu tartigmalarin temelinde klasik mekanigin
mutlak uzay ve mutlak zaman kavram yatar. Genel olarak mutlak uzay ve mutlak
zaman kavranu ile ifade edilmek istenilen hic¢bir gseye bagli kalmaksizin kendi
dinamigi icinde degisen zaman ve uzaydir. Bu yaklagim bitin referans
sistemlerini biinyesinde barindiran bir mutlak uzay bulundugunu ve referans
sistemine bagh kalmaksizin bir cismin hareketinin bu mutlak uzaya gére mutlak
hareketinin incelenebilecegi fikrini 6ne stirmektedir. Bu yaklagim ayrica “zaman”
kavraminin secilen referans sisteminden bagimsiz ve bitiin referans sistemlerinde
aym oldugunu savunur. Diger bir deyigle herhangi bir referans sisteminde
olgilen bir olayin siiresi bagka bir referans sisteminde de Olgildiginde yine
aymdir [115].

Bir fizik yasast bir referans sisteminden bir bagka referans sistemine bir
koordinat doniistimi vasitasiyla aktarildiginda sekil bakimindan ayni kaliyorsa bu
fizik yasasimin s6z edilen koordinat donigimine gore degismez (invariant)

kaldig1 soylenir.

3.2. Galileo Doniisiimii

Genel olarak bir cismin hareketini tamimlayabilmek i¢in cisim uzerinde
veya cisimden farkh bir konumda bir referans gergevesine ihtiyag duyulur.
Boylelikle cismin hareket denklemleri bu referans g¢ergevesi baz alinarak
yazilabilir. Durmakta olan veya sabit hizla hareket eden referans gergevelerine
eylemsiz koordinat sistemi adi verilir. Newton’ un birinci yasast da bu eylemsiz

koordinat sistemlerini igaret eder.
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Sekil 3.1’ de gorildugu gibi hareketsiz olan referans sistemi S ile temsil
edilsin. # aninda gerceklegen bir olayin koordinatlar1 bu referans sisteminde x, y, z
olarak bulunsun. $* ye goére sabit bir v hiziyla + x yoniinde hareket eden diger bir

S’ eylemsiz referans sistemindeki gézlemci ayni olaymn ¢ aninda ve x', ', z’

koordinatlarinda gergeklestigini gorecektir.

y A y}\

al

Sekil 3.1 Eylemsiz gozlem gerceveleri

Incelemenin basitlestirilmesi agisindan #=0 aninda iki koordinat sisteminin
orijjinlerinin ¢akigik oldugu kabul edilsin. ¢ sire sonra, S’ referans sistemi x-

ekseni boyunca,
d = vt 3.1

kadar yol alacaktir. Olayin konumu igin S* de x-y6niinde yapilan 6lgiimler S’ de

yapilanlardan d kadar fazla olacaktir. Diger bir deyisle;
x=x"+vt (3.2)
olmalidir. y ve z yonlerinde bagil hareket olmadigindan,
y=y (3.3)
z=2z' (3.4)

yazilabilir. Her iki referans sisteminde zaman koordinatinin ayni oldugu

disinilerek,

t=t (3.5)
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olmalidir. Eylemsiz referans sistemlerinde bir olay1 tanimlayan (3.3)’ den (3.5)" e
kadar olan esitliklere Galileo doniisiimleri adi verilir. S” den §'’ ye olan ters

donigimler 1se,

x'=x-vt (3.6)

Y=y (3.7)
z'=1z (3.8)
t'=t (3.9)

ile verilir. Klasik mekanik yasalar1 Galileo doniisiimleri altinda degismez kalirlar.
Diger bir deyisle bu dontigtimler klasik mekanik yasalarinin birbirine gore diizgin
dogrusal hareket eden referans sistemleri(eylemsiz referans gerceveleri) igin

degismez kaldigini ifade eder [115].

3.3. Ozel Rélativite Teorisi

Klasik mekanik Newton yasalart yardimiyla 19. yizyilin ikinci yarisina
kadar fizigin tim ihtiyaglarina cevap verebiliyordu. Klasik goris, ses ve su
dalgalar1 gibi maddesel dalgalarin yayilmalarini ve ortamla etkilesimlerini
kolaylikla agiklayabiliyorken Maxwell’ in temellerini kurdugu elektromanyetik
téorinin aciklanmasinda giigliiklerle kargilagti. Yaygin olarak inamilan esir
kavraminin dogru olmadigi Michelson-Morley deneyiyle kanitlanmasi, ardindan
fotoelektrik olay, siyah cisim 1gimasi vb. olaylarda klasik mekanigin i¢ine distigu
agmaz yeni bir teorinin dogmasina yol agmigtir. Einstein tarafindan ortaya atilan

ozel rolativite teorisi $6yle dzetlenebilir:

= Postila 1. Isigin serbest uzaydaki hizi gozlemcinin hareketinden

bagimsiz olarak biitiin yonlerde aymdir.

= Postiila 2: Fizigin tim yasalan eylemsiz gozlem gergevelerinin tiimiinde

ayni formdaki esitliklerle ifade edilir.

Bu yeni teoriye gore Galileo doniigiimleri ancak dugiok hizlar igin gegerlidir.

Ayrica ikinci postiilaya gore fizik yasalanmin tiim eylemsiz gozlem gergevelerinde
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degismez kalmasi gerekir. Fakat elektromanyetik teorinin Maxwell denklemleri
incelendiginde Galileo doniisimlerine gore degismez kalmamaktadir. Elde edilen
tim bu sonuglar yukarida belirtilen tim sakincalar: ortadan kaldiracak yeni bir

doniisime ihtiyag duyuldugunu gostermigtir [115].

3.4. Lorentz Doniisiimleri
Elektromanyetizmamin yasalari Galileo dontisimleri altinda degismez
kalmadigina gore yeni doniisim bu yasalar 6zel rélativite teorisi ilkeleri bazinda
saglamalidir.
Galileo donigiimleri diogik hizlarda gegerli olduguna goére bu yeni
doniigim bu hizlarda Galileo donigimlerine indirgenmelidir. Elde edilen bu yeni

dontisiimlere Lorentz doniisiimleri adi verilir. Bu doénigimler asagidaki gibi

Ozetlenebilir:
1-v"/c
Y=y (3.11)
z'=z (3.12)
2 -
t = % (3.13)

N1-v?/c?

Bu dontigimlerin diugik hizlarda Galileo doniigimlerine indirgenmesi gerektigi
daha once belirtilmigti. Eger hareketli referans sisteminin “v” hizi 15181 “c” hiz

ile karsilagtinildiginda diigiik kaliyorsa,
vi/e* =0 (3.14)
olup (3.10) ifadesi i¢in,

’ x—vt x—vt
X = = =x—-VI

Vi-vi/er A1-0

yazilabilir. Benzer sekilde (3.13) denklemi ile verilen zaman ifadesi igin de dusiik

hizlarda (3.14) yaklagim: kullanilabilir ve
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_t-xv/e*  t-0 _
J1=v?/c* A1-0

t t

ifadesi elde edilir.

Goraldagh gibi Lorentz donigiimleri, goézlemcinin hizi, “c”1sik hiziyla
kargilasgtirildiginda  diagiik  oldugu  durumlarda  Galileo  donigiimlerine
indirgenmektedir.

Hareketli referans sisteminden hareketsiz referans sistemine olan ters
donustimler o6zel rolativitenin ikinci postilasiun — kullanilmasiyla kolaylikla
gerceklestirilebilir. Ters doniigimlerin (3.10)-(3.13) esitlikleriyle aymi bi¢imde
olmalar1 beklenir. Bu ise v yerine —v almip usli ve Ussiiz koordinatlar yer

degistirilerek gerceklestirilir. Boylece ters déntgiimler;

x'+vt'

xlel-vz/cz o)
y=y (3.16)
z=z (3.17)
_t'+xv/c?

(3.13)

V1-v?/¢e?
seklinde elde edilir [115].

3.5. Uzay-Zaman Kavramnmn Incelenmesi

Onceki boluimde ifade edilen Lorentz doniisimleri, uzay ve zaman
kavramlarinin klasik mekanigin temel yapi tas1 olan Newton yaklagiminin aksine
bagimsiz olmayip birbirleriyle yakindan iligkili olduklarim1 géstermektedir. (3.10)
denklemi incelendiginde “x’” konumunun sadece “x” konumuna bagli olmadig:

bunun yaminda “#’ zamani ile de baglantili oldugu goénilmektedir. Benzer sekilde

(43 t,” [

zaman parametrest de sadece “¢” zamammin fonksiyonu olmayip, “x
konumunun da bir fonksiyonudur. Buradan ¢ikarilacak sonug mutlak
zaman(absolute time) diye bir kavramin olmadigidir. Cinki denklemler zaman
niceliginin gozlemcinin konumuna baglt olarak farkli olgtlebildigini ifade
etmektedir. Zaman kavrami artik gorecelidir. Benzer sekilde artik mutlak uzay

(absolute space)’ dan da bahsetmek mimkiin degildir. Uzay ve zaman kavramlari
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tek baglarina bir anlam tagimamaktadir. Artik bunlarin yerihe uzay-zaman kavrami
distnilmelidir. Bu sonuglar fiziksel dinyanin sadece uzay-zaman ve madde.

nicelikleriyle digiiniilmesi gerektigini isaret etmektedir.

3.5.1 Dort boyutlu Minkowski uzay

Tartigmalardan anlagildigi tzere dogada uzay ve zaman kavramlari
birbirinde ayrilmayacak bigimde i¢ igedir. Ornegin, bir gozlemcinin sadece
cetvelle olgebildigi bir uzunlugu diger bir gozlemci ancak bir cetvel ve saatle
olgebilir [115].

Bir yizey R(u,v)gibi iki parametreli bir vektorel fonksiyonla temsil
edilebilir. Fakat ti¢ boyutlu uzayda bir noktanin konumunu belirtmek igin ¢

parametreli bir #(u,v, w) vektorine ihtiyag vardir. Bu vektor kartezyen koordinat
sisteminde 7(x,y, z) ile ifade edilebilirken silindirik koordinat sisteminde
F(rcosB, rsin6, z) ile tamuimlanabilir. Bu koordinatlardaki ii¢ niimerik deger

fiziksel olayin nerede meydana geldigi hakkinda bilgi verirken ne zaman meydana
geldigi hakkinda bir fikir vermez. Bu nedenle sozii edilen bilgi agigmi kapatmak
amaciyla yeni bir niimerik degere ihtiyag duyulmaktadir. Fiziksel olayin ne zaman
meydana geldigini bildirmek amaciyla zaman koordinatinin eklenmesiyle dortli
bir koordinat takimi elde edilir. Ayrica bu yaklagim 6zel rélativitenin sonuglarini
ifade etmek i¢in de rahat ve gtk bir yoldur. Olaylarin dért boyutlu bir uzay-
zamanda gergeklestigini disiinmek daha akillica bir yaklagim olacaktir.
Minkowski uzay1 verilen bu uzayda bilinen ¢ koordinat x, y, z fiziksel olayin
uzaydaki konumunu dordiinci koordinat ise # zamanini gosterir.

Bu dort boyutlu uzayin elle tutulur, gézle gorunir, resmi ¢izilir, fiziksel
olarak tanimlanabilir bir nesne oldugu disinilmemelidir. Bu yaklasim sadece
olaylar1 agiklamak i¢in ortaya konan matematiksel bir modeldir. Uzay-zaman
kavrami da fizikteki daha bagka birgok matematiksel model gibi fiziksel olaylara
giydirilmig bir elbiseyi andirmaktadir [116].

Dort boyutlu uzayda zaman koordinatini bir sabit olan “c” 151k huziyla
carparak uzunluk boyutuyla ifade etmek uygun olacaktir. Boylelikle konum

vektori dort boyutlu uzayda,

R=(x,y,z2,c1) (3.19)
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ile ifade edilir.
T=ct (3.20)
ile gosterilmek tizere R uzay-zaman vektori daha yalin bir ifade ile,
R=(xy,27) 3.21)

seklinde yazilabilir. Bu vektorin diferansiyelinin biiyukliganin karesine
bakildiginda,

dS* =dR.dR = d* +dy* +dz* +dv’ (3.22)

olmalidir. Ne yazik ki bu kabul gozlemledigimiz fiziksel diinyay1 temsil etmek
bakimindan fazla simetriktir. Iki konumsal koordinat arasindaki degisimin,
referansa gore bir degigim oldugu agikken zaman ve uzay diferansiyellerinin
toplamindaki bir degisim fiziksel gozlemlerde bir karigikliga yol agacaktir. Bu
karigiklig1 onlemenin en basit yolu zamansal ve uzaysal diferansiyeller arasindaki

isaretin degistirilmesi ile saglanir. Bu iglem,

dS* =dR.dR =di* —dr.dr (3.23)
seklinde veya
dS? = dR.dR = dr .dr — dt? (3.24)

seklinde olabilir. Bu gosterime Minkowski uzaymin temel formu denir [117].

Burada,

rF(x,y,z)=xi+yj+zk (3.25)
ile verilmektedir. Ortogonal bir doniisimde,

dr.dr =dx* +dy* +dz* (3.26)

buyukligi degismez (invariant) kalir. Benzer sekilde (3.23) ve (3.24) ifadelerinin
de dort boyutlu Minkowski uzaymndaki eylemsiz referans sistemleri arasindaki bir
donugiimde degismez kalmast gerekir. (3.23) ve (3.24) esitlikleri degigmez aralik
(invariant interval) olarak adlandirilacak ve tamimlarinin matematiksel ispat1 da

sonraki bolimde yapilacaktir.
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3.5.2 Degismez Aralik (Invariant Interval)

Buraya kadar olan ag¢iklamalardan her geyin goreceli oldugu sonucu
¢ikarilabilir. Fakat degisen uzay-zamanda degismeden kalan bagka bir nicelik var
midir? Gozlemcilerin' hareketinde bagimsiz olarak tim gozlemciler igin
degismeden kalan nicelik degismez araliktir.

(3.10) ve (3.13) denklemleriyle verilen Lorentz donigiimlerinin

diferanstyelleri alinarak,

Ax' = % (3.27)
1-v“/c
_ 2
At = Ai/_Ax_g";/%l (3.28)
1-v°/c
elde edilir. Bu denklemlerin kareleri alinirsa,
, Ax)? — 2vAXAt +v2 (AL)?
(Av)? = &) 0 ) (3.29)
ve
, Af)* — (2vAxAt/ c*) + (v [ c*)(Ax)? R
(At )2 :( ( l_vz/)cz( )( ) (330)
bulunur. (3.30) esitligi ¢ ile garpilarak,
2 2 2.2 2
(A = c*(Af)* — 2vAxAt + (v* / ¢ )(Ax) (331)

1-v*/c?
elde edilir. (3.31) denkleminden (3.29) denklemi ¢ikartilarak,

2 (AFY - (AY')? = c® (Af)? — 2vAxAt + (v’ [ ¢*)(Ax)? B (Ax)? — 2vAxAt +v* (At)?

1-v?/c? 1-v*/c?
B (c* —v* )(At)2 —(1-v* /6'2)(Ax)2
- 1-v¥/c?
B cz(l—vz /c*)(Af)? —(l—v2 /cz)(Ax:)2
B 1-v*/c?

= ¢ (A1) — (Ax)?
ifadesi bulunur. Daha yalin bir ifade ile,

¢ (AF')? = (Ax)? = c*(A1)? - (Ax)? (3.32)

Anadoly Universites

7, o
Kertez Kitiphane

23



denklemi elde edilir [114].

(3.32) denklemi hareketsiz S referans sistemindeki gozlemci tarafindan
olgiilen c?(Ar)® —(Ax)* niceliginin hareketli S’ referans sistemindeki gézlemci
tarafindan olgiilen c®(At")* —(Ax")’ niceligine esit oldugunu sdylemektedir. Bu
ancak (3.32) denkleminin her iki tarafimin bir sabite esit olmasiyla
gerceklegtirilebili.  Bu  nedenle  c*(Af)” —(Ax)*  niceliginin  bir
degismez(invariant) oldugu soylenebilir ve bu nicelik bitiin eylemsiz referans
sistemlerinde ayni degere sahiptir. ¢®(Af)*> —(Ax)” niceligine degismez aralik

(invariant interval) ad1 verilir ve (AS)? ile gosterilir.
(AS)? =c*(AD)* — (Ax)? (3.33)

Bu nicelik uzay-zamanda bir sabit olup, bitin gozlemciler hareketlerinden
bagimsiz olarak degismez aralik igin aymi degeri olgerler. Eger diger iki boyut da
incelemeye katilirsa (3.23)° de verilen bagnti elde edilir [114].

(AS)* =c*(AD)* - (Ax)* - (Ay)” - (Az)®

(3.34)
= c2(AD)? — (AF).(AF)

3.5.3. OKlitsel ve Oklitsel Olmayan Geometri
Bu nicelik bir bakima garip gelebilir. Sekil 3.2’ de gorildugu gibi adi

uzayda (uzay-zamanda olmayan) degigsmez aralik agagidaki gibi gosterilebilir.

As

Sekil 3.2 Degismez aralik
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Sekil 3.2°den yola ¢ikarak,
(AS)* = (Ax)” +(A)* = (&X)* + (&) - (3:35)
yazilabilir. Aslinda (3.35), AS degigsmezinin denklemi;
rr=x?+y’ (3.36)

esitligi ile verilen bir ¢emberin yangapindan farkli bir sey olmadigini ifade

etmektedir. Axile Ax" ve Ayile Ay’ birbirlerinden farkli veya negatif olsalar bile

As daima pozitif bir niceliktir.
(3.33) denklemi goz Onine alindifinda tT=ct tanimi kullanilarak

degismez aralik agagidaki gibi yeniden ifade edilebilir:
(AS)? = (Ar)* —(Ax)*. (3.37)

Ax’in Onindeki eksi isaret nedeni ile yukandaki denklem bir g¢ember

denkleminden ziyade bir hiperbol denklemidir.
x* — y* = sabit (3.38)

Oklitsel (Euclidean) geometride iki nokta arasindaki uzaklik bir tig¢genin
hipoteniisii ile gosterilebilir. Hipoteniisiin karesi diger iki kenarin karelerinin
toplamina esittir. Fakat uzay-zamanda As’ in karesi diger iki kenarin kareleri
toplamina esit olmayip, bunlarin toplamindan ziyade karelerinin farkina egittir.
Dolays! ile uzay-zamamn o6klitsel olmadig1 sdylenebilir. Ug boyutlu uzay oklitsel
iken uzay-zamanin oklitsel olmamas: yeni bir tip geometrik yaklagima gotirir.
(3.34) esitligi ile tammlanan bu yeni tip geometriye diz hiperbolik geometri (flat-
hiperbolic geometry) ya da oklitsel olmayan(non-euclidean) geometri denir [114].

Oklitsel geometri iki nokta arasindaki en kisa uzakhigin bir dogru oldugunu
soyler. Oysa oklitsel olmayan uzay-zamandaki iki nokta arasindaki bir dogru bu
noktalar arasindaki en uzun mesafedir.

Sekil 3.4a gortildigh gibi ABC yolu gdz oniine alinsin. AB yolu oklitsel

geometride,

S 5 = (x/2) + (3.39)
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ile ve BC yolu,

Spe =y(x/2) +y7 (3.40)

bigiminde olmalidir. ABC yolu toplami igin,

S ase = Sa + S5
=2(x/2)* +y? (3.41)
=yx" +(2y)’

yazilabilir.
yA yA

B B

t "JT%%

: ,f"fv N

g e K \\\

4 /2 v C x4 A2 A2 c
Sekil 3.4a Oklitsel (Buclidean) uzay Sekil 3.4b Yan-oklitsel uzay

Oysa AC yolu boyunca alinan yol,

X X
AC 2 2 ( )

olup, beklendigi gibi ABC yolu boyunca alinan mesafe AC dogrusu boyunca

alinan mesafeden buyuktur.

VY +(23c)2 b3% (3.43)

Ayni yaklasim uzay-zamanda yapildiginda, (3.34) denklemi geregince AB

yolu boyunca degigmez aralik,

AS . =(AT/2) - (My)? (3.44)

ile BC yolu boyunca degismez aralik,

AS,. =+(At/2) —(Ay)? , (3.45)
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ile verilmelidir. Uzay-zamanda ABC yolu boyunca alinan toplam yol,
AS jpe =AS 5 +ASpe

=2y(Ac/2) - (&)?
=y - 24yy’

olmalidir. AC boyunca uzay-zamanda alinan yol igin,

elde edilir. (3.46) ve (3.47) kargilastirildiginda,

V(AT - (24y)* (At

oldugu gorilmektedir.

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.48) ifadesinden goriildiigh gibi uzay-zamanda ABC boyunca alinan yol

AC dogrusu boyunca alinan yoldan daha kisadir. Dolaysiyla uzay-zamanda iki

nokta arasindaki en kisa mesafenin artik bir dogru olmadig: soylenebilir. Aksine

iki nokta arasindaki uzay-zamandaki dogru, en uzun mesafedir [114].
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4. LORENTZ DONUSUMLERI

Bu bolimde Lorentz dontigimlerinin elde edilmesinde kullanilan dontigiim
formiilleri incelenecektir. Bu yontemden yararlanarak Cayley-Klein parametreleri

ile de Lorentz doniigimlerinin elde edilebilecegi ispat edilecektir.

4.1. Doniisiim Formiilleriyle Lorentz Doniisiimleri
Sekil 4.1° de goruldigii gibi xyz-koordinat sistemi z-ekseni etrafinda saat

yonunin tersi yonde © acis1 kadar dondiriilerek xy’z’ -koordinat sistemi elde

edilsin.
Y
, A
Y
x I4
0
>x
Sekil 4.1 Dénme hareketi
Bu déniigime ait donme-donigim bagintilari,
x'=xcosB+ ysin O 4.1
y' =-xsin0@+ ycosO (4.2)
ve
Z'=z (4.3)

ile verilmektedir. Bu doéniisiim,

x' cos@ sin6 O x
y' |=|-sin® cos® Ofy (4.4)
z' 0 0 1Az

seklindeki bir matris bagntis1 ile gerceklestirilebilir. Ote yandan Lorentz

doniigiim bagintilart Bolim 3” de,
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x' +vt

y=y
z=1z'
. ' +x'v/ic?

N1-v?/¢c?
seklinde verilmigti. Bu bagintilarin,

x'+vt’ 1 , 1

x:\/l—vz/c2 =\ﬁ_v2/c2x+mt' 43
y=y (4.6)
z=1' | “7)
_t+xv/c? vie2 1

¢ (4.8)

= = x +
V1=v? /¢ J1-v2/¢? V1-v*/¢c?

bicimindeki agik ifadelerle yazisin. Gosterimde daha uygun bir format:

yakalamak iizere,
X =X, (4.10)
y=x, (4.11)
z=x, (4.12)
ve
£ = ’l“—z | (4.13)
x'=x! (4.14)
Y =x; (4.15)
z' = x; . (4.16)
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seklinde diizenlensin ve ardindan da,

n=2 (4.17)
C

(4.18)

ile verilen gosterimler segilsin. Bu gosterimlere gore (4.5)° de verilen doniigim,
’ x’ ! . !
x, = Px; + Bv(i) =Px; —ipPx; (4.19)

seklinde ve (4.8) bicimindeki doniisiim ise,

x 2 X
._0 = Bu—x1 + B_Q‘
ic v ic
ve
x, = iufx; + Px, (4.20)

ifadesine donigur. (4.6) ve (4.7) ise,
x, = x| (4.21)
=x! : (4.22)

olmalidir.

Ote yandan eger,

cosb=f= (4.23)
1-p?
P
sin @ =ipf =i (4.24)
1— uz .
seklinde tamimlanirsa bu bagintilarin,
cos’0+sin’0 =1 (4.25)

esitligini saglamasi gerekir. Gergekten de,
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v? 1 B

1
20+sin’ 0= -p P = —— -5 ——— =
oo o Prowp 1-(v/c) c1-(w/e)

oldugu goralmektedir. Bu kosul saglandigina gore Lorentz donisim

denklemlerini artik agagidaki gibi yazmak mimkundur.

X, = X, sin O + x; cosd (4.26)
x, =X, cosB—x;sin 0 (4.27)
X, =X, (4.28)
X, =X, (4.29)

Geometrik olarak da bu formiilleri yorumlamak mimkindir. Bu
donigiimler Boliim 4°Gn baginda belirtildigi gibi bir koordinat sisteminin bir eksen

etrafindaki hareketiyle 6zdeslestirilebilir.

Xo
A

~

> X

Sekil 4.2 Bir eksen etrafindaki doénme hareketi

Bu dontisiim matrisler kullanilarak da,

X, cos@ sinB® 0 0)(x,
X, | |-sin® cos® O 0} x 4.30)
X, 0 0 1 0fx '
X, 0 0 0 1)\x
bigiminde gosterilebilir.
Ters donigiim bagintilari ise 6 yerine — 6 almak suretiyle,
X, =—X, sin®+x; cosO (4.31)
Anadotu Oniversites
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x; = x, cos6+x,sin0 (4.32)

X, =X, (4.33)
ve

X, =x, (4.34)

bi¢iminde elde edilir [116]. Bu doniisiime kargilik gelen matris temsili ise,

X, cosO —smnB 0 0)(x,
X, _|sin® cos6 0 0} x 35)
X, 0 0 1 0fx,
X, 0 0o 0 1)lx

ile verilmelidir.

4.2. Cayley-Klein Parametreleriyle Lorentz Doniisiimleri

Genellikle bir koordinat sisteminin digerine gore yonelimini belirlemek
tizere bilegenleri reel olan donme-donigiim matrisi kullanilir. Ayni dénagimd,
bilesenleri kompleks sayilar olan matrislerle de yapmak miimkiindiir.

Iki boyutlu uzayda u ve v kompleks eksenler olmak iizere,
u'=au+dlv _ (4.36)
vV =vyu +0ov (4.37)

seklinde genel bir dogrusal doniigiim ifade edilebilir. Buna karg1 gelen doniigim

matrisi,
0=(% ) (438)

ile tamimlanir. Uzayda bir noktanin koordinatlarini belirtmek tizere x, y, z gibi

¢ reel nicelik olsun ve P matrisi

(2, <) 7) o
x+iy -z Xs —2

olarak tammlansin. Bu matrisler kullamlarak xyz-koordinat sisteminin x'y’z’

koordinat sistemine gore yonelimini belirtmek iizere,



P’ =QPQ™ (4.40)
dontsiimii yapilabilir. O halde déniigiim matrisi,

AEEIENED e

olmalidir. Yukaridaki matris ¢arpimlar1 yapilarak P’ matrisi igin,

oo ((aé #M)z—oyx_+Mx,  —200z+a’x ~Nx,

5 ) (4.42)
2v0z -y x_+8°x, —(@d+Ay)z+ayx.—Adx,

ifadesi yazilabilir. Matris elemanlar egitlenerek tisli ve iissiiz koordinat sistemleri

arasindaki dontigim denklemi,

X'y = 298z -y x + 8 x. (4.43)

X' =200z + ol x - Ao, (4.44)

z'=(ad+Ay)z—aty x_+AS x, (4.45)
veya

z'=(Ad —ay)x +i(ory +A8)y +(ad + Ay)z (4.46)

seklinde ifade edilebilir. Buna gore A donme-doniigim matrisi o, A, y ve &

cinsinden,
) . .
;(az—vz +8°—2%) 5(72—a2+62—?»2) Y8 —ad
A= %(az Ty =5 =) —12—(08 840D —i(a +v5) (4.47)
Ad — oy i(ory +A0) od + Ay

seklinde yazilabilir. (4.47) esitligi bir cismin uzayda yonelimini tanimlar. o, A, y
ve 8, Cayley-Klein Parametreleri olarak adlandirtlir [118].
Cayley-Klein parametreleri istenirse Euler agilari cinsinden ifade

edilebilir. Euler agilarini elde ederken ele alinan x'yz’ -koordinat sisteminin xyz -

koordinat sistemine gore yonelimini belirlemek tzere ilk 6nce xyz-koordinat



sistemi  z-ekseni etrafinda saat yoOninin tersi yonde 6 agisi kadar
donduriliyordu. x,, x’ ve z', bu donigime karst gelmek tizere 6 agist

cinsinden ifade edilebilir. Boylelikle;

x, =x"+iy
= (cosB x +sin 0 y) +#(—sinb x + cosd y)
= (cosB —isinB)(x +iy) (4.48)
= % (x+1y)
=ex,
ile
x'=x"-p
= (cos® x +sin6 y) —i(—sinb x + cosb )
= (cosb +7sin0)(x —iy) (4.49)
= (x—1y)
= eie b
ve
z'=z (4.50)

ifadeleri elde edilir. Bu esitlikler (4.43)-(4.46) denklemleri ile kargilagtirilarak

(4.38) ile verilen Q matrisinin elemanlari,

y=A=0 (4.51)
az = eie (4.52)
&= e ™ (4.53)

seklinde elde edilir ve matris
i0/2 0
Q= (e 0 —ie/zj : (4.54)
e

ifadesi ile temsil edilir. Ikinci asamada koordinat sistemi x-ekseni etrafinda saat

yoniiniin tersi yonde ¢ agis1 kadar dondiirilityordu. Buna karsi gelen @ matrisi;

_ [ cos(0r2) isin(9r2)
2 (1' (;ins( ©/2)) C(;s((p/z)jv (4.55)
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olacaktir. Benzer sekilde iiginci agsamada koordinat sisteminin, z-ekseni etrafinda

v acist kadar donduriilmesine kargt gelen Q matrisi ise,

Q3=[eiwz 0 J (4.56)

0 e—i\u/z

olacaktir. x'y’z’-koordinat sisteminin xyz -koordinat sistemine gore yonelimi bu
ic Q matrisinin ¢arpimiyla belirlenecektir:

0=0,0,0,= V2 _Q .cf)s((p/2) isin(@r2)Y o' _Q/
19205 0 V2 \isin(pr)) cos(@) A\ 0 V?

i(y+8)/2 L i(y-0)/2
e /2 /2
o ( cos(p/2) e sin(@/2) j @.57)

ie™ O sin(@/2)  7v+O/2 cos(/2)

(4.57) matrisi, (4.38)’da verilen Q matrisi ile karsilagtirilarak Cayley-Klein

parametreleri Euler agilari cinsinden;

o = e V2 cog(p/2) (4.58)

A =172 5in(@/2) (4.59)

y = ie” V"2 sin(p/2) (4.60)

8 =e 2 cos(p/2) (4.61)
seklinde bulunur [118].

Cayley-Klein parametrelerini igeren matris ifadelerinden yola ¢ikarak
Lorentz donigimlerini ifade etmek mumkindiir. (4.57) esitliinde W =0=0
alinirsa, diger bir deyisle koordinat sisteminin sadece bir eksen etrafinda dondigi
durumdaki ifadeye doéniiliirse, (4.58)-(4.61) denklemleri arasinda ifade edilen

Cayley-Klein parametreleri;

o =e®'? (4.62)
A =ie” /P (4.63)
rY = iei(e/z) (464)
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§=e™D (4.65)

halini alacaktir. Q matrisi ise,

i(8/2) 0
Q= [ 0 e—i(e/z)j (466)

ifadesi ile verilmelidir. Ote yandan uzay-zamam temsil etmek iizere uzay

koordinat1 x, zaman koordinati ise x, ile gosterilmek tizere (4.39)’ de verilen P

matrisini,

0 x-i *
P=( | x zxoj___(O XJ (4.67)
X +1ix, 0 X 0

sekline doniigtirmek mimkindir. Bu takdirde (4.40) doniisim bagintis;

0 x'—ixg) (e®? 0 0 x—ix, \{e 0
X +ix, 0 0 e J{xtix, 0 0 el
B 0 (x—ix,)e®
(x +ix,)e™ 0

ile verilmelidir. Yukandaki ifadeden matrislerin esitligi geregince,

(4.68)

x'+ix) = (x +ix,)e™
= (x+ix,)(cosO —isin 0) (4.69)
= (xcosO + x, sin 8) —i(xsin 6 — x, cosO)
ve
x'—ix) = (x —ix,)e”
= (x —ix,)(cos® +isin 6) (4.70)
= (xcosB + x, sin B) +i(xsin 6 — x, cosB)

denklemleri yazilabilir. (4.69) ve (4.70) denklemlerinde reel ve imajiner bilegenler
kargilikli olarak esit olmalidir. O halde, '

x'=xcosO+x, sin O 4.71)

X, =—xsin 0+ x, cosd (4.72)
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esitlikleri yazilabilir. Eger x,, cos6 ve sin 0 terimleri igin (4.9), (4.23) ve (4.24)’

deki tanimlar kullanilirsa, Boliim 3” de verilen,

, x—vt

X ==
N1-v?/c?

o t—xv/c?

N1—v*/c?

Lorentz donigiim denklemleri elde edilir.

Anadolu Oniversitee”
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S. REEL KUATERNIONLARIN BAZI UYGULAMALARI

Kuaternionlarin uygulama alanlarindan biri de klasik mekaniktir.
Kuaternionlar 6zellikle donme ve 6teleme hareketlerini tanimlayan sistemlerde
kendisine uygulama alanlart bulmugtur. Bu amagla bu kiresel hareketin
tamimlanmasina iligkin bagintilar incelenecektir. Ardindan ise reel kuaternionlarin

kuantum mekaniksel operatorlerin temsiline ligkin 6rnekler verilecektir.

5.1. Reel Kuaternionlarla Kiiresel Hareketin Incelenmesi
Kinematikte en onemli problemlerin birisi de kiresel yerdegistirme ve
hareketin gosterimidir. Gosterimde en iyi yollardan birisi de kompak yapilart ve

basitligi nedeniyle Euler parametrelerini kullanmaktir. Boylelikle bilesenleri,

P = cos(—g—j (5.1)
py=u, sin(—g—j - (5.2)
D, =, sin(g) (5.3)
e | 59

olan bir reel kuaternion tanimlanabilir [14]. Burada 8; kiiresel yerdegistirmeye

iligkin donme agisidur.
.u =u.e +ue, +u.e, (5.5)
ise donme ekseni yoniindeki birim vektor olup,
Nu:uu*:u*u:ui+u§+uf:1v (5.6)

bagintisint saglamaktadir.

Eger 6 donme agis1 ve u birim vektérii zamanin fonksiyonu ise, Euler
parametreleri de zamamn fonksiyonu olacaktir ve boylece kiresel hareketi temsil
edebilir hale gelecektir. Eger Euler parametreleri yardimiyla zamanin fonksiyonu

olan;
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p=p.e, + pe, + p,e, + p.e,
_cos( ()Jeo +u (t)sm[ ()j +u (z)sm( ()) tu (t)sm(e(t)j 5.7

reel kuaternionu olusturulursa, elde edilen kuaternionun normu,

N, =pp =p'p
=[p.e, + P&, + D.e, + pse;1[poe, — pe, — pye, — pse;]

_{C ( ()J (G( ))}{ @) +u(t) +u. (t)} (5.8)

=1
bagintisini saglayacaktir. Burada p”,

p’ = Po€y — D€ — D€, — D3
—cos( ()j —u (z‘)sm( ()J —u (t)sm( ()j z—uz(t)sin[?j%(sg)

olup, p reel kuaternionunun eglenigini gostermektedir. p reel kuaternionunun

normu bir olduguna gore p birim kuaterniondur.

Ay

N

Sekil 5.1 m Xkiitleli cismin kiiresel hareketi

Sekil 5.1°de goraldigna gibi , kati bir m cismi, O sabit noktasi etrafinda
kiiresel bir harekete tabi tutuldugunda, kiiresel hareketin (5.7) esitligi ile

tanimlanan p birim kuaternionu ile temsil edildigini kabul ederek herhangi bir #
aminda kiiresel hareketin o(¢) agisal hizin1 ve o(f) agisal ivmesini tayin etmek
miimkin olabilecektir. |
Anadolu Dniversites'
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Sekil 5.1’ de gorildiigi gibi 7, O sabit noktasi etrafinda déonme hareketi
yapan m kati cisminin konumunu belirleyen bir vektor fonksiyonu olsun. 7 =0

aninda P(x, y,z) noktasinin konum vektori 7, ise 7 ve 7, vektorleri,

r=r=x()e +y()e, +z(t)e, (5.10)
ve

Iy

o =1, =X,e, +y.e, +z.e, (5.11)

vektor kuaternionlanyla temsil edilebilir [14]. Eger m kati cismi kiiresel harekete

maruz kalirsa, f aninda P noktasinin konum vektori,
r=pr,p (5.12)
déniigim bagintisindan elde edilebilir. Burada p birim kuaternion oldugundan

p =p’ (5.13)

bagintisin1 saglayacaktir. Kiiresel harekete iligkin hiz bagintisint bulmak igin
(5.12) esitligi ile verilen r =pr,p” doniisim bagintismin zamana gore tiirevini

almak yeterhidir.

. dp

=— (5.14
P=— (.14)

dr
= 5.15
Yt ©.19)
ve

. dr,
o= 5.16
Ol (5.16)

olmak tizere ilgili bagintinin zamana gore tirevi igin;
F=prop +pip +prop’ | (5.17)

ifadesi yazilabilir. Bu bagintida r, vektdér kuaternionu cismin baslangictaki

konumunu verdiginden, r, kuaternionunun zamana gore tirevi sifirdir.

l;:pro p*+prop* (5-18)

Anadoltr Thiversifer
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(5.18) esitligi herhangi bir # aninda P noktasinin hizinin hesaplanmasina olanak
saglayacaktir. Hiz bagmtisint bu noktanin konumunu belirleyen r kuaternionu
cinsinden vermek daha uygun olacaktir. Bunu gerceklestirmek igin (5.12)

esitliginden yararlanarak,

=p'rp (5.19)

bagintis1 yazilabilir. Bu bagint: (5.18) esitliginde yerine konulursa,

F=p[p rplp” +plp rplp’
=pp r+rpp (5.20)
=[pp Ir+r[pp’T

bagintist elde edilir. (5.7) esitligi ile tamimlanan p kuaternionunu (5.5)° den

yararlanarak,

p= cos(e—gljeo + u(t)sm( e )j (5.2D)
seklinde de ifade etmek mimkindir. Bu takdirde p’ nin eglenigi,

p = cos( ¢ )j —u(?) sm( ¢ )j | (5.22)

ile verilmelidir.

(5.20) egsitligi ile tanimlanan hiz bagintisina geri donildugi takdirde p ’nin

tiirevi,
p=-— sin(?j é(t) +u(?) sm( ¢ )) +u(t) cos(—e—g—)j 9% (5.23)

olmalidir. Ote yandan denklemdeki pp” ifadesi igin de p ve p” ifadeleri yerine

konularak,

pp” = u(r)~2 () T i(7) cos ;’) W) _ ity xu(t)sin? (’) (5.24)

elde edilir. Bu ifadede,

sin(20) = 2sin 6 cosO : (5.25)

Anadolu Oniversites
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ve

sin’ 0 = ~;-[1 —cos(20)] (5.26)
trigonometrik egitliklerinden yararlanarak gerekli kisaltmalar yapilarak,
pp = %[G(t) u(t) +u(@)sin[0(t)] + (1 - cos[6(r)]) u(?) x u(t)]] (5.27)

elde edilirBu ifade incelendiginde pp” kuaternionunun skaler kisminin sifir

b

olmasi nedeniyle pp"’ mn vektdér kuaternion oldugu kolaylikla goérilebilir. Bu

vektor kuaternion,

q=q=pp’ (5.28)
ile temsil edilsin. (5.20) esitliginde bu tanim kullamlarak,

r=qr+rq’ (5.29)

ifadesi yazilabilir. Ote yandan vektor kuaternionlar igin Boliim 2’de verilen (2.27)

esitligi ile tammlanan bagintidan yola ¢ikarak,

qr+rq’ =2gxr (5.30)
baginttsina ulasllabili-r. O halde (5.29)’ da verilen hiz ifadesi,

i =7 = [0() u(t) + u(t)sin[0()] + (1 — cos[B(D)]) u(?) x a ()] x r(t) (5.31)

olmahdir [14]. Bu ifadeden yola ¢ikarak cismin agisal hizin1 da reel
kuaternionlarla ifade etmek miimkiin olmaktadir. @ cismin agisal hizini

gostermek uizere,

F=wxr (5.32)
bagintisi yazilabilir. Yukarida verilen huz bagintilan karsilagtirilarak agisal hiz,

o = Qu(t) +u(t)sin[6(¢)] + (1 - cos[B(H)])u(r) x u(z) (5.33)

seklinde ifade edilebilir.

Benzer sekilde kiiresel harekette agisal ivme bagintisini elde etmek igin,
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dw
o =

=— 5.34
7 (5.34)
esitligini kullanmak yeterli olacaktir. Boylelikle agisal ivme igin,
a = 8(t) u(t) +0(t) ()1 + cos[O(t)]) + u(f) sin[6()] (535)

+0(7) u(t) x a(t) sin[ 0() ]+ u(?) x t"t(t) (1-cos[B()])
bagintis1 elde edilir [14].
5.2. Reel Kuaternionlarla Lorentz Doniisiimleri

Reel kuaternionlarla bir eksen takimmnin 7 birim vektdrii ¢evresinde 0

agtst kadar donduriilmesini temsil eden doniigim denklemi,

r' =ere’
(COSe +nsiﬁ e)(xe + ye, +ze )(COSB nsin 9) (5.36)
= S - z ~— =
2 g6 T Ve T 265 1C08Y 5
bagintis1 ile verilir. xyz-koordinat sisteminin z-ekseni etrafinda ¢ agisi kadar

dondirillmesiyle elde edilecek yeni koordinatlar yukaridaki denklemde n=e,

alinmastyla,
r' = (cos% +e, sin %)(xe1 + ye, + ze, )(cosg— —e, sin %) (5.37)

seklinde tanumlanir [34]. Bu doniigiim iki boyutlu uvzayda Lorentz déniigiimlerini

elde etmede kullanilabilir.

yA y/,\

v
=

Sekil 5.2 Hareketli gbzlem gergeveleri
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Sekil 5.2’ de goruldigi gibi eylemsiz S’ koordinat sistemi .S koordinat
sistemine gore x-ekseni boyunca v hiziyla hareket etsin. Boyle bir davranig
sistemine iligkin Lorentz bagmtilar1 onceki bolimlerde ayrintili olarak
incelenmigti. Reel kuaternionlarla bu sistemi tanimlayan Lorentz déntgsimleri

incelenirse, x, zaman koordinatint géstermek tlizere,
r =xe +Xx,e, (5.38)
uzay zaman koordinatt,

7 *
r =ere

¢ ¢

(x'e, + xye,) = (cos—z—— +e, sin E)(xe] +x,e, )(COSE —e, sin 5)

bigimindeki bir donisimle saglanir. (5.39) denklemi daha agik bir formda

yazilirsa,

(x'e, +xpe,) = (cos% + e, sin %)(xe1 + x,e, )(cos% — e, sin %)

¢ .0 ¢ . P 0 )
=(CosS—+ e, sm —)|(XCos— — X, s —je, + (X, COS—+ X Sin —)e
(cos +e sin )[(cos T —xy sin)e, + (% cos +xsin e, ]

= (xcosQ — X, sin @)e, +(xsin ¢ + x, cos)e,
(x'e, +x5e,) = (xcos@ —x, sin @)e, + (xsin @+ x, cosP)e, (5.40)

bagintis1 elde edilir. Bu sonu¢ uzay-zamanda ¢ kadar bir donmeye kargilik

gelmektedir.

Sekil 5.3 Uzay-zamanda ¢ kadar donme
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Buna gore eger Bolum 3° deki , coso=[ ve sin@=iuf ve x, =ict tanumlari

kullanilirsa,

(x'e, +xpe,) = (xP —x, iBre, + (¥iPp + x, Ple, (5.41)
=B(x + ctp)e, +iP(xp+che, .

elde edilir. w=v/c ve B=1/41-p* ile verilen tammlan kullanilarak,

_[x+ct(v/c)le, +i[x(v/c)+ct)e,

x'e, +ict'e, =
J1-(v/c)?
ve
' . + vt .clt+
x'e, +icte, = e +i < x(v/€) (5.42)

bulunur. (5.42) denkleminde esitligin sag ve sol taraflart birbirlerine esit olmasi

gerektiginden,

, X+ vt

X'= ——
1-(v/c)

ve

~ ct+x(v/c)

CJ1-(/e)?

ict’

olup

o t+x(v/c?)

J1-(v/c)?

bulunur. Bu sonug¢ daha 6nce gesitli yontemlerle bulunan sonuglarla aynidir.

5.3. Reel Kuaternionlar ve Kuantum Mekaniksel Operatorler
Reel kuaternionlarla kuantum mekaniksel uygulamalara gegmeden 6nce

bazi tamimlart vermek uygun olacaktir. r =r=xe, +ye, +ze, bir P(x,y,z)

noktasinin konumu gosteren vektor kuaternion olmak tizere,
rr=-(x* +y* +2°)=-r’ (5.43)
bagintist yazilabilir. Bu egitlikte;
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r’=(x*+y*+z%) (5.44)

ile verilmigtir. Kuresel koordinatlarda,

X =rsin6coso (5.45)
y =rsinBsin @ (5.46)
z=rcosH | (5.47)

olduguna gore yukarida tammlanan konumu gosteren r kuaternionunu,

r =r(sinBe® e, + cosBe,) (5.48)
seklinde yazmak mimkiin olabilmektedir. Ote yandan V operatérii kuaternion
formunda,

Vz%e1 +%e2+—§—e3 (5.49)
z

bigiminde tanimlanabilir. Bu tamimdan yola ¢ikarak,

o> o &
+—t
axZ @}2 aZZ

Vv =—( )=-V? (5.50)

esitligi elde edilir. Burada V?, gok iyi bilinen Laplace operatoriidiir. Laplace
egitligi,

V¥ =0 (5.51)
ile verildigine gore bu esitligi kuaternion formunda,

VV¥ =0 (5.52)

seklinde yazmak miimkiindir [40].

Kuantum mekaniginin momentum operatorleri,

P =—-in— (5.53)

P =-ih— (5.54)
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P =-inl (5.55)
oz

seklinde tamimlanir.

Benzer sekilde agtsal momentum operatorleri ise basitlik agisindan z2=1

kabul edilerek,

i i
L =yP —zP =i(z——y— . 5.56
. =YP, —zP, l(zay yaz) (5.56)
5 = sz —xPz :i(xa—i—zg;—) (557)
o 8
L, =xP,—yP, =i(y——z— 5.58
. =xP, —yP, Z(yaz Zay) (5.58)

bigiminde verilmektedir.
Kuaternion yaklagimi ile agisal momentumu tartigabilmek i¢in yukarida

tanimlanan agisal momentum esitlikleri,

0 0
L =L =e, (zg—yé;) (5.59)
0 0.
L =L, =e2(x—a;—z§) (5.60)
0 0
L,=L, = ——ZzZ— 5.61
z z e3(y 62 Zay) ( )

ile wverilen kuaternionlarla tammlansin. Boylelikle L kuaternionik agisal

momentum operator,

L=L=L, +L, +L, | (5.62)

bigiminde L, , L, ve L, kuaternionlarinin toplam olan bir vektor kuaternion

olarak verilebilir.
Yukarida tanimlanan operatorler, geleneksel kuantum mekanigindeki
operatorlerin sagladig:i ozelliklere benzer davrams gostermektedirler. Ornegin

geleneksel kuantum mekanigindeki,
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LL,-LL, =iL, (5.63)
esitligi kuaternion yaklagiminda,

LL +LL, =L, (5.64)
seklini alir. Benzer gekilde,

LL,+LL, =L, (5.65)

L, L +L,L, =L, (5.66)
esitlikleri de yazilabilir. Ote yandan,

L’ =LL
=L, +L,+L)L, +L,+L,) (5.67)
=L +L2 +L. +L, +L, +L,

olduguna gore,
L+ +12 =L -L (5.68)

ifadesi elde edilmektedir.
Goruldugi gibi agisal momentum  operatorlerinin  kareleri toplami
geleneksel kuantum mekaniginde oldugu gibi I* degil I’ — L’ olmaktadr.

Bununla birlikte,

L(L> -L,)= (3 -L,)L (5.69)

bagintist  yazilabilmektedir. Diger bir deyisle L, 1L1?-L, ile sira

z

degistirebilmektedir [40].
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6. KOMPLEKS KUATERNIONLAR

Bu bolimde kompleks kuaternionlarin tamimi  yapildiktan sonra
matematiksel ozellikleri incelenecek, ardindan da 4x4 ve 8 x8 izomorfik matris

temsilleri verilecektir.

6.1. Tamimlar
Kompleks kuaternionlar, reel kuaternionlarin kompleks bir ifadesidir. q ve

q’ reel kuaternionlari;

q=q,e, tq,e +q,e, +q.e, (6.1)
ve

q'= 9o, +gre, e, T giey (6.2)
ile verilmek tizere Q kompleks kuaternionu;

Q=q+iq’ (63)
seklinde tanimlanir. Q kompleks kuaternionunu daha agik bir ifade ile;

Q=(q,¢, +q,&, T q,e, +q333)+i(qc’)eo +qe, +q,e, + qe;)
= (9, +19,)e, +(q, +1gpe, + (g, +ig;)e, +(g;+igye, (6.4)
=Que, +Q,e, +Q, e, + Q,e,
bigimind¢ yazmak miimkiindir [58]. Burada i*> =-1 olup, Q,,Q,,Q, Q, ise

kompleks sayilardir. Diger bir deyisle nasil bilegenleri reel sayilar olan kuaternion
reel kuaternion olarak adlandiriliyorsa, bilesenleri kompleks sayilar olan
kuaternion da kompleks kuaternion olarak adlandurilir.

Reel ve kompleks kuaternionlarin cebirleri de benzerlik gostermektedir.
Bir kompleks kuaternionu aym reel kuaternionlarda oldugu gibi skaler ve vektorel

terimler cinsinden de ifade etmek miimkiindiir. Q kompleks kuaternionunun S, ;

skaler kismini, V, ; vektorel kismini gostermek tizere,

SQ = Q€ (6.5)

ve
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Vo=0=Qe + Q,e, +Q,e, (6.6)
seklinde tanimlanir. Boylece Q kuaternionu;

Q=358, +Vy=Qe, + 0=Q.e,+Q,e, +Q,e, +Q,e, 6.7
ile ifade edilir.

6.1.1. Kompleks Kuaternionlarin Carpim
P ve Q gibi iki kompleks kuaternionunun g¢arpimi ayni reel

kuaternionlarda oldugu gibi;

PQ =P, +P)Q, +0)=P,Q, +P,0+Q,P-P.O+PxQ (6.8)

bigiminde tanumlanir. Buradaki nokta ve kros ¢arpimlar, ti¢ boyutlu uzaydaki

skaler ve vektorel garpimlara karsilik gelmektedir.

6.1.2. Kompleks kuaternionlarin eslenigi

Her kompleks kuaternion igin bir eglenik tamimlamak mimkindir. Q

kompleks kuaternionunun eslenigi Q" ile gosterilir ve

Q = Sq —Vo =54 —0=Q.e, -Q,¢, -Q,e, —Qse, (6.9)

seklinde tamimlanir [58]. Gorildigi gibi Q° nun eslenigi vektorel kismin

isaretinin degistiritmesi ile elde edilir. P, Q € Hc¢ olmak iizere kompleks

kuaternionlarimin garpiminin eslenigi igin;
(PQ)' =QP’ (6.10)

ifadesi  yazilabilir. Kompleks kuaternionlar igin kompleks eslentk de

tanimlanabilir. Q°ile gosterilen kompleks eslenik;

Q° =S5 +V¢
= (g, —iqq)e, + (g, ig)e, +(q,~1qye, +(q,—igse, (6.11)
=Qge, + Qje, +Qje, +Qge,
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ile verilir ve Q,, Q,, Q,, Q, kompleks sayilarinin esleniginin alinmasiyla elde

edilir . Bu iglem sonucu elde edilen nicelik yine bir kompleks kuaterniondur [58].

6.1.3. Kompleks kuaternionlarin normu
Kompleks kuaternionlarin normu da tammbidir. Q  kompleks

kuaternionunun normu N, ile gosterilmek tizere;

No=QQ" =Qz +Q; +Q; +Q] (6.12)

seklinde tamimlamr. Diger bir deyisle norm ifadesi, kompleks kuaternionun
kendisi ile esleniginin ¢arpimina esittir. Q,, Q,, Q,, ve Q, kompleks sayilar

olduguna gore, kompleks kuaternionlarin normu kompleks bir skalerdir. Normu
birim olan kompleks kuaterniona birim kompleks kuaternion denir. P ve Q
kompleks kuaternionlarinin ¢arpiminin normu, herbirisinin normlarimn garpimina

esittir:

Npq =PQ(PQ) =PQQ'P" =QQ'PP" =N N, =N,N,. = (6.13)

6.1.4. Kompleks kuaternionlarin tersi
Normu sifirdan  farkli olmak kaydi ile ele alman Q kompleks

kuaternionunun tersi yine reel kuaternionlarda oldugu gibi;
Q=" (6.14)

seklinde tanimlanir.

6.2. Kompleks Kuaternionlarin Matris Temsilleri

9%-9,9,.-9. € R olmak tzere q=g¢,+qe +q,e,+q.e, reel

kuaternionu i¢in agagidaki 4 x4 matrisler kullanilabilir [58]:

(6.15)

o O = O
o = O O
= O O O
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0 1
ic 0 -1 0 0
Q1 = 02 . =
ic, 0 0 -1
0 01 0
1 0
0 1 0 0 01
Q2=[| SJ— 1 0 00
A, -
0 -1 00
0 0 1
0 ic 0 0 -1 0
Q, = 2=
ic, 0 60 1 0 0
-1 0 0 O

(6.16)

(6.17)

(6.18)

- Bu tanimlardan yararlanarak reel bir kuaternion agagidaki gibi 4x 4 dalga

simetrik matrisle temsil edilebilir:

Q = quo +q1Q1 +q2Q2 +q3Q3

% 0 0 0 0 q
10 ¢ 0 O -q 0
10 0 g, O 0 0

0 0 0 g 0 0

—q, q; 9, - q}

0
P
0
0

9

|~ q, ‘Jo —4q;

-4, -4, 4

Q,,Q,,Q,, Q, matrisleri reel kuaternionlarin taban elemanlar arasindaki,

2 —
e, =1 ee, =-0,e +c,e

bagintiya benzer sekilde,

jk1=123

0

0
—4

0

0 0 g,
0 —-g, O
g9, O 0
0 0 o0

ve

(6.19)
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Q?) =1 Qij = _5ijo +5;sz1 (6.20)

esitligini saglamaktadir.

Q=0Q,¢e, +Q,e, +Q,e, +Q,e, kompleks kuaternionunu,

Q:(Q, Q) 6.21)
-Q Q
8 x 8 matrisi ile de temsil etmek mimkiindiir. Bu ifadede yer alan Q ve Q' 4x4
matrisleri, q veq’ reel kuaternionlarint temsil eden matrisler olup, dalga simetrik
matris temsilleri q i¢in (6.19) ve q’ i¢in de,
8x8
% 4@ o 9
o : : : B I A
Q' =9Q,+9/Q; +9:Q, +¢:Q; = : (,) ,3 z’
—4q, qs 9, —4q
% @ 4

(6.22)

seklinde verilmistir. Ote yandan,

0 1
1]:(_1 0} (6.23)

ve
1 0 00
I, O 01 0O
I, =| 2 = (6.24)
0 L,/ |00 10
0 0 0 1
bigiminde tanumlanan matrisler olmak tizere, bu matrislerden yararlanarak;
(O 0 0 0 1 0 0 O
6 0 0 0 0 1 0 O
0 0 o0 o0 0 0 1 0
0o I, 0O 0 0 0 0 0 0 1
K= 1, = = 6.25
17 [44 oj 1000 0 0 o of &
-1 60 0 0 0 0 O
o 0 -1 0 0 O O O
o 00 -1 0 0 O O
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ajzlszjz(%" ((;j (j=12,3) (6.26)
J
ve
(1 0000000
01 00000O0O
001 000CO0O
a:lxlz(l" oj 00010000 6.27)
°T2me o 1,) o000 1 000
0000O0T1O00OC0
00 00O0O0T1O
00000001
matrisleri turetilsin. Bu tanima gore,
0O 1 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 ©
dr(Q' oj_ 0O 0 1 0 0 0 0 O 6.28)
0 Q, 0 0 0 0 0 1 0 0
O 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 O 0 0 -1
0 0 0 O 0 1 0
0 1 0 0 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 O
qz_(Qz oj_ 0 -1 0 0 0 0 0 O0 6.29)
0 Q, 0O 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0

matris ifadeleri yazilabilir. Yukarida tamimlanan matrislerden yararlanarak
Q=(q,+iqy)e, +(q,+ig)e, +(q,+igye, +(q,+igye, seklinde verilen Q

kompleks kuaternionu da ayn: formdaki,

Q = (g, +Kqg)A, +(q, +Kg))a, +(q, +Kg;)a, + (g, +Kgi)a;  (6.30)
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matrisi ile temsil edilir [58]. Bu yolla Q kompleks kuaternionu, taban elemanlar

8x8 formundaki @, ve Q; matrislerinden olugan 8x8 bir matrisle temsil

edilebilir. a,, a,, a, ve a, matrisleri kuaternion taban elemanlarinin sagladigi

ayni ¢arpim kurallarina uyarlar.

a,qa; =a;d, =Qq; (6.31)
a;=-a’=l,=aq, (6.32)
a;a, =-6,4d, +£,,Q, (6.33)

(6.30) esitligi daha agik bir ifade ile,

4% 0 0 0 0 0 0 0
0 g 0 0 0 0 0 0
0 0 g 0 0 0 0 0
0 0 0 g 0 0 0 0
%= 0 0 0.gq 0 0 0 (6.34)
0 0 0 0 0 g 0 0
0 0 0 0 0 0 g 0
0 0 0 0 0 0 0 g
ve
o 0 0 0 g 0 0 0
0 0 0 0 0 q, 0 0
0 0 0 0 0 0 4 0
PRI I -
0 -¢¢ 0 0 0 0 0 0
0 0 -gq, 0 0 0 0 0
Lo 0 0 -¢ 0 0 0 0

olup, (6.30) esitligindeki matris ifadesinin birinci bileseni,
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(6.36)

O O O O O 9O o
O O O OO0 5O
O O OO0 &0 O
= O O mOo © o

-~ O
OOO%OOOW

o =
OOQOOO_O
© Qo o o Yo o
& _

- O
%OOOWOOO
Il
(=]

&)
X
- o
o
+
L]
o)
<
Y

bigiminde tanimlanir. Benzer sekilde,

37)

(0

-9

olup ikinci bilegen,

matris ifadesine esittir. Ugiincii bilegen igin,

q, 0
q,

0
0

0
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ve

(6.40)

o
-
000%..000
-
O o o o o o
|
- ™
0000044.0
-
o o o © ﬂ_u,.OO
©C O 00 oo Oy
©C O 0 00 O
I
o~
O
~
o
XY
e’

bulunur. Son terim ise,

~~
o~
<.
=)
p—a
o o 0o o0 o o o
o
OOOOOW.OO
O 0o 0 o0 o o fo
™
OOOOOOOW
SO o 0 0o 0 © ©
o
OWOOOOOO
o o o o o o
(32}
o o o Yo o o ©
N

veE

(6.43)

olup,
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(6.44)

Yoo o to oo

_ _ , 1
OOQOOOQO

©C OO0 TSmO O 9O = [ [ o
oo ooo Ko o oo o oo

“o o O OO OO0 o
coco Yoo o ™ SJoocoo o0 o0
! I

- -~ o (=] -~ ™
So oo Yo oo C e e e @ coo Too o
| R |

. © o oo o o = o
© So oo o o RS I . _ ! oo Tooo o

— —

~ N
oo fooo To

Ll
c oo W.OOO,%

)a, =

9,95 +(Kq;
elde edilir. Dolayist ile (6.30) ifadesi,
0
—4q
0
0
0
%
0
0
0
0
~4
0
0
0
9
0
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s
e
o

e
matrislerinin toplamina egsittir. Boylece Q kompleks kuaternionu asagidaki gibi

8 x 8 simetrik matrisle gosterilebilir [58]:

9
—q
-4,
— 4,
-5

q

7

q;

q,
9
q;
-4,
-4,
-4,
-4,
1,

q,
—q,
90
q,
-q,
g,
~qy
-q

qs

9,
—4q

9o

-q,
-q,
q,

4

—4q

95
-q
-4,
~q;

9
-4
=4,
—4;

’

q,
9o
9
~ 4
q,
9,
q;
—4,

q;
-4,
9
9
q,
—qs
9,
g,

q;
q;
-q
94
q;
q,
-4,
9,

(6.45)

Q matrisinin izi ana diaogonal tizerindeki elemanlarin toplamina egittir:

IrQ =38q,.

Ote yandan Q matrisinin eslenigi ise,

9
g,
q,
q;
~qs
-q
-q,
- q;

ile verilmektedir.

-4
90
— 4,
9,
g9,
-9,
q;
-q;

4,
qs
9o

—4q

g5
~q;

’

— 4,
q,

(s
-9,
q,
q,
qs
a,
-q
-4

o
9
9,
q
q,
q,
9,
q;

k!
4o
4
q,
—q
9
—4qs
q,

/

—4q,
qs
9o

-4,

—4q,
qs
9o

-4

4
-9
4
9
—9q;
49
4,
9

(6.46)

(6.47)
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P ve Q kompleks kuaternionlar olmak tizere,
(PQ)* — Q*P*

ile verilen baginti, kuaternionlar ve matrisler arasindaki izomorfligi gostermek

uzere,
PQ) =Q'P” (6.48)

matris esitligi ile temsil edilebilir.
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7. KOMPLEKS KUATERNIONLARLA ROLATIVISTIK MEKANIK

Bu bolimde uzay-zamamin kompleks kuaternionlarla nasil ifade edildigi
anlatilacak, daha sonra ise dort boyutlu uzay-zamanin ozellikleri kompleks
kuaternionlar kullamlarak incelenecektir. Kompleks kuaternionlarin Lorentz

déntgimlerini elde etmede oynadiklari rol de aragtirilacaktir.

7.1. Kompleks Kuaternionik Aralik

Daha 6nce de belirtildigi gibi ti¢ boyutlu uzayda bir noktanin konumunu
7(x, y, z) konum vektori ile belirleyebilmek i¢in ti¢ parametreye ihtiyag vardir.
Koordinat: belirten bu t¢ deger fiziksel bir olayimn nerede meydana geldigini
belirleyebilmek i¢in yeterli iken ne zaman meydana geldigi hakkinda fikir vermez.
Dolayisi ile bagka bir koordinata daha ihtiyag duyulur. Fiziksel olayin ne zaman
meydana geldigini belirtmek igin zaman koordinatinin eklenmesiyle dortli bir
koordinata ulagilir. Zaman koordinatin1 uzunluk birimi cinsinden ifade etmek daha
dogru olur. Bu nedenle zaman koordinat1 sabit bir nicelik olan “c” 151k hiz1 ile

carpilir. Boylelikle dort boyutlu uzayda konum vektori,

R =ct +ir =ct+i(xe, + ye, + ze,) (7.1)
kompleks kuaternionu ile verilir. 7 = ¢t tanumi kullanilirsa bu esitlik,

R =7+ir=1+i(xe + ye, +ze,) (7.2)

halini alacaktir. Bolim 3°de de belirtilen gibi 6zel rélativite teorisinin temelini
teskil eden dort boyutlu uzaydaki Minkowski uzayinin temel formu kompleks

kuaternionlarla,
N =dS*> =dRdR" = (dt +idr)(dt —idr) = dt’ —dr.dr (7.3)

bigiminde elde edilir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta ¢ boyutlu uzaydaki

ds* = dx* +dy* +dz” niceligi nasil tim ortogonal déniigimler altinda deZismez

kaliyorsa dort boyutlu uzay-zamanda dS* ile tanimlanan niceligin de degismez

kalmasidir [119].
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7.2. Kompleks Kuaternionlarla Dort Boyutlu Uzay-Zamann Ozelliklerinin
Incelenmesi

Ug boyutlu uzayda tamimlanan ds® uzakligimin dort boyutlu uzaya nasil

genellestirildigini gordikten sonra ii¢ boyutlu uzayda tanimlanan fiziksel

niceliklerin  dort boyutlu uzay-zamana kompleks kuaternionlarla nasil

genellestirildigini incelemek gerekir.

U=u,+iu=u,+i(ue +ue, +u.e,) (7.4)
ile tanimlanan U kompleks kuaternionu ile,

V=v,+iv=v, +i(vie, +v,e, +v,e,) (7.5)

bigiminde verilen V kompleks kuaternionunu ele alinsin. Uve V' nin kuaternion

carpimindan,

UV" = (u, +iu)(v, —iv) = uyv, —uv +uxv +i(vou+u,v) (7.6)
esitligi elde edilir. Bu esitligin skaler kisma,

Sc{UV } =uyvy —uv =u vy —(u,v, +u,v, +u,v;) (7.7)
ile ve vektorel kismzi ise,

Vec{UV™} =uxv +i(vyu+u,v)
=[(uyv; —uyv,) +i(vou, —uyv)le, (7.8)

+ (v, —uyv3) +i(vou, —uyv,)le,

+ (v, —uyvy) +Hi(vou, —ugvs)le,

ile verilecektir. Ukompleks kuaternionu ile V kompleks kuaternionunun

esleniginin kuaternion g¢arpimu yine bir kompleks kuaternion oldugundan bu

garpim,

Z=TUV" =Sc{UV"}+Vec{UV"}
= [ugvy = (v, +uyv, +uvy) |+ (v, —uyv,) +i(veu, —uyv,)le,

v, —uv,) Hi(vou, —ugv,)le, +[@ v, —uyv) +i(vou; —u,vs)le;

kompleks kuaternionu ile belirlensin. Z kompleks kuaternionlarinin bilesenleri;
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Qo =ugv, — (v, +u,v, +u,v,) (7.9)

Q, =u,v, —u,v, +i(uv, —u,v,) (7.10)
Q, =u,y, —uyv, +i(u,vou, —u,v,) (7.11)
Q, =uyv, —u,v, +i(u,v, —uyv,) (7.12)

seklinde tanimlanmak izere bu ¢arpim igin Boliim 6’da da belirtildigi gibi,
Q:UV* =Q0+Q=QO+Q1e1 +Q262+Q3es (7-13)

ifadesi yazilabilir.
Diger taraftan ele alinan Q =g, +ig gibi bir kompleks kuaternionun

normu O6nemli tanimlart dogurur. “0” indisi zaman bilegenini gostermek iizere

eger,’
Ny =00Q" =Q'Q=[q, +iqllg, —iql=q, — (g +4; +q:)>0 (7.14)

ise yani zaman koordinat1 daha baskin, dolayisi ile norm pozitif ise bu kompleks

kuaternion zamanimst,

No =QQ" =Q'Q=[q, +iqllg, ~iq]=q; — (g’ +¢; +q:) <0 (7.15)
durumunda uzay koordinatlart daha baskin, norm da negatif, ise uzayimsi,

N, =QQ" =Q'Q=[g, +iqllg, —iql=q, — (g +9; +4;)=0 (7.16)
olmast halinde norm stfirdir ve izofropik adini alir [119].

7.3. Lorentz Doniisiimlerinin Kompleks Kuaternion Temsilleri

Kompleks kuaternionlar1 Lorentz donigsimlerini ifade etmede de
kullanmak miimkiindiir. Onceki boéliimlerde tartisildigi gibi bu doénisiimlerde
kompleks niceliklerin kullamilmasi, kompleks kuaternionlar1 yapilari nedeniyle
oldukga avantajli hale getirmektedir.

q=q,¢, +q,¢ +q,e, +q,e, teel kuaternionunu (2.34)-(2.36) tammlarn

kullanilarak,

q= /N, (cosB +¢sin6)
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seklinde temsil etmenin miimkiin oldugu Bélum 2’ de belirtilmisti. Bu tanimdan

yola ¢ikarak,
R=i+ir=t+ilre +r,e, +re,] (7.17)

kompleks kuaternionu da,

CosQ = (7.18)

=

ve

2 2
sin =i =i (7.19)

ile tammmlanmak UGzere,
R= J]V—R(cosm+Fsin 0) | (7.20)
bigiminde ifade edilebilir. Burada N; ; R kompleks kuaternionunun normu olup,
N, =RR" =R'R=(@+ir)t—ir)=t"—rr

Minskowki uzayinin temel formunu ifade eder. Basitlik agisindan (7.17)° deki

tammda ¢ =1 alinmgtir. Ote yandan diger bir Q kompleks kuaternionu ise,
6, ... 0 |
- Q= cosh5+zqs1nh5 (7.21)

seklinde tanimlansin. Bolim 3° de verilen Lorentz donitsimleri kompleks

kuaternion formunda,
R’'=QRQ; (7.22)

ile tamimlanan bir déntigime karsilik gelmektedir [64]. (7.22) ifadesi daha agik bir

formda,
R'= {coshg +iq sinh 9—} (t+ir) {cosh 9 +iq sinh 9}
2 2 2 2
= /Ny {coshg +igsinh —g}{coscp +7sin @) (cosh % +iq sinh -2}
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seklinde verilir. Yukandaki ifadedeki ilk iki terimin kuaternion g¢arpimi agilarak,
R'=,/N, {coshg+ ig sinh -2—} (coso COSh%-i— iq cos @sinh %+ Fsing coshg
T - BT -
—i(r.g)sin @sinh 5 +i(r x q)sin @sinh 5)
elde edilir. Uglii ¢arpim igin ise,
R'= /N, {coscpcosh2 %+ iq cos @ sinh g—cosh%ntf'sin ¢cosh’® g
—i(#.q)sin @sinh 9cosh 9 +i(# x q) sin @sinh gcosh o
2 2 2 2
.. 0 0 .. L1200 A 0 0
+iq cos @ sinh — cosh — + §.4 cos psinh > —— i(g.7)sin ¢ sinh —cosh —
gcososinh —-cosh—+4.4 cospsinh” - —i(¢.F)sin psinh = cosh
T O A .20 o . . ,0
+i(r x q)sin @sinh Ecosh 5 + q(7.q)sin @sinh ) + q.(r x ) sin @sinh 5
—§ % (#x §)sin @sinh 2 g}
bulunur. Ote yandan,
ax(bxc)=>b(a.c)—c(a.b) (7.23)
vektorel esitligi kullamlarak ¢ x (Fx §) ¢arpimi igin,
Ix(Fx =739 -q9@7)=7-4@r) (7.24)
ifadesi yazilabilir. Yukaridaki R’ dontgiim esitligi tekrar diizenlenirse,
R'= /N, {coscpcosh2 %+ iq cos ¢sinh gcoshg—+f‘sin @cosh? g
—i(r.q)sin @sinh 9 cosh 9 +i(# x q) sin @sinh 9 cosh 0
2 2 2 2
+iq cos ¢ sinh —e—cosh9 +4.4 cospsinh® o i(q.#)sin @sinh 9cosh o
2 2 2 2 2
P - T 1 - R
+i(q x ¥)sin @sinh Ecosh 5 + q(7.q)sin @sinh 5 + q.(r x q) sin @sinh 5

— (- §(§.7))sin psinh > %}

ve
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R’:1/NR{coscpcosh2%+ic}cosq)sinh—2—cosh—g-+fsin(pcoshz%
n ., B O A A~. .. 9 G
—i(r.q)sin @sinh —cosh —+#(# x g)sin @sinh —cosh —
i(rg)sin psinh —-cosh —+i(r x g)sin psinh —cosh -
n .. 0 0
+iq cos @sinh —cosh —
qcoso 5 5
+ cos @sinh > 9_ i(4.7)sin @sinh 9cosh9+ i(q x ¥)sin @sinh 9cosh9
2 2 2 2 2
a1 20 e Al .. ,0
+ q(r.q)sin @sinh 5 +4.(7 x g)sin @sinh >
—Psin(psinhzgﬂj(t}.f')sin(psinhzg}
elde edilir. Yukaridaki esitlik i¢in,
R':JNR{cosq)(coshzg+sinh2—2—)+2i§cos<psinh%coshg
n e .. ,0 S - 0
+7sin @(cosh® ——sinh > =) —i(#.§)sin ¢sinh —cosh —
o 5 o)~ i(rg)sin psinh —cosh =
+i(# x q) sin @sinh gcoshg— i(4.7)sin @sinh 9cosh—e—
2 2 2 2
A A .. B 0
—i(¥ x q)sin ¢sinh —cosh—
(7 g)sin gsinh - cosh
AsA A - - ze ~ ~ ~ . . ze
+2q(r.q) sin @sinh 5 +4.(r x q)sin ¢ sinh 5}

ifadest yazilabilir. Hiperbolik fonksiyonlar i¢in gegerli,

sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh xsinh y (7.25)
cosh(x + y) = cosh xcos y +sinh xsinh y (7.26)
sinh 2x = 2sinh xcosh x (7.27)
cosh2x = cosh® x +sinh * x (7.28)
cosh? x —sinh® x =1 (7.29)

esitliklerini kullanarak R’ doniigiim ifadesi daha yalin bir forma sokulabilir:

R' =N, {coscpcoshGJrié cos@sinh 0 + F sin ¢ — i(#.q) sin @sinh 6

+24(#.9)sin @sinh > %+ 4.(F x §)sin @sinh -2—}
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Ote yandan yukaridaki esitlikte verilen,

4.(F x §) sin @sinh —2— (7.30)
ifadesinde vektorel carpim kurali geregince,

qgL(Fxq) (7.31)
oldugundan buradaki vektorel islem,

g.(Fxq)=0 (7.32)

bigiminde olmalidir. Bu nedenle doniigiim denklemindeki son terim sifirdir. O

halde R’ igin,

= /Ny {cosq)coshe +1q cos@sinh 0 + 7 sin ¢ — i(#.4) sin @ sinh O
5 (7.33)
+2§(7.§)sin @sinh > E}
yazilmalidir. (7.18) ve (7.19) ile verilen tamimlari yukaridaki denklemde yerine

yazarak,

sinh ©
(7.34)

R':JNR{ 1; cosh +i§ —sinh 6 +iF

yin r*”r
AT

nn .20
+21q(r.q)\/_ﬂsmh 2}

elde edilir. Yukaridaki doniigiim sonucu elde edilecek R’ kompleks kuaternionu,

R' =t +ir'=t+i(r/e +r)e, +1)e;) (7.35)

formatinda olacagina gore (7.34) denkleminde verilen doniigimiin reel ve imajiner

bilesenlerini ayr1 ayr gruplayarak ifade etmek daha uygun olacaktir.

t'+ir' =[tcosh® + (7.§)v/r.r sinh 0)]

7.36
+i[f'(\/7r_)+¢}tsinh6+2¢}(F.¢})\/;sinhzg} (7-36)
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Bu ifadede esitligin sol ve sag taraflari birbirlerine egit olmasi gerektiginden “i”

terimini igeren bilegenler " 7' ’ne, reel bilegsenler de ¢'’ne esit olmalidir. O halde;

t' =tcoshO + (£.q)v/r.r sinh O (7.37)
ve
r'=F(Jrr)+qtsinh 0 +24(r.q)Jr.r sinhz—g— (7.38)

elde edilir. Yukaridaki ifadelerde,

F= 7.39
Nrr (7:39)
ve
n v
§= 7.40
AAY (7:40)
tanimlarim yapildiktan sonra cosh6 igin,
1
coshf = (7.41)
1-v?

degeri atansin. Hiperbolik fonksiyonlar igin tanmimlanan (7.29) esitligini
kullanilarak,

sinh26=cosh26—1:l ~1= (7.42)
bulunur. sinh 6 ise,

sinh 6 =+

(7.43)
1-v7

olacaktir. Ardindan da sinh 6 nin alabilecegi iki degerden eksi olami segilsin.

§inh 6 = — ——— (7.44)

1-v?

(7.39)’dan (7.44)’e kadar olan tamimlar (7.37) ve (7.38) esitliklerinde yerine

konularak,

68



r_ 1 -
et G

(7.45)

v
VI-v?
elde edilir. Ote yandan,

Jrr =N, =r (7.46)
vy =N, =v (7.47)

olduguna gore (7.45) esitligi,

1 1
t'=t —(r.v) = (t rv) (7.48)
1-v? N \/1 -v?
halini alir. Benzer gekilde,
sinh? 2 = l(coshe ~1)= L1 | (7.49)
2 2 2| J1—v?

esitligi de kullanilarak,

L (Jrr)- Y \rr 1{

T S e P e T /“—} 50)
t

1 B
=r— v+ =1(v(rv
1-v?2 L—Vz } )

bulunur [64].

(7.48) ve (7.50) esitlikleri Lorentz donigiimlerinin standart bigimleridir.
Ornegin +x yoniinde v hiziyla uzaklasan gozlem gergevesi igin x ve v paralel

olacagina gore (7.48) esitliginden;

t'=

(¢ - xv)
1-v

ve (7.50) esitliginden de,

(x—vr)

r=x- ! v+i: 1 —l}v(xv)— 1
1-v? 1-v* V1-v?

elde edilir. Boylelikle Boliim 3° de verilen Lorentz doniisimlerine ulagilir [64].
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8. KOMPLEKS KUATERNIONLAR VE KLASIK
ELEKTROMANYETIZMA

Kompleks kuaternionlarin en énemli uygulama alanlarindan birisi de
klasik elektromanyetizmadir. Bu uygulamalar aslinda Maxwell’ in [6] bizzat
kendisi tarafindan baglatilmigtir. Son yillarda ise Lambek [59] ile Negi ve
arkadaslar1 [58] tarafindan gergeklestirilen ¢caligmalar dikkat ¢ekicidir.

8.1. Temel Tanimlar

Elektromanyetizmanin klasik denklemlerini kompleks kuaternionlarla
birlestirmek miimkindir. Bu denklemler aym1 zamanda matrislerle de temsil
edilebilir. Birimsel agidan bir kargasaya yol agmamak ve daha basit bir gdsterim
igin ¢ = =c=h=1 alinacaktir. Bolim 7’ de, R =¢+ir =1 +i[xe, + ye, + ze, ]
ile wverilen kompleks kuaternionik wuzay-zaman tammi ile kompleks

kuaternionlarin,
Q = (9, +Kq,)q, + (g, +Kq,)a, +(q, +Kg;)a, +(g; +Kg;)d;

8 x8 matrisi arasinda paralellik kurmak agisindan,

1 q,=0 8.1
9o =1 (8.2)
q, =X (8.3)
9 =Y (8.4)
q, =z (8.5)
9 =9,=9,=0 (8.6)

bigimsel gosterim degigimi yapilmalidir. Dolaysiyla R kompleks kuaternionu,
R=ra, +K[xa,+ya, +zq,] (8.7)

matris ifadesiyle elde edilir ve agtk formda da,
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0 y z t 0 0 0
-x 0 -z y 0 t 0 0
-y z 0 -x O 0 ¢ 0
-z -y x 0 0 0 0 t
R= (8.8)
-t 0 0O 0 O x y z
0 -t O 0 -x 0 -z y
0 0 -t 0 -y =z - X
0 0 0 -t -z -y x O
8 x 8 matrist ile temsil edilir.
Ote yandan,
S?=N, =RR"=R"R=#*-rr=1*-[x"+y* +2°]
seklindeki uzay-zaman degismezi ise; I, 8 x8 birim matris olmak tzere,
RR* =R R=[t* - (x* +y* +z})]1, (8.9)
bagintistyla elde edilir. (8.9)° da verilen R™ matrisi,
(0 -x -y —z t 0 0 0
x O z -y 0 ¢ 0 0
y -z O x 0 O ¢ 0
. -x 0 0 O 0 t
R =| % 7 (8.10)
-t 0 0 0 0 —x ~y -z
0 -t 0 x O z -y
6 0 -t 0 y -z 0 «x
6 0 0 -t z y -x O

olup R matrisinin eglenigidir.
Yeni bir kompleks kuaternionik nicelik olan kompleks kuaternionik

diferansiyel operatorii,

D:£+i\7=—a—+iiel+£ez+ie3 (8.11)
ot ot | ox oy Ox

seklinde tamimlanir ve kompak formda,

D=da,+K[0,a,+0,a,+0,q,] (8.12)
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seklinde, agik formda ise;

o a8 & o4, 9 0 0 0

-8, 0 -9, 8, 0 8 0 0

-8, 8, 0O -8, 0 0 3 O

o |-0. -8, 2. 0 0 0 0 6.13)

-3, 0 0 o0 0 8 8, @, '
0 -9, 0 -8, 0 -8, 9,

o o0 -3 0 -8, 9, 0 -3,

Lo o o -5 -8 -8, 0, O

matrisi ile temsil edilir [58-59]. D’ nin normu i¢in,

2 2 2 2
Ny =DD’ :D"D:[ngiV}[g_iv}:_@_z_ 62 + az + 62 (8.14)
ot ot o x" y oF

seklinde elde edilen ifade de 8 x 8 matris formunda,

. ol 0 0 0
DD =D D:{al2 —(axz + & +azzﬂls (8.15)

bigiminde gosterilir. Yine bu ifade yer alan D" matrisi, D matrisinin eslenigi

olup,
D" =da,-k[0,a,+0,q,+0,d;] (8.16)
ve
0 -0, -0, -0, 0, 0 0 0
8, 0 8, -8, 0 8 0 0
o, -0, 0 o, 0 0 0, 0
b’ o, o9, -0, 0 0 O 0 0, 517
-9, 0 0 0 0 -5, -0, -0, @17
-0, O 0 a4, O . —0,
0O -9, 0 0, -0 0 0,
0 0 -0, 0, 0, -0, O
seklinde ifade edilir.
anadolu Universites’ -
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8.2. Kompleks Kuaternionlar ve Maxwell Denklemleri

Buraya kadar s6zii edilen tanimlar elektromanyetik teoriyi incelemede arag

olarak kullamlabilir. £ elektrik alam ve H manyetik alaninin 6zelliklerini

tanimlayan Maxwell denklemleri;

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)

seklinde verilir. (8.18) denklemi Faraday indiksiyon yasasini, (8.19) denklemi

Ampere yasasini, (8.20) elektrikte Gauss yasasim ve (8.21) ise manyetizmada

Gauss yasasini ifade etmektedir.

Ote yandan E elektrik alam ile H manyetik alanini birlestiren bir M

kompleks kuaternionunu,

M=H+iE=[H e +H, e,+H, e]+i[E e +E e, +E e] (822)

bi¢iminde tanimlamak mimkindir [58-59], [120]. M kompleks kuaternionunu,

M=(H_ +KE )q, +(H, +KE,))a, +(H, +KE, )a,

kompak matris gdsterimiyle veya

seklindeki 8 x8 matrisle temsil etmek mimkundiir.

(0 H,
-H, 0
-H, H,
-H, -H,

0 -E,
E, 0
E, -E,
E, E,

H

y

-H
0
H

X

-E

z

¥y

E

z

0
- E

X

H

z

Hy
~-H,
0
-E,
~E,
E

X

0

0
-E,
-E,
~E,

0
~-H,
-H

y

__Hz

(8.23)

(8.24)
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D kompleks kuaternionik diferansiyel operatdriniin esleniginin M

kompleks kuaternionu tizerine etkisi,

D*M:[Q—V}[HHE]

ot
:%I]—[—+i2—E—i—V.H+V><H]+[—V.E+\7><E] (8.25)
) t

= ai—V.EJerE +1 Q—E—+V.H~V><H}
ot ot

seklinde olmalidur. V.H , V.E  VxH ve VxE igin (8.18) ile (8.21) arasindaki

Maxwell esitliklerinden yararlanarak,
D*M: _a_Ii__pv_i_ ._.Q_}.I_ +1 ?.E__ J+.a£
ot ot ot ot (8.26)
=—(p, +1J)

bagintis: elde edilir [58-59].
(8.26) esitlinden yola gikarak,

J=p, +iJ=p, +i[J e, +J,e,+J,e] (8.27)

seklindeki bir kompleks kuaternionla tanimlansin. Diger tamimlarda oldugu gibi

J=p,a,+K[J q;+J, a,+J,q,] (8.28)
ve
(o J, J, J, p, 0O 0 0
-J, 0 —-J, J 0 P, 0 0
-J, J, 0 -J. 0 0 p, 0
J -J, -J, J, 0 0 0 0 D, (8.29)
l-p, O 0 o J, J, J, '
0 -p, O -J, 0 -J, J,
0 0 -p, 0 -J, J, 0o -J,
0 0 0 -p, =J, -J, J, 0
matrisi ile temsil edilsin. Bu tamim geregince (8.26) esitligi,
D'M=-J (8.30)

halini alacaktir. Dolayist ile (8.30) bagntisini 8 x8 matrisleri kullanarak,
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D’M=J" (8.31)
seklinde de ifade etmek mumkiindiir. Burada “T” st indisi, J matrisinin
transpozesini ifade etmektedir.

Elektromanyetik teoride [E elektrik alammin ¢ potansiyelinden
kaynaklandig1 ve

—

E=Vg (8.32)

ile verildigi ¢ok iyi bilinmektedir. Eger yiklerin bazilari da hareketli ise orada bir

H manyetik alani da meveuttur. Eger manyetik alan sabit degilse birinci alana ek

olarak ikinci bir elektrik alan gorilmektedir. Degigsen manyetik alandan
kaynaklanan elektrik alan ——%ij— olup, E elektrik alaninin genel ifadesi,

E=-V (p—%ﬁj— (8.33)

seklini alacaktir. 4° ya ise vektor potansiyel denir.
Sekil 8.17 de gorildigi gibi sabit hizla hareket eden bir yik igin E

elektrik alam, -V ¢ ve —aa—f vektorlerinin  toplamina  esittir. A vektor

potansiyeli ise,

— —

H=VxA (8.34)

bagintisi ile verilen H manyetik alanini olugturacaktir.

Sekil 8.1 Elektrik alamin temsili
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Ote yandan (8.32) ve (8.34) denklemlerinde yer alan ¢ skaler potansiyeli
ile A vektor potansiyelini

V=0p+i4 (8.35)

ile tamimlanan bir kompleks kuaternion ile birlestirmek mumkindir. V’ ye
kompleks kuaternionik elektromanyetik potansiyel adi verilir [58-59]. Matris

formunda ise,
V=9a,+K[4,a,+4,a, +4,a,] (8.36)

bigiminde temsil edilir ve agagidaki 8 x8 matrisi ile gosterilir:

(0 A, A, A4, o 0 0 0

-4, 0 -4, 4, O ) 0 0

~ 4, 0 -4 0 0 ) 0

-4, - A 0 0 0 0 ®
v=| ° v 8.37
-9 0 0 0 0 4, A 4 (®37)

0 -o O 0 -4, 0 -4, 4

0 -¢ 0 -4, -4 0 -4

L 0 0 -¢ -4, -4, 4, 0

D kompleks kuaternionik diferansiyel operatérinin V  kompleks

kuaternionik elektromanyetik potansiyel izerine etkisi,

sz[gnv}[mm]

=a—(p+i§é+i7(p—[—\7.A+VxA] (8.38)
ot ot

= @+ V.A—VxA}—z’[—a—A—V(p}
ot ot

olacaktir. Lorentz kosulu geregince,
X y.d=0 (8.39)
ot

verildigine gore (8.38) ifadesi (8.33) ve (8.34) tanimlan kullamlarak,
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DV:—VxA—{—%;—Vw}:{H4ﬂﬂ (8.40)

seklinde elde edilir. (8.22) esitliginde M = H +iE seklinde tanimlandigina gore
yukaridaki ifade, '

DV=-M (8.41)
bigiminde yazilabilir. 8 x8 matrisler kullanilarak da, yukaridaki esitlik i¢in;
DV =M’ (8.42)

ifadesi yazilabilir.
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9. KOMPLEKS KUATERNIONLARLA ROLATIVISTIK
ELEKTROMANYETIZMA

Bolim 8’de kompleks kuaternionlarin klasik - elektromanyetizmadaki
uygulamalari, 6zellikle Maxwell denklemlerinin temsilinde oynadiklar1 énemli rol
ayrintili olarak incelenmisti. Bu bolimde ise kompleks kuaternionlarin rolativistik

elektromanyetizmadaki uygulamalar1 incelenecektir.

9.1. Lorentz Déniisiimleri ve Kompleks Kuaternionik Alanlar
Boliim 3’de verilen Lorentz doniigiimleri x-ekseni yoniindeki iki farkh
koordinat sisteminin goreceli hareketine dayanir. Fakat genel anlamda ayn1 yonde
olmayan bir ¥ hizindan s6z edilmelidir. Ote yandan bir 7 vektorii, ¥ yoniindeki
bilegeni ile Vv’ ye dik diger bir bilesehin toplami olarak iki pargaya ayrilabilir. v
yontndeki bilesen,
Fyyw

s (9.1)
v

1se v’ ye dik diger bilesen,

= (r")vz)v ©.2)
olacaktir. Bu takdirde 7,

- @Fyyw |, Fy)W

V= ( v2) |:7' ‘-( vz) } (93)

2

seklinde ifade edilmelidir. 7’ den 7'’ ne tamimlanan bir Lorentz doéniigimiinde
sadece yatay bilesen (hiz yoniindeki bilegen) doniigimden etkilenirken digsey
bilesende (hiz yonine dik bilesen) bir degisim gozlenmeyecektir. (3.10)

esitliginden yararlanarak,

7 = [7 - (r:;)"} + B{(r:;)v - 171} (9.4)
ve (3.13) esitliginden ise,
ot = B[ct - (r")vz)" ﬂ (9.5)
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yazilabilir. Bu denklemler diizenlenerek;

F':7+[B—1](7'f)17—3w (9.6)
v
ve
ct' = B':ct - @} (9.7)
c

seklinde de ifade edilebilir.
Biitiin bu tartigmalardan yola ¢ikarak elektromanyetik denklemleri Lorentz
dontgimleri altinda incelemek miimkiindiir. Boliim 7’de uzay-zamani tanimlayan

R = ¢t +ir = 1+ir kompleks kuaternionunu (9.6) ve (9.7)’ den yararlanarak,

r’:r+[B—l]£¥v—Bt—v— (9.8)
v c
ve
T = B[T—M} (9.9)
c

bigiminde ifade etmek mimkindir. Béylece R’ kompleks kuaternionu ise,
R’=[t—w}+i[r+[ﬁ~l](—n:—)v—ﬁry{l (9.10)
c : v c

seklinde verilmelidir. ¢=1, v yerine —v alindiktan sonra Bolim 7° de
tammlanan  kompleks kuaternionik D:éa?%—iV diferansiyel operatoriiniin

Lorentz déniigimii altindaki

0
D'=—+iV' 9.11
ot’ ! ( )

seklinde olmasi gereken formu ele alinsin. Operatoriin skaler bileseni,

Se{D'} = aat' = B[-g—tw.v} (9.12)

ve vektorel bilesen ise,

Vec{D'}=V'=V +[B-1]

wy) o
v2 v+Bvat (9.13)
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halini almalidir. Oyle ise (9.11) ifadesi, (9.12) ve (9.13) esitlikleri geregince,

D’:B[§+v.VJ+i[V+[B—1](:‘Z)v+BV%} 9.14)

ile tammlanmalidir.
Elektromanyetik alanlarin Lorentz dontsimilt altindaki davramgini
incelemek igin Bolim 8 de (8.35) ve (8.39) ile verilen tanimlan incelemek

gerekir. (8.39) esitligi ile verilen Lorentz kogulu kompleks kuaternion formunda,
o . . op
Sefpv}=Sc Frasid [p+iA] ==, *VA=0 (9.15)

ile verilir. Ote yandan,

2 2 2 2 2
o-pp =pD=|"__py|=|L [ 9 O (9.16)
ot* or \ax* o oz’

seklinde tanimlanirsa,

2
.Qq):|:—§t—2—i7.V}(p:p 9.17)

olmalidir. £ operatorinin  (8.35)’ de tamimlanan V=¢+i4 kompleks

kuaternionuna etkisi,

2
QV:D*DV{;—Z—V. V}[q)+iA]:p+iJ (9.18)

ile verilir.

E ve H alanlarinin Lorentz doniigimi altinda nasil degistigini gdrmek
S . - o4 .
icin Bolim 8’ de (8.33) esitligi ile tanimlanan E=-V (p——a— elektrik alanmni

t
bilesenleri cinsinden yazmak daha uygun olacaktir:
oA
E =1 8_(p+ anjel— a—(PJ:- ? le,- 8_(p+ 6Azje3
ox Ot oy ot 0z Ot (9.19)

=E. e +E,e,+E, e,
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Benzer sekilde (8.34) ile verilen H =V x 4 esitligi de,

o4, Od, (an aAZJ o4, od
H=| —— e +| —=——=le, + - e,
oy Oz 0z Ox ox Oy (9.20)

=H,e +H,e,+H,e,

seklindeki bilegenlere ayrilabilir. Ote yandan hiz vektorii, x-bilesenleri yoniinde

secilirse yani,
v=ve, (9.21)

reel vektor kuaternionuyla tanimlanirsa (9.8) denklemi geregince V = ¢+id

kompleks kuaternionun bilesenleri rélativistik olarak,

A, =B(4, -ve) (9.22)
4, =4, (9.23)
4, =4, (9.24)
¢'=B(o-v4,) | (9.25)

ve (9.11) ifadesinin bilesenleri de

0 0 0
— =B =+v— 9.26
ot' B[at vax} (.26)

o _ B{_a_wﬁ} (9.27)
9._9
Yy oy
)
2 oz

(9.28)

(9.29)

Q

haline gelecektir.
Bu tammlardan yola ¢ikarak (9.19)’ da verilen E alaninin Lorentz

donigimu,
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E =- % +%
ox’ ot

- _p? [-a%ng—}(@ v4,)~ B’ [iwi}m ~v0)

(9.30)
e a0 04 ] [op o4,
=—bd v){aer 8t}_ {aﬁ ar}
=K
,_(og o4\ oy _P _5_}
E = (Gy'+8t']_ Bay[(p vA, |-B R A,
op OA, 04, 04 .
= B{ay a;} Bv!:ax ay} (9.31)
ve
N A o
E; = [a,+at,j— p=lo-val- B[ +v6x}Az
dp , 4, 04, 0A,
_ B[ 2 at};sv[ A ax} ©32)
=B(&, +vH )

bigiminde elde edilir. Benzer gekilde H alani ise Lorentz doniisiimleri altinda,

a :(@42 _ %j _ (GAZ ; aAyJ:HI 033)
o o y oz
, (04, oA B o . .8
Hy—[a, j P2 (4, ~vo)-p (ax”az)Az
_ofo4, o4, dp o4
"B( oz GxJ by (af at) 634
=B(H, +VE,)

veE

H' :{aAy _%J :B[i+v—a—jAy —BE(Ax —vo)

x' oy ox o oy
04, dp 04,
BL > j+61{5+ atJ (9.35)
=B(H, —VvE))
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olacaktir. Boylelikle,

E' =FE e, +B(E, —vH ,)e, +B(E, +VH )e, (9.36)
ve

H'=H e +B(H,+VE,)e, +B(H, —VE))e, (9.37)

ifadeleri elde edilir. v hizinin x-eksenine paralel olmadigi durumda ise

yukaridaki denklemler,
E’:BE+(1—B)(E—'ZV)V+[3(v><H) (9.38)
v
ve
" =H+0-p) Ly g E) (9.39)

vZ
bigiminde ifade edilir.
9.2. Elektrik ve Manyetik Alanlarin Kompleks Kuaternionik Doniisiimleri
Buraya kadar klasik Lorentz donigiim formillleriyle elde edilen elektrik ve
manyetik alana iligkin denklemleri, Bolim 7° de tamimlanan kompleks
kuaternionik déniigim formiilleri ile de elde etmek miimkiindiir. 7
H manyetik alami ile E elektrik alanim birlestiren M = H +iE

kompleks kuaternionu ele alinsin. Tammlanacak doniigim sonucunda elde

edilecek kompleks kuaternionun da,
M'=H'+IiE’ (9.40)
formunda olmasi beklenir. Ote yandan diger bir Q kompleks kuaternionu,

Q=gq, +iq (©.41)

seklinde tanimlanmak tzere kompleks kuaternionik doniigim formald Boélim 7
deki (7.22) esitligine benzer sekilde,

M’ = QMQ" (9.42)

ile tanimlanur [64]. Bu ifade agilarak,
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M'=[q, +iql[H +iE][q, —iq]
=[q, +iqllq,H +iH.q—iH xq+iq,E - E.q + E x q]
= [g2H + 24, (B xq) — .(H x q) + g x (H xq) - q (H.g)]
+i[q<?E+290(q><H)—q(E-q)—q(E><q)+q><(E><r1)]

(9.43)

elde edilir. Ote yandan ax(bxc)=b(ac)—c(ab) vektor esitliginden
yararlanarak ¢ x (H x q)ifadesi igin,

qx(Hxq)=H(q-9) - q(¢-H) (9.44)
ve g x (E xq) ifadesi i¢in ise,

qx(Exq)=E(q9)-9q-E) (9.45)

yazilabilir. Boylece (9.43) denklemi,

M’ = |g2H + 24, (E x q) - q.(H x q) + H(g.9) — 4 (¢-H) —  (H.q)|

(9.46)
+i[q§E +2q,(gxH)—q(E.q)—q(E ><q)+E(q-q)—q(q-E)]

halini alacaktir. Ote yandan,
q L (Hxq) (9.47)

olduguna gore yukaridaki denklemde yer alan q.(H x q) terimleri sifirdir. (9.46)

denklemi tekrar diizenlenirse,

M’ =[q,H +24,(E xq) - 2q(H.q) + H(¢.9)]

e o (9.48)
+i[q, E+2q,(qxH)-2q(EH)+ E(q.9)]
elde edilir.
(9.40)’ da verilen tanim geregince,
H'=[q; +q.q)H +2q,(E xq) - 2q(H.q) (9.49)
ve
E'=[q¢ +q.q)E +2q,(q x H)—2q(E.H) (9.50)

olmalidir. Bununla birlikte
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=i—
g 2

seklinde tamimlanmak tizere Q = g, +iq i¢in,

Q=gq,+ig=cosg—{sing

oA R v

= cos| I— |- gsin| i—
[5)as(5)
= cosh(gj —1g sinh (gj
2 2

ifadesi verilsin. Burada,

o
q, = cosh(—z—j

A . o
= _Gsinh| =
=-dsin| %)

ve

eslemesi yapilmistir.

cosha =f= !
1-v*
sinh o = —fv
ve
AV
q=—
v

tanimlar1 yapildig1 takdirde (9.49)” da verilen H' ifadesi,

H - I:coshz(%j +sinh (%ﬂf’ - 2“‘”"‘@(
()l

halini alacaktir. Trigonometrik denklemlerden,

cosh o = cosh? [E) +sinh * (E)
2 2

Exvy
v

Jo

(04

)

(9.51)

(9.52)

(9.53)

(9.54)

(9.55)

(9.56)

(9.57)

(9.58)

(9.59)
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ve
sinh ot =2 COSh(%) sinh (%) (9.60)

bilindigine gore H' denklemi,

H' = coshaH - sinh OL(E
y y

akd J 2sinh (ZJ"(HV) (9.61)

seklini alir. Yine trigonometrik denklemlerden yararlanarak,

sinh 2(923) = %(cosha 1) = %(;3 1) (9.62)

ifadesi yazilabilir. Nihayetinde H' igin,

v(H V)

=BH +B(Exv)-(B-D

(9.63)
B y v(Hv) v(H.v)
- - xE)- > } 2

Vv

denklemi elde edilir. Benzer gekilde E’ i¢in,

E':{cosh2(2)+sinhz(gﬂE—2sinh( )cosh[ j{Hxvj
2 2 2 2 %
-2Y s1nh(2j(Evjsinh(%j (9.64)
H xv J 25 nhz( )v(Ev)
v 2 v

esitligi elde edilir. Bu ifade de (9.55) ve (9.56) tanimlari kullanilarak,

= cosha E +sinh oc(

v(E v)

—BH xv)-(B-1
—B{E (v x H)— v(Ev)}_v(E.v)

v2

(9.65)

bulunur. Gorildiigi gibi H' ve E’ igin elde edilen bu denklemler, aligilagelen
Lorentz dontgiim denklemleriyle elde edilen (9.38) ve (9.39) ifadeleni ile
aymdir [64].
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10. KOMPLEKS KUATERNIONLARIN BAZI MEKANIKSEL
UYGULAMALARI

Bu boliimde kompleks kuaternionlar ile donme hareketi incelenecek,

ardindan da ag¢isal momentum kavrami verilecektir.

10.1. Kompleks Kuaternionlarla Dénme Hareketinin Incelenmesi
Sekil 10.1°de verilen 7 yer vektori n birim vektori ¢evresinde © agisi

kadar dondirilerek 7' vektori elde edilsin.

Sekil 10.1 Doénme hareketi

7(x, y, z) konum vektori;
R =1+ir =1+i(xe, + ye, + ze,) (10.1)
kompleks kuaternionuyla tanimlanir Benzer gsekilde 7'(x’, y',z") vektoru de;
R'=1+ir'=1+i(x'e, + y'e, + z'e,) (10.2)

bigimindeki kompleks kuaternionla verilmelidir. 7 ve 7' arasindaki donisim

bagintist;

R’ =ERE’ (10.3)
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ile verilir. Burada E kuaternionu;
E:cosg+nsin9— (10.4)
2 2
bigiminde, E~ ise,
E’ :cos—e——nsin—e— (10.5)
2 2
seklinde tanmimlanmaktadir. (10.3) esitligi daha agik bir formda yazilirsa;
R'= (cos—g— + nsin g) [1+i(xe, + ye, +ze,)] (cos% —nsin g) (10.6)

elde edilir. Bu donigsim sonucu elde edilen nicelik yine bir kompleks
kuaterniondur [121].

Uygulama

F=5i+7j+2k vektorinin { birim vektéri etrafinda  60°

dondurilmesiyle elde edilecek 7' vektorini bulmak i¢in 7 konum vektori,
R=1+i(5e, +7e, +2e,) (10.7)

seklinde bir kompleks kuaternion olarak temsil edilebilir. E kuaternionu;

. 0 . 3 1
E=cosg+nsm—=cos300+el sin 30° =£+e1— (10.8)
2 2 2 2
ile E"ise;
. . . 3 1
E" = cos 2 — nsin & = c0s30° —e,sin30° = ———¢ = (10.9)
2 2 2 2 ‘

biciminde tamimlanmalidir. Bu donigiim sonucu elde edilecek R’ kompleks

kuaternionu;
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R’'=ERE’
=[cos30° +e, sin 30°][1+i(5e, + Te, + 2e,)][cos30° — e, sin 30°]

(3 1 B V3 1
= {7+5e1J[1+1(5e1 +7e, +263)]£7——2—61J (10.10)
={1+i(£e1+5_\/§e2+2+7\/§e3ﬂ

2 2 2

=1+i(2.5¢, +1.6¢e, +7.1e;)

seklindeki bir kompleks kuaterniondur. Yukaridaki esitlige gore yapilan dénme

hareketi sonucu elde edilecek 7' konum vektori ise;

F=25i+16j+71k (10.11)

olacaktir. Bu sonug, s6zii edilen dontgimi tamimlayan diger yontemlerin

kullanilmast durumunda elde edilecek sonugla aynidir.

10.2. Kompleks Kuaternionlar ve Acisal Momentum

Uzay-zamanda konumu R = ¢ +ir kompleks kuaternionu ile verilen

kompleks kuaternionik momentumuma sahip serbest bir parcacigin orijine gore L

agisal momentumu yine kompleks kuaternion formunda,

L=RP" =[t+ir][p, —ip]

(10.13)
=ip, —r.p+r><p+i[p0r—tp]

ile verilir [64]. Gorildign gibi agiksal momentum agikg¢a orijinin konumuna

baglidir. Pargacigin R’ uzay-zamaninda konumu,
R =1 +ir' (10.14)
ise L’ agisal momentumu,

L'=R'P" =[¢'+ir'][p, —ip]

(10.15)
=t'p, —r’.p+r’><p+i[p0r'—tp]

olmalidir.
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R ve R’ pargacigin yolu tizerindeki iki olay olmak tizere R ve R’ de

gozlenen agisal momentumlarin farki igin,

L-L'=RP -R'P"' =[R-R']P"
=[@-1")+i(r—r")llp, —ip] (10.16)
=@~ 1)p, ~(r=r' )p+(r—r)xp+ilp,(r=r')-1p]

ifadesi elde edilir.
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11. DUAL KUATERNIONLAR

Bu boliimde daha 6nce verilen reel ve kompleks kuaternion kavramma ek
olarak dual kuaternion kavramu incelenecektir. Bu amagla dual sayilar ve dual
vektorlerle birlikte dual kuaternionlarin cebirsel 6zellikleri tanimlanacaktir. Ayrica

dual niceliklerin 2x 2, 4 x4 matris temsilleri de verilecektir.

11.1. Dual Sayx
Clifford [122]" un kesfettigi ve daha sonra Study(1891)’nin gelistirdigi bir
A dual sayisi,

A=a+ed (11.1)

seklinde tanimlamir. Burada € dual birim olarak adlandirilir ve &* =0 6zelligi
gosterir. Ote yandan a ve a’ reel sayilar olup a’ ya 4 dual sayisimn reel kismu
a'’ ne de dual kismu denir.

11.2. Dual sayilar Uzerinde Temel Esitlikler

11.2.1. Toplam ve fark

Ele alinan 4=a+¢ga’ ve B=>b+¢gb’ gibi iki dual sayimn toplamu ve farki,
AxB=(a+eayt(b+eb)y=(axth)+e(a'td) (11.2)

ile verilir. Dikkat edilirse reel kisimlar kendi arasinda ve dual kisimlar da kendi
arasinda toplama ve ¢ikarma islemine tabi tutulurlar. 1ki dual saymun toplam ve

farki yine bir dual sayidir.

11.2.2. Dual sayillarin ¢carpim

A ve B dual sayilarim garpumu,
AxB=(a+ea)yx(b+eb)=(axb)+elaxb +a’ xb) (11.3)

seklinde tantmlanur. Iki dual saymin garpimt yine bir dual sayidir.

11.2.3. Esitlik

A=a+ea ve B=b+gb’ dual sayilar olmak lizere eger;
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a=>b (11.4)
ve

a =b' (11.5)
ise A dual sayis1 B dual sayisina egittir. Diger bir deyigle iki dual saymin birbirlerine
esit olabilmesi i¢in reel kisimlar kendi aralarinda dual kisimlar da kendi aralarinda

esit olmalidir.

11.3. Dual Vektorler
a ve d' ug boyutlu uzayda tanimlanan reel vektorleri gostermek tizere A

dual vektort,

—

A=d+ed (11.6)

seklinde iki reel vektoriin kombinasyonu olarak tanimlanur. Ote yandan 4 ve &’

vektorleri,

a=ai+ta,j+ak (11.7)
ve

a=aji+a,j+ak (11.8)

ile verilmek tizere .4 dual vektoriini;

=y

A=d+ed’
=ajita,j+ak+elaji+ta,j+ak] (11.9)
=(m+ea))i+(a,+eay)jt+ (as+eay)k
=Ai+Bj+Ck
seklinde ifade etmek mimkiindiir. Bu ifadede 4, B, C ’nin dual say1 olduguna
dikkat edilmelidir. A bir skaler olmak iizere .4 dual vektorinin bu skalerle

garpimu,
A A=Ad+erd' =AAi+ABj + ACk (11.10)

olup elde edilen nicelik yine bir dual vektordiir. Reel ve dual bilesenleri sifir olan

dual vektore sifir dual vektor denir.
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11.4. Dual Vektorler Uzerinde Temel Esitlikler

11.4.1 Dual vektorlerin skaler carpim
A=d+ed ve B=b+¢b' dual vektorlerinin skaler(ig garpimi) (4, B) ile
gosterilir ve

(A, By=(a+ed,b+eb"y=(@b)+e[(d,by+(d,b")]

. Ll (11.11)
=a.b+efa'.b+ab’

seklinde tammlanir.

11.4.2. Dual vektorlerin vektorel carpimi

A=G+ed' ve B=b+eb' gibi iki dual vektoriin vektorel garpimu A x B

ile temsil edilir ve bu ¢arpim;

AxB=(G+ed')x(b+eb')=axb+e[(@xb')+(@ xb)] (11.12)

ile verilir.

11.4.3. Dual vektor egitlikleri
Reel vektorler igin gecerli olan egitlikler dual vektorler igin de aynen

gecirlidir [123]:

(AxB, CY=(BxC, Ay =(Cx A,B) (11.13)
(AxB,C)=(A, BxC) (11.14)
Ax(BxCY+Bx(Cx A)+Cx(AxB)=0 (11.15)
(AxB, CxD)y={(A4, C)(B, D)~(A, D)(B, C) (11.16)
Ax(BxCy=(A, C)B-(A, B)C. (11.17)
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11.5. Dual Kuaternionlar
Dual vektorler iki reel vektoriin kombinasyonu olarak tamimlanmugti. Benzer

sekilde, ele alinan bir Q dual kuaternionu;
9= 4.6, +9,€ +q,&, +q;€;
ve
q' = q.¢, T qie, +qse, +gie,
gibi iki reel kuaternionun kombinasyonu olarak;

Q=q+eq
=[g,e, +q,e +q,e, +q,e;]1+e[q.e, +q/e, +q,e, +q,e,]
=(g,t€qs)e, +(gq,+€9))e, +(g,+€q;)e, +(g;,+€q;) e,

=0.e,+0,e,+0,e,+0; e,

(11.18)

bigiminde tammlamur. Q,,0,,0, ve O, dual sayilanna Q dual kuaternionunun

bilesenleri olarak adlandirilirlar. Reel kuaternionlarda oldugu gibi bir Q dual

kuaternionu,

SQ=Qoeo (11~19)
ve

Vo=Q=0e +0,e,+0Q,e, (11.20)

bigiminde tanimlanan skaler ve vektorel kisimlara ayrilarak,
Q=So+Vq (11.21)

seklinde ifade edilebilir. (11.19) ve (11.20) tamimlarindan anlasilacag: izere bir dual
kuaternionun skaler kismu bir dual sayi, vektorel kismu da ashinda dual bir

vektordir.
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11.6. Dual Kuaternionlar Uzerine Temel Esitlikler

11.6.1. Dual Kuaternionlarin Esitligi

Ele alinan P ve Q gibi iki dual kuaternionun reel ve dual kisimlart,

S = Sq (11.22)

ve

Ve=Vq (11.23)
seklinde kargilikh olarak esitse bu iki dual kuaternion esittir.

11.6.2. Toplam ve fark
P ve Q gibi iki dual kuaternionun toplam veya farki, kargilikli olarak reel

ve dual kisimlarinin toplamuina veya farkina egittir:

P+Q=(Sp+So)+ Vo)

(11.24)
=(PoteQye, +(PxeQ)e +(P,xe0,)e, +(P;xe0))e;.
11.6.3. Dual kuaternionlarin ¢carpim
P ve Q dual kuaternionlarimin ¢arpim;
PQ=[p+ep'll(a+eq’']=pa+e(pq’'+p'q) (11.25)

seklinde tammlanir. Dual kuaternion ¢arpim sonucunda elde edilen nicelik yine bir

dual kuaterniondur. Bununla birlikte,
PqQ' +p'q=0 (11.26)

ise PQ garpimu reel kuaterniona indirgenir.

Ote yandan (11.18)’ de verilen dual kuaternionlarin tammindan yola gikarak

P ve Q dual kuaternionlarimin g¢arpimmn,

PQ=[P,e, + P][Q,e, + Q]

(11.27)
=Po Gyt PoQ+ 0O, P-P.QR+PxQ

seklinde ifade etmek mumkiindir. Gorildigi tizere bu garpim, klasik kuaternion

carpim kuralina uyar.
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Dual kuaternion ¢arpimi degisme Ozelligi gostermez, fakat dagilmh ve

bilesimlidir:
P(Q +R) =PQ+PR (11.28)

P(QR) = (PQ)R . (11.29)

11.6.4. Dual kuaternionlarin eslenigi

Dual kuaternionlarda eglenik kavramu reel kuaternionlara benzer sekilde

ifade edilir. Bir Q dual kuaternionun eslenigi Q" ile gosterilir ve

Q* = q* + gq,,k =Qoeo -Q :Qoeo —Q1el _Qzez "Q3e3 (1130)

seklinde tammlamr. Ote yandan dual kuaternionlar ile dénme ve oteleme

ifadelerinde sik¢a kullanian dual eglenik,

QC :q_gq’
=[q.e, + g€, +q,e, + q;e;1-€[qe, +qie, +q;e, +qie;]  (11.31)
= (610“8413)30 +(q1"'8q1,)e1 +(Q2_8q;)ez +(q3_8q;)e3

ile Q dual kuaternionunun egleniginin dual eglenigi ise;
[Q'1°=q —&q"
=[q.€, — q.€, — 9,€, —q;€;1-€lqee, —qie, —q; e, — g5 e5] (11.32)
=(9,—€90)¢ — (@1 —8q) e, — (9, - 89:)€, —(4:—€43) e

seklinde tamimlanir.

P ve Q dual kuaternionlar olmak tizere, toplaminin eslenigi

P+Q) =P +Q’ (11.33)

ile verilir. P ve Q gibi iki dual kuaternionun garpimunn eglenigi ise;

(PQ)" =(pq) +e(pq'+p'q)’
=q'p +e(q"p +q'p")
=(q" +eq”)+(p" +ep”)
o

(11.34)

olacaktir. Diger taraftan bu dual kuaternionlar igin,
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PQ)°® =P°Q° (11.35)
ve

[(PQT" =[Q'I[P'T (11.36)
bagmtilar: yazilabilir.

11.6.5. Bir dual kuaternionun normu

Bir Q dual kuaternionun normu N, ile gosterilir ve reel kuaternionlarda

tanimlandig gibi kendisi ile egleniginin garpimina esittir:
No=QQ =Q'Q=0;+0+0;+0;. (11.37)

Q dual kuaternionunun normu dual bir sayidir. P ve Q dual kuaternionlarinin

garpiminin normu igin;
N = (PQ)(PQ)' =PQQ'P" = N; N, (11.38)

ifadesi yazilabilir.
Normu birim olan dual kuaterniona birim dual kuaternion denir. Birim dual

kuaternionun reel kismu bir, dual kismu ise sifirdir. Dolayisi ile,
o +q; +9; +q; =1 | (11.39)
ifadesi yazilabilir.

11.6.6. Bir dual kuaternionun tersi

Dual kuaternionlarn tersi, reel kuaternionlarda tanimlanan ifadeye benzer

sekilde tammlanir ve Q™ ile gosterilir. Ele alinan bir Q dual kuaternionunun tersi;

Q'l = _Q_*: Qoeo —le elz_Q22e2 _2Q3e3 (1140)
NQ Q0+Q1+Q2+Q3
bagintisi ile verilir. Bu ifade reel ve dual kissmdan olusur. Q™ ’in reel kismu;
Re{Q-1}=%eo_qlel'%ez"qsez (11.41)

G+q, +4,+ 4
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ve dual kismu igin

1. i€, —qie, —q.e, —q.e
DU{QI}: 0-0 qu ]2 q22 2 - 373
9t 4q +9,+9;
29090 + 9.9 + 4295 +9:95)
4o+ @+ +45)

(11.42)
(90€ —q,€, — 9,8, — q;€5)

ifadeleri yazilabilir [123]. Reel kuaternionlarda oldugu gibi dual kuaternionun tersi
ile kendisinin ¢arpimi bir’ e esittir:

QQ'=Q'Q=1. (11.43)
(11.40) denkleminden yararlanarak;

N Ng' =1 C(11.44)
ve

NG = (11.45)

1
Nq
bagintis1 elde edilebilir.

11.6.7. Dual kuaternionlarin boéliimii
Reel kuaternionlarda tammlandigi gibi, Q0 olmak tizere bir P dual
kuaternionunu bir Q dual kuaternionuna bélmek igin P’yi Q' ile carpmak

gerekir. Fakat dual kuaternion ¢arpimu degisimli olmadigindan bu garpma iglemi iki
turliidir. Bu nedenle P’yi Q ile iki tiirlii bolmek gerekir.

Sagdan bélme: PQ™ (11.46)
Soldan bolme: Q™' P (11.47)

Bolme iglemi sonucunda elde edilen nicelik yine bir dual kuaterniondur.

11.7. Dual Kuaternionlarmm Matris Temsilleri
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11.7.1. Dual sayilarin 2 x 2 matrislerle gosterimi

Daha onceki bolimlerde reel ve kompleks kuaternionlarn 2x2, 4x1,
4x 4 ve 8x8 matris temsilleri tanmmlanmigti. Bu bélimde dual kuaternionlar gesitli
matrislerle ifade edilmeye galigilacaktir. Literatiir incelendiginde ¢zellikle donme ve
oteleme hareketi yapan sistemlerin temsili olmak tizere pek c¢ok dual kuaternionik
matris uygulamasi oldugu gorulmektedir [124-130].

Ele alman bir A4 = a+ea’ dual sayisy,

a a
A:{O a} (11.48)

seklinde verilen bir 2 x 2 matris ile gosterilir. Matrisin elemanlari olan a ve a'’niin
dual sayilarin tanimut geregince reel sayiar olduguna dikkat edilmelidir. Bu
tamumdan yola ¢ikarak dual birim ¢ reel kismu sifir, dual kismu bir olan asagidaki
2 x 2 matris ile temsil edilir:

0 1
e= [0 O}' (11.49)

& dual biriminin tanim geregince £ = 0 olmalidir. Gergekten de € ’yi temsil eden

yukanidaki matris,

{0 1}[0 1} {o 0}
ge= = (11.50)
0 oflo o] |0 o

bagmtistm saglar. Ote yandan ele alman diger bir B=b+gh’ dual sayis1 da
(11.48)’ de verilen tanim geregince,

b b
B:{O b} (11.51)

matrisi ile temsil edilir. Reel matrisler igin gegerli olan tanimlar dual matrisler igin
de gecerlidir.
Dual sayilar Uzerine tanumlanan iglemler dual matrislerle izomorftur.

Omegin A ve B dual sayilar olmak iizere,

99



J(A+AB) = f(A)++L f(B) (11.52)

seklinde tammlanan bir fonksiyon dual matrisler kullanilarak da,

a+Ab a +Ab’ a a b b
A+AB)= = + A 11.53
e LA

ayni sonucu verir.
Dual saylar igin tammlanan (11.3) carpim bagintist 2x2 matrisler

kullanilarak da,
AB - a a'l|b b _|ab ab'+a'b (11.54)
o all0 B| |0  ab '
seklinde elde edilir.

11.7.2. Dual kuaternionlarin 4 x4 matrislerle temsili

Bolim 6°da bir q=gq,e, +q,e +q,e, +q,e, reel kuaternionu, baz
elemanlan e,, e, e, ve e, i¢in tammlanan 4 x4 matrislerden yola ¢ikarak elde
edilen 4x4 bir matris ile temsil edilmisti. Q =q+&q’ dual kuaternionu da tanmi
geregince, Bolim 6’ da (6.19) ve (6.22) esitlikleri ile verilen q ve q' reel

kuaternionlarina karst gelen;

9y q, q, q;

—q q —-q q
Q= q,Q, + qul +4q,Q, +q3Q3 = 1 ° ’ ?
—q, 4 9 — 4

-4 —4, 4, 90
ve

9% 4 9 9
b : : : 4 % —4% 4
Q'=g,Qy +91Q, +4,Q, +4:Q; = _qi qz q; g

14

-q; —q9, 4 94

matrislerinin bir kombinasyonu olarak,
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Q=Q+eQ

=[9,Qo +9,Q, +2,Q, +4:Q;1+e[9,Q, +9/Q, +7;Q, +7:Q,]

9o a4

_ ~4 9o
—4 4
49 —4
9o +E9q

_| ~9 e
~q, &4,
—4q; —eq,
0 G
0@ o
-0, 0O
-0, -0,

9 9 % @& 9 G
LI I —qf qé —?é q;,
9 -4, — 4, qs 9o -4
9 9 -4, —9 9 9
g +teqy g, teq, g +Eq;

9o t€q9 —q;—tq; q,+Eq,
q;+€q; g, teq, —¢q,—¢&q
—q,—€q;, ¢ +eq g, +Eq,

0, 0,

9% O (11.55)
Qo —Ql

0 GO

seklindeki 4 x4 bir matrisle temsil edilebilir. Gortaldiigi gibi elde edilen dual matris

reel formdaki matrisle sekil bakimindan aym olup, aradaki fark sadece Q dual

matrisinin elemanlarimin dual sayilardan olugmasindan kaynaklanmaktadir.
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12. DUAL KUATERNIONLARLA DOGRULARIN ANALIZI

Bu boliimde dual kuaternionlarin en 6nemli uygulama alanlarindan birisi
olan vidasal yerdegistirme hareketi incelenecektir. Bu amagla o6nce dual
kuaternionlarla bir dogrunun nasil tanimlanabilecegi agiklanacak, daha sonra ise
dogru donigimlerinin analizi yapilacaktir. Ayrica bu doniiguimlerin 4x4 dual

matrislerle nasil ifade edilebilecegi gosterilecektir.

12.1. Dual Kuaternionlarla Bir dogrunun Tanimi
Ug boyutlu uzayda bir dogrunun gosterimi igin alti Pliicker koordinat:

kullanilir. Bu alt1 koordinat p ve p, gibi iki reel vektoriin bilesenleridir.

N

Sekil 12.1. Bir dogrunun gosterimi

[k birim vektér p, verilen dogrunun ti¢ dogrultman kosiniisi p,, p, ve
p; ile belirlenir. Bilesenleri p;, p, ve p, olan ikinci vektdr p, ise dogrunun

orijine goére momentidir. Boylece,
Do =FXp (12.1)

ile tanimlanir. Burada 7, dogru tzerindeki herhangi bir noktanin konum

vektorudir. p birim vektori, 7 konum vektori ve p, momenti,

P =Dpe + D€, + p.e,, (12.2)
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r=re +re, +r.e, (12.3)
ve

Po = Pie, + pye, + pie; _ (12.4)
vektor kuaternionlartyla temsil edilsin. Bu tamimlara ilaveten, alti Plicker
koordinati1 asagidaki iki bagintiy: saglar:

PPy = PP+ P, + Py ps =0 (12.5)

pp=p+p,+p; =1 (12.6)

Yukaridaki bagintilardan gorilecegi gibi bir dogru dort serbestlik derecesine
sahiptir. Bu alt1 koordinati verilen dogruyu ii¢ reel dogrultman kosinisi ile

iligkilendirmek yararli olacaktir. Taylor serisinden yola ¢ikarak,

cos(a, +ed,) = cosa, —&d, sina, = p, +&p; (12.7)
cos(o, +&d,) =cosa, —ed,sino, = p, +€p, (12.8)
cos(a, +ed,) = cosa, —&ed, sina, = p, +&p] (12.9)

bagmtilar1 yazilabilir [86]. p,+ep,, p,+ep, ve p,+ep,;’ dual sayilarina

dogrunun dual dogrultman kosiniisit denir ve P birim dual kuaternionunun g

bilesenini olugtururlar. P ise,

P=p+ep,
=[p,e, + p,e, + p;e;1+€[ple, + pre, + pie, ] (12.10)
=[p, +ep/le, +1p, +ep;le, +[p; +epsle;
= Plel +Pzez +P3€3

seklinde tanimlanir ve

o P P P

3

-5 0 - P, Pz
P:EQ1+P2Q2+P3Q3: _P P O '—_P
2 3 1

_P3 _Pz Pl 0

(12.11)

dual matrisi ile temsil edilir.
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Gergekten de P’ nin normu ig¢in,

N, = PP
:([pl+8pll]e]+[p2+8p;]e2+[p3+8p;]e3) (12 12)
(~Lp, +epile, ~[p; +epile, —[p; +ep}les)
= (Be, +Pe, + Pe;)(-Pe, ~Pe, - Pe,) =B’ + P + P
bagintisi elde edilir. Yukanidaki egitlik matrisler kullanilarak da,
(0 PP P NO -AB -P -P
- |~R 0 B R |R 0 P -P
—-F, P 0 -PA|F -F 0 P
- P3 - Pz P] 0 P3 Pz _‘P] 0
(P*+P?+P? 0 0 0
B 0 P?>+P}+P} 0 | 0
0 0 P*+P} +P; 0 (12.13)
0 0 0 P*+P}+P}
=B’ +F + P,
elde edilir. Bu matrisin izinden,
1 - 1 -
N, = ZTr(PP )= ZTr(P P) (12.14)

bagintis1 yazilabilir.

Ote yandan (12.12) ifadesindeki dual sayilarin kareleri agilarak,

Ny =[p, +ep|T +[p, +ep;]1 +(p; +epi T’
=p2+p2+pl+2(p,p' +p,p + Ppl) (12.15)

+eX (" + )+ p)

bulunur. Diger taraftan €” =0 oldugundan son terim sifir olacaktir. (12.5) ve

(12.6) esitliklerinin 15181nda yukaridaki esitlik i¢in,
Ny =p] +p; +p; =1 (12.16)

bagmntis1 elde edilir. P dual kuaternionunun normu bir olduguna gére P birim

dual kuaterniondur.
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12.2. Dogru Doniisiimleri

Buraya kadar bahsedilen dual kuaternion tanimlarn birim dual vektorlerin
doniisimimde kullanilabilir. Bir birim dual kuaternion bir birim dual vektor
Uzerine etkidiginde, bu vektor uzaydaki dual eksen boyunca vidasal bir

yerdegistirmeye maruz kahr. Bu vidasal yerdegistirme,

£=0+es (12.17)

seklindeki dual bir say: ile temsil edilir. Burada “@” sozii edilen dogruya gore
donme agis1 ve “s” ise ayn1 dogru boyunca yapilan 6telemedir. Boylece bir Q

birim dual kuaternionu,
- cosZ +msin & 12.18
Q(8, 5) =cos=+msin (12.18)
2 2
ile temsil edilir. Burada 7,

n=1[q, +eq/le, +[q, +eq;le, +[q; +eq; e, (12.19)

seklindeki birim dogru vektoridiir. 5 birim dual vektdriiniin bilesenleri igin,

(4, +eq]]* +[q, +2q;]* +[q; +2q;]" =1 (12.20)
bagintis1 yazilabilir [86].
Dual vektorler sekiz boyutlu reel vektor uzayr olustururlar. Q(6, s) dual
kuaternionu herhangi bir P dual birim vektor kuaternionu tizerine etkidiginde 5’e
gore @ gibi bir agiyla ve 5 boyunca “s” kadar bir yol boyunca vidasal bir hareket

yapar. Bu doniigim,

P’ =Q(0,s)PQ” (6, s) (12.21)

ile verilir [131-132].
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12.3. Dogru Doniisiimlerinin Analizi
Bu boluimde (12.21) ile tanimlanan esitlik agilarak biraz daha etkin

sonuglara ulagilmaya ¢aligilacaktir. Q , birim kuaternion olmak iizere;

Q=0,+Q (12.22)
seklinde tanimlansin. Burada Q,, Q’ nun skaler kismuidir ve dual sayidir. Q ise

Q’ nun vektorel kismini temsil etmekte olup dual bir vektordir. Q nun tersi Q™

ile gosterilmek tizere,

Q' =0,-Q=0,-0¢ ~0,e,-Qse, (12.23)
bigiminde verilir. Q birim dual kuaternion oldugu i¢in,

O +Q* =05 +07 +0; +0; =1 (12.24)

bagintisini saglar.
Ote yandan P’nin vidasal yerdegistirmesi (12.21) denklemiyle

tanimlanmigti. Bu ifade daha acik bir formda,

P'=QPQ’ =[0, + QIP[Q, - Q] (12.25)

seklinde ifade edilebilir. P dual vektor kuaternion oldugundan daha o6nce

tanimlanan dual vektorlerin ¢arpimina iligkin kurallardan yararlanilarak bu ifade,

P'=QPQ" =[0Q, +QIP[Q, - Q]
:[QO+Q][QOP+P’Q_PXQ]

= 0o P +0,(P.Q) -0, (PxQ)~ 0 (Q-P)+ 0, (R P)+ Q(P.Q) (1220
+Q.(PxQ)~Qx(PxQ)
formunu alacaktir. Yukaridaki denklemlerde, Q L (P x Q) oldugundan,
Q(PxQ)=0 (12.27)
yazilabilir. Bazi kisaltmalardan sonra P’ igin,
P'=QrP+20,(QxP)+Q(P.Q)-Qx(PxQ) (12.28)

genel ifadesine ulasilir. Vektorel esitliklerden,
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Qx(PxQ)=P(QR.Q)-Q(Q-P)

) (12.29)
=(1-Q")P-QQ-P)
bagintisi yazilabildigine gore (12.28) denklemi,
P'=Q;P+20,(QxP)+Q(P.Q)-(1-Q*)P -Q(Q.P) (12.30)

= (202 -1)P +20,(Q x P) +2Q(P.Q)

haline gelir. P’ dual kuaternionu da birim dual kuaterniondur.
(12.30) denklemini daha agik formdaki matrislerle temsil etmek de

mimkindir. Bu matris ifadesi ise,

B (20:-1 0 o (A o -0, 0,7
B = 0 2Qoz_l 0 P, |+20, O; 0 -0 |5
Ps’ 0 0 2Q§ AL - Qz Ql 0 F
o, g
+20,|0 0, G) A
0, 5
205 -1 0 0 (P
= 0 207 -1 0 P,
0 0 202 -1\ P,
20; =200, +20,0, 20,0, +20,0; \( A
+ 20,0, +20,0, 20, —20,0, +20,0; || B,
- 2Qo Qz + 2Q1 Qs 2Q0Q1 + 2Q2Q3 2Q32 P3

(12.31)

olmalidir. Gerekli matris ¢arpimlarindan sonrasinda,

])1’ 1- 2(Q22 + Qs'z) 2(Q1Q2 - QOQ3) 2(Q1 Q3 + Qon) ‘Pl
P1=12(010, +000;) 1-2(0F +0F) 20,0, - 000, || P, | (12.32)
le Z(Ql Q3 - Qon) 2(Q2Q3 + QOQI ) 1- 2(Q12 + sz) P3

ifadesine ulagilir. Bu ifadede P, P’ ve T matrisleri sirasiyla,
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A
P=|P, (1233
P,

P'=|P (12.34)
‘P3/

1- 2(Q22 + Q;) 2(Q1Q2 - Qon) 2(Q1Q3 + Qon)
T=|200,+0,0;) 1-200'+0") 2020, -0:0, (12.35)
20,0, -0,0,) 22,0, +0,0))  1-2(07 +07)

seklinde tanimlanmak iizere,
P=TP (12.36)

matris ifadesi yazilabilir. T' matrisi dual ortogonal bir matris olup p birim dual

vektortiniin vidasal yerdegistirmesini ifade etmektedir [86].
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13. DUAL KUATERNIONLARLA ELEKTROMANYETIZMANIN
REFORMULASYONU

Literatiirde elektromanyetik denklemleri ifade etmek igin birgok metot
mevcuttur. Vektorler haricinde bu metodlarin birisi de kompleks sayilar
kullanmaktir. Shen ve Kong [133], Maxwell denklemleri de dahil olmak iizere
zaman harmonik nicelikleri fazor notasyonu ile temsil etmistir. Ikinci metot, dort
vektorleri kullanmaktir. Kyrala [117] elektromanyetizmanin ilgili denklemlerini
dort vektorlerle ifade etmistir. Ugiincii metot ise kompleks kuaternionlardan
yararlanmaktir. Imaeda [57] klasik elektrodinamigi kuaternionlar teorisini
kullanarak incelemistir. Negi ve arkadaglar1 [58] Maxwell denklemlerini
kompleks kuaternionlarin yardimiyla kompak formda elde ettikten sonra
matrislerle de agik formda ifade etmiglerdir. Lambek [59] ise ozel rolativite
teorisini ve Maxwell denklemlerini yine kompleks kuaternionlarla incelenmistir.
Dordinci metot ise kuaternionlarla yakin iligkisi olan Clifford cebirini
kullanmaktir. Gsponer ve Hurni [62] bu cebiri kullanmanin pargacik fiziginde ve
Maxwell denklemlerinin formiilasyonunda tatmin edici faydalari oldugunu ifade
etmiglerdir.

Literatir incelemelerinde dual kuaternionlarin genel olarak dinamik ve
kinematik uygulamalari olduéu gorilmektedir. Bu boliimde
elektromanyetizmanin klasik denklemleri ve Maxwell denklemleri ilk defa dual
kuaternionlar kullanilarak incelenecektir.

Elektromanyetizmamin klasik denklemleri Bolim 8’de  kompleks
kuaternionlarla ifade edilmisti. Bu béliimde ise ilgili esitlikler dual kuaternionlar

kullanilarak elde edilecektir.

13.1. Temel Tanimlar

Maxwell denklemleri fizigin en 1yi bilinen esitliklerinden birisidir. Bu
esitlikler yiuzyildan fazla bir zaman oOncesinde ifade edilmesine karsin halen
elektromanyetizmanin temel taglarindan birisidir. Bu ¢aligmada birimsel agidan
bir kargasaya yol agmamak ve daha basit bir gosterim i¢in, e=pu=c=a=1
alinacaktir.  Maxwell  denklemlerinin  dual  kuaternionlarla  yeniden

formilasyonunda kullanilmak tzere birka¢ yeni dual kuaternionik terimin
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tamimlanmasina ihtiyag vardir. Bunlardan birisi olan dual kuaternionik D
diferansiyel operatorii,

D:V+s—a—: ie1+ie2+—a—e3 +82 (13.1)
ot |ox oy Oz ot

seklinde ifade edilsin. Diger bir yeni dual kuaternion olarak ise; biinyesinde hem

elektrik alan1 hem de manyetik alani barindiran M dual kuaternionu,
M=-E+eld =-[E e, +E, e, +E e]+e[H e +H, e, +H, e] (13.2)
seklinde tanimlansin.

13.2. Dinamik Alanlar
D dual kuaternionik diferansiyel operatoriinin M dual kuaternionu

lizerine etkisi,

DM=I:V+8—§;}[—E+SH]

(13.3)

=V.E—VXE+8{—86£~V.H+V><HJ
t

seklinde olmalidir. V.H , V.E, VxH ve VxE igin Bolim 8’de (8.18)-(8.21)
esitlikler1 ile tamimlanan Maxwell denklemlerinden yukandaki ifadede

yararlanarak,

bagintis1 elde edilir. Gorildiigi tizere bu etki sonucu, elektrik alana iligkin p, yik

yogunlugu ve manyetik alana iligkin J akim yogunlugunu kolaylikla elde
edilmektedir.

13.3. Statik Alanlar:
Elektromanyetik alanlar genel olarak uzay ve zamamn fonksiyonudur.

Fakat bazi hallerde bu alanlar zamana bagli olarak degismez. Bu durumda

Maxwell denklemleri,

VxE=0 (13.5)
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VxH=J (13.6)
V.E=p, (13.7)
V.B=0 (13.8)

bigiminde ifade edilir. Bu takdirde (13.4) ifadesindeki zamana bagli olan aa_I;T

terimi yok olacagindan dual kuaternionik esitlik,
0
DM={V+86—}[—E+8H]=;)V+8J (13.9)
¢

bigimini alacaktir.
p, yuk yogunlugu ile J akim yogunlugunu (13.2) ifadesine benzer

sekilde dual kuaternionik bir formda birlestirmek miimkiindiir:
S=p,+eJ=p,+e[J e +J,e,+/,e]. (13.10)
Bu takdirde (13.4) ifadesi,

pm=H g (13.11)
ot

seklindeki ve (13.9) ifadesi de,
DM=S (13.12)

bigimindeki kompak formlara indirgenir.

13.4. Siireklilik Denklemi
(13.1) denklemi ile verilen dual kuaternionik diferansiyel operatoriiniin

eslenigi,

D*:V*+sg: —iel—ieq—ge3 —iLs2 (13.13)
Ot Ox dy - Oz ot

seklinde tanimlanmalidir. Yukarida verilen (13.4) denklemine benzer gsekilde

D" =V" +£0, operatoriiniin S =p, +&J dual kuaternionu iizerine etkimesiyle,
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D*S:[V*+8%}[p‘,+SJ]:{§§7”+V.J—V><J} (13.14)

elde edilir. Bu esitligin skaler kisma,

. . 0 op
ScD*S]=|V* +e— |[p, +eJ]= —
c[D"S] { saJ[pv eJ] Py

+V.J (13.15)

sifira esit olup siireklilik denklemi adini alir. Bu esitlik Maxwell denklemlerinin

en 6nemli sonuglarindan biridir. Dolayisi ile (13.15) denklemi,
. « 0
Sc[D S]=|V +85 [p, +eJ]=0 (13.16)

halini alacaktir.

13.5. Dual Kuaternionik Elektromagnetik Potansiyel
Maxwell denklemlerinin diger bir sonucu da elektromanyetik bir
potansiyelin varligi durumunda ortaya cikar. (13.10) esitligine benzer sekilde

elektriksel ytikli bir pargacigin elektromanyetik potansiyeli,
P=A-cp=[4,e +4e,+4,e;]-¢c0¢ (13.17)

dual kuaternionu ile tamimlanacak ve dual kuaternionik elektromagnetik

potansiyel adi verilecektir. A ve ¢, Bolim 8’de de belirtildigi gibi sirasiyla

elektromagnetik potansiyel ve elektriksel potansiyel adin1 alir.
(13.1) denkleminde verilen dual kuaternionik diferansiyel operatoriiniin

dual eslenigi,

D¢ :V—eg: —Q—el +ie2 +ie3 —8—8— (13.18)
o | ox oy oz ot

seklinde tanumlanir. (13.14) esitliginin elde edilmesinde izlenen yonteme benzer
sekilde D° =V —e0, operatorii P=A—g¢ dual kuaternionik elektromagnetik
potansiyeli izerine etkidiginde,

0 oA
DP=|V-e—|[A-col=VxA+e|-Vip—— 13.19
{ 881}[ ep]=Vx 8[ ® az} ( )
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bagintisini verecektir. Bu egitlikte,

H=VxA
ve

o4
E=—tp-2
AP

tamumlart kullanilarak,
. 0 -
D P:[V—a—é;}[A—scp]:HstE (13.20)

elde edilir. Goruldugi gibi D° =V —-g0, operatorinin P=A4—-g¢ Uzerine

etkimesi H magnetik alaninin ve E elektrik alaninin belirlenmesine olanak

saglamaktadir.



TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Giris bolimunde ayrintili olarak verildigi gibi Hamilton tarafindan
kesfinden itibaren kuaternionlar fizigin cesitli alanlarinda kendisine uygulama
alani bulmustur. Son yirmi yil igerinde 6zellikle teknoloji alanindaki gelismeler
kuaternionlarin robotik ve bilisim sistemlerinde yaygin olarak kullanilmasina
olanak vermigtir. Tam bu gelismelere ragmen bir¢ok bilim adami kuaternionlarin
gercek anlamda hak ettikleri konumda olmadiklarimi diginmektedir. Bu
yorumlara katilmamak miimkiin degildir. Literatiir incelendiginde kuaternionlarin
bugiin fiziksel niceliklerin temsilinde en yaygin olarak kullanilan vektorlerin
dogusuna neden oldugu goérilmektedir. Dolayisi ile vektor uzaymi da kapsayan
kuaternionlarin fiziksel dinyada c¢ok daha yaygin bir sekilde kullanilmast
beklenirken bu beklentilerin tam manasi ile gergeklesmedigi gorilmektedir. Fakat
bu durum kuaternion cebrindeki gelismelere paralel olarak olumlu anlamda
degisme gostermektedir. Bilimsel literatiire bu anlamda bagta Feza Girsey olmak
tizere Tiurk bilim adamlarinin katkisinin da oldugu goériilmektedir [76, 134-136].

Dért boyutlu reel kuaternion uzayindan sekiz boyutlu kompleks ve dual
kuaternion uzayina gegisle birlikte, bilim tarihinin yapi taglar olan birgok fiziksel
esitligin kuaternionlarla daha 6zli ve daha kolay bir gekilde ifadesi mimkiin
olabilmektedir. Boylece bu tezin amaglan arasinda Yer alan fizigin ¢ok iyi bilinen
yasalarinin kompleks ve dual kuaternionlarla temsili gergeklesebilecektir.

Bu tezde ilk olarak kompleks ve dual kuaternionlarin temel yapilart olan
reel kuaternionlarin tanimlari verilmig, cebirsel Ozellikleri incelenmigtir. Reel
kuaternionlarin matematiksel agidan kullamim kolayligini saglamak amaciyla
matrislerle nasil temsil edilecegi, bu matrislerin saglayacagi ozellikler ayrintili
olarak da verilmigtir. Bu sonuglar, reel kuaternionlarn ti¢ boyutlu vektor uzayi ile
uyumlu bir birliktelik yaratabilecegini gostermektedir. Matris temsillerinin
verilmesi ile de matematiksel anlamda reel kuaternionlarin kullanilmasinin
faydalan ortaya ¢ikmugtir. Ciinkii dort farkli nicelige sahip bir kuaternionu temsil
etmek icin on alt1 eleman1 olan bir matrise ihtiyacimiz vardir. Ozellikle dénme ve
Oteleme hareketi yapan sistemlerde birbirlerinin ardi sira matris garpimlarina
ihtiya¢ bulundugu distnildiginde sayisi yizlerce ifade edilebilecek ¢arpim

islemlerine ihtiyag duyulacagi gorilecektir. Oysa aym islemi, nicelikler:
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kuaternionlarla temsil ettikten sonra yapmak daha az zahmetlidir ve daha az
zaman alir.

Goreceli hareketin temellerine iligkin tamimlar Diinya’nin  evrenin
merkezinde hareketsiz olarak bulundugunu ve uzaydaki herseyin Dunya’ ya gore
goreceli olarak hareket ettigini 6ne siren Aristotales’ e kadar uzanmaktadir.
Aristotales’ den giiniimiize kadar olan bu tartigmalar mutlak uzay ve mutlak
zamandan ziyade birbirlerinden bagimsiz olmayan, aksine birbirlerinin igerisine
gegmis uzay-zaman kavraminin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Klasik mekanik
yasalarina gore uzay, zaman ve maddeden olugan fiziksel evren, yeni bir uzay-
zaman tanmiminin ortaya g¢ikmasiun ardindan artik uzay-zaman ve madde
kavramlan ile ifade edilmeye baslanmistir. Ozellikle kompleks kuaternionlarin
rolativistik mekanikteki uygulamalannin anlagilmasi bakimindan tezin uzay-
zaman kavraminin yer aldig1 boliimiinde kisaca Galileo ile Lorentz dontgtimlerine
deginildikten sonra Oklitsel ve oOklitsel olmayan uzay kavrami, dort boyutlu
Minkowski uzayinin Ozellikleri incelenmigtir. Bu incelemeler daha sonraki
bolimlerde kompleks kuaternionlar kullanilarak elde edilen sonuglarin
kargilagtirilmasi bakimindan yararli olmugtur. Déntisgim formilleri ile elde edilen
Lorentz donigimlerinin alternatif bir yontem olarak Cayley-Klein parametreleri
ve reel kuaternionlarla da elde edilebilecegi de ispatlanmusgtir.

Kinematikte en ¢nemli problemlerin birisi de kiiresel yerdegistirme ve
hareketin gosterimidir. Kompak yapilart ve basitligi nedeniyle en iyi yollardan
birisi de Euler parametrelerini kullanmaktir. Euler parametrelerinin dort bilegeni
eger bir birim vektor kuaternion olarak ifade edilirse, kiiresel harekete iligkin
agisal huz ve ivme bagintilar kolaylikla elde edilebilmektedir.

Kuantum mekaniginin ortaya ¢ikigindan sonra Pauli spin matrisleri
kuaternionlarin baz elemanlari olarak kullanilarak bir¢ok kuantum mekaniksel
terim yeniden ifade edilmigtir. Tezde, kuantum mekaniginde yer alan operator
kavramina kisaca deginilerek, kuantum mekaniksel operatorlerin kuaternionlarla
da ifade edilebilecegi gosterilmigtir. Elde edilen sonuglara gore; bu operatorler
klasik kuantum mekaniksel operatorlerle hemen hemen aym o&zellikleri

tagimaktadir.
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Sekiz reel bilesene sahip kompleks kuaternionlar fizigin ¢ok iyi bilinen
bazi1 yasalarinin ifade edilmesinde oldukga yararhdir. Bu amagla kompleks
kuaternionlarin cebirsel 6zellikleri incelenmis, ardindan 8x8 izomorfik matris

[ 5]
1

temsilleri de verilmigtir. Tanimi geregince iki reel kuaternionun kompleks
sayist ile birlestirilmesi ile ortaya g¢ikan bu yapi, uzay-zaman niceliklerinin
temsilinde kritik rol oynamaktadir. Bu yap1 sayesinde dort boyutlu uzay-zaman
kavrami basit bir gekilde temsil edilebilmekte ve ardindan kompleks
kuaternionlarin normu alarak bir Lorentz degismezi olan Minkowski uzayinin
temel formu da kolaylikla elde edilebilmektedir. Rolativistik mekaniksel
uygulamalar incelendiginde, Lorentz dontgiimlerinin de kompleks kuaternionlarla
ifade edilebilecegi gorilmektedir.

Kompleks kuaternionlarin en o6nemli faydalarindan birisi de klasik
Maxwell denklemlerinin temsilinde ortaya ¢ikmaktadir. Bu yapi kullanilarak
Maxwell’in temel dort esitligini tek bir kompleks kuaternionik denklemde
toplamak miimkiin olmaktadir. Bu gosterimin en 6nemli avantajt basit ve kompak
yapisidir. Ayrica istendiginde taktirde izomorfik matris temsilleri ile de ifade
edilmesi miimkiin olmaktadir. Kompleks kuaternionlar yardimiyla rélativistik
olarak da Maxwell denklemlerinin bir déniigimle elde edilebilmesi miimkiindiir.

Kuaternionlarin stk kullamildigi alanlardan birisi de dénme hareketinin
temsilidir. Bu amagla daha 6nceleri matrisler ve reel kuaternionlarla temsil edilen
doniisim  bagintilarinin  kompleks kuaternionlarla da gergeklegtirilebilecegi
gosterilmistir. Ug boyutlu uzayda yer alan konum vektorii kompleks kuaternion
formunda yazildiktan sonra reel kuaternionlardaki doniigiim bagintisina benzer bir
donisim tammlanmigtir. Ayrica bununla ilgili bir uygulama da verilmistir. Elde
edilen sonuglar, diger yontemlerle elde edilen sonuglarin aynisidir.

Kompleks kuaternionlara benzer diger bir yap1 da dual kuaternionlardir.
Dual kuaternionlar iki reel kuaternionun & dual sayisi ile birlestirilmesi sonucu
ortaya ¢ikan niceliklerdir. Dual kuaternionlarin en o6nemli kullanim alanlan
Ozellikle donme ve Oteleme hareketi yapan robotik sistemlerdir. Vidasal
yerdegistirme hareketini kolaylhikla ifade edebilen dual kuaternionlarin en 6nemli
avantaji basitligi ve gosterimindeki ekonomikligidir. Bu karakteristikler uzaysal

bir eklemin kinematik denklemlerinin elde edilmesinde ve ardil birgok
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doniigimin meydana geldigi durumda oldukga 6nemli hale gelir. Bir doniisimi
tamimlayan bir matris ig¢in bilgisayar ortaminda en az dokuz hafiza konumuna
ihtiyag duyulurken, ayni donisimu dual kuaternionlar kullanilarak ifade etmek
i¢in alt1 hafiza konumu yeterlidir.

Dual kuaternionlarin literatirde genel olarak kinematik ve dinamik
uygulamalart gorilmektedir. Oysa bu tezde literatiirde ilk defa daha oOnceleri
kompleks kuaternionlarla tammlanan Maxwell denklemleri dual kuaternionlarla
ifade edilmis, stureklilik denklemi ve elektromanyetizmaya iligkin diger bagintilar
da elde edilmisgtir.

Bu ¢aligsmalarin devaminda; dual kuaternionlarin diger matris temsillerinin
aragtirilmasi, rolativistik mekanikteki olast uygulama alanlarinin incelenmesi
duginilmektedir. Sekiz reel bilesenli bir yapi olan dual kuaternionlarin kompleks
kuaternionlara benzerlikleri nedeniyle, tezde kompleks kuaternionlarin temsili igin
verilen 8x8 matrislere benzer formda ifade edilebilmesi miimkiin olabilir. Bu
calisma yapildiktan sonra dual kuaternionlarla elde edilen fiziksel niceliklerin

artitk 8 x8 matrislerle de temsili gergeklestirilebilir.

Anadolu Universites:
Merkez Kﬂtﬁpi{alge



[1]

[2]

[6]

[7]

(8]

[10]

[11]

[12]

KAYNAKLAR

HAMILTON, W. R., Elements of Quaternions Vol.I, Il and III,, Chelsea, New
York, USA (1899).

McGUIRE, G., O ve CAIRBRE F., A Bridge Over a Hamilton Path, The
Mathematical Tourist, 23, 3, 41-43 (2001).

A Collection of Papers in Memory of Sir William Rowan Hamilton, Scripta
Mathematica, New York, USA (1945).

SILVA, C. C. ve MARTINS, R. A, Polar and Axial Vectors Versus
Quaternions, American Journal of Physics, 70, 9, 958-964 (2002).

TAIT, P. G., An Elementary Treatise on Quaternions , Cambridge U. P,
Cambridge, ENGLAND (1873).

MAXWELL, J. C., A [TIreatise on Electricity and Magnetism, Dover
Publications, New York, USA (1893).

WHEELER, L. P., Josiah Willard Gibbs, The History of a Great Mind, Ox
Bow, Woodbridge, 1979.

NAHIN, P. J., Oliver Heaviside: Sage in Solitude, IEEE Press, New York,
USA (1988).

CHOU, J. C. K., Quaternion Kinematic and Dynamic Differantial Equations,
IEEE Transaction on Robotics and Automation, 8, 1, 53-64 (1992).

WEHAGE, R. A., Quaternion and Euler Parameters - A Brief Expansion,
Computer Aided Analysis and Optimization of Mechanical System Dynamics
E.J. Haug ed., 147-180 (1984).

DU VAL, P., Homographies, Quaternions and Rotations. Oxford at The
Clarendon Press, England (1964).

HARAUZ, G., Representation of Rotations by Unit Quaternions,
Ultramicroscopy, 33, 209-213 (1990).

118



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

SPENA, F. R., 4 Note on Quaternion Algebra and Finite Rotations, Nuovo
Cimento, 108B, 6, 689-698 (1993).

MARTINEZ, J. M. R. ve ALVARADO, J. G, 4 Simple Method for the
Determination of Angular Velocity and Acceleration of a Spherical Motion
Through Quaternions, Meccanica, 35, 111-118 (2000).

GRAMKOW, C., On Averaging Rotations, Journal of Mathematical Imaging
and Vision, 15, 7-16 (2001).

FUNDA J. ve RICHARD P. P, A Computational Analysis of Screw
Transformations in Robotics, IEEE Transactions on Robotics and Automation,

6, 3, 348-356 (1990).

CHOU, J. C. K. ve KAMEL, M., Finding the Position and Orientation of a
Robot Manipulator Using Quaternions, The International Journal of Robotics

Research, 10, 3, 240-254 (1991).

TANISLI, M., Uzaysal Doénmelerin ve Robot Kollarmin Pozisyonunun
Kuaternion Dowmiigiimleri  ile Incelenmesi, Doktora Tezi, Osmangazi

Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiis, Eskigehir, Tirkiye (1995).

TANISLI, M., OZDAS, A. ve OZDAS, K., An Application of General
Quaternion for a Robotics Position, Anadolu Universitesi Fen Fakultesi

Dergisi, 3, 65-68 (1997).

TANISLI, M. ve OZDAS, K., Application of Quaternion Representation to
Stanford Manipulator, Balkan Physics Letters , 5, 65-68 (1997).

CRISTI R, et al., Adaptive Quaternion Feedback Regulation for Eigenaxis
Rotations, Journal of Guidance Control and Dynamics, 17, 4, 1287-1291
(1994).

PSIAKI, M., Attitude-Determination Filtering via FExtented Quaternion

Lstimation, Journal of Guidance, Control and Dynamics, 23, 2, 206-214 (2000).

119



[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

AZOR, R., et al, Angular-Rate Estimation Using Delayed Quaternion
Measurements, Journal of Guidance, Control and Dynamics, 24, 436-443
(2001).

COSTIC, B. T., et al, Quaternion-Based Adaptive Attitude Tracking
Controller Without Velocity Measurements, Journal of Guidance, Control and

Dynamics, 24, 6, 1214-1222 (2001).

CACCAVALE, F., VILLANI, L., Output Feedback Control for Attitude
Tracking, Systems and Control Letters, 38, 91-98 (1999).

MORTON; B., ELGERSMA, M., 4 New Computational Algorithm for 7R
Spatial Mechanisms, Mech. Mach. Theory, 31, 1, 23-43 (1996).

ITZHACK, Y. B., New Method for Exracting the Quaternion from a Rotation
Matrix, Journal of Guidance, 23, 6, 1085-1087 (2000).

ROSCHEL, O., Rational Motion Design-A Survey, Computer-Aided Design,
30, 3, 169-178 (1998).

FRANG, Y. C, et al, Real Time Motion Fairing with Unit Quaternions,
Computer-Aided Design, 30, 3, 191-198 (1998).

MIURA, K. T., Unit Quaternion Integral Curve: A New IType of Fair Free-
Form Curves, Computer Aided Geometric Design, 17, 39-58 (2000).

NAGATOMO; Y., Dimensional Reduction and Moment Maps, Journal of
Geometry and Physics, 41, 208-223 (2002).

OZDAS, K. ve OZDAS, A., Fiziksel Niceliklerin Kuaternionlarla Temsili, Fen-
Edebiyat Dergisi, 1, 2, 101-113 (1989).

OZDAS, K., Boliim Cebirleri ve Bunlarin Fiziksel Uygulamalar:. Anadolu
Universitesi Fen Fakiiltesi Yaymnlari, Eskigehir, Tiirkiye (1995).

DEMIR, S., Kuaternionlarin Dinamige Uygulanmas:, Yiksek Lisans Tez,
Anadolu Universitesi, Eskisehir, Tiirkiye (1999).

fnadolu Universitest
merkez Kiitliphane 120



[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

SILBERSTEIN, L., Quaternionic Form of Relativity, Philosophical Magazine,
23, 790-809 (1912).

RAO S. K. N.,, On the Quaternion Representation of the Proper Lorentz Group
SO(3,1), Journal of Mathematical Physics , 24, 8, 1945-1954 (1983).

MANOGUE, C. ve SCHRAY, J., Finite Lorentz Transformations,

2

Automorphisms and Divison Algebras, Journal of Mathematical Physics, 34, 8,

3746-3767 (1993).

DE LEO, S., Quaternionic Lorentz Group and Dirac Equation, Foundations of
Physics Letters, 14, 1, 37-50 (2001).

DE LEO, S., Quaternions and Special Relativity, Journal of Mathematical
Physics, 37, 6, 2955-2968 (1996).

GOUGH, W., Quaternions and Spherical Harmonics, Europan Journal of
Physics, S, 163-171 (1984).

ADLER, S. L., Quaternionic Quantum Mechanics and Quantum Fields,
Oxford University Press, New York, USA (1995).

DE LEO, S., Quaternion Scalar Field, Physical Review D, 45, 2, 575-579
(1992).

DE LEO, S. ve DUCATI, G., Quaternionic Diﬁ‘erenﬁal Operators, Journal of
Mathematical Physics , 42, 5, 2236-2265 (2001).

DE LEO, S., et al., Quaternionic Potentials in Non-relativistic Quantum

Mechanics, Journal of Physics A, 35, 5411-5426 (2002).

DAVIES, A. J. ve MCKELLAR, B. H. J., Nonrelativistic Quaternionic
Quantum Mechanics in One Dimension, Physical Review A, 40, 8, 4209-4214
(1989).

121



[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[53]

[56]

HORWITZ, L. P:, A Soluble Model for Scattering and Decay in Quternionic
Quantum Mechanics 1. Decay, Journal of Mathematical Physics, 35, 6, 2743-
2771 (1994).

DAVIES, A. 1., Quaternionic Dirac Equation, Physical Review D, 41, 8, 2628-
2630 (1990).

DE LEO S., A One-component Dirac Equation, International Journal of
Modern Physics A, 11, 21, 3973-3985 (1996).

DE LEO S. ve ROTELLI, P., The Quaternionic Dirac Lagrangian, Modern
Physics Letters, 11, 5, 357-366 (1996).

SRINIVASAN, S. K. ve SUDARSHAN, E. C. G., 4 Direct Derivation of the
Dirac Equation via Quaternion Measures, Journal of Physics A: Math. Gen,,

29, 5181-5186 (1996).

VILLALBA, V. M., Exact Solution of Dirac Equation in the Presence of
Pseudoscalar Potentials, Nuovo Cimento, 112B, 1, 109-116 (1997).

KRAVCHENKO, V., Exact Solutions of the Dirac. Equation with Harmonic
Pseudoscalar, Scalar or Electric Potential, Journal of Physics A: Math. Gen,,
31, 7561-7575 (1998).

WASER, A, Quaternions in  Electrodynamics,  http://[www.aw-

verlag.ch/Documents/ElectrodynamicsWithTheScalarField03.pdf

WASER, A., On The Notation of Maxwell’s Field Equations, http://[www.aw-

verlag.ch/Documents/Notationw2o0fis20Maxwellu2oFieldw2o0Equations. PDF

ABONYI L, et al.,, 4 Quaternion Representation of the Lorentz Group for
Classical Physical Applications, Journal of Physics A: Mathematical and
General, 24, 3245-3254 (1991).

CONWAY, A. W., On the Application of Quaternions to Some Recent
Developments of Electrical Theory, Proceedings of Royal Irish Academy, 50,
261 (1911).

122



[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

IMAEDA, K., 4 New Formulation of Classical Electrodynamics, Nuovo
Cimento, 32B, 1, 138-162 (1976).

NEGI, O. P. S., et al, Revisting Quaternion Formulation and
Electromagnetism, Nuovo Cimento, 113B, 12, 1449-1467 (1998).

LAMBEK, J., If Hamilton Had Prevailed: Quaternions in Physics, The
Mathematical Intelligencer, 17, 4, 7-15 (1995).

COLOMBO, F., et al., Regular Functions of Biquaternionic Variables and
Moaxwell’ s Equations, Journal of Geometry and Physics, 26, 183-201 (1998).

SWEETER, D. ve DANDRI, G., Maxwell’s Vision: Electromagnetism with
Hamilton’s Quaternions, Second Meeting on Quaternionic Structures in

Mathematics and Physics, September 6-10, Roma, Italy (1999).

GSPONER, A. ve HURNI, J. P., Comment on Formulating and Generalizing
Dirac’s, Proca’s, and Maxwell’s Equations with Biquaternions or Clifford

Numbers, Foundations of Physics Letters, 14, 1, 77-85 (2001).

SOBCZYK, G., Spacetime Vector Analysis, Physics Letters, 84A, 2, 45-48
(1981).

WARD, J. P., Quaternions and Cayley Numbers. Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, Boston, London, (1997).

DAHM, R., Complex Quaternions in Spacetime Symmetry and Relativistic
Spin-Flavor Supermultiplets, Physics of Atomic Nuclei, 61, 11, 1885-1891
(1998).

JANTZEN, R., Generalized Quaternions and Spacetime Symmetries, Journal of
Mathematical Physics, 23, 10, 1741-1746 (1982).

KASSANDROV, V. V., Biquaternion Electrodynamics and Weyl-Cartan
Geometry of Space-Time, Garvitation and Cosmology, 1, 3, 216-222 (1995).

123



[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

MARCHIAFAVA, S. ve REMBIELINSKI, J., Quantum Quaternions, Journal
of Mathematical Physics, 33, 1, 171-173 (1992).

CONTE, E., On a Generalization of Quantum Mechanics by Biquaternions,
Hadronnic Journal, 16, 261-275 (1993).

DE LEO, S. ve ROTELLI, P., Translations Between Quaternion and Complex
Quantum Mechanics, Progress of Theoretical Physics, 92, 5, 917-926 (1994).

DE LEO, S. ve RODRIGUES W. A., Quantum Mechanics: From Complex to
Complexified Quaternions, International Journal of Theoretical Physics, 36, 12,

2725-2757 (1997).

AGRAWAL, O. P., Hamilton Operators and Dual Number Quaternions in
Spatial Kinematics, , Mech. Mach. Theory, 22, 569-575 (1987).

WALKER, M. W., SHAO, L. ve VOLZ, R. A., Estimating 3-D Location
Parameters Using Dual Number Quaternions, CVGIP: Image Understanding,
54, 3, 358-367 (1991).

LOSCO, L., et al., Modelling of a Chain of Rigid Bodies by Biquaternions,
Europan Journal of Mechanics A/Solids, 10, 4, 433-451 (1991).

CHEVALLIER, D. P., Lie Algebras, Modules, Dual Quaternions and
Algebraic Methods in Kinematics, Mechanism and Machine Theory, 26, 6, 613-
627 (1991).

SIVRIDAG, A. I, GUNES, R. ve KELES, S., The Serret-Frenet Formulae for
Dual Quaternion-Valued Functions of a Single Real Variable, Mech. Mach.
Theory, 29, 5, 749-754 (1994).

HUNT, K. H. ve PARKIN, I. A,, Finite Displacements of Points, Planes, and
Lines via Screw Theory, Mech. Mach. Theory, 30, 2, 177-192 (1995).

HORAUD, R. ve DORNAIKA, F., Hand-Eye Calibration, The International
Journal of Robotics Research, 14, 3, 195-210 (1995).

124



[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

[87]

[88]

[89]

KIM, D., Quaternion Application Kinematic Calibration of Wrist-Mounted
Camera, Robotic Systems, 13, 3, 153-162 (1996).

FISCHER, 1. S., The Dual Angle and Axis of Screw Motion, Mech. Mach.
Theory, 33, 3, 331-340 (1998).

FANG, Y. ve HUANG, Z., Anaytical Identification of Principal Screws of The
Third Order Screw System, , Mech. Mach. Theory, 33, 7, 987-992 (1998).

DANIILIDIS, K., Hand-Eye Calibration Using Dual Quaternions, The
International Journal of Robotics Research, 18, 3, 286-298 (1999).

PEREZ, A. ve McCARTHY, J. M., Bennett’s Linkage and the Cyclindroid,
Mechanism and Machine Theory, 37, 1245-1260 (2002).

CHENG, H., H., Programming with Dual Numbers and its Applications in
Mechanisms Design, Engineering with Coimputers, 10, 4, 212-229 (1994).

JUTTLER, B., Visualization of Moving Objects Using Dual Quaternion
Curves, Computers and Graphics, 18, 3, 315-326 (1994).

AZARIADIS, P. ve ASPRAGATHOS, N., Computer Graphics Representation
and Transformation of Geometric Entities Using Dual Unit Vectors and Line

Transformations, Computers and Graphics, 25, 195-209 (2001).

CORROCHANO, E. B., Motor Algebra Approach for Visually Guided
Robotics, Pattern Recognition, 35, 279-294 (2002).

BOYLE, L. L., Quaternionic Wawefunctions for Triply Degenerate States,
Chemical Physics Letters, 13, 2, 331-333 (1972).

MARKEY, B. R. ve WALMSLEY, S. H., Quaternion Formulation of Lattice
Dynamics of Molecular Crystals, Chemical Physics Letters, 92, 3, 257-261
(1982).

125



[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

WALMSLEY, S. H., 4 Hamiltonian Describing Molecular Orientation for Use
in Lattice Dynamics of Molecular Crystals and Other Problems, Chemical
Physics Letters, 110, 2, 159-162 (1984).

WALMSLEY, S. H., Orientation of Rigid Linear Molecules: A Hamiltonian
for Use in Lattice Dynamics, Chemical Physics Letters, 114, 2, 217-219 (1985).

WALMSLEY, S. H., A Comparison of Infinitesimal Rotation, Quaternion and
Direct Cosine Coordinates in the Dynamics of Molecular Clusters, Journal of

Molecular Structure, 189, 129-135 (1988).

SAUE, T. ve Aa JENSEN, H. J., Quaternion Symmeifry in Relativistic
Molecular Calculations: The Dirac-Hartree-Fock Method, Journal of Chemical
Physics, 111, 14, 6211-6222 (1999).

BENOIT D. M. ve CLARY D. C., Quaternion Formulation of Diffusion
Quantum Monte-Carlo for the Rotation of Rigid Molecules in Clusters, Journal
of Chemical Physics, 113, 13, 5193-5202 (2000).

FRITZER; H. P., Molecular Symmetry with Quaternions, Spectrochimica Acta
Part A, 57, 1919-1930 (2001).

TWEED, D. ve TUTIS, V., Implications of Rotational Kinematics for the
Oculomotor System in Three Dimensions, Journal of Neurophysiology, 58, 4,

832-849 (1987).

CARLTON, E. H., Connection Between Internal Represantation of Rigid
Transformation and Cortical Activity Paths, Biological Cybernetics, 59, 419-
429 (1988).

TWEED, D., et al., Computing Three Dimensional Eye Position Quaternions
and Eye Velocity From Search Coil Signals, Vision Res., 30, 1, 97-110 (1990).

CLEMENT, R. A., Natural Coordinates for Specification of Eye Movements,
Vision Res., 31, 11, 2029-2032 (1991).

126



[100] MAGARSHAK, Y., Quaternion Representation of RNA Squences and Tertiary
Structures, BioSystems, 30, 21-29 (1993).

[1011HASLWANTER, T., Mathematics of IThree-Dimensional Eye Rotations,
Vision Res., 35, 12, 1727-1739 (1995).

[102] QUINE, J. R., Helix Parameters and Protein Structure Using Quaternions,
Journal of Molecular Structure, 460, 53-66 (1999).

[103] GIBBON, J. D., 4 Quaternionic Structure in the Three-Dimensional Euler and
ldeal Magneto-Hydrodynamics Equations, Physica D, 166, 17-28 (2002).

[104]KUTRUNOV, V. N., The Quaternionic Method of Regularizing Integral
Equations of The Theory of Elasticity, J. Appl. Maths. Mechs., 56, 5, 765-770
(1992).

[105] VRBIK ., Celestial Mechanics via Quaternions, Canadian Journal of
Physics,72, 3-4, 141-146 (1991).

[106] AINOLA, L. ve ABEN, H., Transformation Equations in Polarization Optics
of Inhomogeneous Birefringent Media, J. Opt. Soc. Am. A, 18, 9, 2164-2170
(2001).

[107] CHATTERS, A. W., Matrices, Idealisers and Integer Quaternions, Journal of
Algebra, 150, 45-56 (1992).

[108] ASLAKSEN, H., Quaternionic Determinants, Mathematical Intelligencer, 18,
3, 57-65 (1996).

[109]HUANG, L., On Two Questions About Quaternion Matrices, Linear Algebra
and its Applications, 318, 79-86 (2000).

[110] GROSS, 1., et al., Quaternions: Further Contibutions to a Matrix Oriented
Approach, , Linear Algebra and its Applications, 326, 205-213 (2001).

[111]LIPING, H., Consimilarity of Quaternion Matrices and Complex Matrices,
Linear Algebra and its Applications, 3331, 21-30 (2001).

127



[112]FAREBROTHER, R. W, et al., Matrix Representation of Quaternions, Linear
Algebra and Applications, 362, 251-255 (2003).

[113]DEMIR, S. ve OZDAS, K., Kuaternion Cebri ve Kuaternionlarin Matris
Temsillerine Bir Bakis, Anadolu Universitesi Fen Fakiiltesi Dergisi, 5, 45-59
(2001).

[114] NOLAN, P. J., Fundamentals of College Physics, Wm C. Publishers, Dubuque,
Oxford, England (1993).

[115]BEISER, A., Concepts of Modern Physics, 5™ ed., McGraw-Hill, New York,
USA (1995).

[116] OZEMRE, A. Y., Cagdas Fizige Giris, 1. Baski, Istanbul Universitesi Fen
Fakiltesi Yaymlan, Istanbul, Tiirkiye (1978).

[117]KYRALA, A., Theoretical Physics: Applications of Vectors, Matrices, Tensors
and Quaternions, W. B. Saunders Company, Philadelphia, London, England
(1967).

[118] GOLDSTEIN, H., Classical Mechanics. Addison-Wesley Publishing Company,
Singapore (1980).

[119]DEMIR, S. ve OZDAS, K., Four Dimensional Vector Analysis via Complex
Quaternions and Some Physical Applications, ICCA 6" International
Conference on Clifford Algebras and Their Applications (Ed: ABLAMOWICZ,
R., RYAN, 1), 16, Cookeville, Tennessee, USA (2002).

[120] GURLEBECK, K. ve WOLFGANG 8., Quaternionic and Clifford Calculus for
Physicists and FEngineers. John Willey and Sons, Chichester, New York,
Weinheim, Brisbane, Tronto, Singapore (1997).

[121]DEMIR, S. ve OZDAS, K., Investigation of Rotational Motion by Means of
Complex Quaternions, 1* Hellenic-Turkish International Physics Conference
Books of Abstracts (Ed: YALCINKAYA, M., AKKUS, B.), 142, Bodrum-
Turkey, Kos-Greece (2001).

128



[122] CLIFFORD, W. K., Preliminary Sketch of Bi-Quaternions, Proceedings of
London Mathematical Society, 4, 361-395 (1873).

[123] HACISALIHOGLU, H., Hareket Geometrisi ve Kuaternionlar Teorisi. Gazi
Universitesi Fen - Edebiyat Fakiiltesi Yaymlari, Ankara, Turkiye (1983).

[124] VELDKAMP G. R., On the Use of Dual Numbers, Vectors and Matrices in
Instantaneous, Spatial Kinematics, Mechanism and Machine Theory, 11, 141-

156 (1976).

[125]PENNOCK G. R. ve YANG A. T., Application of Dual-Number Matrices to
the Inverse Kmematics Problem of Robot Manipulators, Journal of

Mechanisms, Transmissions, and Automation in Design, 107, 201-208 (1985).

[126]McCARTHY, J. M., Dual Orthogonal Matrices in Manipulator Kinematics,
The International Journal of Robotics Research, S, 2, 45-51 (1986).

[127] VALASEK M. ve STAJSKAL V., The Comparison of Matrix and Quaternion
Apporaches Towards Kinematic, Acta Technica, Csav, 1, 118-136 (1988).

[128] PRADEEP, A. K, et al., On the Use of Dual-Matrix Exponentials in Robotic
Kinematics, The International Journal of Robotics Research, 8, 5, 57-66 (1989).

[129]SAMUEL, A. E., et al, Unifying Screw Geometry and Matrix
Transformations, The International Journal of Robotics Research, 10, 5, 454-

472 (1991).

[130]PARKIN, 1. A., Unifying The Geometry of Finite Displacement Screws and
Orthogonal Matrix Transformations, Mech. Mach. Theory, 32, 8, 975-991
(1997).

[131]DEMIR, S., OZDAS, K. ve TANISLI, M., Doénme ve Ofeleme Hareketinin
Dual Kuaternionlarla Temsili, Proceedings of The Second International
Symposium on Mathematical and Computational Applications, 52-58, Baku-
Azerbaijan, (1999)

129



[132]DEMIR, S., OZDAS, K. ve TANISLI, M., Donme ve Oteleme Hareketinin
Dual Kuaternionlarla Temsili, Marmara Universitesi Fen Bilimleri Dergisi, 16,

55-63 (2000).

[133]SHEN, L. C. ve KONG, J. A., Applied Electromagnetism, PWS Engineering,
Boston, Massachusetts, USA (1987).

[134] GURSEY, F. ve CHIA-HSIUNG, T., On the Role of Division, Jordan and
Related Algebras in Particle Physics, World Scientific, SINGAPORE (1996).

[135] TANISLI, M. ve OZGUR, G., Bigquaternionic Representations of Angular
Momentum and Dirac Equation, Acta Physica Slovaca, 53, 3, 243-252 (2003).

[136] TANISLL, M., The Quaternionic Representations of Angular Momentum and
Dirac Equation, Acta Physica Slovaca, 53, 3, 253-258 (2003).



