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OZET
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OKTONIONIK KUANTUM MEKANIGI
NESRIN YAVAS

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Kudret OZDAS
2003, 44 sayfa

Bu calismada, ilk olarak sayi sistemlerinin sonuncusu olan oktonionlarin tanimi
yapilmis daha sonra; oktonionlarin skaler birim elemani, normu, tersi ve eslenigi
tanimlanmigtir. Ayrica oktonionlarda toplama, cikarma ve carpma islemlerinin nasil
yapilacagi anlatilmis ve reel oktonionlarin matris temsili verilmistir. Ayni zamanda
oktonionlarda degisme ozelliginin yani sira birlesme 6zelliginin de bulunmadid:
aciklanmistir.

Oktonionik kuantum mekaniginde Dirac denklemini tiiretmek icin, sol/sag
sinirhh  operatorler ve doniislim kurallart agiklanmistir.  Ayrica doniisiim  fikrini
aciklamak icin 8x8/4x4 kompleks matrisler ile sinirlandiriimis operatérler arasmdaki
iliskiler verilmistir. Eklerde bulunan tablolarda da bu doniisim kurallari agik¢a
gorlilmektedir. Tizikte Dirac denklemi kisaca anlatilmis ve Dirac denklemi

oktonionlarla ifade edilmeye calisilmistir.

Anahtar Kelimeler : Sol/sag sinirli operatorler, doniisiim kurallari, 8x8/4x4 komplcks

matriksler, Dirac denklemi
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ABSTRACT

OCTONIONIC QUANTUM MECHANICS

NESRIN YAVAS

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Physics Program

Supervisor: Prof. Dr. Kudret OZDAS
2003, 44 pages

In this study, firstly the definition of octonions the last number systems, was
given, then scaler unit element, norm, opposite and conjugate of octonions were
defined. In addition to this, how addition, subtraction and multiplication operations in
octonions are made were explained and matrice representation of reel octonions was
given. At the same time it was also explained, that there is no commutative as well as no
associative property in octonions exist.

The left/right limited operators and transformation rules were explained to derive
Dirac equation in octonionic quantum mechanic. Besides, relationships between 8x8/
4x4 complex matrices and limited operators were given in order to explain the
transformation. Dirac equation in Physics was described shortly and tried to be

expressed with octonions.

Keywords : Left/right limited operators, transformation rules, 8x8/ 4x4

complex matrices, Dirac equation
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1. GIRIS:

1930’larin basinda P. Jordan, 3-bozunumu ve kuvvetli etkilesmeler gibi yeni
olaylar1 agiklayabilmek i¢in birlesimli olmayan ama degisme 6zelligine sahip bir cebir

onerdi. Bu cebir yeni kuantum teorisi i¢in temel olusturdu.

Boylece kuantum mekaniginde ilk kez oktonionlar géziikmiis oldu. Birlesimli
olmayan cebirlerin fizige uygulanabilecegi umudu (-bozunumunun fermi teorisine ve

niikleer kuvvetlerin Yukowa modeline yol agt1.

A.A. Albert’in teoremi gosterir ki birim elemanli reel bir N(a) modiil fonksiyvonu
iceren ve asagidaki 6zelliklere sahip reel sayilar {izerindeki A cebrini yalnizca R (reel)

C (kompleks) /{ (kuaternionlar1) ve O (oktonionlar) olusturur:

N(0)=0
N(a))0 egeraz0 € 4
N(ra) = ‘1";\"((1) (r € R)

N(a, +a,)< N(a,)+ N(a,)

A.A. Albert’in teoremi daha 6nce ayni sonuglara ulasan fakat N (a)*'yi bir kuadrik form

kabul eden 19.yy"in tinlti Frobenius ve Hurwitz'in sonuglarina genellestirilir.

A.A. Albert’in teoremine ek olarak bir N(a) modiil fonksivonunu iceren cebirler
lizerinde boliim cebri kavramiyla, R, C, H ve O cebirlerini karakterize edebiliriz. Klasik
teorem ifade eder ki, reel sayilar zerinde sadece, 1, 2, 4 ve 8 boyutlu cebirler b&liim

cebirleridir. Bunlardan R, C ve H birlesimli iken O birlesimli degildir [1].

Tiirk fizikgilerimizden Prof. Dr. Feza Giirsey de kuaternionik ve oktonionik
yapilarin énemini 1950’li yillarda sezip, bu yapilar ve ilgili istisnai grup ve geometri

calismalari ile fizige yerlestirmistir.

Giirsey, oktonionlar ve onlarla ilgili istisnai gruplarla 1970 yilinda ilgilenmeyec
baslad: ve kendi deyimi ile “onlarla eglenmeye™ hayati boyunca devam etti. Anlagilmasi
son derece zor matematik yayimnlarini tarayarak, oktonion cebrini “fizikgilerin
hazmedebilecegi sekilde derli toplu™ bir matematik girisle fizige tanitti. Giirsey’in. son

on yilda siipergravitasyon, siipersicim konularinda yaptig1 ¢alismalar tiim ctkilesmeleri
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birlestirecek teorilerin temelinde oktonionlarin yattigini ve bu ilging cebirlerin doga
kanunlarinin dili oldugunu ve doganin geometrik yapisini anlamamiza yardimci
oldugunu kanitladi. Oktonionik yapilar ve istisnai gruplari kullanmadan doganin

sirlarinl gozemeyecegimiz agikga belli oldu [2].

Burada, oktonion kavrami ve cebri aciklandiktan sonra kuantum mekanigindeki

uygulamas: incelenecektir. Ayrica Dirac denklemi oktonionik formda yazilacaktir.

88)



2. OKTONIONLAR
2.1. Oktonionun Tanimi

Boliim cebri olusturan sayi sistemlerinin sonuncusu oktonionlardir. Bir
oktonionu, iki kuaternionun kombinasyonu olarak olusturmak miimkiindiir:

x=a+éb xe0, a,be H ve & =-1 (2.1)

Buradaki £ imajiner sayisi; her ne kadar kendisiyle ¢arpimi “-17 ise de, 4,,4,.4,
imajiner sayilari ile aynmi degildir. Oyle ki, & ile A,,7,.4,.4, lerin carpimu,

Ehy = Ay, 8A, = A A, = A, EA, = A, gibi baska imajiner sayilardir.
x=a+&b

= agdy +a Ay + a2, +a, Ay + E(b A, + b2, +b, A, +b.4,)

=aydy + O A, +a, A, +a; Ay +EA by +EA D + EALDL, +E4.D, 2.2)
=XoAo + X, A + X34, + X345 + X, A, + XA + X A + X, A =y

LR AR AL S

Buraday ay'5%. @i=%s =T 6, =8y =% bi=x b=, by =X

notasyonu  kullamlmustir. {1 :n=0,1,2,3.4.56,7}; oktonion cebrinin tabanini

olugturmaktadir. Taban elemanlar1 arasindaki ¢arpim bagintilari:

Ay =AA =24 (n=0,1.2.3.4,5.6.7) (2.3)
Ay ==0 420 W 02, (n,v,p=1.2.3,4.5,6.7) (2.4)

seklindedir. Buradaki v, ; 1, 0, -1 degerlerini alabilen antisimetrik bir tensordiir. Bu
tensoriin de@eri, (123), (245), (435), (651). (572). (714) ve (367) siral tgliileri ve
bunlarin ¢ift permiitasyonlari i¢in +1 ve bunlarin tek permiitasyonlari i¢in —1. zvp "nin

diger tiim siralamalari i¢in sifirdir.

Bir x oktonionundaki x,; reel bilesen, x,,x,,x;.x,,X;.x, ve x, elemanlari ise
imajiner bilesenler adinmi alir. Imajiner bilesenleri sifir olan bir oktonion bir reel
sayidir{x; =x; =X, =X, =X, =%, =%, =0 ise X=x). O halde reel sayilar
oktonionlarin bir alt kiimesidir. Alti imajiner bileseni sifir olan bir oktonion bir

kompleks sayidir{x, =x; =x, =x; =x, =x, =0 1se X =x;4,+x,4, = (x0.x,)}. Aym
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sckilde — dort imajiner bileseni sifir olan  bir  oktonion ise  bir
kuaterniondur{(x, = x; =x, = x, =0ise X = x, 2, + x, 4, + x,4, + X, 4, =(x0, x1. X2, X3)}.

O halde tipki reel sayilar gibi kompleks sayilar ve kuaternionlar da oktonionlarin bir alt
kiimesidir(R <« C < H c O) [3].

2.2. Oktonion Cebri
2.2.1. Skaler Birim Eleman

Oktonion cebrinin skaler birim eleman: 4,’dir. Her X € 0 igin;

AX =X =X (2.5)
2.2.2. Oktonionlarda Toplama ve Cikarma Islemi

A,B €Ove a,,q,.a,,...,a, € R olmak lizere toplama ve ¢ikarma islemi

A=(a, Tby)e, F(a, b, )e, F.....¥(a, ¥5,)

=i(% bk, (2.6)

olarak tamimlanir.
2.2.3. Oktonionlarda Carpma Islemi

iki oktonionun ¢arpimi islemine ge¢cmeden 6nce, baz elemanlarin garpimini ele

almak gerekir. Baz elemanlar icin iki sekilde carpim tanimlanmistir. ey birim elemandir.
a) Cayley-Dickson Yontemi

e =e,, k=123 olsun. 2.7)

=gl =el, =€, e =-ee =¢, e,e, =—e, (2.8)
ee; =—0,€,+€,e, (2.9)
€é, =—06,e,—¢,¢, (i,,k=1.2.3) (2.10)
—ée =ee, ==0,e,-£,6 (2.11)
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Ayrica bu ¢arpimlar Sekil 1°deki diyagramla gosterilebilir [4].

ez

ey

€6 < €s
€3

Sekil 1:Oktonionlarin baz elemanlarinin ¢arpim diyagrami
Baz elemanlarin ¢arpimi, kolaylik olmasi agisindan bir tablo ile de verilebilir [4].

Tablo I. Oktonionlarin baz elemanlarinin ¢arpimi

€n e €2 e3 €y €3 €6 e
€n 1 ey e €3 ey €5 e ¢y
/o ey -1 ez =23 €s =€y -€7 Ch
e> e -e3 -1 e es e- -2y -C5
€3 €3 €7 -} -1 €7 -€¢ €3 -2y
ey ey -5 -¢4 -e7 -1 e e e3
€s es ey -8z €5 -27 -1 -€3 €
€g e e ey -€5 -e; €3 -1 -e;
ez €7 -E4 €3 ey -€3 -2 €; ) -1

b) Modiil 7’ye Uygunluk

Bu y6ntemde baz elemanlarin ¢carpimi asagidaki sekilde tanimlanir:

302 =3 e‘u2 =-1, e,e;=¢e,=¢, (eH - 1,2....,?] (2.12
ge; =re;6 WJ=1.2,..,00 1%]) (2.1

ee; =€ =e,e,, =¢y (2.14)
ee, =e, =656, =€y (2.15)




Tablo II. Oktonionlarin baz elemanlarinin modiil 7°ye uygun ¢arpimlari

epn eq (23, €3 €y €s €g ez
epn 1 ey €2 @3 €y €5 €g €7
ey ey -1 ey er N, s -C;s -e3
e e -ey -1 e; e; -e3 e; es
e;3 ez -¢7 -e5 -1 es e -ey e
ey ey &3 -8} -E4 -1 ez €3 -€3
es es -eg4 e3 -e> -e7 -1 e ey
e e es -e7 ey -e3 -] -1 e>
(o ez €3 e =@} €s -€y4 L3 -1

Bu carpimlar Sekil 2°deki diyagramla da gosterilebilir [5].

€5

s A €

€3 £ ¢ es
€
Sekil 2:Oktonionlarin baz elemanlarinin modiil 7°ye uygun ¢arpim diyagrami

Reel oktonion 1 skaler, 7 imajiner bilesene sahiptir. Skaler kismi S; ve imajiner kismi
¥, olmak iizere bir oktonionu A=S,+V, olarak yazabiliriz. A=S,~ 1, B=Sp+V} iki

reel oktonion olmak lizere iki oktonionun g¢arpimi;

AB=S;Sp+ S Vg + VaSp—V4Va+VixVp (2.16)
olarak tanimlanir [6].
2.2.3.1. iki Vektor Oktonionun Skaler Carpimi

Burada ilk olarak vektdr oktonion tamimlanmalidir. Vektdr oktonion. skaler

bileseni olmayan sadece imajiner bileseni olan oktoniondur.

A ve B sadece imajiner bilesene sahip iki oktonion olmak lizere. ¢arpim;
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A.B=—%(AB+BA) (2.17)

olarak tanimlanir [6].
2.2.3.2. Iki Vektor Oktonionun Vektorel Carpimi

A ve B sadece imajiner bilesene sahip iki oktonion olmak iizere, vektorel
¢arpim;

AxB=%(AB—BA) (2.18)

olarak tanimlanir [6].
2.2.4. Bir Oktonionun Eslenigi

Bir oktonionun eslenigi;

A =ae, -y ae, =S, -V, (2.19)

p=l

olarak tanimlanir. Yani, bir oktonionun eslenigi, imajiner kisminin isaret degistirmesiyle

gerceklesir [7.8]:
*
A =aye, —ae —a,e, —a,e; —ae, —a e —ae, —da,e.
= (ao B e I (O e s Pt ) (2.20)

Eslenik operasyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

e (A7) '=A (2.21)
e (A+B) =A"+B’ (2:22)
e (AB) =B A’ (2.23)

2.2.5. Oktonionlarin Normu

Bir oktonionun normu, kendisi ile esleniginin carpimi olarak tamimlanur.
* * z 2
NA=AA =A A=) a,’ (2.24)
p=0

A, B €0 olmak iizere iki oktonionun g¢arpiminin normu, bu oktonionlarin ayri ayr

normlarinin ¢arpimina esittir [7].
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N(AB)=N(A) N(B) (2.25)
2.2.6. Bir Oktonionun Tersi

Normu sifirdan farkli her A oktonionu igin A™ ile ifade edilen bir tersi

mevcuttur. Ters eleman, bir oktonionun esleniginin normuna bolimiine esittir [S].
Kl = (2.26)

Ters elemanin kendisiyle ¢arpimu;
AA =ATA =p; (2.27)
seklinde birim elemani verir [10].
Oktonionlarda degisme 6zelliginin yani sira birlesme 6zelligi de yitirilmistir [6]:
XYz¥X (2.28)
X(YZ)#(XY)Z (2.29)
2.2.7. Reel Oktonionlarin Matris Temsili

Oktonion cebri asosyatif olmadigindan, reel sayilarin cismi lizerinden herhangi
bir matris cebri ile izomorf degildir. [Bilindigi gibi kuaternion cebri 4x4 reel matris

cebri ile izomorf idi].
Oktonionlar i¢in 6zel matris temsilleri gelistirilmistir.
A=d' +de, AeO; a.a"e H (2.30)

Es =[1, e}, ey,....,e7 ] olmak {lizere, oktonion cebrinin baz elemanlari i¢in ¢arpim

kurallar1 asagidaki gibidir:

(1 e e, e (P e e e, |

g =1 e =g 8 8 & e

e, —e; =1 g g & =8 =&

ESE; L g gy il ol By =y & =R (231)

gy =6, =g =g, =1 e e @

e e —e —g =g -1 —e g

B 8y g —eg; —ey 8 =l =g
&5 —€ &5 é; =6 =—by ¥§ —~ |




Reel kuaternion i¢in matris temsili:

dg —da; —a, —ay
a a —d a
I 0 3 2
D(a)= (2.32)
a; 43 Gy —aq
a, —d, a,

dir. Burada a,.q,,a,,a, € R’ dir. Diger matris tamsili ise,

a, -a -—a, —a,

g4, —=a; @ &

]

@y & =4 @

olarak verilmektedir.

Oktonionlarin matris gosterimleri, kuaternionlarin reel matris gosterimine

dayanir. Bir A oktonionu,

A=da'+de, A€ O0; a,a"e H (2.34)
a'=a,+ae +a,e, +ae, (2.35)
a"=a,+ase +agze, +a,e, (2.36)

w(a), 8 x 8 matrisi R {izerinden A oktonionunun sol matris gosterimi olarak adlandirilir,

» (D(a,) T r(a")Ka
o)k, ()

o)

2.37)

olarak verilir. Burada K; = [1, -1, -1, -1]" dir. w(a) bilesenler cinsinden acgik¢a

gOsterilebilir:

@y, =@, iy =@y —qQ; —fy —@ =&

a, a, a, a; —as 4, a; —a

ay =0y Oy =@ =y =8; a as

a, —da, a, a4 —a& Qg =@ 4

wla)=| 7 7 (2.38)

a, da ag a, @y —Wy =85 b

ds —Qg @ —=a; G a, a, -—a,

ag —a; —a; 4 a, —da; 4, a,

dy g =0 =a, .4 a, -—a d |
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a —a, =a; =a;[1 @ 0 D0 a, a. a, a,
a;, a; =a, @ [0 =1. 0 0 a, =, d —a
" s 4 7 6 ] [ 3 7 6
D(a")K, = Lo lE (2.39)
ay a d; =4 = & = =H, W
a, —das a; a; JO 0 0 -1 a4, Gy —as —a,
a, -a; —-a; —a, |1 0 0 0 —ay -dy —a; —a,
as a, -—-a, —all0 -1 0 O -a;, a, —-a, —-a
" _ 5 4 v i lar 3 4 7 6
v(a K, =~ 0 : =
ag a4, a, a -1 @ e @& @ a
a a —a; a, |0 0 0 -1 —d; Uy =—0; a,
(2.40)

Benzer sekilde v(a), 8x8 matrisi, R {izerinden A oktonionunun sol matris gdsterimi

olarak adlandirilir ve

o : (2.41)

(@, -a, -a, -a, —a, —a;, —-a, —a,
4 a a -—-a, a; -4, —d,
a; —a; o 6 dg @y =l g idi
)= gy By —& Ay =@y 8 o~ (2.42)
Qi =oy <@gy, =@ @ w a
Gy @ =@ &y = B =@, o
a, @; a, —a; —a; a; 4qy —4q
Ny =, G My —dy =@ a8 ay |




3. SOL \ SAG SINIRLANDIRILMIS OPERATORLER

1989°da bir kuaternionik Dirac denklemi yazildi. P. Rotelli bir cizgisel

momentum operatdrii ortaya koydu.
-0|i [(-0]i)=-0p1] (3.1)
Rotelli operatorleri istline dayanan kismen genellesmis bir kuaternion;
qgtpli l9.p e H] (3.2)
kuaternionik kuantum mekanigini formiile etmekte kullanilir.

Kuaternionik sayilar i¢in tanimlanmis bir genelleme, takip eden siurlandiriimis

operatorler tarafindan ifade edilir.

0+ i+q) j+qlk g L eH] 3.

LI
L
g

ifadesine tamamen genellestirilmis kuaternionlar veya basit genellesmis kuaternionlar
deriz. Tamamen genellestirilmis kuaternionlar GL(4. R)’nin bir basit formu ve onun 16
sinirlandirilmig serbest eleman formudur. Onlar Lorentz uzay-zaman doniistimlerini

formiile etmekte basarilidir ve tek bilesenli Dirac denklemini yazmakta kullanilir [1].

Nitekim

7
00 +Zom ] € (3-1')
m=]
genellestirilmis oktonionlarin varligini incelemenin dogasini bize gosterir.

[al bly = ayb (3.5)

iyi tanimlannus islem degildir. « # b icin iiclii carpim ayb, (aw)b veya a(.;g/h)'den
biri olabilir. Bu yiizden, belirsizlikten kaginmak i¢in oktonionik sayilarin serbest olmasi
gerekir. Sol-sag simirlandirilmis operatdrleri tanimlamak gereklidir. Biz a ve b ile

gosterilen oktonionik sayilarla « ) b ile sol-sinirlandirilmig operatorleri gosteririz [1.5].
[a)bly = (aw )b (3.6)

Benzer sekilde sag-sinirlandirilmis operatorleri « ( b ile belirtebiliriz.

latbly = alyo) (3.7)
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Ayrica {x, y,z}+ {z, y,x} =0 denkleminden;

{e.yz}=0 (3.8)
a sahibiz. Bu nedenle;

a)a=a(a=ala (3.9

dur. Ilk bakista 106 adet sinirlandirilmis operatérii elde edebildigimiz goriiliir.

1, . Lle, (15 element)
e, e, (7
e, Vel (m#n) (42)
e, (e, (m#n) (42) (m, n=1,....,7)

Buna ragmen; her bir sagdan sinirlandirilmis operatoriin, soldan sinirlandirilmis
operatdrlerin uygun bir kombinasyonu tarafindan ifade edildigini ispat etmek olasidir.

Ornegin; {x, )sz}+ {z, y,x}: 0 denkleminden x =e, ve z = e, alinmasiyla,

e e ve(e, =e,)e. +e,)e, (3.10)

m

elde ederiz. Bu yiizden, 6nceki 106 eleman sadece soldan siirlandirilmis operatorler

tarafindan 64’e indiririz. Cogu genel oktonionik operatorleri

s
0, + Zom Je,, [o[, ?ok{onionlarl _ (3.11)

m=1

seklinde ifade edebiliriz [1,5].
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4. DONUSUM KURALLARI
4.1. 8x8 Kompleks Matrisler ve Siirlandiriimis Operatorler Arasindaki Iliski

Déniigiim fikrini agiklamak i¢in genel oktonionik ¢ fonksivonu tizerinde 1 | e,

ve e, operatdrlerinin etkisine agik¢a bakalim [1,5]:
P=Qy T te,0, te;0;, +e,p, +esps +e,p, +e,0, t(pﬂ. 7€ R.I (4.1)

[1]e]o=qe =ep,—p —e.p, +e,0; —e;0, +e,05 +e,0, —e;0, 4.2)
€1P =€, —e0, — @, e, P; T ey Te,05 —€,0, — €59, (4.3)

ye sahibiz. Gergek siitun vektorii tarafindan ¢ oktonionik fonksiyonumuzu ifade

edersek;

P < (4.4)

matris formdaki ge, ve e,@ denklemlerini yazabiliriz [1,5].

(0 -1 0 0 0 0 0 0Ye, =P,
1 0 0 0 0 0 0 0]e¢ @,
0 g 9 1 0 00 0 le ®5
0 0 -1 0 0 0O0 O0{e =% 4.5)
0O 0 0 0 0 1 0 O0l|e, Qs
0O 0 0 0 -1 0 0 O |e - @,
0O 00 0 0 0 0 0 -1]e, —~ Dy
0 0 0 0 0 0 1 0N\ P
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(00 -1 000 0 0Yo,) (~0)

000 0 100 0 0fep go_,

1 0| 0 0 00 0 0|e ®o

0 -1 0 000 O Ofe _|~# 4.6)
0 0 0 0O0O0 -1 0|e =

0 0/ 0 0 00 0 -1{fe, -,

0 0 0 01 0 0 O0]e¢ ®,

0 0 0 001 0 0N\e) ®s )

Bu sekilde 1 | e, ve e, oktonionik sinirl operatérler i¢in bir gergek matris ifadesini
dogrudan elde edebiliriz.

Bu prosediiriin devaminda sinirlandiriimis operatorler 1 | ¢, ve e, imajiner
birimleri i¢in doniistim kurallarinin tiim seti kurulabilir (Ek Al-TabloV) ve L, ve R,

oktonionik operatdrler e, ve 1| e, inmatris zit parcalarini ifade ederler [1].
L & e ve R, 1]e, (4.7)

m m

Tablo V'ten 6zetlersek; e,,e, ve e, yerini tutan matrisler Z,, L, ve L, tiir.

(0 -10 0 0 0 0 0
1 00000 0 0
0 0 0-1020 00
L-[0 01000 00 "
0000 O0-1200
00001 0 00
00 00 00 0 I
60 0090 =lo
0 0 1000 0 0
00 01000 0
1 0 0000 0 0
L0 -1 0000 00 s
10 0 0 000 -1 0
00 0000 0 -I
00 0010 0 0
00 0001 0 0




00 0 -1 0 0 0 O

B0 -1 0 0 &0 O ©

61 0 0 g 0 0 0
h 1 0 0 0 0 0 0 O (4.10
o000 0 0 0 0 -1 2

00 0 0 0 0 1 0

00 0 0 0 -10 0

00 0 01 0 0 O
LLy# L, (4.11)

oktonionik bagintiyla agik zitlikta oldugunu buluruz [1].

& e, =e; (4.12)

Sonugta ¢itkan dontistim kurallariyla operatdrier olarak oktonionlari anlariz ve onlar

belirli oktonionik fonksiyona (¢) uygulanmalidir.

(e,e, ) =es0 (4.13)

Diger taraftan;

¢ (ez‘?”)?& €@

(4.14)
LLp#Lp

s kb (198

tarafindan doniistiirtiliir. “x™ ve “.” carpumin iki c¢esidi arasindaki farka sahibiz.

Oktonionlarin seviyesinde

e e =e (4.15)
e sahibiz. Fakat oktonionik operatdrlerin seviyesinde;

€ X8 véy (4.16)
[elxezzf23+e[)e?—e[(ez—> ......... ]

dir. Boyle operatorler; matris cebri tarafindan asosyatif olmayan oktonionu ortaya

cikarmakta bize yardimci olur. Diistinelim, 6rnegin;
[e3e, ]49 = (93@)91 =60 6Pt Py — Q3 —€Py — €95 +€,P T €50, (4.17)

bu denklem,
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001 0 0 0 0 0Ye, ®,

0 0 0 -1 0 0 0 0fe¢ -,

1 @ 0 0 0 0 0 0fe ®,

g =1 0 0 0 0 O 0 _|~o (4.18)
g 9 0 9 9 0 1 o]g P '

0 0 0 0 0 0 0 1]e @,

g 0 0 0 =1 0 0 0fe¢ -0,

¢ 0 0 0 0 =14 0le -

icinde dondstiiriilecektir. Oysa ki,
[33 (e, ]¢ =€y (@01 ) =€,00 — 60, + ¢, —e 0y +esp, +e,05 —e, 9, —esp,  (4.19)

(0

0 1 0 00 0 0Ye, o,
0 0 0 -100 0 O0]fe -,
1 0 0 0 00 0 O]e, ®,
=1L 0 0O 00 0 0|, _| o (4.20)
0 ¢ 0 0 00 -1 0 |e 2
0 0 0 0 00 0 -1|e¢; -,
0O 0 0 O 1 0 0 ?s ®,
0 0 0 0 01 0 0Ae, @5

olacaktir. Sag/sol sinirlandirilmis operatérler igin doniisiim kurallarmin tim seti Ek
Al’in icinde Tablo VII ve VIII' da verilir. Sagdan ve soldan sinirlandirilmis operatérler

icin matris ifadesi L, ve R, matrislerinin uygun ¢arpimlariyla elde edilebilir. Tablo

VII ve VIII’ dan e, )e, ve e, (e, operatorlerine benzeyen matrisleri M) ve MY diye
Ozetleyebiliriz. Acikea;
M: =R,L
mn n m (4.2 1 )
R =
dir.
1. Asosyatif olmayan oktonion i¢in matris ifadesi:
Mi’:;ﬂ ¢ Ml:f” [RH LH? # LHI RH 3 ’n ?f Pz i?in] (4'22)

2. Genellestirilmis oktonionlar ve GL(8, R) arasindaki isomorphism:
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Gergek matrisler tarafindan 106 adet sinirlandirilmis operatorlerimizi tekrar

yazarsak;

{s Loy B (15 matris)
M=L.R. =R L. (7)

M! =R,L, (42)

MR =L.R, (42)

(m n=1,.....7)

olur. GL(8,R) i¢in iki farkli temele sahibiz.

W1, L ,R,,RL

m? n=m

(2) 1‘-‘ Lm? Rm'-‘ L R

m n

Simdi asosyatif olmayan oktoniondan ¢ikan bazi zorluklart goriiriiz.
Genellestirilmis 8x8 gercek matrislere oktonionlardan dontistiirdtigiimiizde problem

yoktur. @rnegin; oktonionik denklemde
e, {l(ecp)e Jes} (4.23)

izleyen soldan sinirlandirilmis operatorleri tanitabiliriz. e,(e; ve e,)e, tablomuzu

kullanirsak;
MM (4.24)
icinde (2.76) denklemini dontistiirebiliriz.

Buna ragmen; 8x8 gercek matrislerden oktonionlara gectiginde, diizenlemede
dikkat etmeliyiz. Ornegin; 4Bgp; (4B)p veya A(Bg) olarak anlagilabilir. Dogru
denklem hangisidir? Coziimii bulmak icin acikga belli matrisleri kullanalim.

Tanimlama;
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000 0 0 0 -1 0
000 0 0 0 0 -1
000 0 -10 0 0
000 0 O 1 0 O "
A—> L= e (4.25)
601 ¢ 8 0 0 9
000 -1 000 0
100 0 0 0 0 O
0 10 0 0 0 0 0
& § T 0 9., .0 @0
0 0 0 -1 0 0 00O
1 0 0 0 0 0 00
0 =1L 0 0 o ¢ 8 0
B—> M} = < eye, (4.26)
' g 0.9 4. 89 g1 @ '
0O 0 0 0 0 0 01
0 0 00 -1 0 00
W0 0 0 0 0 -10 0
onceki matris denklemleri oldugunu buluruz.
s x[es)e, o (427)
ve
esllesp)e ] (4.28)
olur. “x” carpimimin standart oktonionik ¢arpimdan farkli oldugunu biliyoruz, bu
yiizden;
eg x[es)e ] # ~e,)e, (429)

kullamilan A2 eki ve 4B matrisi, ebx[e_.‘)el]’e uygun oktonionik operatorii elde

edebiliriz. Acik olarak,

{e.—1| e, —2¢))es —e5)e; —e,)e, +e,)e, +2e,)e; —e;)e; }/3 (4.30)
e sahibiz. Kangikligi disiinilen A4Bg igin A(Bgo)’yi sectigimizi 1lert stiriip
bi¢imlendirdik. Genelde;

ABC...Zo = A(B(C..(Zp)..)) (4.31)



dir. Sadece e, ve 1| e, igin yaparsak, “x™ ¢arpim kurallarina sahibiz. Gergekte,

yararlanilan birlestirici 6zelliklerle

em’ (eﬂgy) i (eﬂleﬂ )¢ + (eﬂlqo)e" = eﬂl (‘;oeﬂ )

(4.32)
(@em )en = qo(eme)l )_ ({?mqﬂ n + em ((peu)
ifadelerini bulabiliriz. Nitekim,
eﬂi X eﬂ = _é‘ﬂlu + gﬂﬁipep + em )eli B eﬂ! (en (4'33a)
[1 | eﬂ] X {1 I eﬂt ]E _6?1'”! + gmnpep - eﬂl‘ )eﬂ + eﬂl‘ (eN (4‘33b)

dir.
4.2. 4x4 Kompleks Matrisler ve Simirlandirilmis Operatorler Arasindaki Iliski

Rolativistik kuantum makeniginde GL(4, (), Dirac denkleminin yaziminda
temeldir. Oktonionik dalga fonksiyonu tizerindeki soldan siirlandirilmis operatorlerin

tesirini analiz edersek;
W=y, e, +tey; ey, lgz/l_ 4 € C(l.e, )J (4.34)
buluruz. Ornegin;
[1]e]y=ye =y, +ez(€t'f/2)+'?4(e1‘»"3)+ eslew,)
e,p=—y, tey, — 949'/; + QGW;

[63)81 ]":V = (eﬂ’)e! =y, tey, + 349'/; — eaW;

dir. Doniigtim sinirlandirilmis operatérler i¢in islemez. Bu agi1gi gosterelim. Ornegin;

—¥, ¥,
¥, v,
i veya s
-V, ¥,
7 -y,

stitun vektorleriyle verilen

"% - - e
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¥,

daimi tesir eden bir 4x4 kompleks matris bulamayiz. Ve bu yiizden bir kompleks
matrisle e, veya e,)e, iliskisine olasilik vermeyiz. Buna ragmen bdyle operatérlerin

toplam tesirlerini,

e2w+(e3r;/)e, =2e,y,

verir ki, bu;
0 00 D
20 110 0
Q0 010 0
0 00 O

4x4 kompleks matrisi tarafindan e, +e;)e, oktonionik smirlandirilmis operatérii ifade

etmeyi bize kabul ettirir. Bu islemler ilerlediginde, oktonionik smirlandirilmis

operatorler tarafindan genel bir 4x4 kompleks matrisi ifade edebiliriz. Acik iliski
tablolar1 Ek B2’de verilir.

Operator 1le,. 4x4 kompleks matrisler tarafindan donistiiriilebilen tim
operatorlerle degis tokus edilir. Bu genelde bir genel oktonionik operatér i¢in dogru

degildir. Ornegin; 1| e, operatdrii ile e, 'nin iligkili olmadigini gosterebiliriz. Agikea,
e, {1l 1y y=es(ve)=—ew, e —ewi - ey (4.35)
(e, e} = (e,p)e, = —ey, —ey, +eys + e,y (4.36)
olur. Agiklama basittir: e, bir 4x4 kompleks matris tarafindan ifade edilemez.

4.3. Gama Matrislerinin Oktonionik Gosterimi

1. Dirac ifadesi:

wa | l\-.)

e, l@n+= Ze le, (4.37a)

n-l

‘«.oJlb-—-l

4



2 1
¥ =—geﬁ—§|e6 +ey)e;

2

2 1
b4 =——3—e? ‘"'3‘|e:r +e;)e,

: 2 1
Yy =——e,——|e, +e;)e
3 3

2. Majorana Ifadesi:

1 1 1 ¢
0
v ==g ——leite ey —e e e —— ng.\-Tep)e\-
] ) 3p_.\'=|
2 1
Y=k |e,+e Je, —e,)es +— Ze 1€,
2 p.=1
2 1 1
2
¥ =§e?+§|e?+eJ)e?_—e3)e4+:Z£P\?ep)e_\_

3

3. Chiral Ifadesi:

p\'l.

- eJ )ei Z gp\l’; p

—e,)e; — Z,S,m?e Je,

Jf'.l\l

1 7
"“33)3? _g Zg.m-!ep)e\-
poa=l

3 i

‘)p\'|

2 1
¥ :EQ,, [e +e,)e, —e e, +— Zep 1€,,)€,

1 7
A Z €pa€p)e

2 pa=l

o 5
i Zgr-*?e;‘ )e
D pa=l

1 1
/]
v o=ce,——<le e )e; —ey e +e5)e
2 3
2 1
|
¥ =—:€6—:]eﬁ +35)83"93)es ngxﬁe )e,
3 2 D pa=l
2 1
2
yo=—=e——le, +e5)e, —e )e
3 5
2
}/3 =_:e4 _le&i+e:)e1
2

(4.37b)

(4.37c)

(4.37d)

(4.38a)

(4.38b)

(4.38¢)

(4.38d)

(4.39a)

(4.39b)

(4.39¢)

(4.39d)
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5. DIRAC TEORISI

Dalga mekanigi, klasik mekanige oranla ¢cok daha fazla olay: aciklayabilen ve
Ongorebilen evrimlesmis bir teori manzarasi géstermekteyse de prensip bakimindan bazi
kusurlar1 vardir. Bu kusurlardan ilki; dalga denkleminin, Schrédinger’in vermis oldugu
sekil bakimindan elektronun spinini kapsamadigi ve ikincisi de dalga denkleminin
Lorentz dontisiimlerine gore invaryant olmadig: keyfiyetidir. Bu sonuncu duruma bagli
olarak Schrodinger denklemi, ancak hizlari 151k hizina gére ¢ok kiiciik olan yani diisiik

enerjili tanecikler veya sistemler i¢in gegerli olabilmektedir.

Spini, dalga mekanigi ¢ergevesi i¢cine sokmak ve Schrédinger denkleminden

hareketle taneciklere spin atfedilmek amaciyla ilk defa Wolfgang Pauli ¥, dalga

fonksiyonunun, skaler bir fonksiyon degil de, her bir bileseni spinin miimkiin
yonelmelerinden birine tekabiil eden, iki bilesenli bir vektor olarak tasarlamistir. Bu
yeni dalga fonksiyonu kavrami Schrodinger denkleminin ortaya koydugu modele
nazaran her ne kadar bir ilerleme teskil edivorsa da yeni dalga denklemi i¢in gene
relativist olmama, yani bir Lorentz déniisiimiine gére invaryant kalmama durumu séz

konusu olmustur.

Schrédinger dalga denklemini, hem spini kapsayacak ve hem de Lorentz
doniisiimlerine gore invaryanthgim saglayacak sekilde genellestirmek 1928 yilinda P.

M. A. Dirac tarafindan yapilmistir [15].

5.1. Dirac Denklemi

Spini 1/2 olan pargacidi tanimlamak, m, =+1/2 olmak tizere m /i degerini
alan spin agisal momentumun z bileseni S. nin iki spin durumuna izin veren iki
bilesene sahip bir dalga fonksiyonunu gerektirir. Bununla birlikte, tiim 1/2 spinli
parcaciklar i¢in aym kiitle ve aymi spine sahip fakat antipargacik olarak bilinen bir
paracigin eslik etmesi nedeniyle, dort bilesenli dalga fonksiyonuna gereksinim
olmasini bekleriz. Dirac, denklemini ileri siirdiiginde bu durum bilinmemekteydi ve

Dirac’in kuramindan elektronun antipargacigi pozitronun varligini ortaya koyabilmesi

kuramsal fizigin en biiyiik basarilarindan biri olmustur.



Dirac’in gerek spin ve gerekse Lorentz doniislimlerine gére invaryanthigi olan

bir dalga denklemi kurarken hareket noktasi enerjinin relativiteki ifadesi olan;
E* =mlct + p’c? (5.1)

ifadesi olmustur. Buradan hareketle serbest bir parcacik i¢in Dirac denklemini yazmak
miimkiindiir. Bu durumda Hamiltonyen’in 7 ve ¢ den bagimsiz olmasi gerekir ve en

basit bicimde, momentum ve kiitle terimlerine gére dogrusal olarak:
H=cp-a+mpc’ (5.2)

seklinde yazilabilir. Burada karsiligi bulunma ilkesine gore p =—inV dir. B biiyiikligii
gibi @ min ii¢ bileseni (a,.@,.a, \7,t.p ve E den bagimsizdir fakat birbiriyle komiite

etmeleri gerekmez.

Denklem (5.2)’'yi E=H = iﬁaé oldugundan Dirac denklemini.
{

(E-cp-a@-mpe?)w=0 (5.3)
yada

in g Y=_incV.a ¥+ mpc’¥ (5.4)
bi¢giminde elde ederiz. Burada «,,a,,a; ve B, NxN matris bicimindedir.¥ ise N

bilesenli bir dalga fonksiyonudur.

Hamiltonyen H’nin hermitik (H = H*) olmasi gerektiginden «,.a,.a; ve P
matrislerinin de hermitik yani,

a=a",f=p" (5.5)
olmasi gerekir.

@ ve B nin saglayacagi ek kosullar ¥ nin her bir bilesenin ayri ayr.

lEz - ple? —méc"J wi=() (5.6)

olarak yazilabilen Klein-Gordon denklemini saglamalari gereginden g¢ikarilabilir.

Denklem (5.3)’t lF +cp.a+m, ,8ch islemcisi ile soldan ¢arparak ikinci mertebe,
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{EE +cz[plza]2 +p22a22 +p32a32 +P|Pg(a'10'g +a2ai)
+ Pzps(azas +a3az)+ pSPI(a.’ial +a,a; )/‘ mnzc4ﬁ3 (5:7)
—mocJ[pi(aiﬁ-t- Pe, )"‘ Pz(azﬂ"' ﬁaz)“'“ p3(a3,8+ﬁa3)}}'1’(F_,,= 0

denklemini elde ederiz. Burada p,,p, ve p,; p nin Kkartezyen bilesenlerini

gostermektedir. Denklem (5.7)’yi (5.6) ile karsilastirarak,

2 2

a’'=a, =a’=p=1
[62‘1,0.’2 L = [a29a1]+ = [Q'S’al]+ =0 (5.8)

[alf'.ﬁ]a, =[a3,,8]_& =[Of3,ﬁ]+ =0

olmas: kosuluyla dalga fonksiyonu ¥ nin her bir bileseninin Klein —~Gordon denklemini

sagladigini goriirtiz. Burada [AI_.B]+ ;

[4.B], = AB+ B4 (5.9)
dir ve ters komiitasyonu gosterir.

Ayrica a,.a, ve a, lin komiitasyon bagintilari da,

le, @, )= 2ia, ey, 0] = 2ia,, |y, 0] = 2ia, (5.10)
ve

ey, ]= ~2ias.|a,.a, | = <2ia,,[a,, 0, ] = —2ia, (5.11)
seklindedir. Burada [4, B],

[4,B]= AB- 4B (5.12)
dir ve komiitasyonu gosterir [16].

Denklem (5.5) ve (5.8) ile verilen kosullar1 saglamas: gereken «,.c,.a; ve 8
matrislerinin minimum boyutlarinin 4x4 olmasi gerektigi gosterilebilir. Buna uygun
olarak dalga fonksiyonu ¥’nin en az dort bilesene sahip olmasi gerekir. Bu dort

bilesenin her birinin spini 1/2 olan pargacik ve anti-pargacigi tasvir igin gerekli oldugu

diisiincesiyle N = 4 oldugunu varsayacagiz. Denklem (5.5) ve rﬁf

cl

¥ =H ¥



denklemlerinin ¢dziimlerinin tek degil fakat bu kosullar1 saglayan matrisler takiminin

aym fiziksel sonuglari olusturdugu gosterilebilir. Dirac denkleminin goreli olmayan

limitini incelemek i¢in 6zellikle yararh olan «,,a,,a; ve f# matrislerinin bir temsili,

0 o - I 0 ——
a—[o_ 0} ve [)’~[0 —f} (5.13)

ile verilir. Burada J ; 2x2’lik bir matristir, @,,&, ve a, ise 2x2’lik Pauli spin

matrisler yani,

g 1 @ =3 10 .
a,z[l O]' aflz[f_ 0}, asz{o _J (5.14)

seklindedirler. o 'nin 6zellikleri kullanilarak (5.5) ve (5.8) ifadelerinin saglanacag:

kolayca gosterilebilir.
5.2. Elektromagnetik Alanda Yiiklii Parc¢acik

g yikli bir parcacik i¢in ve bu pargacigin bir ¢ skaler potansiyeli ve
A= (A_\.,A_‘,,A:) vektor potansiyelinden tiiremis bir elektromagnetik alanda bulunmasi

sart1 altinda (5.3) yerine,

(E - g¢)—c(p—g)-@—m, pe* | =0 (5.15)
veya

m%w=[-fﬁc\?-&-cq,&'-mqmmﬂﬁc?]sp (5.16)

ifadesini yazabiliriz.
Burada dikkati ¢ekecek bir husus (5.15) denkleminin kompleks eslenigini alip da

denklemi -1 ile ¢arptifimizda ortaya ¢ikar ve,

(E+q9)-clp+qd) &-m,p?| ¥'=0 (5.17)

olur. (5.17) denklemi, (5.15) denkleminin birincisindeki ¢ ‘nun burada —¢ olmasi hari¢
formel olarak tamamen aynisidir. (5.15) denklemi —¢ yiiklii ve m, kiitlesine sahip bir

pargaciga tekabiil eden dalga fonksiyonunu veren bir denklemdir. (5.17) ise karsimiza,
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dir, yani relativite teorisi negatif enerjileri de kapsamaktadir. E’nin bu ifadesinde m,c*

2 .

tanecigin (6rnegin elektronun) siikunet enerjisini gostermekte olup -m,c® ile +m,c’
arasinda elektron igin miimkiin higbir enerji seviyesi bulunmaz. E enerjisi +myc’ nin
otesinde pozitif ve -m c” nin berisinde de negatiftir. Enerji, kuantum mekaniginde

stirekli olarak degismedigine gore bir tanecik 2myc®’lik bir enerji kuantumu alarak

enerjisi £<0 iken £>0 olabilir.

5.3. Delikler Teorisi

Dirac 1928 yilinda evrende normal halde —oo’dan —m,c’ "ye kadar olan negatif

enerjili biittin hallerin her birini, Pauli'nin disarlama ilkesi uyarinca serbest elektron
tarafindan isgal edilmis olarak tasarlamis ve bir miktar elektronun da pozitif enerjili
hallerde bulunduklarini varsaymistir. Ayrica bu semaya gore pozitif enerjili bagl
hallerle pozitif enerjili serbest haller arasinda gegislerin daima miimkiin olmasina
karsilik, yeteri kadar giiclii bir etkilesme mevcut olmadigi takdirde negatif enerjili haller
arasinda ya da pozitif enerjili bir halden negatif enerjili bir hale dogrudan dogruya bir

gecis de olmayacaktir.

Negatif enerjili hallerinde bulunan biitiin elektronlar bir ¢esit siireklilik teskil
ederler; oyle ki eger elektromagnetik bir alanin etkisi altinda negatif bir £<0 enerji
seviyesini isgal eden bir elektron isgal edilmemis bir pozitif enerji seviyesine sigrayacak
olursa terk etmis oldugu yer negatif enerji seviyelerinde bir delik ya da bir bosluk gibi
goziikecektir. Bu deligin civari tamamen negatif enerjili elektronlar tarafindan isgal
edilmis oldugundan ve bu delik de negatif enerjili bir tanecigin yoklugunu
aksettirdiginden bu delik tipki pozitif enerjili bir tanecikmis gibi davranacak ve negatif
bir yilikiin yokluguna tekabiil ettigi icin de pozitif yikli bir tanecikmis gibi
goriinecektir. Iste bu tiir 6zelliklere sahip olan bu delige, bir elektronun karsit-tanecigi

ya da kisa adiyla pozitron adi verilir.

Bir tanesi hari¢ olmak f{izere biitiin negatif enerji seviyelerini iggal eden
elektronlarin sonsuz dagiliminda ortaya ¢ikan bu delik, dengesiz bir tanecik goriiniisiini

arz eder; ¢linkdi, pozitif enerji seviyelerinden bu delige dogru bir ge¢is miimkiin olur. Bu

o . L
Ana'd_:,,:: Universites
Merkez Kiitiiphane
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takdirde bir elektron-pozitron ¢ifti yok olmasi olay1 olur ve elektromagnetik enerji

seklinde 2m,c” den biiyiik bir enerji aciga cikar.

Teori, bir elektronla bir pozitronun olaganiistii kisa bir zaman zarfinda hidrojen
atomunun yapisina benzer bir sistem teskil edebileceklerini de 6ngérmektedir. 1951
yilinda varligi deneysel olarak Deutsch tarafindan ortaya konmus olan bu atomsal

yapiya pozitronyum adi verilir.

Pozitron ise deneysel olarak 1932-1933 yillarinda C. D. Anderson ile P. M. S.
Blackett, J. Chadwick ve G. P. S. Occhialini ekibi tarafindan gézlenmistir.

5.4. Dirac Denkleminin Basarisi

Dirac denklemi araciliftyla, spinleri 1/2 olan biitiin taneciklerin doyurucu bir
teorisi de gergceklesmistir. Ayrica bu denklemin hidrojen atomu icin ¢éziimleri o zamana
kadar varligindan siiphe dahi edilmeyen iki yeni spektroskopik olayi ongdrmiis ve

bdylece hidrojenin ince yapisini miikkemmel bir sekilde izah edebilmistir.

Dirac denklemi, daha sonralari, herhangi bir spin degerine sahip olan taneciklere
de genellestirilmistir. Ve ayrica “Kuantum Alanlar Teorisi” diye bilinen teorinin hareket
noktasimi teskil etmistir. 1927 yilindan beri gelismis olan kuantum alanlar teorisi

tabiatin dalgasal ve tanecikli goriintisiiniin en iyi sentezi olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu teoride; uzayin her noktasinda, bu noktadaki alanin siddetini temsil eden bir
say! tanimlanir. Bunu tanimlamak tizere i) bir tanecigin yaratilmasini temsil eden bir
operatdrle, ii) bir tanecigin yok olmasini temsil eden bir operatér gereklidir. Yaratiima

ve yok olma operatorleri stireksizligi ve alanin siddeti de siirekliligi dile getirirler.

Cok gelismis matematiksel bilgi ve tekniklerin gerekli oldugu bu teoride
elektromagnetik kuantum alam1 uzaydaki her noktada belirtilmis olan “foton
yaratilmasi” ve “foton yok olmasi” operatérleriyle tanimlanir. Bu itibarla fotonlar
elektromagnetik alanin kuantumlar roliinii oynarlar. Kuantum alanlari ¢ercevesi iginde
her cins tanecige kendisinin kuantumu mertebesinde olan ayri bir kuantum alan: tekabiil
ettirmek miimkiin olmustur. Mesela atom cekirdeklerinde temel tanecikleri birbirine
yapisik olarak tutan ve ancak 10" cm’lik uzakliklar icin gecerli olan cekirdek

kuvvetlerinin meydana getirdigi alanin kuantumu mezonlardir [13].

28



6. OKTONIONIK DIRAC DENKLEMI

Standart Dirac denklemi,
Y py =my (6.1)

dir. Burada p, “gercek” Ozdeger degerini (momentum operatSriiniin) gosterir. Ve

denklemimize y“p, "yu uygularsak,

r“p, (;V"pvw)= my*p .y (6.2)

dnceki denklem kisaca;

pp.p* (;v";u): m’y (6.3)
gibi tekrar yazilabilir. y 'nin her bir bileseninin standart Klein-Gordon denklemini
saglamas: istendiginde oktonionik diinyada olan Dirac sartini buluruz:

)y riv)=2¢"v (6.4)

Burada parantezler oktonionlarin asosyatif olmayan dogasindan dolayr uygundur.
Oktonionik sayilar kullamildiginda ve sinirli operatérler yokken (6.4) denkleminden

Dirac sartini elde edebiliriz;

.y t=2e" (6.5)
Gergekte islemci 6zelligi animsandiginda,

{a,b,y}=—~{b,a,p} [a, b oktonionik sayilar]
denklemini izleyen uygun iliski ¢cabucak bulunur.

(ab+baly = a(b w)+blay)

Dirac denklemini (6.5) saglayan asa@idaki uygun {i¢ gamma matrisini yazmak sorun
degildir.
(?’|772=73)=(e1=ez=e3) (66)
Fakat, e,|e, veya e,)e, gibi sinirlandirilmis operatsrler y° matrisini ifade
edemez. Tablo XII-XV’ den e, ile yer degistirmeyen e,|e, siirlandirilmig operatori
yazabilir.
Anzcdolu Universites!
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e (e.pe,)+e, (31‘//)94 =2(e,y, +e;p,) % 0 (6.7)
v =v, +ew, +ey, +e,]

Burada e, )e,, ¢, ile degismez.

€ [(349”)6!]"' [6‘4 (eIW)]eI =0 (6.8a)

dir. Fakat ¥ =1 oldugunu biliyoruz. Burada,

{eullewlelle, =, —ew, +es —ep, 2y (6.8b)
dir.

Kompleks geometriyle oktonionik kuantum mekaniginde uygun momentum
operatorti

p=-0d|e
dir. Nitekim, kovaryant formdaki oktonionik Dirac denklemi :
7" (6‘pwe. )=my (6.9)

ile verilir. Burada y»* (4.37a)-(4.37d)’de verilen oktonionik sinirli operatdrler

tarafindan gosterilir. Diizlem dalga ¢6ziimleri vardir ve ¢oziimler (6.10) seklindedir.
V()= [, (B)+ e )+ et () + et B ™ [ ,eClle)]  (6.10)
p=(0.0,p.)
ile baglayalim. (6.9)’dan
(}’ ’V) (}’ W)_”“V (6.11)

esitligine sahibiz. ¥°* oktonionik operatérierin agik seklini kullanmakla ve EkB1 deki

tablolardan hareketlerini 6zetlemekle,
E(u, +eU, —ely — 66144)~ D (u3 —eyly—~ e+ eﬁuz)z m(z-rl +e,u; +eu; + ean‘l)(é.l2)

Bu denklemden 4 kompleks denklem ¢ikaririz;



(E—mu, =+p.u,
(E-mu, =—p.u,
(E+mu, =+p_u,
(

E~ ) =—p.u,

Basit cebirsel islemlerden sonra asagidaki oktonionik Dirac ¢oziimlerini buluruz;

E =+|E|, u" = N l+e, i u® = Nl e, —e, | ule,
|E‘+m - |E‘+ m
.
E=-|E|, u® = N[ﬁ—& J 't = N[f.’z E}t +e, |=ue,
2+ m |+m

N gercek bir normalizasyon sabitidir. 2\Ei ‘ye norm ayarlandiginda.

N =QE|+H?)I3

buluruz.

6.1. Oktonionik Spinérlar Uzerinde »**iin Tesiri

Tablo III ve IV® de; #° ve y’’deki gorillen sumrlandirilmis operatdrlerin

oktonionik spindr tizerindeki tesirini agik¢a goriiriiz.

u=u, +e,u, +eu; +eu, lui‘___J € C(l,e1 )J

An ﬁr:,,u Umvers:te
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Tablo III. Oktonionik Spinsrler Uzerinde y*1n Tesiri

y" —tesiri u e,, e, el

e e, —u, e, e, e,

€, [93 —Uy —e,u, e,y e,
. .

ele, —u, e, €,l; e,

A —Uu, e,, —e,lu, Egld,

es | es —u ey, e,y e,
.

€ |eg —u, e,y e,u, — e,

e, e, ~u e, eyl e il

Tablo I'V. Oktonionik Spinérler Uzerinde y”*1n Tesiri

y~ —tesiri u, e,u, el e,

e, e, =l —Us Eatly

1|€4 e,u, —e4l, — Uy —e, U,

e, e, e, e4lls 1, — ey,
» .

e;)e; —e,l, —egll, = e,

€s)€e; e,u, — gl s =g,
* *

e;)eq — &8 — €4y —ll; — ey,

es)e, e, e, Uy =g,

e;)es —e4 =@tt, =2l e,

Boyle tablolari kullanmakla, dogrusal cebirsel islemlerden sonra:

Ot
Y U= +e,u, —e,u; —egll,

YU = Uy —e,u, — e +esu,

buluruz.

(W]
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Ek Al:

Bu ekte oktonionik sol-sag sinirlandirilmis operatorler ve 8x 8 gercek matrisler

arasindaki dontistim kurallari verilmistir. Déniisiim tablolarini basitlestirmek icin

asagidaki notasyonu ortaya koyariz.

4

a 0 0 0) 0 a 0

{a,b,c,d}ms ¢ z (c) 8, {a,b,c,d}mag 8 8 ; (6.13a)
0 0 0 d 0 0 d 0/
00 a0 0 0 0 «a

{a,b,c.d}, = g S g z {a.b.e.d}, = g S g g (6.13b)
d 0 0 0 d 00 0

Tablo V. 8x8 Gercek Matrisler ve Oktonionik Sinirli Operatorler ey. 1 | e,
Arasindaki Doniisiim Kurallar

{ c1ma, —das, —igs, im0 )‘_1} . 1ley — { - 3, 2] i

[ Bt Qi | - Rl - AN B i i Wi |
ey v || =0y, oy, oy, =ivily . 1les = { -z, ~w i L T

eq { =3, 1é Ty, -1 }(3) . 1 | ey - { 1% -1 l | },‘5..

es = | —oy. iy, o0y 02 }a ., 1|es = { —ioa, —19s -10. —inn )a

€ = { -1 =73, T3, 1 }::} s ik l Eg — { =03, & 2% =y ; 4

ey — {|=iva —my, @y, —i02 Yy lier « { =m0, 2 d 3o

Tablo VI. 8x8 Ger¢ek Matrisler ve Oktonionik Sinirli Operatérler ey, | em
Arasindaki Doniistim Kurallar

erley -~ { =L L 1, 1}y . ele & { -0y -62. L. 1},
ez |es — {-a3. 02, L 1}y es|les — { -us. b, =73 bl
ez | e { —o3. L o3 1}y €sles — | —os £ b =33 h
er ‘ BE |=" { =3 1. a3 };_}}

Burada q, b, ¢, d ve 0, 2x2 gergek matrisleri gosterir ve Pauli-Spin matrisleri olarak

0 1 g —1 10
R L R T

adlandilirlar;



Ek A2:

Bu ekte verilen bir genel 8x 8 gergek matris, onun oktonionik kopyasini ¢abukg¢a

elde etmekte bize imkan veren kurallar1 bize agikca verir.

Mg =

By
I8
s
i
Bs
Bs
s
Py

I
V>
Y3
Va
Vs
Vs
it
Vs

&, &
o, &
O, &
2, &
¢ &y
8 &
6; &
Oy &

?,
@,
@
Py
?s
P
?;
Py

Uh
Up!
UE
up
s
T
T
s

L]

-
3 3

;'4
z
‘2'(1
z

/g

G4
Nid O = meiom

ni=1

Tablo VII. 8x8 Ger¢cek Matrisler ve Oktonionik Sol-Sinirli Operatérler
Arasindaki Doniisiim Kurallan

e )ez |
er)es = |
er)es — |
ez ) € '“{
cz) e = |
e)es =
1:3)61 H{
eayes — |
\'33)‘36 --'{
eg)er = |
eq)ea - |
(‘..;)li’.s '—*{
(35)51 {
es)es < |
05)85 ‘-'{
¢ ) e ‘—'{
es)es — |
eg}es == |
er} ey ~ §
ey ) ex: =~ §
ér)es + §

103,

1aa,

kL
a9
= S

o
2R @8

1
Q
v

a3
el

.

|
s-?.—-w

I
v

|
g 9 |
U o

—iaa,
“*I'G’g.
=y,
iyt
...[‘
=71,
a3,
o,
=71
ig2,
—~{ry,
1,
_1,
T3,
fﬂg._
1,
173,

3 =T,

-3,
._I.
e

iﬂ'g.
—tes,
&y,
—f{Tj.
—03,
-1,
1
=7y,
'-fﬂg.
—ti.
=1,
—03.
T3,
.,.l‘
=1,
—0y.
I.\')g.
104,
T3,

15
_1.

03 }o)
—i02 k3,
-1 b
—igs }3)
3 }
=1 }a
-1l}@
m },:.]_1
—ia2 }is;
ia2 }iy
=0 50
-1 }{3}
L}

73 }is)
=igs }a)
—i3 }ig)
-1 by
=01 }ea
-1 }is
73 }3)
a3 }{':,i

e1)es
€1 ) €g
€ ) &7
e ) es
€2 ) €5
e ) er
e ) ea
€3 ) es
e3) ez
e.;)e:
es)es
ey ) er
€r ) €3
£y ) £g
es ) er
€5 ) €2
€s } €4
Cg } €7
67)82
er } €4
er ) es

(0 R VA ) R |

l

I

{ -1, =L =L
{ -1 L 8 E
[, i
{ M, =dy. 13a,
{ fag. =T, =d1.
{ -o1. =0, o,
{ =01, —ay. =ta;
{ -1 —1. 7y,
{ =%, a3. - ]
{ =F, =a3, -1,
{ o1 13 a
{ Fy, —ids, T
{ —it’fj, =J;. i
{ —=ai. =13y, -0y
{ oa . oy
@ <t I
[ oge =4, oL
{ EFY., S, =
{ Fjia = (2 =i
{ ~o1. o2 —ioy
{ My, 1374 10

(6.15)



p1=1 y P2=e , pP3=e2 v Pa=eés

Ps = €4 3 Ps = ¢€g s P1=¢€g 3 g =er '
po—1l|ler , po=1]es , pu=1|es , pa=1|es |,
pis=1l|es , pu=1]es » pis=1|er , ps=e1|er
pir=ez|ex , ps=es|es , po=es|es , puo=es|es |,
pru=es|es , pn=er|er , ps=ei)es , pu=e;)es ,
p2s =e1)es , ps=ei)es ., p=e;)es , ps=ei)er
po=es)e |, po=e€z)es , p31=ez ) e , psz=ez ) es
pss=ez ) eg psa=ez)er , P =ez)er , P =es ) ez

P3r=es)eqs , pws=es)es , pig=es)es |, pawo =eg ) er
941:64)61 3 P42=64)82 =P43=E4.)83 s 944‘—'64)85 »

P45 = €4 ) €8 , P4s = €4 ) er , psm=es)er , pws=es Yea
pig=es )es , pso=es)es , psi=es)es , psa=es5)er |,
Psszee)el ) 954‘—‘86)62 ) Pss=86)63 ) Pss=ea)e4 1
P57=ee)85 ) 958=€6)87 s P59=€7)81 ; Peo-—ev) €z
961=87)€-a s 962=87)64 ) ,063267)35 ) Pa4=€7)66

sinirli operatérleri ifade etmektedir).

Tablo VIII. 8x8 Gergek Matrisler ve Oktonionik Sag-Sinirli Operatorler
Arasindaki Déniistim Kurallari

e { € { idy, —ia, —iG2, —i03 },:3; y &1 (83 - { -1 1 1 ] }f’i
e (E.; —- { ff‘.’g. ia'g, —ftfg, iﬂz }(3) y 21 (85 — { -1 -1 -1, l }:_3}
e;(es = { -0y, o -0y, -0}y ., e(er = { 63 -05. o oahy
ez(e { -0y, =0y, 03, 103 }(g} s €2 ( e3 — { 1. =0;. =102, 1T }:,i,
e2(es = { o3, -1, -, 1 }(4) y ex(es = { a. -0 g, —im }y,
e2(es = { -1, -0y, —03 -—v3 oy » ex(er = { oy —igs. -4y, -3 Yew
€3 ( ey = { 3. T3, -1, 1 }(-_-} , E8 (eg - { -7y, =i 2. -uI2 }.1_, 1
L { €4 { dy, =0y, =i, —50'3 }(” . €3 ( e =¥ { -3 a3 =1 | }l‘“ |
1 €3 (ea e ( iga, I'C’g? Ty, =0 }(3} ; €3 ( ey ++ { -1 -1 =y, Ty }\fiﬂ
! ey (81 s { -y, -—l-(!‘_u, =Fi4 —fﬂ‘g }i3i . eg ( g3 — { —J3 =1. =oy -1 }g-:}
es(es = { -q tga, -0y, Iio2 }(4; v €4 ( es = { o1, —iF =0 1 }{1_
es(es — | L o -1, -2}y ., es(er = { im & —ios -& }y
es(er = { o3, l, a3, =~-l}ly . es{e2 < { -0y, —ios, -a1, 102}
es (e — { ay, -1, o3, 1 }(4] g e (e,g “r { —@y, 102, =—dy, —102 }m
E €5 ( &g { —iga, =—0]. iga, =—0] }tg} y Eg (87 - { { T3, ~I, @ }.‘:‘.
" eg(eg = { doa, —ay, oy, -2}y . es(ez = { 1, -7 @, 1} |
[} ( ez +F { —f(T:. —U1.. —01, —f&"_i }(3} - €5 ( €g { '—], —{;. aq. -1 },__a, |
g ( &g I { l.'ﬂg. dy. =01, ‘-EG:!_ }{-_;} . €8 ( ey +* { = 1as, t3a, dy }, i
e:(er = { =1 o3 -3, -1}y ., er(e = { o2, -0, . o2y |
er(es = { L, o3 03 <-l}lg ., er(e = {—ioa, -0, -0y, w2}y |
er{es = { -1, 03, 03, =1}y ., er(esg = { 0, =izs, ~ids, -0;}y lt
I
i
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EK B1:

Oktonionik fonksiyonlar tizerindeki sinirli operatérlerin etkisi Tablo XII-XV’ de

verilmistir.

W=y, e, tew, ey, |_W1,,_.,4 € C(l,e, )J (6.16)
Bu tablolarda,

e, > Fvwviws ) (6.17)
notasyonunu kullandik.

ey ==Y, + e, —ey; +ey, (6.18)
seklinde gosterilir.
EK B2:

Asagidaki tablolarda, 4x4 kompleks matrisler ve oktonionik sol/sag-sinirl

operatorler arasindaki iliski kurulmustur.

Tablo IX. Oktonionik Sinirh Operatérler Icin Gergek Katsayilar

n=0y-h-n Gtargrp-A)/12 . mm=Ua-Si-m-fgevs g A0

13 - S ti-m-d—er—painsd A2, ry=Gay-Bim b - er—ne = As)/12

I ={8as e+ tds a-pa-m-MY12  , 1= Bas-Gitwm-d-e-progy A2

rr = Bar =3z =5 + 8 - 3=y —m + Az)/12 5 zs = (Bos=B- = —de —ey— 23 e A2

vy =i0s - 431 g - -3 — i+ A0 R R (- = I T RE - BN S S /LR Vi

iy =dog By -3 Fes— s - As)/12 .o orie=(os—Bs -7 -8 By - oga—he - AL i
iy = {Ge— S5 — i —& - 3oy —s + As)/12 orpg v lar = Ba b =0 —ex — gy =By Al |
ris ={az -8 - w r - —yatm—34)/8 , e =(—a1 -3l Gt gt - A/l
rir=d-ay -3 Swurditearoe-m tAs)12 , mis=(—ap+ St By —gs s - A1

o =(—ar=—Hh-m-8 Srpe-H+A)I2 , ra={ardhia-dire B - Ayl

o =i~optdh o m-bita-g-p4+A)12 , =(-c1+B+m b et - A/




Tablo X. Oktonionik Sol-Sinirli Operatorler Icin Gercek Katsayilar

@23 - (- oa—f3—5ya—081 —es+ o7 — 7 + As)/12 z2s = (a3 — Pg+ Y1 — 502 + €7 + 5 — 15 — Xg) /12

@a5 = (—ag — f5 + 78 — & — 5ea — o1 + g — Az)/12

i @26 = (o5 —fBs—yr —Ss+e1 — S+ 4 Ag)/12
zar = (@8 +Pr + 76 +85 —€a— w3 =3 + \1)/12 ., 298 = (—ar —Ps—vs + 8 +e3 — g —m —3A2)/12
229 = (4 — 603 — 12+ 81 +es —o7 + 15 —A5)/12 730 = (—@2 —P1— 74 — 583 —¢s + w5+ s — A7)/12
#31 = (~o7 —fg — 15 + 06 — 563 — g —m +XA2)/12 , 239 = (Gr —3)/2 ’
733 = (as—Ps -y —Os+e1+pa—5m+M)/12 |, z3s = (a6 +Bs— Y8+ 67— €2+ —m —5A3)/12
wgs = (—a3 =501 —mn —S2—er — 3+ 15 +Xs)/12 , 235 = (e + 81— 4y + €6 — s — 78 + A7 )/10 ;
z3r = (~0g—fr—v6 —0s —Bea +pa—ma —A\1)/8 |, 3z = (or+Ps+75 — 06 — €3 — Spg + 11 — A2) /12,
w3 = (—ag — Bs +y8 — 87 + €2 — oy — 5 —Ag)/12 z40 = (o5 —fs —yr —8s + €1 + @2+ 3 — 5A) /12,
Tar = (a6 —5Ps — 18+ —c2+ ) —M +23)/12 |, zp = (v +Bs—BYs —Ss —es+ps+m - A)/12
#43 = (—Pr—3ds)/2 y Tad = (—o2 = P — 71— e — dgp + 05 — A7)/10 i
Z4s = (—a3+Bs —v1 — 87 —er - g —5ns + Xg)/12 246 = (~eu— B3+ 12— 61 —es b oy —na — 52 )12,
zar = (~o5 =58+ 97 +88- €t ~pr—ns —M)/12 , 245 = (og+ Br—3v + 05 - eu —p3+m+A)/8 "
249 = (a7 —PBs 5 —80 + &3 — s —m +M2)/12 , zs0 = (G2 + f1 + Y4 —4éc — w5 — N5 + Ar)/10 '
@51 ~ (a+Bs—2+01+es—or—5ns~As)/12  , xpr = (—ca+fa—v1—&r —er—@g s - 5Xs)/12
z53 = (g ~5fr —v6 —Gs+ea+ps—m—A1)/8 , xss = (—os5+Ps —5yr +6s —€e1 — 01— - M)/12
Zss = (a6 +Bs —vs =807 —e2+ o1 —ma+ M)/12  , @es = (s —Bs+m +02—Ber 4 s —ms — Xs)/12
z57 = (~cs —Bs+¥2 =01 —es —Spr — s+ Xs)/12 , 2ss = (oo + B+ v+ €5 — s —ns — 4X7)/10
250 = (a7 —80s+ 15 —0s ~e3+pa+m —A2)/12 |, weo = (—ag —Ps — 518 —d7+ €2 — 1 + 14— Aa)/12
z5p = (—as+fe+17 — 508 —€e1 —pa—m3 —Ag)/12 , zee = (cu+Bs—va + 81 —5és — o7+ 106 - As)/12 ;
zo3 - (a3 —Ba+m +82 467 —5ps — 15 — Ag) /12, 2y = (83 — 1s)/2

Tablo XI. Oktonionik Sag-Sinirli Operatérler Igin Gergek Katsayilar

zir = (=05 — Bs—1r — 8 — €1~ 5pa + 13 + M) /12 ag+ PBr ~ s 05 + e — Sy —m+ A1) /12,
%y = (~ar + Ps +v5 — ¢ — ¢3 — By —m — A2}/12
w51 - (g — Bz + 2+ 81 — es — 5oy — s + As)/12
253 = (~as — 7 +76 1 85 — €4 — 3 — 5 — A1)/12
zgs = (06 —Ps + 18 —~ 67 + €2 + oy — 5y — A3) /12
Zoy = (~oa +Bs— 72 — 81+ &5 — o7 — 56 — As)/12
259 = (ar —Bs — Vs + s + €3 - @4 + 71 — SA2)/12
ze1 = (~as - P —yr —8s — €1 + 2+ 13 —5M4)/12
zez = (o3 + 08 + 11 — 82— €7 - w8+ 15 — 5)g) /12

743
50
52

(

(oo + By — 14 +83—€g —Bps +15 — Mg /12,
(—as—fB1—m + 8 +er - dps —1n — Ag)f12
z54 = (—as — P — 7 — Js — €1 + @2 — i + Aq)/12
z56 = (as + B+ 71 — 82 —er — s — 55 | Ag)/12
z58 = (02 + 81 —1a+8& —¢ 1 w5 —5ns — A7)/12
260 = (—06+B5 18 t & - 2 — 1 —m —5X)/12
zg2 = (as —P3+v2 + & — €5+ 7 —7e — 5XAs)/12
zgs = (—a2 — Bl + ¥4 — 83+ €6 — 5 —ns — 5A7)/12

s = (-4~ —m-S +ea—pr+ne—As)/12 , 2oy = (a3 —5fs+m —-da—€ —@s+ns+A)/12
zos = ( -ag —58s — Y8 + 07 —€2 — oy —7mu + A3)/12 z6 = (@5 =5Bs+w+ds+e~pa-m—-A)/12
zar = (&g — 507 — Y6 — 05 + €4 + @3 — M2 + A1)/12 295 = (~07 - 588+ 75 — 06 —e3+ 1 —m — A2}/12
225 = (i — 3 — 572 + 61 — e + o1 — 15 + As)/12 z3o = (~oa— P —8ya —d3 +e6 —ws ~ms | Ar)/12
za1 = (—ar+Bs =595 — 8 — 3 + gu —m1 — A2)/12 233 = (~ag —Br -5y + 8 —ea —ps +m—AMi)/12
w33 = (&5 + PBg — Byy + 8s + €1 — 2 —ng — Ag)/12 734 = (a6 —Ps — S —r+tea+or+m—A)/12
z3s = (~03 - Ba—m —5h +er+ s —ns—Ae)/12 , z3s = (2 +f1—M—5B—es+ys+n-A)/12
za7 = (—as —Br+ 1 =50~ -¢ga+tm—-XM)/12 , =z =(ar—Bs-7 Bt —psatm+A)/12
z39 = (—s + B85 — 5 — 50 — €2 — 1 —ma + A3)/12 zgo = (@5 +Bs +yr - 583 + &1 —p2—ma —Ag)/12
2a1 = (s — Bs + 18 — &7 — Se2 + o1 +nu — Ag)/12 z42 = (a7 —Bs— 15 + 96 —5es —pa + 1 + A2)/12
Tz = =(—az—ﬂ1+‘¥4—53—556"¢6“??s+x7):’12 '
#45 = (—~o3 -~ Ba—m + 62— Ser + g5 — 15 — A6) /12 ag = (~aq+ B3 — 12— 8 —Beg — v 475 - As)/12

1
'
1
(as+Br—76 —8 —Ses +ps—me+A1)/12 |, zas
1
r
1
*
]

Tablo XII. e, ve 1 | ey Oktonionik Sinirli Operatdrlerin W Uzerindeki Tesiri

ey —{ edy, —ads, —avs, —aP} , lle — { ath, ay, eayv. avw} .
ez — { [~ o, =Y, ¥l ., 1llex — { -3, ¥1. LT
es — { —erfn, —e, —a), ea¥i}l , 1lles — { e, —ed], evi. —evi}
es — { ¥, o, Y. -9} , llee = { —¥8 =, ¢l wl o,
es — { —a¥y, av], —ea¥n, —a¥3} , lles — { e@¥s, —a, —-eadf, «adi} .
es — { -9, -5 ¥3, Pt} ., 1lles — { -¥i, I v} o,
er — | ey, e, —ey;, eath} ., ller — {—e1¥], —a¥, vl ea¥]}

Joter T1o.t ¥ ¥
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Tablo XIII. emer Oktonionik Sinirli Operatérlerin W Uzerindeki Tesiri

e1] e
e | es
E5|€5
er | er

411

{ '_g}l ] ﬁi’z 1
{ _1‘;"; 1 lﬂ; 3
{ _‘g’I ] 1!‘02 1
{ —"J’T ' 1;"2 '

t!’.Si 7]’4 }

¢3| 1}’4 %
; ) 1!:'4

11b.'.’n w; }

EQteg —i{
es|es — { —¥i,

Bale

—

{

-, =¥, Y3, Wy}
1'&3! _1;.):;- 1y }
_1;};1 W, wﬁ: _U; }

?

Tablo XIV. ¥ Uzerindeki Oktonionik Sol-Sinirli Operatériin Hareketi

’ e ) ey — { — 3, —epdy, ey, —e¥y } ., & )es — { 1‘5 -, - [
€1)eq — {—ev3, @, —ay), vl , e1)ey — { =-u 3. vi, -], -e3}
e1)es — {—av], ey —end —avi} ., e )er — | L, s L3, ey
ez ) ey — { —=eyly, vy, —avg vy , ez)es — { €0, €L €yt Cyety ]
e3 )es — | ¥y o=y, —ug, (M , ex)es — [ —euy, —evn ol e g

‘ e3)es — [ —wm.  —uvi. —w], -3 , ez)eyr — [ —ewn. U ael, —aud )

| ea)es - { (8 . v, —vg . ea)ex — { -l el - —eey )
ez ey — | —ewy qus. aul, vl . ca)es —+ { —m =un 5. —et}
e3)es — { era. oeup o —ew], eiwd )} , es)er — | —un, S TE =y }

| ea)er = { ~aw3 av], av, -yl v eg)es = —dy -3 iy, =ty }
ey )es — | eywy. ey, —eivh, —e¥ , oeg)es — { mul, eem. e eyuy }

| ex)iew =% L, i, =ty -3 , es)er — { cium —eny eyvg. =0y }

| es)er —{ L TR L, v es) ez — { five, e onn - }

| ez Jes — | ., 1. —L?-_- ¥y eg Jes — [ =), —esns et ey )
eg Jeg — [ —egem, v, ey ey } es Jer — | L, T, L. il

| ea)er — | —entny, —adn,  avk,. ey } celex — | vy, —t73. i va }

| es)ea — { —ewwn. el e —evhr} gs)es — { —¥n —¥, =il —a}

| es)es — [ weiva, —enny, evg, —er¥n} eg)er — | —ayvy, —evn. —ava. —ey )
ey yer = {l —wy, =¥y ¥, =t} ., er)es — { eivn, —erg. ~ae). e
er)es — | Y, Vg Uy, W}l . er)es — { —atn. aul. ol —aial}
er ) eg { —hy, -7 -y, ¥ } , er)es — { ey, e, eintg, —epe }

| 58 PR

Tablo XV. ¥ Uzerindeki Oktonionik Sag-Sinirli Operatoriin Tesiri

e1 (e — {—a1¥d, —ad], —ad, ea¥i} , e(es — { —¥i -4, i S
e1(es — {—e¥, e, —e¥), —ads » ex{es —  —p =g, 20 B
et (e — {—eat], —eth3, el —er} . ey(er = { ¥, —uy, i wl o,
ez(exr — { —etn, ey, ﬂﬂ"'.?- —e1¥3 . e2(es = { ea¥], eyl —ayx, —evn} |,
ez {es — { 95, ¥, —v¥s i . ex(es — { e, eavi qu [ T
ez (es — { -5, =¥, -, -—¢= » ez(er = { e, —eayy, ey, —ay=}
ez (ex — { 2, Y, =y, ¥3 , ex(ex — {—er¥i, ev3, eun ey}
ez (ea — { @], e, —efn, eay , es(es — 5 —¥5, ¥, s ¥ ,
es (e — { -3, ey, —aty, —atr} , e(er — { —¥i, -¥i, -, T T
eg{er — { —ewdn, —a¥i, ea¥y, el y eel(lea = { -4, =5 -5, w1} .
ey (es — {—ewdd], etn, e, —ey} , es(es — { edd], —eydn, i, —eny ),
es (e — { P35, Y, —w¥3 ¥} . es(er — { —ewts, —ethy, —a1wi. —eitn ¥
es (er — { 13, ¥, ¥, —yY3 v es(ex = { —er], —ery, e¥d, —evy ;
es(es — { ¥y, —a, 43, Y} . es(eq — {—e¥], edn, e ey .
es{es — { eavs, eath, a¥ff, —a¥} , es(er — { 3 Y. - ¥ .
eg(e1 — { —e1ty, e¥d, —e¥l, et} , e(ex — { ¥,  —¥a Uy -3 .
es(es = { ey, ey, eay, a¥i} , e(es — { -9, ¥, —¥, -¥3} .
eg(ex — { -y, —a1ty, ey, @i} , es(er — {—a¥], eavr, eavs —eyy 7
er(er = { -vu ¥, —¥3, —v1} , er(ex — {-—ew5, ey, —eth, —aid ’
er (ea — { ¥y, Py, P, =93} , er(es = { e, ewn, ey —au] 5
er{es — { -3, —¥y Yo —¥3} . er(es — { ey, —ews —eays, —ay] :
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Tablo XVI. 4x4 Kompleks Matrisler ve Sol-Sinirlt Operatorler

1 .
Ry -§ [l-—&l Ic]_]

Rz

Ris

Raz
Rz
Raq

Ci1

Cis
614
Cax
Caz
Ca3

Caq

b

[ NG S re ) S O R G N e i = 1 S 0O 8 o M il S R SO R R I E N SO TR e SN B Su ) I SO B SRRl e I Y B S B 2

1 o ,
E[281)€3+63)31—.2]-62“.824-84)65—65)€4+€5)€?~—87}65I

=,

g [281 _)'65+65_)81 ~'-2|84—84+63382~'82 ) 65+67)83He3)e?1
=[2e1 ) erter)e;—2|es—estes)ea—es ) eates ) ez—es)es)

[e2ates) e ]
[1+~‘31|8'1+e4|64+¢5|65+8e|€_s-+67'lev]—§[82|€2+83|83]
[ —e2)eq—es)es]

[es ) er—er ) es]

es+es)er]

[ —es)es—eq)er]
[1+61I81+&2I62+€3|‘63+85|€6+6?!€7]—§ [es|ea+es]|es]
[es ) er—es) eg]

[es—er ) er]

[er)es—es)en]

= [er ) es—¢g ) eq]
I1+'f31Iez+ez]ez+83|es+eqqu+ea|es]—%[66|66+6?|67]
[1]e1+er]

[ —2¢; )ep—e3—2|es—ex)ertes)ertes)es—es ) eg—er ) ey
[ —2e1 )ea—es—2|es—es)e1—eg )es—ex ) er+er )eates)es)
[ —2e1 ) es+er+2|er—es)er—er) es+es ) estes) ea—es ) ed]
[ —eate)er]
[1ler—eites)es—cs)ei—es)erter)es] =z [ea) es—es) ez
[ —e2)ep+es)en]

— [83 )'36'—|-6;3 ) e?]

[es)



Cs1 < 12.—[-—-35+e4)61]

Caz + %[es,)ezgea).es]

Css » gl1ller—ecites)es—es)es—eo) erter)es]l—3 [ea)es—es)es)
Css + %[es)ee+e4)ey]

Cyy + %[e—r-k-eg‘) ey ]

Caz %[ —e; )ex—es ) ez

Caz & %‘[—67)84"’1‘26)35]

Caa > _-é{llel-—'el+eg)eg——eg)eg+_e4)ss—e5)54]—%[ev)ea—es)é:7§

Tablo XVIL. 4x4 Kompleks Matrisler ve Sag-Swrl:

R~ 5([l—e|e]

Riz + {—&2‘{"(23(81]

[ —es+es (er]
Ry & 2 [|—es—er (er]
Ray < = [2e (ea+es(er+2|eateates(es—es (estes (er—er (es]
Ty e [1-!—@1|81+e4]e4+es|es+66|ee+e7"—‘?]_%[62le3+s3]e3]
[ —es (ea—eq( ez

Ros ++ = [er (es—es (e2 ]
Rap «— z[2e1(es+es(e1+2]es+eastes (e2—es (es-ter (es—es(er]
Raz <> = [ —ea{eqg—es(es]
Kng s [l_i_aliel_l_e,j|32+33[33+es|35+e7|57]——1§{34|64~I-65|€sl
Ras « = [er(es—es (ea]
Rar & [2e1 (er+er(e1+2|ee+es+ex (es—ei (ex+es (es—es(es]
R4z + [es (er—e2 (€6 ]
Raz & [es (er —es (eq]

1
[1+ei]ert+ex|estes|estes|estes|es|—5 [es|lester|er]

e =
44 3

[1]er+er]

Ci1z2 <

2] = RO = ] 1 10] 1 B0 = ] 4 R 1 K] = O] 1 RO 10| = O3] = G = RO 4 KO 1 ] = 1]

| —e2(ex1—es)

Anadolu Universites”
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I —64("4—85]
[ —6&[_(:1 -Fe?]

[ 2¢, (tiu-f‘a—l—-?lﬁg-ﬁ ez (e bey (er+es (es—es (€a—er (ea]

1
Can [1[61—81—«4(85—}-(35(&4-! es(ey—e,-(!ful—g[ -—-e-_s(c;;-l-t:;{ﬁ;a,l
C-_53H I*‘-‘&s(ﬂg‘{éq(&g]
Cag = = [er (eates (es]

[t B ] b ] = R = S RIS =

Ca = =[2e1(ca—es—2|esteg(e1—ea({ea—ex(erter(eatealos]

=

Syl B = bS] = D = D= S =] - O

Cay +~ 5 [e2(es—ea(ca]

1
Caz '|116‘_(""'63("3"‘83(‘32+£6(‘97—(1T(86|—§| —cy (€5 1 es]€al]
Czy = 167(6_;-{—65(551
| —2¢; (es—er+2|er+es(e1—ex (es+es (eates (e2—ex{eq]

Cyn [ —ea(cs—ea(er]

Cia = 5| —es(es—es(er]

1 : : :
Cag = [1|¢1—<’1“‘:3{f‘-3+¢3(€:—64(ea'f€5|f4]—§lfr-.-,i.t--f‘-.-'.rln
1

Onceki tablolar sol/sag-sinirli operatorler arasindaki iliskileri veya oktonionik

operatdr islem kurallarim 6zetlemek igin ¢ok kullamishdir. Ornegin,
[ez )e; +e;)eg ] © 20, < [e? (e, +e¢ (93]

kolayca buluruz [1].

4]



7. SONUC

Oktonionlar daha ¢ok kuantum mekanigi, relativite, pargacik fizigi ve
elektromagnetik teoride kullanilmaktadir. Ayrica oktonionlar grup teorisinde ve

elemanter parcaciklarin siniflandirilmasinda da basariyla kullanilmaktadir.

Bu galismada oktonion cebrinin 6zellikleri belirtilerek, sol-sag smirlandirilmig
operatorler ve doniistim kurallar ifade edilmistir. Ayrica eklerde bulunan tablolarda da
bu doniisiim kurallari agik¢a verilmektedir. Bunun yamisira Dirac denklemi de

oktonionik formda ifade edilmistir.

Anadollﬁ 'U-.\"v-‘ o
Merkez Kitt®
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