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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

OKTONİONİK KUANTUM MEKANİGİ 

NESRİN YAVAŞ 

Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fizik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Kudret ÖZDAŞ 

2003, 44 sayfa 

Bu çalışmada, ilk olarak sayı sistemlerinin sonuncusu olan oktonionların tanımı 

yapılmış daha sonra; oktonionların skaler birim elemanı, normu, tersi ve eşleniği 

tanımlanmıştır. Ayrıca oktonionlarda toplama, çıkarma ve çarpma işlemlerinin nasıl 

yapılacağı anlatılmış ve reel oktonionlann matris temsili verilmiştir. Aynı zamanda 

oktonionlarda değişme özelliğinin yanı sıra birleşme özelliğinin de bulunmadığı 

açıklanmıştır. 

Oktonionik kuantum mekaniğinde Dirac denklemini türetmek için, solfsağ 

sınırlı operatörler ve dönüşüm kuralları açıklanmıştır. Ayrıca dönüşüm fikrini 

açıklamak için 8x8/4x4 kompleks matrisler ile sınırlandırılmış operatörler arasındaki 

ilişkiler verilmiştir. Eklerde bulunan tablolarda da bu dönüşüm kuralları açıkça 

görülmektedir. Fizikte Dirac denklemi kısaca anlatılmış \·e Dirac denklemi 

oktonionlarla ifade edilmeye çalışılmıştır. 

Anahtar Kelimeler : Sol/sağ sınırlı operatörler, dönüşüm kuralları, 8x8/4x4 kompleks 

matriksler, Dirac denklemi 
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ABSTRACT 

OCTONIONIC QUANTUM MECHANICS 

NESRİN YAVAŞ 

Anadolu University 

Graduate School of Natura! and Applied Sciences 

Physics Program 

Supervisor: Prof. Dr. Kudret ÖZDAŞ 

2003, 44 pages 

In this study, firstly the definition of octonions the !ast number systems, was 

gıven, then scaler unit element, norm, opposite and coı�ugate of octonions were 

defined. in addition to this, how addition, subtraction and multiplication operations in 

octonions are made were explained and matrice representation of reel octonions was 

given. At the same time it was also explained, that there is no commutatiYe as well as no 

associative property in octonions exist. 

The left/right limited operators and transformation rules were explai_ned to derive 

Dirac equation in octonionic quantum mechanic. Besides, relationships between 8x8/ 

4x4 complex rnatrices and limited operatoı:s were given in order to explain the 

transformation. Dirac equation in Physics was described shortly and tried to be 

expressed with octonions. 

Keywords : Left/right limited operators, transformation rules, 8x8/ 4x4 

complex matrices, Dirac equation 
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l. GİRİŞ:

l 930'ların başında P. Jordan, P-bozunumu ve kuvvetli etkileşmeler gibi yeni 

olayları açıklayabilmek için birleşimli olmayan ama deği.şme özelliğine sahip bir cebir 

önerdi. Bu cebir yeni kuantum teorisi için temel oluşturdu. 

Böylece kuantum mekaniğinde ilk kez oktonionlar gözükmüş oldu. Birleşimli 

olmayan cebirlerin fiziğe uygulanabileceği umudu P-bozunumunun fermi teorisine ve 

nükleer kuvvetlerin Yukowa modeline yol açtı. 

A.A. Albert'in teoremi gösterir ki birim elemanlı reel bir 1\(a) modül fonksiyonu 

içeren ve aşağıdaki özelliklere sahip reel sayılar üzerindeki A cebrini yalnızca R (reel) 

C (kompleks) H (kuaternionları) ve O (oktonionlan) oluşturur: 

N(O)= O 

N(a)>O 

N(ra) = lr!N(a) 

eğer a:;t O E A 

(r ER) 

A.A. Albert'in teoremi daha önce aynı sonuçlara ulaşan fakat N (a)2'yi bir kuadrik form 

kabul eden 19.yy'ın ünlü Frobenius ve Hurwitz'in sonuçlarına genelleştirilir. 

A.A. Albert'in teoremine ek olarak bir T(a) modül fonksiyonunu içeren cebirler 

üzerinde bölüm cebri kavramıyla, R, C, H ve O cebirlerini karakterize edebilirJz. Klasik 

teorem ifade eder ki, reel sayılar zerinde sadece, 1, 2, 4 ve 8 boyutlu cebirler bölüm 

cebirleridir. Bunlardan R, C ve H birleşimli iken O birleşimli değildir [ l]. 

Türk fizikçilerimizden Prof. Dr. Feza Gürsey de kuaternionik ve oktonionik 

yapıların önemini 1950'li yıllarda sezip, bu yapıları ve ilgili istisnai grup ve geometri 

çalışmaları ile fiziğe yerleştirmiştir. 

Gürsey, oktonionlar ve onlarla ilgili istisnai gruplarla 1970 yılında ilgilenmeye 

başladı ve kendi deyimi ile "onlarla eğlenmeye'· hayatı boyunca devam etti. Anlaşılması 

son derece zor matematik yayınlarını tarayarak, oktonion cebrini "fizikçilerin 

hazmedebileceği şekilde derli toplu" bir matematik girişle fiziğe tanıttı. Gürsey' in, son 

on yılda süpergravitasyon, süpersicim konularında yaptığı çalışmalar tüm etkileşmeleri 

Anadolu Oniversfte!: 
Merkez Kütüphane 



birleştirecek teorilerin temelinde oktonionların yattığını ve bu ilginç cebirlerin doğa 

kanunlarının dili olduğunu ve doğanın geometrik yapısını anlamamıza yardımcı 

olduğunu kanıtladı. Oktonionik yapılar ve istisnai grupları kullanmadan doğanın 

sırlarını çözemeyeceğimiz açıkça belli oldu [2]. 

Burada, oktonion kavramı ve cebri açıklandıktan sonra kuantuın mekaniğindeki 

uygulaması incelenecektir. Ayrıca Dirac denklemi oktonionik formda yazılacaktır. 
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2. OKTONİONLAR 

2. I. Oktonionun Tanımı 

Bölüm cebri oluşturan sayı sistemlerinin sonuncusu oktonionlardır. Bir 

oktonionu, iki kuaternionun kombinasyonu olarak oluşturmak mümkündür: 

x = a +!;b xEO, a,b E H ve ÇÇ = - ı (2.1) 

Buradaki !; imajiner sayısı; her ne kadar kendisiyle çarpımı " -1" ise de, A.
1

, A.
2 

, ).
3 

ımaJıner sayıları ile aynı değildir. Öyle ki, Ç ile A.0 ,).1• A2 , A.3 'leri n çarpımı, 

Burada; 

x = a + Çb 

= OoAo + aıA.ı + aıA.ı + a3A.3 + Ç(boA.o + bıA.ı + bıA.ı + bJ.ı) 
= aoA.o + aıA.ı + a2A.ı + a,A.3 + ÇA.obo + ÇA.ıbı + ÇA.ıbı + ~;- ,b.ı 

= x0 A.0 + x 1A.1 + x 2 A. 2 + x3 A.3 + x.1A..1 + x5A.5 + x6 ),6 + x7/, . 

= (x o ' X 1 ' X 2 ' X 3 ' X 4 ' X 5 ' X 6 ' X 7 ) 

a, = x., b0 =x,, b1 = x,. b, =xc. 
J .) -t • - ) 

(2 .2) 

notasyonu kullanılmıştır. {A., : n = O,ı , 2 , 3,4,5,6, 7}; oktonion cebrinin tabanını 

oluşturmaktadır. Taban elemanları arasındaki çarpım bağıntıları : 

(n=O, ı ,2.3 ,4,5,6,7) (2.3) 

A. A. - - 5 A. + ljl A. J.l u - JIU O pup p (ı.ı,v,p= ı ,2,3,4,5,6, 7) (2.4) 

şeklindedir. Buradaki IJipvp ; 1, O, -1 değerlerini alabilen antisimetrik bir tensördür. Bu 

tensörün değeri, (123), (245), (435), (651), (572). (714) ve (367) sıralı üçlüleri ve 

bunların çift permütasyonları için + 1 ve bunların tek permütasyonları için -ı , f.1 vp 'nin 

diğer tüm sıralamaları için sıfırdır. 

imajiner bileşenler adını alır. imajiner bileşenleri sıfır olan bir oktonion bir reel 

sayıdır( x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = x6 = x7 =O ıse X= x0 ). O halde reel sayılar 

oktonionların bir alt kümesidir. Altı imajiner bi leşeni sıfır olan bir oktonion bir 

kompleks sayıdır{x2 = x3 =x4 =x5 =x6 =x7 = 0 ise X=x0 A. 0 +.:ı: 1 )o 1 =(x0 ,x1)}. Aynı 

3 
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şekilde dört ıma_pner bi leşeni sıfır olan bir oktonion ıs e bir 

O halde tıpkı reel sayılar gibi kompleks sayılar ve kuaternionlar da oktonionların bir alt 

kümesidir(R c C c H c O) [3]. 

2.2. Oktonion Cebri 

2.2.1. Skaler Birim Eleman 

Oktonion cebrinin skaler birim elemanı /L0 'dır. Her X E O için; 

(2.5) 

2.2.2. Oktonionlarda Toplama ve Çıkarma İşiemi 

A, B E O ve a0 , a 1 , a 2 , ... , a7 E R olmak üzere toplama ve çıkarma işlemi 

(2.6) 

olarak tanımlanır. 

2.2.3. Oktonionlarda Çarpma İşiemi 

İki oktonionun çarpımı işlemine geçmeden önce, baz elemanların çarpıınını ele 

almak gerekir. Baz elemanlar için iki şekilde çarpım tanımlanmıştır. e0 birim elemandır. 

a) Cayley-Dickson Yöntemi 

k=l ,2,3 olsun. (2.7) 

Oktonionların baz elemanı e J.ı için çarpım kuralları aşağıdaki formda verilir [7]: 

~ ~ 

e4 e; = -e;e4 =e, . 

( ' ' k-1?") l,J , - __ ,.) 

4 

(2.8) 

(2.9) 

(2.1 O) 

(2. ı ı) 
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Ayrıca bu çarpımlar Şekil 1 'deki diyagramla gösterilebilir [4]. 

e _ı 

Şekil 1 :Oktonionların baz elemanlarının çarpım diyagramı 

Baz elemanların çarpımı, kolaylık olması açısından bir tablo ile de verilebilir [ 4]. 

Tablo I. Oktonionların baz elemanlarının çarpımı 

en e1 e:! e _ı e-1 e -.ı e6 e7 

eo ı CJ C] e _ı e-1 e5 e6 e; 

Cf ei -1 e _ı -e:! e5 -e-1 -e7 e6 

C] e:! -e _ı -1 Cf e6 e; -e-1 -e5 

e _ı e, 
-' e2 -e1 -1 e7 -e6 Cj -e-1 

e-1 e-1 -e5 -e6 -e? - 1 Cf C] e _ı 

e5 e5 e-1 -e? e6 -e1 - ı -e _ı e2 

e6 e6 e7 e-1 -e5 ı -e2 e _ı -1 -e1 

e1 C7 -e6 e5 e-1 -e _ı -eJ CJ -1 

b) Modül 7'ye Uygunluk 

Bu yöntemde baz elemanların çarpımı aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

(2.12) 

e,e1 = -e,e, (i,j= I,2, . .. ,7; ii:-j) (2. ı 3) 

(2.14) 

(2 .15) 

5 



Tablo II. Oktonionların baz elemanlarının modül 7'ye uygun çarpımiarı 

eo e, e2 C] e.J Cj e6 e1 

eo ı e, e2 e3 e4 e5 e6 e7 

e, e, -1 e4 e1 -e2 e6 -e5 -eJ 

e2 e2 -e4 - ı e5 e, -eJ e7 e6 

e3 eJ -e7 -e5 - ı e6 e2 -e.J e, 

e4 e4 e2 -e, -e6 -1 e7 e3 -e5 

e5 e5 -e6 e3 -e2 -e7 -1 e, e.J 

e6 e6 e5 -e7 e4 -eJ -e, -ı e2 

e1 e; CJ e6 -e, ı e5 -e.J -e2 -1 

Bu çarpımlar Şekil 2'deki diyagramla da gösterilebilir [5]. 

e2 

Şekil2:0ktonionların baz elemanlarının modül 7'ye uygun çarpıın diyagramı 

Reel oktonion ı skaler, 7 imajiner bileşene sahiptir. Skaler kısmı S..1 \·e imajiner kısmı 

VA olmak üzere bir oktonionu A=S;~+ VA olarak yazabiliriz. A=S,- Vı . B=SB+ v/3 iki 

reel oktonion olmak üzere iki oktonionun çarpım ı ; 

(2 . ı 6) 

olarak tanımlanır [6]. 

2.2.3.1. İki Vektör Oktonionun Skaler Çarpımı 

Burada ilk olarak vektör oktonion tanımlanmalı dır. Vektör oktonion, skaler 

bileşeni olmayan sadece imajiner bileşeni olan oktoniondur. 

A ve B sadece imajiner bileşene sahip iki oktonion olmak üzere. çarpım; 

6 
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ı 
A . B= - -(AB + BA) 

2 
(2.17) 

olarak tanımlanır [ 6]. 

2.2.3.2. İki Vektör Oktonionun Vektörel Çarpımı 

A ve B sadece imajiner b ileşene sahip iki oktonion olmak üzere, vektörel 

çarpım; 

ı 
AxB= -(AB - BA) 

2 

olarak tanımlanır [6]. 

2.2.4. Bir Oktonionun Eşleniği 

Bir oktonionun eşleniği; 

i 

A * = a o e o - L a ~~e~~ = S A - VA 
p =l 

(2.18) 

(2.19) 

olarak tanımlanır. Yani, bir oktonionun eşleniği , imaj iner kısmının işaret değiştirmesiyle 

gerçekleşir [7 ,8]: 

(2.20) 

Eşlenik operasyonu aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

(2.21) 

• (A + B) * =A * + B * (2.22) 

• (AB)* = B* A (2.23) 

2.2.5. Oktonionların Normu 

Bir oktonionun normu, kendisi ile eşleniği n in çarpımı olarak tanımlanır. 

7 

N(A)= AA* =A * A= Ia/ (2.24) 
;ı=O 

A, B E O olmak üzere iki oktonionun çarpımının normu, bu oktonionların ayrı ayrı 

normlarının çarpıınına eşittir [7]. 

7 



N(AB)=N(A) N(B) (2.25) 

2.2.6. Bir Oktonionun Tersi 

Normu sıfırdan farklı her A oktonionu için kı ile ifade edilen bir tersi 

mevcuttur. Ters eleman, bir oktonionun eşleniğinin normuna bölümüne eşittir [5]. 

(2.26) 

Ters elemanın kendisiyle çarpımı; 

(2.27) 

şeklinde birim elemanı verir [ 1 O]. 

Oktonionlarda değişme özelliğinin yanı sıra birleşme özelliği de yitirilmiştir [6]: 

XY=t:.YX (2 .28) 

X(YZ)=t:.(XY)Z (2 .29) 

2.2.7. Reel Oktonionların Matris Temsili 

Oktonion cebri asosyatif olmadığından, reel sayıların cismi üzerinden herhangi 

bir matris cebri ile izomorf değildir. [Bilindiği gibi kuaternion cebri 4x4 reel matris 

cebri ile izomorf idi]. 

Oktonionlar için özel matris temsilleri geliştirilmiştir . 

A=a' + a"e4 AE O; a',a" E H (2.30) 

Es =[1, eh e2, .... ,e7 ] olmak üzere, oktonion cebrinin baz elemanları için çarpım 

kuralları aşağıdaki gibidir: 

e ı e ı e, e4 es e6 e 
J 7 

e ı - ı e3 - eı es - e.ı e7 e6 

e ı - e, - 1 e ı e6 e7 - e4 - es 
-' 

e3 e ı -e ı - ı e7 - e6 e. - e4 
1 ) (2.31) Es Es = 

e4 - es - e6 - e7 -ı e ı e e3 2 

es e4 - e7 -e6 - eı - 1 -e, 
J e ı 

e e7 e4 - es -e ı e, - 1 -eı 6 ·' 

e7 - e6 es e4 - e, -e ı e -1 
·' ı 

8 



Reel kuaternion için matris temsili: 

ao -aı - a2 - a 3 

<D(a) = aı ao - (/3 a2 
(2.32) 

a2 a3 ao - aı 

a3 -a2 aı ao 

dir. Burada a0 , a1, a2 , a3 E R ' dir. Diğer matris tamsil i ise, 

Go -aı -a2 -a, 
. ) 

r(a) = aı ao {[, - a2 
·' (? '") ") __ ..)..) 

{[2 - {[, 
.) ao aı 

(/3 {/2 - aı {/o 

olarak verilmektedir. 

Oktonionların matris gösterimleri, kuaternionların reel matris gösterimine 

dayanır. Bir A oktonionu, 

A 1 ll = a +a e4 AEO; a',a" E H (2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

w(a), 8 x 8 matrisi R üzerinden A oktonionunun solmatris gösterimi olarak adlandırılır, 

[ 
<D(a') 

w a -( ) - <D(a")K
4 

olarak verilir. Burada K.J 

gösterilebilir: 

(/o - aı 

{/ı ao 

{/ 2 -a, 
.) 

w(a) = 
{/3 - a2 

(/4 as 

as - (/4 

{/6 - (/7 

{/7 {/6 

- r(a")K4 ] 

r(a') 

[ı' -1 , 

- {[2 -{[ , 
.) 

a, {[2 
.) 

Cl o - aı 

aı ao 

(/ 6 (/ 7 

(/7 - (/6 

- (/4 (/5 

- (/. 
) - a4 

-1 , -1 ]' dir. 

- {[4 - {[5 

-as (/4 

- a6 -(/7 

- {/7 a6 

Cl o -a ı 

aı Cl o 

a2 -a, 
.ı 

a3 {/2 

9 

H'( a) 

- a6 

{/7 

{/ 4 

-as 

- a2 

(/3 

ao 

-[/ı 

(2.37) 

bileşenler cinsinden açıkça 

- a7 

- (/6 

as 

(/4 
(2 .38) 

- [/, 
.) 

- {/2 

aı 

[/o 
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a.ı - as - a6 - (/7 ı o o o a, a, {/(ı ([ 7 

<D(a")K4 = 
(/5 ([4 - {17 (/6 o -ı o o (/5 - (1 -l (1 7 - (/ 6 

o o - 1 o (2.39) 
([6 (/7 (/4 - (/5 ([6 - (/ _ - (14 {15 

(/7 - {16 (/5 (/4 o o o -1 (/7 (1 6 - ([5 - a .ı 

(/ 4 - (/5 - a6 - (/7 1 o o o - (1 -l - (/5 - a 6 - (/7 

v(a")K4 = -
([5 (/4 -a7 - a6 o - 1 o o - {/5 a, - C/7 - C/6 

(/6 (/7 (/4 (/5 o o - 1 o -(16 (/7 (/ 4 (/5 

a7 (/6 - a5 (/4 o o o - 1 - (/ 7 (/6 - a5 (/4 

(2.40) 

Benzer şekilde v(a) , 8 x 8 matrisi, R üzerinden A oktonionunun sol matris gösterimi 

olarak adlandırılır ve 

v(a) ~ [ r(a' ) 
<D(a") 

- <D(a")' ı 
r (a')' 

(2.4 ı) 

olarak ifade edilir ve bileşenler cinsinden aşağıdaki gibi gösterilir [8]: 

Cia - a, - a2 -a3 - (/4 - (/5 - (/6 - C/ 7 

a, Cl o (/, - (/2 (/5 - (/ 4 - ai (/6 o 

(/2 -(/ , 
o aa a, (/6 (/7 - (14 - (/ 5 

v(a)= 
(/, a2 - a, Cl o ai - C/ 6 as - C/4 ·' (2.42) 
a.ı - a5 - a6 - ([ 7 (/ o a, {/2 (/, 

.ı 

({5 (/ 4 - (/7 (/6 -a, Cia - {/, (/ 2 -' 

(/6 a7 a4 - (/ 5 - ({2 a, Cl o - a, 

(/7 - C/6 a5 {/ 4 - {/, - (/2 a, ao ·' 

10 



3. SOL\ SAG SINIRLANDIRILMIŞ OPERA TÖRLER 

1989'da bir kuaternionik Dirac denklemi yazıldı. P. Rotelli bir çizgisel 

momentum operatörü ortaya koydu. 

-a ı i [c-a ı i ) = -aIf i] (3.1) 

Rotelli operatörleri üstüne dayanan kısmen genelleşmiş bir kuaternion; 

q + p ı i [q, pE H] (3 .2) 

kuaternionik kuantum mekaniğini formüle etmekte kullanılır. 

Kuaternionik sayılar için tanımlanmış bir genelleme, takip eden sınırlandırılınış 

operatörler tarafından ifade edilir. 

(3 .3 ) 

ifadesine tamamen genelleştirilmiş kuaternionlar veya basit genelleşmiş kuaternionlar 

deriz. Tamamen genelleştirilmiş kuaternionlar GL(4, R) ' nin bir basit forımı ve onun 16 

sınırlandırılmış serbest eleman formudur . Onlar Lorentz uzay-zaman dönüşümlerini 

formüle etmekte başarılıdır ve tek bileşen! i Dirac denklemini yazmak ta kullanılır [ 1]. 

Nitekim 

7 

o0 + Iom ı em (3.4) 
111=1 

genelleştirilmiş oktonionların varlığını incelemenin doğasını bize gösterir. 

(3.5) 

iyi tanımlanmış işlem değildir. a *b için üçlü çarpım Cllfb, (o ljl )b veya a(ljlb) ·den 

biri olabilir. Bu yüzden, belirsizlikten kaçınmak için oktonionik sayıların serbest olması 

gerekir. Sol-sağ sınırlandırılmış operatörleri tanımlamak gereklidir. Biz a ve b il e 

gösterilen oktonionik sayılarta a) b ile sol-sınırlandırılmış operatörleri gösteriri z ll,5]. 

(3.6) 

Benzer şekilde sağ-sınırlandırılmış operatörleri cı (b ile belirtebiliriz. 

ı ı 

(3.7) 

Anadolu Üniversltes 
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Ayrıca {x,y,z}+ {z,y,x} = O denkleminden; 

{x,y,z} = O (3.8) 

a sahibiz. Bu nedenle; 

a)a=a(a = aıa (3.9) 

dır. İlk bakışta ı 06 adet s ınırlandırılmış operatörü elde edebildiğimiz görülür. 

ı' em' ı ı elli (1 5 element) 

elli ı elli (7) 

elli ) eli (m ::F n ) (42) 

elli (eli (m ::~= n) (42) (m, n = ı , ... ,7) 

Buna rağmen; her bir sağdan sınırlandırılmış operatörün, soldan sınırlanclırılmış 

operatörlerin uygun bir kombinasyonu tarafından ifade edildiğini ispat etmek olasıdır. 

Örneğin; {x,y,z}+ {z,y,x} = O denkleminden x = elli ve z = e
11 
alınmasıyla, 

e
111

(e
11 

+e
11

(e
111 

= e
111

)e
11 

+e
11

)e
111 

(3.1 O) 

elde ederiz. Bu yüzden, önceki ı 06 elemanı sadece soldan sınırlandırılmış operatörler 

tarafından 64' e indiririz. Çoğu genel oktonionik operatörleri 

7 

o0 + I o111 )e 111 

m=l 

şeklinde ifade edebiliriz [ı ,5]. 

loo. 7 oktonionlarJ 

12 

(3. ı ı) 
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4. DÖNÜŞÜM KURALLARI 

4.1. 8x8 Kompleks Matrisler ve Smırlandırılmış Operatörler Arasındaki İlişki 

Dönüşüm fikrini açıklamak için genel oktonionik <p fonksi yonu üzerinde 1 [ e
1 

ve e2 operatörlerinin etkisine açıkça bakalım [ 1 ,5]: 

l<Po, ,7 ER J (4. 1) 

ye sahibiz. Gerçek sütun vektörü tarafından <p oktonionik fonksi yonumuzu ifade 

edersek; 

<Po 

<Pı 

ip2 

ip~ 
ip3 

(4.4) 
<P4 

<Ps 

<P6 

<P7 

matris formdaki cpe1 ve e2rp denklemlerini yazabiliriz [1 ,5 ]. 

o - ı o o o o o o <Po - <Pı 

ı o o o o o o o <Pı <Po 

o o o o o o o ip2 rp, 
.ı 

o o -ı o o o o o <P3 - ip2 
(4.5) = o o o o o ı o o <P4 <Ps 

o o o o - ı o o o <Ps - <P4 

o o o o o o o - ı <P6 - <P7 

o o o o o o o <P7 ip6 

Anadolu On v ft -
Merkez Kütüphane 
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O O - 1 O O O O O rp0 - rp2 
o o 
1 o 
o - 1 

o o 
o o 
o o 
o o 

o 1 o o o 
o o o o o 
o 
o 
o 
o 
o 

o o o o 
o o o -ı 

o o o 
o 1 o 
o o 

o 
o 
o 

o rpl 

o rp2 

o rp3 

o rp4 

- 1 rps 

o rp6 

o rp, 

= 

rp, 

rp o 

- rpl 

- rp6 

- rp7 

rp4 

rp s 

(4.6) 

Bu şekilde 1 ı e1 ve e2 oktonionik sınırlı operatörler için bir gerçek matris ifadesini 

doğrudan elde edebiliriz. 

Bu prosedürlin devamında sınırlandırılmış operatörler 1 1 e"' ve elli ımaJıner 

birimleri için dönüşüm kurallarının tüm seti kurulabilir (Ek Aı -TabloV) ve Lll/ ve Rili 

oktonionik operatörler em ve ı ı em in mat ri s zıt parçalarını ifade ederler [ı]. 

L111 f--7 em ve Rili f--7 1 ı elli (4.7) 

Tablo V'ten özetlersek; e1 ,e2 ve e3 yerini tutan matrisler L1, L1 ve L3 'tür. 

o - ı o o o o o o 
ı o o o o o o o 
o o o - ı o o o o 
o o ı o o o o o 

L -
ı - o o o o o - ı o o 

(4.8) 

o o o o o o o 
o o o o o o o ı 

o o o o o o -1 o 

o o - ı o o o o o 
o o o 1 o o o o 
ı o o o o o o o 
o -ı o o o o o o 

L2 = o o o o o o - 1 o 
(4.9) 

o o o o o o o - 1 

o o o o 1 o o o 
o o o o o o o 
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o o o -ı o o o o 
o o - ı o o o o o 
o o o o o o o 

o o o o o o o 
L3 = o o o o o o o - 1 

( 4.1 O) 

o o o o o o ı o 
o o o o o - ı o o 
o o o o o o o 

LıL2 7:-L3 ( 4.11) 

oktonionik bağıntıyla açık zıtlıkta olduğunu buluruz [ 1]. 

(4.12) 

Sonuçta çıkan dönüşüm kurallarıyla operatörler olarak oktonionları anlarız ve onlar 

belirli oktonionik fonksiyona (ÇD) uygulanmalıdır. 

Diğer taraftan; 

e ı (e"ÇD) * e3ÇD 

Lı L2ÇD * L3ÇD 

tarafından dörı'üştürülür . 

Oktonionların seviyesinde 

"x " ve 

(4.13) 

(4.14) 

'' " çarpımın iki çeşidi arasındaki farka sahibiz. 

(4.15) 

e sahibiz. Fakat oktonionik operatörlerin seviyesinde; 

(4 .16) 

dir. Böyle operatörler; matris cebri tarafından asosyatif olmayan oktonionu ortaya 

çıkarmaktabize yardımcı olur. Düşünelim, örneğin; 

bu denklem, 

15 

( 4.17) 
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o o 1 o o o o o 9o (/)2 

o o o - ı o o o o 9ı - (/)3 

ı o o o o o o o (/)2 9o 
o - ı o o o o o o (/)3 - 9ı 

o o o o o o ı o ( 4.18) 
(/)4 (/)6 

o o o o o o o (/)5 (/)7 

o o o o - ı o o o (/)(ı - qJ4 

o o o o o -ı o o (/)7 - 9s 

içinde dönüştürülecektir. Oysa ki; 

[e3 (e, }p = e3 (qJe,) = e29o- e3(/Jı + 92 - e,qJ3 + es(/)4 + e7(/Js - e .ı (/)6 - e5qJ1 ( 4 . ı9) 

o o ı o o o o o 9 o (/)2 

o o o - ı o o o o 9ı - (/)3 

ı o o o o o o o (/)!. 9 o 
o - 1 o o o o o o qJ, - 9ı 

= (4.20) o o o o o o - ı o 9.ı - (/)6 

o o o o o o o - ı 9s - (/)7 

o o o o ı o o o (/)6 (/J, 

o o o o o o o (/)7 9s 

olacaktır. Sağ/sol sınırıandırılmış operatörler için dönüşüm kurallarının tüm seti Ek 

A 1 'in içinde Tablo VII ve VIII' da verilir. Sağdan ve soldan sınırlandırılınış operatörler 

için ınatris ifadesi Lm ve Rm matrislerinin uygun çarpımlarıyla elde edilebilir. Tablo 

VII ve VIII' dan e"Je" ve e"' (e" operatörlerine benzeyen matrisleri ML, ve M,;~" diye 

özetleyebiliriz. Açıkça; 

M 11 =L R 
1111"1 11/ ll 

(4.21) 

dir. 

ı. Asosyatif olmayan oktonion için matris ifadesi: 

M!,~" -:t. M,::" [RJ"' -:t. L"'R", m -:t. n için] ( 4.22) 

2. Genelleştirilmiş oktonionlar ve GL(8, R) arasındaki isomorphism: 

Anadolu Üniversite!. 
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Gerçek matrisler tarafından 106 adet sınırlandırılmış operatörlerimizi tekrar 

yazarsak; 

ı, L/11, Rm (1 5 matris) 

ML, = R
11
L

111 
(42) 

M,:~" = L111 R" (42) 

(m, n =I, ... .. ,7) 

olur. GL(8,R) için iki farklı temele sahibiz. 

(1) 1, L/11 , R
111

, R
11
L

111 

(2) 1, L111 , Rm , L111 R" 

Şimdi asosyatif olmayan oktoniondan çıkan bazı zorlukları görürüz. 

Genelleştirilmiş 8 x 8 gerçek matrislere oktonionlardan dönüştürdüğümüzde problem 

yoktur. Örneğin; oktonionik denklemde 

(4.23) 

izleyen soldan sınırlandırılmış operatörleri tanıtabiliriz. e4 (e 5 ve e6 )e 1 tablomuzu 

kullanırsak; 

M !. MI. 
45 61 q; (4.24) 

içinde (2.76) denklemini dönüştürebiliriz . 

Buna rağmen; 8 x 8 gerçek matrislerden oktonionlara geçtiğinde, düzenlernede 

dikkat etmeliyiz. Örneğin; ABq;; (AB)q; veya A(Bq;) olarak anlaşılabilir. Doğru 

denklem hangisidir? Çözümü bulmak için açıkça belli matrisleri kullanalım . 

Tanımlama; 

17 
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o o o o o o - 1 o 
o o o o o o o - 1 

o o o o - ı o o o 
o o o o o ı o o 

A~L6 = o o o o o o o ~e6 ( 4.25) 

o o o - ı o o o o 
ı o o o o o o o 
o o o o o o o 

o o ı o o o o o 
o o o - ı o o o o 
ı o o o o o o o 

B~M! = 
o -ı o o o o o o 

.ıl o o o o o o ı o ~ e3)el (4.26) 

o o o o o o o ı 

o o o o -ı o o o 
o o o o o -ı o o 

önceki matris denklemleri olduğunu buluruz. 

e 6 x [e, )e1 ko ( 4.27) 

ve 

e 6 [(e 3 q;ı )e1] ( 4.28) 

olur. "x" çarpımının standart oktonionik çarpımdan farklı olduğunu biliyoruz, bu 

.yüzden; 

(4 .29) 

kullanılan A2 eki ve AB matrisi, e6 x [eJe1] 'e uygun oktonionik operatörü elde 

edebiliriz. Açık olarak, 

(4. 30) 

e sahibiz. Karışıklığı düşünülen ABq;ı ıçın A(Bq;ı) 'yi seçtiğimizi ileri sürüp 

biçimlendirdik. Genelde; 

ABC ... Zq;ı = A(B(C ... (Zq;ı ) ... )) (4.3ı) 

18 



dir. Sadece em ve 1 1 em için yaparsak, "x" çarpım kurallarına sahibiz. Gerçekte, 

yararlanılan birleştirici özelliklerle 

em (e11 <p) = (e llleli )<;o+ (elll<p )eli -elli (<J7e 11 ) 

(<pem )eli = <p(emell ) - (em<p )eli +em (<pe 11 ) 

ifadelerini bulabiliriz. Nitekim, 

em x e11 = - 011111 + & 11111Pe P +em )e11 - elli (eli 

dir. 

( 4.32) 

(4.33a) 

(4 .33b) 

4.2. 4x4 Kompleks Matrisler ve Sınırlandırılmış Operatörler Arasındaki İlişki 

Rölativistik kuantum makeniğinde GL(4, C) , Dirac denkleminin yazımında 

temeldir. Oktonionik dalga fonksiyonu üzerindeki soldan sınırlandırılmış operatörterin 

tesirini analiz edersek; 

lif ı . ~ E C(l , e1 )j (4.34) 

buluruz. Örneğin; 

. . 
e2<p = - lf/2 + e2lfı - e4l,f/4 + e61J13 

dir. Dönüşüm sınırlandırılmış operatörler için işlemez . Bu açığı gösterelim. Örneğin; 

veya 

sütun vektörleriyle verilen 

IJiı 

ljl2 

An:~ lu Üniversites . 
Nıc>rkcz l~ü ü hane 
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l.f/1 

l.flı 

l.f/3 

l.f/4 

daimi tesir eden bir 4 x 4 kompleks matris bulamayız. Ve bu yüzden bir kompleks 

matrisle e2 veya e3 )e1 ilişkisine olasılık vermeyiz. Buna rağmen böyle operatörlerin 

toplam tesirlerini, 

eıl.fl + (e31.f1 )el = 2eıl.fll 

verir ki, bu; 

o o o o 
2 o o o 
o o o o 
o o o o 

4x 4 kompleks matrisi tarafından e2 + e3 )e1 oktonionik sınırlandırılmış operatörü ifade 

etmeyi bize kabul ettirir. Bu işlemler ilerlediğinde, oktonionik sınırlandırılmış 

operatörler tarafından genel bir 4 x 4 kompleks matrisi ifade edebiliriz. Açık ilişki 

tabloları Ek B2 'de verilir. 

Operatör ı ı e1 , 4 x 4 kompleks matrisler tarafından dönüştürülebilen tüm 

operatörlerle değiş tokuş edilir. Bu genelde bir genel oktonionik operatör için doğru 

değildir. Örneğin; ı ı e
1 

operatörü ile e2 'nin ilişkili olmadığını gösterebiliriz. Açıkça, 

(4 .35 ) 

(4.36) 

olur. Açıklama basittir: e2 bir 4 x 4 kompleks matris tarafından ifade edilemez. 

4.3. Gama Matfislerinin Oktonionik Gösterimi 

1. Dirac İfadesi: 

(4 .37a) 
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ı 2 1 ı 7 

Y =--e6 - - le6 +e).)e3 -e,)e5 - - 'E 6e )e 
'"" '"" o 3L.._.ı p.\ 1' ·' 
_) _) , , .l = ı 

? 2 1 ı i 
y- =--e - - 1 e +e )e - e )e, --'E e )e 

'"" 7 3 7 3 4 4 o '"" L....ı f'.\1 " s 
_) _) p ,s= ı 

3 2 ı ı 7 

r =--e - -1 e +e )e - e )e -- 'E e )e '"" 4 '"" 4 7 3 3 7 3 L....ı ps4 p s 
_) _) f' , .l=ı 

2. Majorana ifadesi: 

o ı ı ı 7 

y = - e7 - -1 e7 + e- )e4 - e). )e 7 + e6 )e ı - - ' E 7 e )e ...., ...., _., _ ...., L....ı ps p · 5 

-' _) _) p ,s= ı 

3. Chiral ifadesi: 

ı 2 ı ı i 
Y =--e - - le +e-)e, - e )e. - -' E e )e 

'"" 6 '"" 6 ) -' 3 ) '"" L....ı ps6 p s 
_) _) _) f'.l· = ı 

7 2 1 ıi-y- =-- e - - le +e, )e -e )e,- - E e )e -, 7 ., 7 _, 4 4 _, ...., fJ' 7 p s 
_) _) _) ,_,=ı 

3 2 ı ı 7 

r =--e - -1 e +e )e, - e, )e --'E e )e 
'"" 4 '"" 4 7 o o 7 '"" L....ı ps-1 1' s 
_) _) _) f', l= ı 
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(4.3 7b) 

(4.37c) 

(4.37d) 

(4.38a) 

(4.38b) 

(4.38c) 

(4.38d) 

(4.39a) 

(4.39b) 

(4.39c) 

(4.39d) 
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5. DİRAC TEORİSİ 

Dalga mekaniği, klasik mekaniğe oranla çok daha fazla olayı açıklayabilen ve 

öngörebilen evrimleşmiş bir teori manzarası göstermekteyse de prensip bakımından bazı 

kusurları vardır. Bu kusurlardan ilki; dalga denkleminin , Schröclinger'in vermiş olduğu 

şekil bakımından elekıronun spinini kapsamadığı ve ikincisi ele dalga denkleminin 

Lorentz dönüşümlerine göre invaryant olmadığı keyfiyetidir. Bu sonuncu duruma bağlı 

olarak Schrödinger denklemi, ancak hızları ışık hızına göre çok küçük olan yani düşük 

enerjili tanecikler veya sistemler için geçerli olabilmektedir. 

Spini, dalga mekaniği çerçevesi içine sokmak ve Schrödinger denkleminden 

hareketle taneciklere spin atfedilmek amacıyla ilk defa Wolfgang Pauli tp li'J dalga 

fonksiyonunun, skaler bir fonksiyon değil de, her bir bileşeni spinin mümkün 

yönelmelerinden birine tekabül eden, iki bileşenli bir vektör olarak tasarlamıştır. Bu 

yeni dalga fonks iyonu kavramı Schrödinger denkleminin ortaya koyduğu modele 

nazaran her ne kadar bir ilerleme teşkil ediyorsa da yeni dalga denklemi için gene 

relativist olmama, yani bir Lorentz dönüşümüne göre invaryant kalmama durumu söz 

konusu olmuştur. 

Schrödinger dalga denklemini, hem spini kapsayacak ve hem de Lorentz 

dönüşümlerine göre invaryantlığını sağlayacak şekilde genelleştirmek I 928 yılında P. 

M. A. Dirac tarafından yapılmıştır [15]. 

5.1. Dirac Denklemi 

Spini 1/2 olan parçacığı tanımlamak, m, = ± 1/ 2 olmak üzere m J1 değerini 

al an spin açısal momentumun z bileşeni S= nin iki spin durumuna izin veren iki 

bileşene sahip bir dalga fonksiyonunu gerektirir. Bununla birlikte, tüm 1/ 2 spinl i 

parçacıklar için aynı kütle Ye aynı spine sahip fakat antiparçacık olarak bilinen bir 

parçacığın eşlik etmesi nedeniyle, dört bileşenli dalga fonksiyonuna gereksinim 

olmasını bekleriz. Dirac, denklemini ileri sürdüğünde bu durum bilinmemekteycli ve 

Dirac'ın kuramından elektronun antiparçacığı pozitromın varlığını ortaya kayabilmesi 

kuramsal fiziğin en büyük başarılarından biri olmuştur. 
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Dirac'ın gerek spin ve gerekse Lorentz dönüşümlerine göre invaryantlığı olan 

bir dalga denklemi kurarken hareket noktası enerjinin relativiteki ifadesi olan ; 

(5 .ı) 

ifadesi olmuştur. Buradan hareketle serbest bir parçacık için Dirac denklemini yazmak 

mümkündür. Bu durumda Hamiltonyen'in r ve t den bağımsız olması gerekir ve en 

basit biçimde, momentum ve kütle terimlerine göre doğrusal olarak; 

H - - f3c' = cp·a+m - (5.2) 

şeklinde yazılabilir. Burada karşılığı bulunma ilkesine göre p = -itıV dır. ~ büyüklüğü 

gibi ii nın üç bileşeni (a 1,a2 ,ajr,l,p ve E den bağımsızdır fakat birbiriyle komüte 

etmeleri gerekmez. 

ya da 

Denklem (5.2)'yi E = H= tn~ olduğundan Dirac denklemini , ot 

(E - ep· ii- mf3c 2
) 'P=O (5 .3) 

(5.4) 

biçiminde elde ederiz. Burada a 1, a 2 , a 3 ve ~' N x N matris biçimindedir. tp ise N 

bileşenli bir dalga fonksiyonudur. 

Hamiltonyen Hnin hermitik (H = 1-r) olması gerektiğinden a 1,a2 ,a3 ve ~ 

matrislerinin de hermitik yani, 

- - + fJ fJ + a=a, = (5 .5) 

olması gerekir. 

ii ve~ nın sağlayacağı ek koşullar 'V nin her bir bileşenin ayrı ayrı . 

(5.6) 

olarak yazılabilen Klein-Gordon denklemini sağlamaları gereğinden çıkarılabilir. 

Denklem (5 .3)'ü lE+ cp.ii + m0 f3c 2 J işlemeisi ile soldan çarpaı·ak ikinci mertebe, 

Ane:~ : Üniversit0s~· 
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(5.7) 

denklemini elde ederiz. Burada p 1, p 2 ve p 3 ; jj nin kartezyen bileşenlerini 

göstermektedir. Denklem (5.7)'yi (5.6) ile karşılaştırarak, 

2 2 2 ? 

a 1 = a 2 = a 3 = 13- = 1 

[al,aıL = [a2,a3L = [a3,aiL = O 
[a~,fJL = [a ı ,fJL = [a3,f3L = o 

(5.8) 

olması koşuluyla dalga fonksiyonu tp nin her bir bileşeninin Klein -Goı·don denklemini 

sağladığını görürüz. Burada [ A, Bt , 

[A , Bt = AB+ BA (5.9) 

dir ve ters komütasyonu gösterir. 

Ayrıca a 1, a 2 ve a 3 ·ün komütasyon bağıntıları da, 

(5.10) 

ve 

(5.11) 

şeklindedir. Burada [ A, B] , 

[A , B] = AB-AB (5 .12) 

dir ve komütasyonu gösterir [ 16]. 

Denklem (5.5) ve (5. 8) ile verilen koşulları sağlaması gereken a 1,a2 .a1 ve fJ 

matrislerinin minimum boyutlarının 4 x 4 olması gerektiği gösterilebilir. Buna uygun 

olarak dalga fonksiyonu '!"nin en az dört bileşene sahip olması gerekir. Bu dört 

bileşenin her birinin spini 1/ 2 olan parçacık ve anti-parçacığı tasYir için gerekli olduğu 

a 
düşüncesiyle N = 4 olduğunu varsayacağız. Denklem (5.5 ) ve in - tp =H 'P 

at 
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denklemlerinin çözümlerinin tek değil fakat bu koşulları sağlayan matrisler takımının 

aynı fiziksel sonuçları oluşturduğu gösterilebilir. Dirac denkleminin göreli olmayan 

limitini incelemek için özellikle yararlı olan a 1 ,a2 ,a3 ve fJ matrislerinin bir temsili , 

fJ =[l o_] 
o - ] 

(5 .13) 

ile verilir. Burada I 2x2'lik bir matristir, a 1,a2 ve a 3 ıse 2x2'1ik Pauli spın 

matrisler yani, 

a, ~ [~ a [
o -i] 

a2 = i O ' (5.14) 

şeklindedirler. CT 'nın özellikleri kullanılarak (5.5) ve (5.8) ifadelerinin sağlanacağı 

kolayca gösterilebilir. 

5.2. Elektromagnetik Alanda Yüklü Parçacık 

q yüklü bir parçacık için ve bu parçacığın bir rjJ skaler potansiyeli ve 

A =(Ar, A,., AJ vektör potansiyelinden türemiş bir elektromagnetik alanda bulunması 

şartı altında (5.3) yerine, 

(5.1 5) 

veya 

( 5 .16) 

ifadesini yazabiliriz. 

Burada dikkati çekecek bir husus (5 .15) denkleminin kompleks eşleniğini alıp da 

denklemi -1 ile çarptığımızda ortaya çıkar ve, 

(5 .17) 

olur. (5 .17) denklemi, (5.15) denkleminin birincisindeki q ·nun burada - q olması hariç 

formel olarak tamamen aynısıdır. (5.15) denklemi - q yüklü ve m0 kütlesine sahip bir 

parçacığa tekabül eden dalga fonksiyonunu veren bir denklemdir. (5 .17) ise karşımıza, 
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dir, yani relativite teorisi negatif enerjileri de kapsamaktadır. E' nin bu ifadesinde m
0
c2 

taneciğin (örneğin elektronun) sükunet enerjisini göstermekte olup - m0c 2 ile + m
0
c 2 

arasında elektron için mümkün hiçbir eneıji seviyesi bulunmaz. E eneıjisi + m
0
c 2 nin 

ötesinde pozitif ve - m0c 2 nin berisinde de negatiftir. Enerji, kuantum mekaniğinde 

sürekli olarak değişmediğine göre bir tanecik 2 m0c 2 ' lik bir enerji kuantumu alarak 

enerjisi E<O iken E>O olabilir. 

5.3. Delikler Teorisi 

Dirac 1928 yılında evrende normal halde - oo ' dan - m0c 2 ' ye kadar olan negatif 

eneıjili bütün hallerin her birini, Pauli'nin dışariama ilkesi uyarınca serbest elektron 

tarafından işgal edilmiş olarak tasarlamış ve bir miktar elektronun da pozitif eneıjili 

hallerde bulunduklarını varsaymıştır. Ayrıca bu şemaya göre pozitif eneıjili bağlı 

hallerle pozitif enerjili serbest haller arasında geçişlerin daima mümkün olmasına 

karşılık, yeteri fadar güçlü bir etkileşme mevcut olmadığı takdirde negatif eneı:jili haller 

arasında ya da pozitif eneıjili bir halden negatif eneıjili bir hale doğrudan doğruya bir 

geçiş de olmayacaktır. 

Negatif enerjili hallerinde bulunan bütün elektronlar bir çeşit süreklilik teşkil 

ederler; öyle ki eğer elektromagnetik bir alanın etkisi altında negatif bir E<O eneıji 

seviyesini işgal eden bir elektron işgal edilmemiş bir pozitif enerji seviyesine sıçrayacak 

olursa terk etm i ş olduğu yer negatif enerji seviyelerinde bir delik ya da bir boşluk gibi 

gözükecektir. Bu deliğİn civarı tamamen negatif eneıjili elektronlar tarafından işgal 

edilmiş olduğundan ve bu delik de negatif enerjili bir taneciğin yokluğunu 

aksettirdiğinden bu delik tıpkı pozitif enerjili bir tanecikmiş gibi davranacak ve negatif 

bir yükün yokluğuna tekabül ettiği için de pozitif yüklü bir tanecikmiş gibi 

görünecektir. İşte bu tür özelliklere sahip olan bu deliğe, bir elektronun karşıt-taneciği 

ya da kısa adıyla pozitron adı verilir. 

Bir tanesi hariç olmak üzere bütün negatif enerji seviyelerini işgal eden 

elektronların sonsuz dağılımında ortaya çıkan bu delik, dengesiz bir tanecik görünüşünü 

arz eder; çünkü, pozitif eneıji seviyelerinden bu deliğe doğru bir geçiş mümkün olur. Bu 
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takdirde bir elektron-pozitron çifti yok olması olayı olur ve elektromagnetik enerJı 

şeklinde 2m0c2 'den büyük bir enerji açığa çıkar. 

Teori, bir elektronla bir pozitronun olağanüstü kısa bir zaman zarfında hidrojen 

atomunun yapısına benzer bir sistem teşkil edebileceklerini de öngörmektedir. 1951 

yılında varlığı deneysel olarak Deutsch tarafından ortaya konmuş olan bu atomsal 

yapıya pozitronyum adı verilir. 

Pozitron ise deneysel olarak 1932-1933 yıllarında C. D. Anderson ile P. M. S. 

Blackett, J. Chadwick ve G. P. S. Occhialini ekibi tarafından gözlenmiştir. 

5.4. Dirac Denkleminin Başarısı 

Dirac denklemi aracılığıyla, spinleri 1/2 olan bütün taneciklerin doyurucu bir 

teorisi de gerçekleşmiştir. Ayrıca bu denklemin hidrojen atoımı için çözümleri o zamana 

kadar varlığından şüphe dahi edilmeyen iki yeni spektroskopik olayı öngörmüş ve 

böylece hidrojenin ince yapısını mükemmel bir şekilde izah edebilmiştir. 

Dirac denklemi, daha sonraları, herhangi bir spin değerine sahip olan tanecildere 

de genelleştirilmiştir. Ve ayrıca "Kuantum Alanlar Teorisi" diye bilinen teorinin hareket 

noktasını teşkil etmiştir. 1927 yılından beri gelişmiş olan kuantum alanlar teorisi 

tabiatın dalgasal ve tanecikli görünüşünün en iyi sentezi olarak karşımıza çıkmaktadır. 

Bu teoride; uzayın her noktasında, bu noktadaki alanın şiddetini temsil eden bir 

sayı tanımlanır. Bunu tanımlamak üzere i) bir taneciğin yaratılmasını temsil eden bir 

operatörle, ii) bir taneciğin yok olmasını temsil eden bir operatör gereklidir. Yaratılma 

ve yok olma OJ?eratörleri süreksizliği ve alanın şiddeti de sürekliliği dile getirirler. 

Çok gelişmiş matematiksel bilgi ve tekniklerin gerekli olduğu bu teoride 

elektromagnetik kuantum alanı uzaydaki her noktada belirtilmiş olan "foton 

yaratılması" ve "foton yok olması" operatörleriyle tanımlanır. Bu itibarla fotonlar 

elektromagnetik alanın kuantumları rolünü oynarlar. Kuantum alanları çerçevesi içinde 

her cins taneciğe kendisinin kuantumu mertebesinde olan ayrı bir kuantum alanı tekabül 

ettirmek mümkün olmuştur. Mesela atom çekirdeklerinde temel tanecikleri birbirine 

yapışık olarak tutan ve ancak 1 o- 13 cm'lik uzaklıklar için geçerli olan çekirdek 

kuvvetlerinin meydana getirdiği alanın kuantum u mezonlardır [ 15]. 
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6. OKTONİONİK DİRAC DENKLEMi 

Standart Dirac denklemi, 

(6.1) 

dir. Burada Pv "gerçek" özdeğer değerini (momentum operatörünün) gösterir. Ve 

denklemimize y.u p .u 'yu uygularsak , 

r~' P Jl ~ ,. Pvlf/) = mr'' P!'lf/ (6.2) 

önceki denkleli11 kısaca; 

(6.3) 

gibi tekrar yazılabilir. lf/ 'nin her bir bileşeninin standart Klein-Oordon denklemini 

sağlaması istendiğinde oktonionik dünyada olan Dirac şaı1ın ı buluruz; 

r !' ~ ~·lf/) + r ~ · (r !' lf/) = 2 g w lf/ (6.4) 

Burada parantezler oktonionların asosyatif olmayan doğasından dolayı uygundur. 

Oktonionik sayılar kullanıldığında ve sınırlı operatörler yokken (6.4) denkleminden 

Dirac şartını elde edebiliriz; 

{ 
1' 1' } - ) Jll ' r ,r - _g (6.5) 

Gerçekte işlemci özelliği anımsandığında, 

{a,b,lf/} = - {b,a ,lf} [ a, b oktonionik sayılar] 

denklemini izleyen uygun ilişki çabucak bulunur. 

Dirac denklemini (6.5) sağlayan aşağıdaki uygun üç gamma matrisini yazmak sorun 

değildir. 

(6 .6) 

Fakat, e ~ 1 e4 veya e4 ) e, gibi sınırlandırılmış operatörler l matrisini ifade 

edemez. Tablo XII-XV' den e, ile yer değiştirmeyen e4 1 e4 sınırlandınlmış operatörü 

yazabilir. 

A ' ı .. .. .. 
n:; o.u Univers ites ı 

Mc-ri- z Kütüphane 
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e 1 (e 41f!e 4 ) + e 4 (e 1 If! )e 4 = - 2 (e 31f12 + e 71f1 J :;t: O 

[w= If' ı + e21f'2 + e41f'3 + e61f14] 

Burada e4 )e1, e1 ile değişmez. 

dır. Fakat y~ =ı olduğunu biliyoruz. Burada, 

{e4 [(e41f' )eı ]}eı = lf'ı - e21f'2 + e41f13 - e61f14 :;t: If' 

dir. 

(6.7) 

(6 .8a) 

(6.8b) 

Kompleks geometriyle oktonionik kuantum mekaniğinde uygun momentum 

operatörü 

dir. Nitekim, kovaryant formdaki oktonionik Dirac denklemi ; 

y~' (i\weı) =m w (6.9) 

ile verilir. Burada y ~' (4.37a)-(4.37d)'de verilen oktonionik sınırlı operatörler 

tarafından gösterilir. Düzlem dalga çözümleri vardır ve çözümler (6 .1 O) şeklindedir. 

VJ(x,t) = [u1 (p)+ e2 ıt 2 (p)+ e4 ıt 3 (p)+ e6 ll 4 (p)]e- pxe, lu ı .. ,4 E C(1, e1 )j 

p = (O ,O,pJ 

ile başlayalım . (6.9) 'dan 

E~ 0W )- P:(Y
3
W )=m w 

(6.10) 

(6.11) 

eşitliğine sahibiz. y 0
•
3 oktonionik operatörterin açık şeklini kullanmakla ve EkB ı' deki 

tablolardan hareketlerini özetlemekle, 

Bu denklemden 4 kompleks denklem çıkarırız ; 
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(E-m)u 1 = +p:u3 

(E- m)u 2 = -p:u~ 
(E +m)u3 =+p:uı 
(E - m)u4 = - p:u 2 

Basit cebirsel işlemlerden sonra aşağıdaki oktonionik Dirac çözümlerini buluruz; 

u(ı) = N(l+e P: ) 41EI+m , u(2
) = N(e -e P: ) = u(1)e 

2 61EI +m 2, 

E=-IEI, u(3
) =N( P: - e ) IEI+m ~ ' 

N gerçek bir normalizasyon sabitidir. 2IEI 'ye norm ayarlandığında. 

buluruz. 

6.1. Oktonionik Spinörlar Üzerinde r 0
.3 'ün Tesiri 

Tablo III ve IV' de; r 0 ve r 3 'deki görülen sınırlandırılmış operatörlerin 

oktonionik spinör üzerindeki tesirini açıkça görürüz. 

3 ı 
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Tablo III. Oktonionik Spinörler Üzerinde y0 'ın Tesiri 

y 0 ---:tesiri u, eıuı e4u3 e6 u .ı 

e1 je1 - u, eıuı e4u3 e(,u4 

eı leı 
. . 

-u, - eıuı e4u3 e6u4 

e31 e3 • . 
- u, eıuı e4u3 e6u4 

e41 e" 
. . . 

- u, eıuı - e4u3 e6u4 

es 1 es 
. . 

- u, eıuı e4u3 e6u.,. 

e61 e6 
. . 

-u, eıuı e4u3 - C6 11.ı 

e71 e7 
. . 

-u, eıuı e4u3 e6uı 

Tablo IV. Oktonionik Spinörler Üzerinde l'ın Tesiri 

-; .. r - tesırı u, e ı uı e4u, e6 uı 

. 
e4 e4u

1 - e6u2 -u , e ı u .ı -' 

ll e4 • . . ' e4u
1 - e6uı - 1/ , -ecu .ı _, 

e7 )e3 • ' e4u
1 e6u2 u, -e2u.,. 

e3)e7 • . 
- e4 uı -e6uı -1/ , e2u.,. 

) 

e6)eı 
. . 

e 4 11 ı -e6u2 l-f, - e2u.,. -' 

eı)e6 
. . 

- e4uı - e6u2 -u, - e 2 u.ı ) 

e5 )e1 

. . 
e4 uı e6u2 u, -e ı u .ı ) 

e
1 
)e5 

. . . . 
- e4 11 ı - e6 u2 -1/ , e ı uı ) 

Böyle tabloları kullanmakla, doğrusal cebirsel işlemlerden sonra; 

buluruz. 

32 



Ek Al: 

Bu ekte oktonionik sol-sağ sınırlandırılmış operatörler ve 8 x 8 gerçek matrisler 

arasındaki dönüşüm kuralları verilmiştir. Dönüşüm tablolarını basitleştirmek için 

aşağıdaki notasyonu ortaya koyarız. 

a o o o o a o o 

{a,b,c,d}r 1) = o b o o 
{a,b , c,dh2 ı = b o o o 

o o c o o o o c 
o o o d o o d o 

o o Cl o o o o {/ 

{a , b,c,d}r3 ı = o o o b 
{a,b,c,dh~ı = 

o o b o 
o c o o o c o o 
d o o o d o o o 

Tablo V. 8x8 Gerçek Matrisler ve Oktonionik Sınırlı Operatörler e111 • ı 1 e111 

Arasındaki Dönüşüm Kuralları 

r-------· ---- · 
___ ____________ , __________ .. 

1 
! <-ı J - ! ( '1"_!. -iP ·~. ı - i ır-;. ia:! } (l) 1 ı e ı { .... l t1 ~. io ;.. ı n · . -· :o· . 

€.'1 
( 

<T J. ()ı . t -l. ı } l ::} ı ı f -ı . i . ! . .... ! t~:ı l 

e :ı { -~ o , tT! • ., · UJ :;t ! - in2 } ·o· ı ı €3 { -- [~i;. -· l :'r ., . ' 1 c r...: ( - ) . 
e.ı { -n :lı ı' a:ı, -ı bı ı 1 €4 { ı, - ı ı. ı 

es r - <.T j . i0'·2 . (1 ı . i o~ ı (3) 1 ı es ..... { -w~ , -ı ~·~ - -- t(}:.. -· tı'l:: 

c;; ı -ı. -a,. 0".1· ı }nJ ı ı €() { - a,,. (1 J· ·· IT~ . 'r ~ 

e 7 { -ıt;'2· ... O' ı . o ı , -ı az }.-ı; ı 1 e,- { -cr ı . ;_i j . i i:. . ; ~ 

.... _ ... _ ...... - .. ----- ---- - -··- -·---- -· __ _ ... ,. 

Tablo VI. 8x8 Gerçek Matrisler ve Oktonionik Sınırlı Operatörler eııı 1 eııı 
Arasındaki Dönüşüm Kuralları 

(6.13a) 

(6.13b) 

}, ,, 
1 
J 
}, _ 
ı 
{ \ ~~ ! 

ı-~ 
ı 

i ; 
ı i·• 

- ---.. ·····-·----···-------------- - ------ - ··- ···· ·-------
! 

f: ı ı e ı { -1. 1. ı. ı } (l) e2 1 e2 H { -- (T.ı. - a ~. l. ı L:: 
e3 ı t:~3 { ···73 , <l:ı . ı. 1 hıı ' ı 

' i ·! e4 e4 r 
- ırj . ı. \ 

C;:; 1 e~ 1 <l'J . ı. t7 3 · ı } i:) l eo ı €ö t - OJ. ı. ı . - .'1 ;1 } · . 

€7 i C7 ı - ·CT _\. 1. ı. 0'3 } (l) \ 

··-···- --- - - - - -· 

Burada a, b, c, d. ve O, 2 x 2 gerçek matrisleri gösterir ve Pauli -Spin matrisleri olarak 

adlandılırlar; 

_[o -iJ 
(J) - , 

.. i o (6. ı 4) 
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EkA2: 

Bu ekte verilen bir genel 8 x 8 gerçek matris, onun oktonionik kopyasını çabukça 

elde etmekte bize imkan veren kuralları bize açıkça verir. 

a, /3, Yı ı5, c-, ep, 1lı ;,, 

a2 /32 r2 ı52 c-2 (/)2 772 A.2 

/33 ı53 ' a3 r3 c-3 (/)3 773 ;,3 

a4 /34 r4 ı54 c-4 (/)4 774 A.~ 6~ 

Msxs = ~ 0 = LXmPm (6.1 5) 
as f3s Ys bs Es CfJs lls As 111=1 

a6 /36 r6 ı56 c-6 (/)6 776 /.6 

a7 /37 Y1 ı57 c-7 (/)7 lh ;_; 

as f3s Ys ı5 8 Es CfJs 1ls ;_8 

Tablo VII. 8x8 Gerçek Matri sler ve Oktonionik Sol - Sınırlı Operatörler 

Arasındaki Dönüşüm Kuralları 
O<A _____ ------ o • OMO ___ _ 

e ı ) eı ~M·t i(1~: --ia, , i cr". ıcr2 hı e ı ) € 3 -1 , - ı. 1. 1 fi, i 
cı ) e.ı l!J'J. -I(T·2· -ia2, - ia~ } (3! e ı ) €5 -I. ı. -· l. - ı Lı : 
e ı ) eli -aı. -Dı . aı , -(Tı } ('!) e ı ) cr OJ, (13· :; _{. .) -~ 

ı 
{,4 ; 

C2 ) eı -(Tı. -cr ı ' - irr2• - i(h }c• eı ) e3 (T ı • - a : . i:h . -l(T:: \ - - } } d ı 

c~ ) €4 1, - 1, -(iJı (T~ } (1) eı ) es I(JJ. -c ~..r _) , --n ı. crr } \ 4) 

e2 ) er, -cr;ı , -rJ~ , - ı , -ı }(3ı e2 ) eı --(1 ı. -aı . i rı._,. t ·'T :: } t :~ ) 
1:3 ) eı '1"-• r 

a:ı, (l3. ı, - 1 €3 ) eı -cr ı , -cr ı . -1{1 ·.!· l U:~ 
i 

\ }ro· ı ; ı ; , - .1 
C3 ) e,ı ( i(T'.!. ta-:. -cr ı : OJ } (·l) e:ı ) es { - ı. - ı. (J _ ı. - cı _ı } .-n 
1~3 ) e,; { !Jı ' - t7 ı. - ia, , - i(Jo h €3 ) er r 

-rJ;ı. ,-rı. - ı. - ı Lı ı - { } i 
e~ ) e ı ( -cr ı. irr:. - rrı . icr2 bı €4 ) eı { -1, -(T,ı. -ı. -ı h i 
e .ı ) e3 { - ı!J:. --·11ı . -ı cr~. -o ı lt -ı\ e4 ) es { O ı . l(T ! . O ı . -?.'J ·! ı 

f ' i ı 

C .ı ) f.6 { tT.1 , ı , - 0"3. -ı } (~) e~ ) e7 { O ı. - l(T·2 · -7. i -.7-: }.; ' 
e5 ) e ı ( !73, -ı , <T3, l } (3) eı ) e2 { -ia~, - cr, . i cı '2 . ····· :.:rı 

\ 
i \ -l ) 

es ) e3 { ı ' o :ı , - ı, CT3 } (4) es ) e4 { ·--aı , - t~i:_! . - ·· (J ı . l('f'_! } ( ı • 
c5 ) eo { -aı ' 10"2, -O" ı' - iaı } \ ~) e5 ) er { o ;ı, ı. Oı. - 1 } .. ~ ı 
efi ) Cı { i!T:;, cr ı' - tTı . - icr2 }(.ı) e5 ) eı { <lJ. -- ı ' ı. -- fT _ ·~ }; \ . 

~: 6 ) CJ { - !T j . i!l2 , in-;:. -O" ı }(3i ce ) e4 { - c< .ı. -- ı. -l. 0_\ ı 
( 1 -~ ı 

'-e ) es { :Tı. -I!J~, 10~. - Jı } .. ,. c 13 ) e; { - J ; . - ·in > -t -.1_•. .. 7 \ f . 
\ - 1 

ı.; 7 ) e ı { - ı. -OJ. (l Jı - ı ı 
e 7 ) e2 { O ı . ··- {'..7 ~ . - i(':' . 

l 
J .;.ı) j ı 

er ) E..l { 01. - ı , ı. 03 h3) e r ) e4 { -nı . cr:.. -rn· .ı ··-<Tl } ._, , 

C; ) €5 { -tTJ, -ı. - ı. {TJ k~ı er ) e5 { (1 l· L.i :! . ra;. - -J ı 
ı 
j ._!; 

···---·-··· ·-------·-
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Pı = 1 ı Pz = e ı P3 = e2 P4 =es 
Ps = e4 Ps = e5 , P1 = ea Ps =er 
pg - 1 ı eı Pıo = ı ı e::ı 

' Pıı = ll ea Pız =ı ı e4 
Pl3 = ı ı e5 Pl4 = 1 ı e·e 

' Pıs = ı ı er Pıe = eı ı eı 
P17 = e:ı ı e:ı Pıs = ea ı ea , Pı9 = e4 ı e4 Pzo = e5 ı e5 
P21 = ea 1 ee Pn = et ı er ' P23 =eı) e::ı P24 ....: eı ) es 
P25 = eı) e4 P26 = eı ) es · ı P27 = eı ) ee Pzs = eı ) e7 
pzg = e2 ) eı P30 = eı) ea 

' P31 = e2 ) e4 P32 = e2 ) e5 
P3B = e2 ) ee P34 = e:ı ') er ' P35 = ea ) eı P36 =es ) e2 
P37 = e3 ) e4 P38 = ea) es - ı pgg = ea ) ee P40 = ·e3 ) er 
P4ı = e4 ) eı P42 = e 4 ) e:;ı 

' P43 = e4. ) e3 P44 = e4 ) e5 
P45 =e~ ) ee ,. P46 = e4) er ' P47 = e5. ) eı P48 = es ) e ::ı 
P49 = es ) e3 Pso = es ) e4 ı Psı = e5 ) ee P52 = es ) er 
P53 = ea ) eı P54 = ee ) e:ı , P55 = ee ) es P56 = ee ) e4 
P57 = ee ) e5 Pss = ee ) er ' P59 =er ) eı Peo =er ) e ::ı 
Pôı = er ) ea P62 =er) e4 

' P63 =er ) e5 Pô4 = er ) ea 

Sağ-sınırlı operatörler için dönüşüm kuralları Tablo VIII.' da verilmiştir. (P23, .. ,64 sağ-

sınırlı operatörleri ifade etmektedir). 

Tablo VIII. 8x8 Gerçek Matrisler ve Oktonionik Sağ-Sınırlı Operatörler 
Arasındaki Dönüşüm Kuralları 

~--·· ·- -- ---- ı 

e ı ( eı .;.... { iu2, -iir~ , -ıaı • -icr:ı }(:ı) eı ( e3 ..... { -ı. ... ı. 1' ı }(?) 

e1 ( e4 ~ { icr2• icr1, -ıcr2 , iuı } (3) eı (es ..... { -ı , -1. -ı. 1. J (3) 

eı ( ee .;-., { -llı . O' ı, -O' ı, -O' ı h~ı e 1 ( e7 { O' ;ı, - cr.ı. '':ı· ll,< h4) 

eı { eı ....... { -O'ı . - o· ı, i0'2, i<J:ı } (2) e2 ( e3 ;.-+ { O' ı. - cr,. - i.~:. . ıa~ }n ı 
e2 ( e4 ....... { (T3, - 11:ı , -ı. 1 } (4) eı (es - { O' ı' -(lı , ia:!! - 1(1~ } (~ ) 
eı ( e6 { - ı , -O' :ı , -aJ, -0'3 } (3) eı (er ,..... { -iO'ı, -ÜT~. -o ı . ·- ~1 }pj 
C3 (Cı { -ı , ı lı~ ı e3 ( eı { - o,. -O' ı. io "1 . . 1 

(I'J. O'J . - h T:,! f( 1} 

e3 ( e4 ";--) { {Tl ~ -o ı, -ı(f~ , - iu2 } !1) e3 (es ~ { -CTJ, (J J· -ı, -ı h4l 
e3 ( e6 +-> { iu~ . icr2, aı, -oı }(3) eg (er ...., { -ı , - ı. -(73 , (J~ } ıJ ) 
c4 { eı { -D"ı, - i(12, -(i ı' -i CT-> } ' 3' - \ 1 e4 ( eı ...... { - ·o ;ı, - ı. - (13, -ı } ( ~ i 
C4 ( C3 { -(Jı . i 0'2, -crı , i uz } z~ı e4 (es { O ı, - i ·:J:. - o ı . i(f:: ln1 · 
€4 ( €fj ' 1, (J';ı, -ı , - 0'3 }(2) e4 (er ...... { ia2, (1';, - t ıJ :ı. - (T l ı 

l f ı) ) 

es ( eı .... { OJ , 1' OJ, - ı }p) es ( eı ..... { -aı, - io'1 , -cr ı , I0'2 hı ı 
es ( e3 'i--1 { CT.1 , -ı , 0'3, ı }(4) es ( e4 ._ { -u ı, i(J:. - ,; ) , - itı: }p ı 
es {eo +-··· { - iu2, -u ı , iu2, -aı }(2) eı; (er H { 1, 0'3. -ı, <T,1 h ~ı 
Cf.i ( eı .... { ia~t -lTı, U ı ' -iuz h·ı ) e6 ( eı -{ 'l, -:J3. cr :ı . 1. hJı 
t !6 ( e3 { -i<r~. -aı , -ia2 }p) es ( e4 ,..... { -1, -cr_~,. . - V_t . -· 1 1 __, 

-(T ı, J ~ :! 1 

e6 ( e5 ' i0'2. !Tı ' - O ı ' -iu~ }(2) e6 (er { -aı , i <T··' h7~. (lı } ~ t f 1 
e7 ( eı ..... { -L O :ı, -O'J, -1 }(~) er ( e:ı { i cr~! - o ı . l7ı . ( (1 ::_ hJ) 
er ( e3 { i 1 O',lo ua. -1 }(3) er ( e4 -:--;.. { -iiJ',l, -cr ı. - ,7 1· 1 :J ; } ~ ~ ~ 
e7 { e5 { - 1, -a3, a3, -1 }pı er ( e6 ...... { lTı, -ia: , - ia2, -t'Tı 1 ~t ı 

Anc:ıcıc. u Üı:iversite! 
Merkez ::;tiJı;~ane 
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EK Bl: 

Oktonionik fonksiyonlar üzerindeki s ınırlı operatörlerin etkisi Tablo XII-XV' de 

verilmiştir. 

ll.f/ı , .4 E C(1, e1 )J (6.16) 

Bu tablolarda, 

(6.1 7) 

notasyonunu kullandık. 

. . 
eıl.fl = -l.flı + eıiJiı - e41j/4 + e61.f1s (6.18) 

şeklinde gösterilir. 

EKB2: 

Aşağıdaki tablolarda, 4 x 4 kompleks matrisler ve oktonionik sol/sağ-sınırlı 

operatörler arasındaki ilişki kurulmuştur. 

Tablo IX. Oktonionik Sınırlı Operatörler İçin Gerçek Katsayılar 

rı = ( 5n ı .,- i12 - ·:J · 6~ ~ <;,.,. <;;,..,. T/7.,. >.s )/12 
'rJ (50J f 3,- ":ı ·- 6~- t7 - ;:-;: ı TJS 4 AG)/12 
.r :, = (5o:;-'- 36 +-,,+!is cı - '{:'!. - T)3 - >.4)/12 
:t:7 = (5o, - ;1;; - lo ·' !ic , c~ - ;;.ı - T) ı + >.2) /12 
.r •! = (n2 ,, -!.3ı , ~~ - <'r. - -;; - ')3 + .A;)/10 
rı ı =(tl ı ~ !3:} "':!- s.5ı +e.~- ç-r ...!...7/fı ·· ..\s)/12 
.r ı,ı = (o;. -,:i; - -~ ; - ri-; -· (2 5;pı -f)~ +>.s)/1 2 
.rı; = (<lS ·-· i3; · lG '6:, - q - :;3 + '12- 3.Aı )/S 
rı;= ( .. nı · !~2 · 5;ı .,-6ı +<s+ \?6- 'Ir f >.s)/12 

X2 = (4aı - ,3ı - 'YL - t'; -'- '{; i 'IS ,, A; )/1 ij 
X4 = (5n .ı- /h i 12 tiı -- <~.,. ÇT - '1'- -'- A>)/12 
I& :o (5aô- ,(), + 1~ - 6; - f~ - :;ı - •1:. A:ı )! 1:! 
:ıs :c::: (3os- .6i - "':'6 - ô~- t..ı- :;:3 rt ~ >.ı )/ 1~ 
X ıri = {03 - ;lı -;, ... :ı ··· 62 ; c:- · .;~- ~t, ·~· A(. L' l :2 
X\'] = (as - ,Bf. -- '17 ·· 8~ 5tı · ;'2-:- !j .ı ·- Aı )/ 12 
rı .ı -. .-.-:. (a: ~·.Bs + 1~, - Oı; - t3 - ;.ı - f!!;ı A: 1 ~, I:!. 

, :rır. = ( -aı- fıf12 + "13.,. ô.ı, <s ' .,:;;, -'- r;r:-- A, )/ U 
:rıs = ( -aı + i12 ·+ ·ı:ı ·~.ı ' '~- .;r.-'- '(: - · .\ , l,' ''l 
I.Jü =" ( -. o ı i ~~2 .; ı :ı- 64 7 t', - fı,çt, - 'r: : .\; li ! 1 

I1? = ( -aı + /i<:J + ·y~ .,, r\.ı 1 l5 · y& + rr, -- :i.A,, )/ !2 
r ı ~ = (- o ı - ı'J2 - ·):ı - il ı 5(; + ;;;o -" T/7 + .As)/ 12 
r~ı = (-·o ı i .32 · 13- <:54 +<s.,. .pc,- i'ıt/i + >.s)/12 , 
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Tablo X. Oktonionik Sol-Sınırlı Operatörler İçin Gerçek Katsayılar 

-----ı 

:r.23 ' ( - r.c4 -·!h - 512 - 8ı - <s+ cpr - '76 + .>.s)/12 , ·X24 = (ec3 -/34 +/'ı - 58ı + "-7 + cpş - ıJ~ - - >. 6 )jı2 , / 
:r.2r, ·o, \ -a5 - .f3.s +'Ya - 8r - S€2 - <pı + '74 - >.s)/12 ; x2s = (as - f3s - "fr - os +"-ı - Scp2 + '13 ·1 >.4 )/12 
x2; = (as+ f3r + "/6 +os - E4 -- 'P3- 3'72 +>.ı )/12 , x2s = ( - o:r - f3s- /'S+ os+ ~ 3 - cp4 - rıı - 5>.2 )/12 , 
X29. = (0:4 - ft.6s - "/2 + 01 + ~8 - 'P7 + '76 - >.s)/12 , xs·o = ( - 0:2 -- {Jı ·- "/4 - 5ô3 - ~6 + <p5 + 1]8 - A7 )jı 2 , 
xsı = (- o:ı - l~s - "!~ +Of. - 5es - 'P4 - '71 + .>.2)/12 x:ı2 = ({Jr - cp3)/2 
xss = (as --· /3s - "'i - .~s+ cı + 'P2 - 5'73 + .>.4)/12 , x34 = (o:s + !36 - )'s+ ör- e2 + <pı - '7·ı - s>.3 )jı2 
:ı:35 = ( - ec3 - 5/lı - ')'ı - 82- er - cps + rıs + >.s)/12 , iss = (nı+ /3ı- 4(4. + f.s- ıp5 - TJB + >.7 )/10 
x~r = (:-as- /3-r - is - Ös - 3e4 + cpa - 7)2 - >.ı )/8 , isa = ( 07 + /3s + /5 - c5s - ea - Scp4 + TJı - >.2)/12 
xsg = ( -ec.6 - f3s +-Ya- c5r + eı- 'Pı - 51)4- >.a)/12 , x4o = (aı.; - P.s - /7 - c5s +e ı + 'P2 + '73- 5>.4)/12 
:ı.·4ı -~ (öu -5f3s - 'Ys+c5r - •ı+cpı-'74+>.a)/12 , x42 = (or+/3s -5ı·s - o6 - ~a+cp4+'iı · >.2)/12 
2:43 = (- (h·- os)/2 ı X44 = (--0:2 - f3i -/4 - ES - 4<ps -f- 7)S - A7 )/1 0 
X45 = ( -0:3 -f- /34 - "/ı - <52 -Er ··· 'PB - 57]6 -f- >.s)/12 X46 = (-Ct,! - /33 -f- "/2 - O ı -ES ·f· <pr - 1)G - ,)).,, )/12 , , 
X<t7= (-as - 5/3s+"'7+os- Eı -- 'P2 - '7s - >..1)jl2 , x.ıs = (ecs+f3r -3"(s+c5; · ·· f4 - rpa+'72+>.ı)/8 
:ı:-ı.g = (-:-ür - · f3s /5 -:- ·506 +es - 4'4 -' l)ı + .>.2)/12 , xso "" (a2 + f3ı + /'4 - 4eo - <ps - '78 + >.r )/lO 
xsı ·.·~ (cq + /Ja - ')"ı +bı + ·es--' r.pr - 51Js- >.5)/12 , X62 = ( - a3 + (3.1 - -rı - bı~ cr - cps + rıs -· 5>.6 )/12 , 
xs3 = (-·o:s-15f3r - ·/s - c5s+e4+<p3 - 7]2->.ı)/8 , :t54 = ( -o:s+/3s - 5"fi+c5s - fı-<p2 - 7)3 ·· >.4)/12 , 
:ı:ss = (o&+ ;Bı; - ·ls - Sör. - <2 + ipı -1)4 + >.s)/12 , :ı:&s = (as - f34 +'Yı+ 02- Ser -1 'PB -1]s- >.G)/12 
xsr = ( ~a4 - f3s + 'Y2 - c5ı - es - 5r.pr -7)G.+ .\s)/12 , xss = (az+ fiı + /4 +es- <ps - rı3 - 4>.r )/10 
X59 = (o:r - 5/3s + "15 - os -- <a + 'P4 + ııı - >.ı)/12 , :ı:so = ( -o:a - f3s- 5-ys- c5r + e2 - rp ı + ıı4 - >.a)/12 
:ı: sı = (- os + !3s + /'7 - M s - e ı - 'f'2 - 7)3 - >.4)/12 , :ı:s2 = (cı.ı + /33 - 12 + c5ı - fies - 'P7 + 1/6 ..: ,\ 5 )/12 
:ı:ı;:i (o:;- f34 +'Yı + 62 +er- 5r.ps - 1]0 - .\9)/12 , X54 = (8s - ııs)/2 

Tablo Xl. Oktonionik Sağ-Sınırlı Operatörler İçin Gerçek Katsayılar 

X2J = ( -a4- fı/h- "12 --Cı + Es - 'P7 + '76 - >.s)/12 ' X24 = (us - 5{34 + 'Yl - o~- E[ -'PB+ '75 + >.G)/12 
:ı:2:; = ( ·o-c - 5/3s- 'Yıı +Or - ez - r.pı - T/4 + .\3)/12 , X2& = (as - 5f3s + "/7 +os+ ~ı ·- 'P2 -TJ:ı - >.4)/12 
:ı;~, = (cı:s -5/h - 'Y6 - os+ q +ıp3 -1)2 +>.ı)/12 , :ı:2s =(- or ·- 5(3s +"f.'> - oı; - e:ı + 'P·ı -ılı- >.2)/12 
X29 = (i.l:d - {h - 5(2 + 9ı - €8 + !f}r - 1]6 + >.s)/12 , X30 = (-az - f3ı - 5')'4- 03 -f- •s - 'PS -- T/S i A7 )/12 
xaı = (- or+ f3s - 5"(5- Ds - E3 + 'P4- '71 - >.2)/12 ı X32 = ( - os - ·f3r ··· 5-ys +os - e4- <pa+ ıız - .>.ı)/ 12 
:ı:33 = (as+ f3a - 5"17 +Ds+ (ı - cpz - ·1)3 - A.ı)/ı2 ı :ı:34 =· (o:s - /3s- 5'Ys - or+ e2 + 'Pı + '74 - .>.3)/12 
:ı:as = ( -03 - .84 -'Yı - 58:! + !; + r.ps - 1)~ - .>.s)/12 • X36 = (eı2 + /3ı - 'Y·ı - 503- E6 +ıp s + 'lB - >.; )/12 
xa< = (- as - {3; + "/6 - 5r5s - q ·- 'P3 + rr.ı - >.ı)/12 , :ı:3s = (ar - f3s - · 'Ys ·- SO s + ea - 'P4 + 7lJ + >d/12 
X39 = (-a s+ f3s - ')'s -SO.- E2 - 'f'ı - '14 + >.s)/12 , :ı:40 = (as+ .Bs+ Tr - SOs -Hı - :Pz- '73 - >. ,ı)/12 
:ı:4ı = (os - f3s + 'YS --or- 5e2 + <pı + 7)4 - >.s)/12 , x42 = (a:r - /3s - -yı; + c56 - 5eg - 'P4 + 171 + .>.2)/12 
:ı:43 = (a.s + f3r -')'s - os - 54 + cps -1)2 + .>.ı)/12 , X« = ( -a:2 - !3ı + "/4- 83 - 5€6- <ps -- ']s + >.r )/12 
:r.1s = (- ü3 -· !34 -'Yı+ 82 - 5er + cps -T]s- >.s )/12 , X46 = (-a4 + f3s - "/2- ılı -fıôs- 'P< +1)s ···· >.5)/1'2 
:ı:47 = (- oo - /3s - 1'7- os- (ı ·- - 5ıpı + 1)3 + ~.)/12 , X>J.~ = (o:s + f37 -· ')'s ·· ı:S;; + <4- 5cp~ - '12 + >.ı)/12 
x.ıv = ( - P-7 +f3s +rs- bı;-- es- Srp>J.-'71- >.2)/12 , xı;o = (o:2 + f3ı ·· ')'4 + c53- Es- Sıp5 +ı)s - .>.;·)/12 
:ı: sı ·.- ( 04 - .83 + 12 + &ı - es - 5<p7 - 7)6 + >.s)/12 , :z::;2 = (- as - !3-ı - 1'1 + 02 + t7 · 5ıps - rır. - >.ı; )/12 
X53 = (-n:s - lh + 'Y6 + 8s .... €4- 'P3- 51)2 - >.ı)/12 , X54 == ( -o:ı;- /3rı- '17- os- e ı + 'P2- fı7)3 + >. ,ı)/12 
Xs& = (oc - {3~ + ıs ... or+ "2 + <pı - 57J.l - .>.3)/12 , :ı:ss = (a:3 + /34 +lı - 8:ı - <.7 - 'Ps - 51]5 -1 >- o)/12 
:ı:;,; = ( -cq + f3:.{ - 12 - .Sı +es- 'P7 - 5176 - .>.~)/12 x-ss = (az+ .Bı - "14 +Os - €6 + 'P5 - 51)8 - >.,)/12 
xs9 = (ar - .Bs - lo+ 85 + f3 ··· 'f'4 + '7ı- 5>.:ı)/12 , xw = (-as+ i3s ····· ";s 1 Ör ·- '2 - 'Pı- '74 - 5.\a)/1 2 

xeı = ( - (ts - /36 - · "'i - os - e ı + <pı+ 113 - 5>-.ı)/12 , xsı = (o:4 - /33 + "/2 + ı:Sı -es+ 'P7 - '76 -- 5>.s )/12 
X6:'. = (a3 + ,84 -f- "(! - 02 - €7 - · <ps -f- 1)6 - 5Aı;)j12 ı X _64. = ( - 0:2 - {31 + {4 - 03 ·f €6 - <p5 - 1/R - 5).; )/12 

Tablo XII. em ve ı 1 em Oktonionik Sınırlı Operatörlerin \f' Üzerindeki Tesiri 

e ı { eı~ı, -eıtfı'2, -eı\'>3, - eıt/J4 } ll eı 
e2 --> { - ·t/1-:!, 1/Jı, -t/ı.(, V'j } ll e::ı 
e3 { -eı1!.'l, - eı'I/Jı, -eı~:, eıı.!>l } ll e3 
e-ı { -~, t;?. 

4• tf't, - t/12} ı ı~ 
es { -eıW:ı, e.ı'\b,t, - eıth. -eı~2} ı 1 es 
e e -+ { -f}ı.J, - t/;3, 1/J~, t/>ı.} 1 1 e6 

e 7 { e ıv-ı. eıl/13, -eı,l:j, eıt/Jı } 1 1 e7 

37 

-+ { e ı ıbır eıl/-'1., 
-+ { - tP;9 tL·· . l' 
--> { eı\f:i, - ervYj, 

{ -?,!'3~ - ~.:~, 

{ eı1/J3, -cı\&.r , 
{ -ıb1. .,&j ' 
{ -eıw:, '. - Ct \U=', 

··-··-- -

eı'V3· cı 1"•1 } 
·ıf;_j, - ı!;j} 

eı1J}~1 -eıt?3 ) 
·c·;! vi ı 

- r:ıcii, eıtl!; } 
- l/J~. ıjtj } 

t.ı"ıP2 ~ t:ı ı.i'i ı 

Ancıdo u ,.,; :versitelH 
Merkez Kütüphane 



Tablo XIII. emem Oktonionik Sınırlı Operatörlerin \f' Üzerindeki Tesiri 

eı ı eı --+ { -vı. l/'2ı 7/;J, ıP d e:l 1 e:l -+ { -ıtıj, -tP2, ıj;J, ıi•.ı } 
ea ı ea --+ { - 1/:i ı .. 'if;J, l/ld e41 e4 { - vi, 7};2, - 1/13 , l/.'4 } 1/lz, --+ 

es 1 es -+ { -if.ı~, l/12' l/li, 7/14} ee ı e6 --+ { - v;r, ıfı2, 4'~. - 1/ı~ } 
e7 ı er -+ { - v'i, l/Jz, 7/13, ıj;; } 

i 
_j 

Tablo XIV. \f' Üzerindeki Oktonionik Sol-Sınırlı Operatörün Hareketi 

r-- --- .. __ ____ ··---- -- ·--- - - -- - - ----···· -- - -- --

·ı 1 e ı ) CJ { -ı: ıŞ~ ? - e ı a!·j , t: l ü ; . -c ı l/>j } e ı ) e3 { - l'·j. -lr}. -t.. ·i- •. :· j ı 

1 
Cı) e .. { - cı't::j , - t: ı ~:. -e ı \C·j , l! ı ı/ı; } e ı ) "• { - v;, l.'~ . - ı.:; ~ - 0~ } 
e ı ) C<ı { -l' t t'~ .•. eıv) , -~ıt'•; . -e ı .P; ) Ct) CT { v;. ~·;. t ·;. ~' · j ı 

ı 
e~ ) e: { -eıuz. r. ı vı. -..: l~ -1 ~ eı -J~; } e:ı ) e3 { t ı .. •i, (., ı.. -~ , c ı ı.. ·,<.. ( . J L. ' t } 
C2 ) C.t { ı.'· ı . - u~.l- - v;. "'i ı e~ ) "• { - ~ ıt. ',ı , -t:ı L·_, . f ı t.·;. t.ı t•; } 
t:•:z ) ee { - t ':l . - l}" , - t.Ji , -ıl,; } e2) er ( - t- ı t. ~"l, < - ı t'ı- C! L' l. -(. l l'~ } 
e :1 ) .,, ( V :; f ('ı , t. ·; ~ - ~:·; } CJ) e2 ( -- r. ı v; . r ı t·~. -·-( ı'~'J · - ( : ,. ·.,. } 
~a ) e., { -t' ı t.'..ı;. f. ı ı.t "s· r. ı ü~. t:ı ~'i ı C3 ) eş l - v,. -l!_, . v;. -t·; } 
c~ :ı ) ee { t>ı t 'J , t> ı t.'' l· -eı 0i. eı l.b2 ı e3 } c r { - ~ı:ı, ı..:.;. -c;. - ı. ·.~ ı 
e.a ) eı 1 ·-c ı C'3 · e 1 ı.'J jı t- ı tbı ı -el ıf'; } C .ı ) ,, { - !..'..ı : - ı.:.·.i. ·· t '-.,o . - L ı~ ı l 

"• ) "3 { t• ] i·.ı. e ı t!·.i ı - e ~ ~~ . - C t ~'i } e~ ) "• { r. i l' ~ . Cı t.~. f r t ·;. ( ! \. ".: } 
e., ) eo { 't': . v· 

ı· - ı.··-t ~ - ıt;j } e.ı) er { r. ı t.'"::: , - ( ıt; ;. ('Jf.,· :. - r ı v\ } 
es ) eı { ı.:>J, - ı.i> •• -.:;lt ıf;; ı C& ) C2 { ~tt."4 , t> ı t:i. , tt':: . - , ı t · ; } 
e~ ) e., { ı:·,. v j . -r/>;. ~·} ı C ş ) c 4 { -( :l'; ~ - (_ : l"·~ . ı ' "· ; . ( ı:.. ·.; ı 
es ) c~ ( - t· .:. '··~· ( 1 t ·ı . t ' ! '(,i .ı ı l;ı ıt.·; } es) e~ { t ·~..!, l -~ . V ~. - t·.~ ı 

J 

co ) C ı { -f.: ıt :., . __ , , ı::.;. C t t :;. t'fl!ı } c~ ) .,, { 1...'3 . - l·~. 1. - ~ . ~ .:. ':.: } 
t !6 ) ert { ""-f ıt''l · e ı t/·1. e ı iıi · -e1t,.~ } ce ) e4 { -(J; '2 · - t.::;. -- t·7· - t_ ';ı } 
t-:e ) e~ ( ··: ı ~':- , -rıv}. c ı tt:;, -eı lfı3 ı "")eT { -e ıt.:·j . - eıt..':! . - c: ! l ' j . -eJ t.. ·; } 

ı 

1 : : : : : 
{ - 1..'~ . - ı_';i ~ '"·:;. -ı!:ı } er ) cı { ~ 1 t 'J~ - c ıt ·.;. - t ı t · j . (' 1 1. -':.:' ) 
{ ıi •J. - ı'ı~ : ~, · Vı } er ) "• { ·-·~ ı &,! . C ı V!. " '" (..!1.'.:, -- f ı ı.·'·., ı 1 ,. 

ı er ) eo { -- t9:!, -ı!·i , -tjı~ , 1/>J } er) ee { eı .Pi , f ıl,;..~ . e ı '· ':J , -tı f:· · .7 } 

-- - --- --- · ____ ı 

Tablo XV. \f' Üzerindeki Oktonionik Sağ-Sınırlı Operatörün Tesiri 

·-·-

e ı ( e~ ...... { - eı 1.b2. -eı ı/Ji, -e ıt/ı;, eııJı3 } ' eı (es _, { --ı/;2, - ı!Jj , - 1,/;;, ıP.i } 
e ı ( e.ı ...... { -erif;3, eı1:b4, -e ı ı/Ji, -eı..P2 } e1 (eş _, { - .,Pj, - 1!·;. -tf: ~ , ~ı; } 
e ı (ee ..... { --eı \iı;s --r.t "tlJ;, cılP;, -eıtPr } e ı (er ...... { t!J: , -ıbj , lf::!, ~·~ } , 
"2 ( eı _, { -cı~, eıWı, ~ı1.&4 ı - ed3} e2 ( e3 -+ { eıı.:ti, eıv'; . - € ıl,ı:':t , - e ı ı.:·;.:. } 
c2 ( e4 -> { lj.ı• -l:fı3 , - V2 . ..Pı } ' e2 (eo -+ { e1 .,;r,i, eıı.::j ~ t ı V2 . ~:, , } ' 4• 
e2 (Ce ...... { - Wj , -ttı;, -t/Jı, -·f;-.ı} ' 

e, (er ...... { eı ?b3, -e ı•/'4. e.ı ü ı . -t. ıtf.::! } ' 
e3 ( eı __, { ı/'1., \&ı, - 1/J.i, ı/:3} ' ca ( e2 _, { -eı-ıi:i, eıt.b:!. t. ı 'fiı3 t t: ı rf.ı.ı } 
es ( e4 ...... { . . 

eı ·ı,Jj , -eı-ı/;2, eı..P ı } es (es -+ { 1 • \~3 . _ .,:,~ . - J/;1 } eıw4 , . -lı!'.1ı 

es (eo __, { -e]'ı/Jj , eı-ı/;~, - eı-ıP2ı -eı..P ı } 
' es (er __, { -tt:;, - ·~;, -- ıfıı, '-'':! ı 

c4 ( eı __, { -eı 1/J3 ~ - c.ı,bJ, eı1/.'ı, eı..P2 } ' e4 ( e2 _, { - •/14 .• -1/.ıJ , -· - ·ıL ·~ . --V.) ı } 
e.ı (es -> { -e1t0;: e.ı 'I/J:ı , t: ıl/J2 ı -erıf.• ı } ' e • (es _, { e 1 "l/ı~, -e ı ı1J2 , r:ıl,;:j, - f.' ı "l,\ı } 
e4 (eo --· { 1/;2. ıtıl. -l/J3ı --ıj.ı.i} e4 ( C7 -+ { -eı ·f/J2, -eı•h, -r.ı 1f''4· -eııtı~ } 
es ( eı ...... { ı/Jl , 1/J:i' 1/ı ı , - ıf;2} ' 

eş (e, _, { -eı~.i , - e rtf'J, e J lfı;ı -e ı 1/;ı } 
es (es __, { $ ;, - 1};3, ..p• 2. '~rı } es ( e4 -+ { '. e ı ~. C(ı}:j, eı1/'• } ' 

-eıtt71 , ' 
e5 ( c6 - { · ~ 

eı t;'~' cı1/' ı, Cıt/J4 ı -eı>/>3} ' c• (er _, { tbi, .Pı . ~r:.;, $3 } 
cc ( eı __, { -eı t/ı.ı , eıVıj, -c ı'tP:i , "l"'l } ' Cft ( e2 -+ { \b3, -w .. , ,ı. , , - 1/:2 } . 
eft ( c3 -+ { e1 -ıf.ı;, e1'rf>1. eııPı, eı'ıf.ıi} ' 

ee ( e4 _, { - ..Pi. -t/Jı , -ıt:.ı , -ıfıj } 
ee (es __, { -cı tfi, - eıı/;ı, e ı"'•· eı1/-·j } ' 

ce (er __, { - e ıVı;, eı l/.1-J. , eı 'if;"J , - e ı l/~·; } ' 
er ( eı __, { -ıJı,ı. ..p• - tb;, - tl: ı } er ( e2 __, { -eıt,!;;, eı\!14 . -eı ~ı . -(~ ı 1f!; } 3• 

CT ( C3 
_, { 1!ı;j , 1/J4., 1/Jı, --ı/;2} 

' er ( e4 __, { eı l/12, eı 1iı ı, eı 1/'.t : - t· ı ıiJ; } ' 
er (es -+ { -Vı2! -..Pı. 1/.J<t. ı - -ıj.ı;} . er ( e6 -+ { eı'ı/.ıi • -eıl/:2, - e1 ıt>J , - e ı t/.·.;} 
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Tablo XVI. 4x4 Kompleks Matrisler ve Sol-Sınırlı Operatörler 

1 i . 

'R;ıı 4 z [ ı ~ eı . ı Ç;ı ı 

ı . - . 
'R:ız ~. 6: [ 2eı ) e~+ e3 ) eı ~ -2ı ez - . e;ı + e4 ) ee - ee ) e.ıı. +es ) e7 - e1 ) es ı 

'Ri3 ~- ~ [ 2eı ) es+ ep_ ) cı - 21 e4 .- e4 +ee ) ez - ·e~ ) ee + e7 ) e3. - e3 ) e7 ] 

~;ı4 ~ ~ [ 2eı ) et+ e.1. ) Ci - 2ı ee - e5 +ez ) e4 - e4 ) e:ı +es ) e~ - es ) es ı 
1 

'R:21 - ~ 2 [ e2 + 6.3 ) eı ] 

R22 H ~ [ 1 + eı ı eı + e4 ı e4 + eş ı es + ee ı ee+ e., ·ı e., ] - ~ [ ez ı ez + e3 ı e3 ] 

Ri?. · f'-t . ~ l - ez: ) e4 - Bs ) e5 ] 

ı 
R24 +-+ 2 [ es ) e7 - e2 ) ea ı 

1 . 
-R3ı ~ Z [ e4 + es ) e ı ı 

i . . 
~R;32 H 2 [ - e5 ) ea - e4 ) ez ] 

1 ı 1 
'Rss M -

6 
f ı+ e ı ı eı + ~2 ı e2 +es ı 63 -J- Ce ı Ca -1- e7 1 e7 j - 0 [ c4 1 f:4 + eu 1 es ı 

;) 

ı 
'R-34 ·+-+ 2 [ es ) e7 - e4 ) ee ] 

1 
'R4ı ~ 2 [ ee - e7 ) ~ı ] 

1 . . 
n4~ H 2 [ e., ) es - ee ) Cz l 

ı )' . 
R43 ·;-+ ~ [ e., ·. :es - efi ) e4 ] . 

R44 ~ ~ [ ı + eı j eı + ez [ e2 + es ı es + e4 j e4 + es j es ) - ~ [ e5 j ee + ei ı e7 ı 
ı 

Cu H 2 [ ı 1 eı + eı ı 

Cı2 +-t ~ [ - 2cı ) e2 - es - ·2 ı e3 - ez) eı + e4 ) e7 + e6 ) es -es ) e13 -eT ) e4 ı 
ı ' . 

C1s +-+ 6 [ - 2e~ ) e4 -es - 2 ! ·es - e4 .) eı - ee ) es - ez ) eT + e7 ) ez + e3 ) e13 ı 

ı 
Ci4 +-+ 6 [ -.2çı .) ee +e., +:2 1 e7 - e5 ') eı - e2 ) es+ e4 ) es+ es ) e2 - es ) e4.ı 

C2ı +-+ ~ [ -es+ ı::2 _) eı) 

Cn :H ·-~ I 1 ı ei - eı + e4 ) es ~ es ) e4 - ee ) e1 + e., ) ee ] - ~ [ e2 ) e3 - e3 ) ez l 
ı . . 

.C23 :H ? [ - e2) eş_ + e3 ) e4. ] 
.:, 

.Cü H ~- [ e3 )- e6 + e.:i ) e, ] 
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C3ı +-+ 

C3z t--+ 

Css +-+ 

Cs4 +-+ 

C ;u +-+ 

c4z ....... 

c<J3 +-+ 

c44 +-+ 

Rıı +-+ 

Rız +-+ 

Rı s +-+ 

Rı'4 +-+ 

Rn +-+ 

'R.z2 .,.__. 

'R.z3. +--+ 

Rz4 +-+ 

'R;n .<---> 

'R-32 +-> 

Rss ·~ 

'R.-~4 <--> 

R4ı <---• 

R42 +-+ 

R.43 +-+ 

R,44 +-+ 

Cı ı ....... 

C ız ....... 

1 
2 [ - ·es + e4 ) eı ] 

l [ ) '2' e .s .. e:ı ~ e<i, . ) es ] 

1 ı tl [ ı ı eı - eı +ez ) es - e3 ) ez - t:e ) e7 + e7 ) ee ı - 3 [ e4 ) es - e s ) C4 ] 

ı 
2 [ es ) ee + e4 ) e1 ı 

:~ [ C7 ·ic e13 :) eı ı 
ı 2 l - e ? ' ) e~,· ~ ee ) e3 ı 

:ı 2 [ - e1 ) e4 - ee ) es ] 

ı ı 
6 [ 1 ı e ı ---'- e ı + ez ) es - es ) ez + e4 ) es - es ) e4 ] - 3 [ e7 ) ee - eo ) t:, ı 

Tablo XVII. 4x4 Kompleks Matrisler ve Sağ-Sınırlı 

ı 

2 [ı - eı ı e.ı ı 

.!_ [ - ez+ eg (eı ı 
2 

~ [ - e:.ı; + e5 ( e1 ı 
ı 

2 
- ee - e7 ( eı ] 

~ [ 2e ı ( es + eg ( e ı + 2 1 e2 + ez + e4 ( e e - e e ( e4 + es ( e, - €7 ( es 1 
1 

[ ı . 1 ı [ ı ı ı 6 1 -1- e ı eı + €4 1 e4 + es ı es + ee ı ee + e7 e7 ı - 3 ez e2 + e3 e:; 

~ [ - e5. {'es - e4 ( ez ] 

ı 2 [ e7 ( es - ee ( ez ı 

ı 
6 [ 2eı ( es + es ( ~ı + 2 1 e4 + e4 + ee ( ez - e 2 .( ee + e1 ( es - €3 ( €7 ı 

ı 
2 [ - ez ( c4 - es ( es ] 

ı 1 
5 [ ı + eı ı eı + e'ı ı ez + es ı e3 + ee ı ee + e7 ı e7 ] - 3 [ e4 ı e4 + es 1 es ı 

ı 2 [ e, ( es '-- e5 ( e4 ] 

ı . 
6 l 2eı ( e7 + e7 ( eı + 2 ı ee + ee + ez ( e4 - e,ı ( ez + e5 ( €3 - es ( ec; J 

ı 
2 [ e3 ( e7 - ez ( ee ] 

ı 2 [ es ( e7 - e4 ( ee ] 

ı 1 
6 [ 1 + eı 1 eı +ez ı ez + es ı es + e4 ı e4 + ei; ı es ı - 3 l ee ı ee + €7 ı €7 ı 

ı 
2 [ ı ı eı. + e ı J 
ı 2 l - ez · ( e ı - es ı 
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Anndolu ·· r-:versites 
erkez Kü+iir ı::-.ıe 



Cı :ı +-t 

Cı .ı +-t 

C2ı ........ 

c~~ ,._. 

C:ı3 -1-t 

C:?.ı ....... 

C :ı ı 

C:n .;-, 

C3:ı <---> 

C~-ı +-t 

C.ıı ....... 

C4::ı , ..... 

Cu ....... 

ı 
ı ( (!ı - e,] - e4 

2 
ı 

r - en ( r: ı +· e7 ] -
2 
ı G [ 2eı (C:!- e:ı + -2 ı €3 ·+C"] (e ı f e,l ( (;7 +e,; ( r.;, - (;5 ( '-'•l --c.; ( f ,ı ı 

ı ı G [ 1 ı e ı - e ı - e4 ( e::;+ es ( e4 -1 e6 ( e7 - e, ( eo ] - 3 [ - e:! ( C:3 +e :ı ( f·.: ı 

1 

2 [ - e.s ( e::ı + e.ı ( e3 ı 

ı 

2 [ e7 ( e::ı + ed ( e3 ] 

:i ı 2e1 ( e4 - e,_, - 2 ı e5 + e4 ( .; 1 - e5 ( e:ı -e:; ( c , + e:- ( c'~ + (;ı ( ,-:o 1 

1 2 [ €2 ( C5 - e:ı ( C4 ] 

ı ı G l 1 ı e 1 - c 1 - e2 ( e.3 + e3 ( c:ı +en (e, - e; ( eı5 1- 3 [ ·- c.ı ( t;, 1 <~ı t.: ı 

ı 
- [ e, ( e,ı + cı3 ( e5 ] 
2 
ı 

l .. 
(i 

ı 
ı -

2 
1 

ı 2 
- e:; ( Ct> - 64 ( C'7 ı 

C4.1 .,__... ~ [lıı::ı-t-ı-e::ı(e3+c3(€·J-C.ı(e;:; 1 €ole.ı] - ~ !r:ö( C;- .. - C; ( t.-. j 

Önceki tablolar sol/sağ- sınırlı operatörler arasındaki ilişkileri veya oktonionik 

operatör işlem kurallarını özetlemek için çok kullanışlıdır. Örneğin, 

kolayca buluruz [ 1). 

41 



7. SONUÇ 

Oktonionlar daha çok kuantum mekaniği, relativite, parçacık fiziği ve 

elektromagnetik teoride kullanılmaktadır. Ayrıca oktonionlar grup teorisinde ve 

elemanter parçacıkların sınıflandırılmasında da başarıyla kullanılmaktadır. 

Bu çalışmada oktonion cebrinin özellikleri belirtilerek, sol-sağ sınırlandırılmış 

operatörler ve dönüşüm kuralları ifade edilmiştir. Ayrıca eklerde bulunan tablolarda da 

bu dönüşüm kuralları açıkça verilmektedir. Bunun yanısıra Dirac denklemi de 

oktonionik formda ifade edilmiştir. 
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