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Bu c¢alismada, bir say1 sistemi olan bikuaternionlarin (kompleks kuaternionlarin)
tanimi1 yapildiktan sonra bu sayr sisteminin olusturdugu alternatif cebirlerin genel
ozellikleri verilmis ve karsilagtirilmas: 6rneklerle yapilmigtir. Ayrica bikuaternionlar
icin tanimlanan her iki cebrin de matris temsilleri verilmistir. Bikuaternion cebrinin
birlesme 6zelligi bulunmasina karsihik  degisme 6zelligi  bulunmamaktadir.
Bikuaternionlar i¢in tanimlanan cebirlerin karsilastirmasini yapmak igin agisal
momentum ifadesi tanmimlanan her iki cebirle de bikuaternionik formda yazilmustir.
Ayrica bikuaternionlarin matris temsillerinden yararlanarak da Dirac denklemi

bikuaternionlarla ifade edilmistir.
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In this thesis; after defining biquaternions (complex quaternions), general
properties of alternative algebras formed by this base are given and defined some
comparative examples. It is also shown that the matrix representation of these two
algebras defined for biquaternions. Biquaternion algebra is not commutative but it is
associative. In order to compare these two algebras for biquaternions, it is rewritten
angular momentum in these algebras. It is also defined the Dirac equation using the

matrix representation of biquaternions.
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1. GIRiS: KUATERNION VE TARIHCESI

Kuaternionlar, 1843 yilinda Irlandali matematikci William Rowman
HAMILTON tarafindan bulunmustur. Hamilton 1830 yilindan itibaren kompleks sayilar
lizerine calismis ve nihayet 1833 yilinda iki reel sayidan olusan kompleks sayilarin bir
cebir olusturdugunun sonucuna varmistir. Bu sonugtan yola ¢ikarak bundan sonraki 10
yil i¢inde caligmalarim iki kompleks ve bir reel bilesenden olusan li¢lii sayr sistemi

(g=a+ib+ jc) iizerinde yogunlastirmistir. Hamilton daha sonralart vektdr olarak

adlandirdig1 bu sistem iizerinde toplama ve carpma islemlerini tanimlayabildigi halde

bolme islemi icin ise bir metot gelistirememistir. Iki kompleks saymn g¢arpimu
(a+ib)a—ib)=a’ +b° oldugu  halde,  Hamilton’'un  kompleks  sayisi
(a+ib+ je)a—ib— jc)=(a’> +b* +c*)—(ijj + ji)bc oluyordu. 1843 yilinda bu say1
sistemi lizerinde c¢arpma isleminin degisme 6zelliginin gerceklesmedigini anladi ve
carpma isleminin bu 6zelliginden vazgecerek i’ = j° =k’ =ijk = -1 6zelligine sahip
lic imajiner birim tanimladi. Béylece Hamilton’un kompleks sayisi a, b, ¢, d € R olmak

lizere a +ib+ jc+ kd formunda olustu ve buna kuaternion denildi [1, 2].

Yirminci yiizyilin baslarinda Yale Universitesi profesorlerinden Gibbs uygun
kuaternion i¢in kullamim seklini Hamilton’un c¢alismalanm ve Rodrigues’e ait
calismalarinin anahtar noktalarin1 buna ilave ederek kesfetti ve calismalarini vektor
nokta ¢arpimi ve bugiin bildigimiz vektorel carpimla tamamladi.

Kuaternionlar ayni reel ve kompleks sayilar gibi bir say1 sistemidir. Reel sayilar
bir, kompleks sayilar iki bilesen icerirken kuaternionlar dort bilesene sahiptir.
Kompleks sayilar reel sayilarin bir kombinasyonudur. Dolayisiyla da reel sayilar,
kompleks sayilarin bir alt kiimesidir. Diger taraftan kuaternionlarda iki kompleks
saymin kombinasyonundan olusmustur. Buna gére kompleks sayilarda kuaternionlarin
bir alt kiimesi olmalidir. Bu sonug, kuaternionlarin hem reel hem de kompleks sayilar
kapsayan oldukca biiylik bir say1 sistemi oldugunu géstermektedir.

Fizikte olciilebilen her sey reel olmak zorundadir. Bu nedenle reel sayilar
bilimin dogusundan itibaren kendilerine her alanda uygulama sahasi bulmustur. Ote

yandan kompleks sayilarin mekanik ve elektriksel uygulamalarda, &zellikle devre



analizlerinde kullanildigi bilinmektedir. Ne yazik ki bu sayr sistemi uygulamalara
sadece iki boyut getirir. Uc boyutlu uygulamalarda ise vektérler kullanilir. Fakat
vektorlerin bazi uygulamalarda yetersiz kaldig goriilmektedir.

Kuaternionlar vektorleri ifade etmede kullanilabilir. Bu sayi sistemi vektorleri
kapsadigl gibi, bunlara ilaveten bir de reel bilesen ortaya koyarak uygulamalara
dordiincii bir boyut katar.

Kuaternionlar béliim cebrine sahiptir. Kuaternion cebri birlesimli fakat degisimli

olmayan (e,,e,,e,,e;) gibi dort elemandan olusur. Bunlardan biri reel, diger igii

sanaldir:
e’ =-1 (i=1,2,3)
é,’ =1 ( e,: birim eleman)
¢, =—¢e, (i=1,2,3 ; j=1,2,3 ve i#}j)

Bir p kuaternionu;
P =DPo€y+ P&, + D€, +pié;
seklinde ifade edilir. Burada p,, p,, p,, p; reel sayilardir.

Kuaternion cebrinin kesfedildigi yillarda A. Cayley, K. Clifford ve J. J.
Sylvester gibi Ingiliz cebir gelenegini gelistiren matematikciler ve elektromagnetik
teoriyl bulan J. C. Maxwell ile P. G. Tait gibi fizikciler bu konuya 6nemli katkida
bulunmuslardir. 20. ylizyilin baslarinda ise vektér ve tensor cebrini gelistiren fizikgiler,
fizikte vektor cebrinin kullanimini benimsetmisglerdir [3].

Tiirk fizik¢ilerimizden Prof. Dr. Feza Giirsey de kuaternionik ve oktonionik
yapilarin Onemini 1950’11 yillarda sezip, bu yapilann ve ilgili istisnai grup ve
geometrileri ¢aligmalan ile fizige yerlestirmistir. Kendisinin kuaternionlar iizerindeki
calismalart konform grubu, genel relativitede bazi ¢oziimler, Yang Mills teorisinde
instanton ¢éziimleri, kuaternionik analitisite ve Oklidiyen de Kahler yapis1 ve bu uzayda
diffeomorfizmlerin kuaternionlarla kovaryant gésterimi gibi genis bir yelpaze olusturur.

Kuaternionlarin temel fizik kanunlarinin incelenmesinde oynadigil roliin &nemi,
6zel relativite ve kuantum mekaniginin kesfi ile daha iy1 anlasildi. Feza Giirsey 1955

yilinda 6zel relativiteyi kuaternionlar ile ifade etmeye calistigi bir yayin yapti. Simetrik



yapilan fark etmesindeki olagantistii kolaylig1 ile Feza Giirsey kuaterionlarin temel fizik
kanunlarinda 6nemli bir rol oynayacagini sezmisti [4].

Kuaternionlar son yillarda her alanda artan bir hizla kullanilmaktadir.
Kuaternion cebri de kuaternionlarin kullanim alanlarinin artmasma paralel olarak
gelisme gostermektedir. Kompleks sayr — kuaternion bilesiminden olusan kompleks
kuaternionlar (bikuaternionlar), fiziksel uygulamalarda son yillarda artan bir hizla yer
almaktadir. Gurlebeck ve Wolfgang kompleks kuaternionlar1 yani bikuaternionlart 6zel
relativite teorisi, par¢acik mekanigi ve elektromagnetizmaya uygulayarak kompleks
kuaternionlarin kendine oldukc¢a genis bir uygulama alan1 buldugunu géstermiglerdir.

Bugiine kadar fizikteki bircok denklem ¢esitli bilim adamlari tarafindan
kuaternionlarla yeniden ifade edilmistir. Chou [5] kinematik ve dinamik diferansiyel
denklemleri, Adler kuantum mekanigini, Jolly [6] matris ve kuaternionlar arasindaki
izomorfizm, Tanish ve Ozdas robotik manipiilatérlerin kuaternion déniisiimiinii [17],
Negi ve arkadaslan [1] tek kutup dynonslar gibi teorik varliklar: anlatmak i¢in bu say1
cebrini kullanmiglardir.

Kompleks kuaternionlarin ﬁziktéki uygulamalarn daha cok genel ve oOzel
relativite ile kuantum mekanigi alamndé olmustur. Kompleks kuaternionlarla Dirac
relativistik denklemlerinin cesitli fonnufasyonlarlnln ilk &nctisti Conway [7] olarak
goriilmekle birlikte bir ¢ok bilim adaminin yazilarinda kompleks kuaternion ve kuantum
mekanigine iliskin agiklamalar bulunur. Kompleks kuaternionlarla kuantum mekanigi
Morita [8] tarafindan yeniden formiile% edilmistir. Leo [9]'nun da kuaternion ve
kompleks kuaternionlarla ilgili g:al@malani vardir.

Burada, bikuaternion (kompleks Ekuaternion) kavrami ve cebri agiklandiktan
sonra kuantum mekanigindeki uygulamajs1 incelenecektir. Bu yapilirken bikuaternion
cebri icin diger bir gosterimde ele allnm1§; alternatif cebir olusturulmustur. Ayrica Dirac

Denklemi bikuaternionik formda yazﬂmlsﬁr.



2. BIKUATERNION

Bikuaternionlar bir hiperkofnpleks say1 ¢esididir. @ gibi bir bikuaternion,

0=0,¢,+0¢,+0,¢,+0,é, 2.1
seklinde yazilir. Burada (é,,¢,,¢é,,é,) incelersek; e, =1 skaler birim olarak tanimlanir
ve ¢; (i =1,2,3) ise komiite olmayan ii¢liidiir ve ¢, =—1 dir. Burada ¢arpim;

ee, = _55/80 +e,€,

kuralina uymaktadir. Bikuaternionlar aym1 zamanda kompleks kuaternion olarak da

adlandirilirlar.

2.1. Bikuaternionun Tanmm
Bikuaternion, kuaternionun kompleks bilesenlisidir. Yani kompleks bir

kuaterniondur. @ bir bikuaternion olmak tizere,

0=0e,+0e,+0,¢,+Q.e,
seklinde yazilabilir.

Q, (m=0,,2,3) kompleks sayilar. Yani,

Q,=a,+ib, (m=0,1,23vei’ =-1) (2.2)
dir.

Bu durumda;

Q=(a, +ib))e, +(a, +ib,)é, +(a, +ib,)e, +(a, +ib,)é,

=(a, +ib,,a, +ib,,a, +ib,,a, +ib,)= (ao +z'b0,zz+z'5): (QO,Q) 23

olur. Burada

Q, : Bikuaternionun Skaler Bileseni

Q =Q,e, +0,é, + 0,é,: Bikuaternionun Vektdrel Bileseni
dir. a,veb, (i=0,1,2,3) ise reel saylardir. ¢é,,¢,,é,,é, bikuaternionun baz
elemanlandir. i ise,

it =-1

olan kompleks bir sayidir.



2.2. Bikuaternion Cebri

2.2.1. Skaler Birim Eleman
Bikuaternion cebrinin skaler birim eleman: e, =1 dir. Buna gore,

10=01=0 2.4)

dur.

2.2.2. ki Bikuaternionun Esitligi
P ve @ gibi iki bikuaternionun birbirine esit olabilmesi ic¢in karsilikli
elemanlarinin esit olmasi gerekir. P ve @ bikuaternionlari,
P = (ao +z‘b0)éo +(a] +ib1)é, +(a2 +z'b2)é_, +(a3 +ib3)é3
—Pé,+Pé, + P, +Pé, =(p,P)
0= (c0 +id0)é,, +(cl +z'd,)é, +(c2 +id2)éz +(c:3 +id3)63
=0,6,+0,¢,+0.¢,+0.e, :( O,Q)
ise bu iki bikuaternionun esitligi;
a, +ib, =c, +id,, a, +ib, =c, +id,, a, +ib, =c, +id, , a, +ib, = ¢, +id,
seklindedir. Ya da diger bir ifadeyle,
P=Qise ,=0,. R=0,, B,=0, ve , =0,

olmalidir.

2.2.3. Bikuaternionlarda Toplama ve Cikarma Islemi
Iki bikuaternionun toplami veya farki, bu iki bikuaternionun karsilikl
elemanlarinin toplam veya farkindan olusan bir diger bikuaterniondur. P ve @ iki
bikuaternion olmak iizere;
PQ=(R 0,0, +(R£0 ), +(P, 0, )6, +(P £ 0, )2,
=[A£0,R£0,P,£0,,P,£0,]

ile verilir. Goriildiigl gibi sonu¢ yine bir bikuaternion olmaktadir.

(2.5)



2.2.4. Bikuaternionlarda Carpma Islemi
P ve Q gibi iki bikuaternionun ¢arpimmin sonucu yine bir bikuaternion
olmaktadir ve agagidaki gibidir:
PO=[(a,+ib, Je, +(a, +iB Jé, +(a, +ib, Jé, +(a, +ib, Je, ][ (c, +id, )¢, +(c, +id, Je,
+(c, +id, )¢, +(c, +id, Jé, |
=(a,c, —a,¢, —a,c, —a,¢, —byd, +bd, +b,d, +bd, )e,
+i(a,d, —ad, —a,d, —a,d, +b,c, —b,c, —b,c, ~b,c, Je,
+(ayc, +ac, +a,c, —ase, —byd, —bd, —b,d, +bd, Je,
+i(a,d, +ad, +a,d, —a,d, +b,c, +bc, +bc, —b,c, Je, (2.6)
+(a,c, —a,c, +a,c, +a,c, —b,d, +bd, —b,d, —b,d, )e,
+i(ayd, —a,d, +a,d, +a,d, +b,c, —bc, +b,c, +b,c, Je,
+(ayc, +a,c, —a,c, +a,c, ~byd, —bd, +b,d, —bd, Je,
+i(ayd, +a,d, —a,d, +a,d, +b,c, +bc, —b,c, +b,c, Jé,
=P, ~PO+P0+PQ, +iPxQ
Gortildiigii gibi iki bikuaternionun carpimi yine bir bikuaterniondur ve karsi gelen
bilesenler cinsinden, PQ=A dir ve A=A e, +Ae,+4,é,+ 4,¢, 4,eC
(i=012,3)
Aye, =(a,c, —a,c, —a,c, —ase, —b,d, +bd, +b,d, +b,d,)e,
+i(a,d, —a,d, —a,d, —a,d, +b,c,—bc, —b,c, —bc,)e,
A, =(ayc, +a,cy+a,c, —a,c,—byd, —bd,—b,d, +bd,)e,
+i(a,d, +a,d, +a,d, —a,d, +byc, +b,c, +b,c, —b,c,)e,
A,e, =(a,c, —a,c, +ayc, +asc, —byd, +bd, —b,d,—b,d))e,
+i(a,d, —a,d, +a,d, +a,d, +byc, —bc, +b,c, + b,c,)e,
A.e, =(a,c, +ac, —a,c, +a,c,—b,d, —bd, +b,d, —b,d,)e,
+i(ad, +a,d, —a,d, +a,d, +b,c, +bc, —byc, +byc,)é;
dir.
ORNEK:
P=i¢,+¢é, ve Q=1+e¢, Direr bikuaternion olmak iizere, PQ ve QP
carpimlarini bulalim ve bu carpim sonucunda elde edilen sonuglarin birer bikuaternion

olup olmadigini inceleyelim.



COZUM:
PQ:(ié_, +é3)(1+é]):ié_, —ie, +e;+e, =(1—z')é3 +(1+i)é_,
olur. QP ¢arpimi ise,
QP =(1+¢,)ié, +¢,)=ie, +é,+ie, -, =(1+i), +(-1+i),
seklinde elde edilir. Gortldtigii gibi her iki carpiminda sonucu birer bikuaternion

olmaktadir.

2.2.5. Bir Bikuaternionun Eslenigi
Bir bikuaternion i¢in kuaternionik eslenik ve kompleks eslenik olmak tizere iki

tiir eslenik tanimlanir. Kuaternion eslenik; bikuaternionun vektérel kisminin isaretinin
degistirilmesiyle elde edilir. Q ile gosterilir ve

0 = 0.6, - 04, - 0.6, - 04, =[0,,-0) @7
seklinde ifade edilir. Daha net bir sekilde yazacak olursak;

0= (ao +ibo)é,, +(a, +ib,)é, +(a2 +z'b2)é2 +(a3 +z‘b3)é3
ise

Q =(a, +iby)é, —(a, +ib e, - (a, +ib, )¢, —(a, +ib, )é,
olur.

Kompleks eslenik; bir bikuaternionun kompleks katsayilarinin eslenikleri

alinarak elde edilir ve

0 =0,6,+0é,+0,é,+0, ¢, (2.8)
seklinde yazilir. Burada,

QO* =a, —ib,

Q,* =q, —ib,

Qz* =a, —ib,

0, =a,-ib,

dir. Bikuaternionun kompleks eslenik ifadesini daha acik bir sekilde yazacak olursak;

Q" =(a, +ib,) &, +(a, +ib,) &, +(a, +ib,) &, +(a, +ib,) é,

= (ao —ib, ﬁo —|—(a] —ib, )él + (az —ib, )éz +(a3 —ib; F3



elde edilir.

P ve Q iki bikuaternion olmak tizere, P ve @ carpimlarinin kuaternion

eslenigi;

(Po)=0P (2.9)
olur ve P ve @ iki bikuaternionun kompleks eslenigi ise;

(PQ) =Q'P (2.10)

olarak verilir.

2.2.6. Bikuaternionun Normu

Bir Q bikuaternionunun normu, kendisi ile kuaternion esleniginin ¢arpimina
esittir.

N(@)=00=00=0,+0"+0,"+0, (2.11)

Bu islem sonucu elde edilen nicelik kompleks skalerdir [1]. Ama bir
bikuaternionun normu N (Q): 0 olabileceginden @ ’ya bir sifir bdlen denir.
Bikuaternion cebri bu nedenle bir béliim cebri olusturmaz [10].

Iki bikuaternion ¢arpiminin normu, normlarinin ¢arpimina esittir. Yani

N(PQ)=(PQ)PQ)= POOP = N(P)N(Q) (2.12)

olur.

2.2.7. Bir Bikuaternionun Tersi

Normu sifirdan farkli her @ bikuaternionu icin, Q7' ile ifade edilen bir fersi
mevceuttur.

N (Q)= 00 =00 oldugunu daha 6nce belirtmistik. Eger buradan Q' elde

edecek olursak, bikuaternionun tersi ifadesi,

L__ 0
o' =2 (2.13)
N Q)
ile verilir. Bir bikuaternionun tersi ile kendisinin ¢arpim 1’¢ esittir. Yani,
00" =070=1 (2.14)

dir.



Bikuaternion cebri degisimli degildir, genel olarak @ ve P iki bikuaternion
olmak iizere,
OP = PQ (2.15)

dur. O halde bikuaternionlar degisimli olmayan fakat birlesimli bir cebir olustururlar.
ORNEK:

P=ie,+é, ve Q=1+¢, birer bikuaternion olmak iizere QP # PQ oldugunu
gosteriniz.
COZUM:

PO =(6,+é,\1+¢é,)=i6,~ib, +é,+é,=(1-i)6, - (1-i),
olur. QP carpimi ise,

QP =(1+¢,)ié, +é,)=ié,+é, +ie, - ¢, =(1+i)e, —(1-i)e,

seklinde elde edilir. Goriildiigii gibi PQ = QP

2.2.8. Bikuaternionlarda Bolme islemi
0 ; normu sifir olmayan bir bikuaternion olmak iizere,
00" =070=1
kosulunu saglayan Q' bikuaternionunun Q bikuaternionunun tersi oldugunu daha
once belirtmistik. Ayni1 zamanda @ gibi bir bikuaternionun normunu da;
N(Q)=00=00=0,+0+0," +0;
oldugunu gostermistik. Buradan;

00 _.
N(Q)
yazabiliriz. O halde;
2
N ()

oldugu aciktir. Yani bir @ bikuaternionunun tersi, kendi kuaternion esleniginin

0" -

normuna boéliimiiyle elde edilen bir bikuaternion olmaktadir.
Bir P bikuaternionunun bir @ bikuaternionuna bslmek demek P’yi Q7' ile

carpmak demektir. Ancak iki bikuaternionun c¢arpimi degisme Ozelligine sahip



olmadigindan (Q‘IP = PQ™ ), P bikuaternionunun bir @ bikuaternionuna farkli

sekilde 1ki bolimii tanimlanabilir:

o'p= 0 —=_ P :Soldan Bélme
P_ N _) (2.16)
0 PO = 0 :Sagdan Bolme
N)
ORNEK:

P=ié,+(2+3i)e, +(1+i)e, +2ié,
ve
Q=(+i)e, +(3+2i), +(2+3i)e, +3¢,

birer bikuaternion olmak {izere — "nun degerini, soldan ve sagdan boélerek tayin edelim

ve bunlarin esit olmadigini gosterelim.
CcOzZUM:
Q0 ’nun normu;
N(0)=00
=[(+:)e, + 3+2i)e, +(2+3i)6, +36, J(1+i)e, —(3+2i), — (2+3i)¢, -3¢, ]
=[(1+i)2 +(3+2i) +(2+3i) +32]
(142 -1+9+12 —~4+4+121—9+9)=9+26i

oldugundan soldan bélme;

p_ O,

)
:9+126,- {a+0)6, -G+2:8, -2 +30), 38, ], + 2+ 30, + 1+ )6, +2i5, ]
9+126 [zeo+28 +3ze,+e +ze,+2ze3—e0+21e, 3e]+ze 233

—3ie, + 6¢, +9ie, —3e, —3ie,; + 6ie, —2e, —4ie, + 6e, + 2ie, — 2e, +4e, - 2ie,
+4e, +6ie, +2¢,+2ie,—4ié, + 3¢, +6ié, —9e, +3ie, —3e, + 6, —3ie, —6¢é,
—9ie, +3e, +3ie, +6ie, |
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1
9426
+(2-3+6+3)8, +i(3+2—-3-2-4+3)8, +(1-1+4+3—6)¢, +i(1+1+6—2-9)é,
+H(2-3-2+4-9)6, +i(2—-3+2+6+6-3)¢,]

[10+15:)e, + (8 i), +(1-3i)6, +(-12+10i)e,]

degerine sahiptir. Sagdan bélme ise;

[(—1+6+64+2-3), +i(1+9-4+2+3+6)é,

1

26i

_IP:
Q 9+

0
PO =P=
NQ)
B 9+126i [iéo +(2+3i)é’ +(1+i)62 +2ié3][<1+i)éo _(3+2i)él _(2+3i)éz _3é3]
] e o o 5 N 5 - ~ oA ~ .A A
- 9+26i[leo —e, —3ie, +2e, —2ie, +3e, - 3ie, +2e, +2ie, +6e, + die, —4e,

—6ie, +6¢, +3ie, -3¢, +ie, —6e, —6ie, +9e, +9ie, +¢é, +ie, +3é, +2ie,
+2e, +3ie, —3e, +ie, —e, +3ie, —2e, +2ie, —3e, —3ie, +2ie, —2¢, —6ie,
+4¢, +4ie, — 66, +6ié,|
1 i A A A
Pg’ :m[(_uzsl')eo +(=8+3i)e, +(13+3i)6, + (4 -8i)é, ]

seklinde olmaktadir.

2.2.9. Birim Bikuaternion
Normu bir olan bikuaterniona birim bikuaternion denir [1]. Yani, Q;

bikuaternion olmak {izere;

N({Q)=00=00=0,+0"+0," +0," =1 (2.17)

ise @ ’ya birim bikuaternion denir.
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2.3. Bikuaternion Icin Farkh Bir Gosterim ve Alternatif Bir Cebir
Burada bikuaternionlar icin farkli bir gosterim ve alternatif bir cebir

sunulacaktir.
Bu cebirler arasinda temelde bir fark olmamasina karsilik gosterim farkindan

dolay1 bir cebir farklihig1 olmaktadir. Bu ikisi arasindaki en biiyiik fark e, (i =1,2,3)
birim baz elemanlari arasinda olmaktadir. ilk cebirden bilindizi iizere &, =1 idi.

Burada ise é,.z =1 olmaktadir. Bunlarin kendi aralarindaki ¢arpimlari da farklihik

gostermektedir. Daha Once e,e; =-5,¢, +£;,¢€, iken simdi ise ee; =5,¢, +ig,e,

olmaktadir. Dolayisiyla buna bagli olarak da cebirler arasinda bazi temel islemlerde
farkliliklar meydana gelmektedir. Bu farkliliklar iki bikuaternionun g¢arpimi, normu,

tersi ve boliimii ifadelerinde karsimiza ¢ikmaktadir.

2.3.1. Skaler Birim Eleman
Bikuaternionun bu cebrine ait skaler birim eleman: da €, =1 dir. Buna gore,
1Z=Z71=2 (2.18)
dir.

2.3.2. Iki Bikuaternionun Esitligi
Z ve Z' gibi iki bikuaternionun birbirine esitligi ;
Z =(a, +ib,)é, +(a, +ib, )é, +(a, +ib, )6, +(a, +ib, ),
=Z7,6,+ 7,6, +2,6,+ 7,6, = (ZO,Z)
Z' =(c, +id,)e, +(c, +id,)é, +(c, +id, e, +(c, +id, e,
= Zie, + 26, + Zy8, + 218, = (20,2')
seklinde tanimlanmaktadir. Yani,
a, +ib, =cy,+id,, a, +ib, = ¢, +id,, a, +ib, =c, +id,, a, +ib, =c, +id,
olmaldir. Ya da diger bir ifadeyle,
zZ=27
ise asagidaki kosul saglanmalidir:

Z,=2,,2,=2],2Z,=2, ve Z, =27,
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2.3.3. Bikuaternionlarda Toplama ve Cikarma Islemi
Iki bikuaternionun toplami veya farki, yine 6nceki cebirde oldugu gibi, bu iki
bikuaternionun karsilikli elemanlarinin toplam veya farkindan olusan bir diger
bikuaterniondur. Z ve Z'iki bikuaternion olmak iizere;
Z+7' =(2,£Z,)6,+(2,£2))e, +(2, £ Z))6, +(Z, + 2} )8, 2.19)
=lz,+2,,2,+2/,2,+7,,7,+ Z}] '

seklindeki gibi yine bir bikuaterniondur.

2.3.4. Bikuaternionlarda Carpma islemi
Z ve Z' gibi iki bikuaternionun ¢arptminin sonucu bikuaternion olarak farkli

bir bigimde,

ve
€,6,=ié,, é,6;,=ie,, e,¢é, =ie,, ¢,6, =—ie,, €,¢, =—ie,, €,¢, =—ie, (2.20)
olmaktadir. Buna gére ZZ' ¢arpimu;
ZZ' = [(a, +ib, )¢, +(a, +ib, )¢, +(a, +ib, )é, +(a, +ib, )e, J/(c, J}ido)éo +(c, +id, )é,
+(c, +id, )e, +(c, +id, )e, |
=(a,c, +a,¢, +a,c, +a,c, —b,d, +b,d, +b,d, +b,d, Je,
+i(ayd, +a,d, +a,d, +a,d, +byc, +bc, +b,c, +b;c, )é,
+(ayc, +a,c,—a,d, —asc, —bd, —bd, —b,c, +b,d, Je, (2.21)
+i(a,d, +a,d, +a,c, —a,c, +b,c, +b,c, —byd, +b,d, Jé,
+(a,c, +ady +a,c, —a,d, —byd, +b,c, —b,d, —b,c, )é,
+i(ayd, —a,c; +a,d, +asc, +byc, +b d, +b,c, —byd, e,
+(aycy —a,d, +a,d, +a,c, —byd, —bc, +b,c, —b,d, )é,
+i(ayd, +a,c, —a,c, +a,d, +byc, —bd, +b,d, +b,c, Jé,
=278 +2.2' + 2,7+ 77} +iZx Z'
seklindedir. Goriildiigli gibi burada da iki bikuaternionun ¢arpimi yine bir bikuaternion

olmaktadir.

Diger taraftan farkli olarak burada sadece Z.Z’ carpiminin isareti degismektedir.
ZZ' =B dir ve B=B,e,+B,é, +B,é, + B¢, B,eC (i=0123) ve

bilesenler cinsinden
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B,é, = (a,c, +a,c, +a,c, +a,c, —b,d, +bd, +b,d, +b,d,)e,

+i(a,d, +a,d, +a,d, +a,d, +b,c,+bc, +b,c, +b,c,)é,

B, =(a,c, +a,c, —a,d, —a,c, —b,d, —b,d, —b,c, +b,d,)e,

+i(a,d, +a,d, +a,c, —asc, +bye, +bc, —b,d, +b,d,)e,

B,e, =(a,c, +a,d, +a,c, —a,d, —b,d, +bc, —b,d, —b,c,)e,

+i(a,d, —a,c, +a,d, +a,c, +b,c, +bd, +b,c, —b,d,)e,

B, =(a,c; —a,d, +a,d, +a,c, —b,d, —bc, +b,c, —b,d,)é;

+i(a,d, +a,c, —a,c, +a,d, +b,c, —bd, +b,d, +b,c,)e,
dir.
ORNEK:

Z=ié,+e, ve Z'=1+é, birer bikuaternion olmak tiizere, ZZ' ve Z'Z
¢arpimlarim bulalim ve bu ¢arpim sonucunda elde edilen sonuglarin birer bikuaternion
olup olmadigin inceleyelim.

COZUM:

77' =(ié, vé,M1+é,)=ié,+é,+é,+ie, =2(ié, +¢é,)
olur. Z'Z ¢arpimu ise,

ZZ=(1+6é,)ié, +é,)=ié,+é,-é,—ié,=0
seklinde elde edilir. Goriildiigi gibi her iki carpiminda sonucu birer bikuaternion

olmaktadir. Z'Z c¢arpiminin sonucu ise sifir bikuaternionu olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

2.3.5. Bir Bikuaternionun Eslenigi

Bir bikuaternion i¢in kuaternionik eslenik ve kompleks eslenik olmak iizere iki
tir eslenik tanmimlanmisti. Kuaternion eslenik; yine daha 6nce oldugu gibi
bikuaternionun vektérel kismimin isaretinin degistirilmesiyle elde edilir. Z ile gosterilir
ve

Z =246, -2,6, 2,6, 2,8, =|Z,~Z| 2.22)
seklinde ifade edilir. Daha net bir sekilde yazacak olursak;

Z = (ao +ib0)é,, +(aI +z'b,)é, +(a2 +ib2)éz +(a3 +z'b3)é3

ise
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Z= (ao +ibo)é0 —(al +ibl)él _(az +ib2)é2 _(az +ib3)é3
olacaktir.
Kompleks eslenik; ©nceki cebirde ifade edildigi gibi bir bikuaternionun

kompleks katsayilarinin eslenikleri alinarak elde edilir ve
Z =7,6,+2 6, +7,6,+7Z; ¢, (2.23)

seklinde yazilir. Burada

Z, =a,—ib,
Z,* =a, —ib,
Zz* =a, —ib,
Z, =a,—ib,

dir. Kompleks eslenik ifadesini daha ac¢ik bir ifadeyle yazacak olursak;

Z" =(a,+ib,) é,+(a, +ib,) &, +(a, +ib,) é, +(a, +ib,) &,

= (ao —z'bo)é,, +(a, —z'b])é, +(a2 —ib2)52 +(a3 —z‘b3)é3

seklinde yazilabilir.

Z ve Z' iki bikuaternion olmak lizere Z ve Z' carpimlarimin kuaternion
eslenigi ile kompleks eslenigi yine ayni sekildedir ve sirasiyla;

(zz')-77 (2.24)
ve

(zz'y =z"Z (2.25)

olarak verilir.

2.3.6. Bikuaternionun Normu

Bir Z bikuaternionunun normu, kendisi ile kuaternion egleniginin carpimina

esitti. Buna gore,
NZz)=2Z=Z2=2-27"-2,-2 (2.26)

olarak tanimlanabilir.
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Bu islem sonucu elde edilen nicelik yine kompleks skalerdir. Bir bikuaternionun
normu N (Z ) =0 olabileceginden Z ’ye bir sifir bélen denir. Bikuaternion cebri bu
nedenle bir boliim cebri olusturmaz [10].

Iki bikuaternion ¢arpiminin normu, normlarinin ¢arpimina esittir. Yani

N(2z')=(22'\2Z')= 22ZZ = N(2)N(2') 2.27)
dir.

2.3.7. Bikuaternionun Tersi

Normu sifirdan farkli her Z bikuaternionu icin, Z~ ile ifade edilen bir tersi

mevcuttur.

N (Z )= ZZ =7Z oldugunu daha once belirtmistik. Eger buradan Z7'’i

cekecek olursak, bikuaternionun tersi ifadesi,

oz (2.28)
N(z)
ile verilir. Bir bikuaternionun tersi ile kendisinin ¢arpimi: 1’e esittir. Yani,
ZZ7'=2"Z=1 (2.29)

dir.
Bikuaternionun bu cebri de degisimli degildir, genel olarak Z ve Z' iki

bikuaternion olmak iizere,

7'+ 77 (2.30)
seklindedir. O halde bikuaternionlar degisimli olmayan fakat birlesimli bir cebir
olustururlar.

ORNEK:

Z=i¢,+eé;, ve Z' =1+e, birer bikuaternion olmak lizere ZZ'#ZZ
oldugunu gosteriniz.
cOzUM:

77 =(ié,+é,\1+¢é,)=ié, +é,+é,+ié, =2(ié, +é,)
dir. Z'Z ¢arpim ise,

77 =0+e¢, e, +é,)=ié,+é,—-¢é,-ié, =0

seklinde elde edilir. Goriildiigi gibi ZZ' # Z'Z dir.
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2.3.8. Bikuaternionlarda Bolme islemi
Z; N(Z)#0 olmak iizere,
zZ77'=7"'Z =1
kosulunu saglayan Z~' bikuaternionuna Z bikuaternionunun tersi oldugunu daha 6nce
belirtmistik. Ayni1 zamanda Z gibi bir bikuaternionun normu da;
N(Zz)=2Z=7Zz=2-2-2,-2
seklindeydi Buradan;
7z
N(z)
yazilabilir. O halde;

=1

4 Z

N (z)
oldugu aciktir. Yani bir Z bikuaternionunun tersi, kendi kuaternion esleniginin
normuna boliimiiyle elde edilen bir bikuaternion olmaktadir.

Bir Z'bikuaternionunun bir Z bikuaternionuna boélmek demek, Z’
~ bikuaternionunu Z~' ile ¢arpmak demektir. Ancak bikuaternionun ¢arpimu degisme
ozelligine sahip olmadigindan (Z AR YA ’Z'l), Z' Dbikuaternionunun bir Z
bikuaternionuna farklt sekilde iki bélimii mevcuttur:

g L, N
e zZ"Z :WZ :Soldan Bélme

VA

5 2.31)
Z'7"' = 7' ———:Sagdan Bolme

N(z)
ORNEK:
Z=(1+i)e, +(3+2i), +(2+3i)e, + 3¢,
Ve
Z' =ié, +(2+30), +(1+i)e, +2ié,

!

bikuaternionlar olmak {izere —Zé— 'nun degerini soldan ve sagdan boélerek tayin ediniz ve

bunlarin egit olmadigint gésteriniz.

17



CcOZUM:
Z ’nun normu,
N(Zz)=2Z
=[(+:)e, + G+20)e, +(2+3i)e, +36,(+i)é, - (3+20)e, - 2+3i), -3¢, ]

:[(1+i)2—(3+2i)2—(2+3i)2 —'32]

=(1+2i~1-9-12i+4-4-12i+9~9)=-9~22i

oldugundan soldan b&lme;

{0+i)e, -G +2i), —(2+3i)6, -3¢, Jie, +(2+3i), +(1+i)6, +2ié, |}

9422

1 . . A A s . PP p
=—9+22i[ze0+2e,+3ze,+e2+ze2+2ze3—e0+21e,—3e,+ze2—e2—2e3

-3ie, —6é, —9ie, - 3ie, +3e, — 6, +2¢, —4ie, +6¢, +2¢é, + 2ie, - 4ié, - 2ié,
+4ie, —6é, 26, -2ie, +4é, +3é, —6¢, —9ié, - 3ie, +3¢é, +6ié, - 3ié, - 6ié,
+9¢, +3ie, -3¢, - 6i¢, ]
1 R . R
=—9+22i[(—1—6+6—2+3)e,,+z(l—4—9—3—2—6)e0
+(2-3+2+4-3)é, +i(3+2-3+6-3)¢,
+(1-1-6+3+9)é, +i(1+1-4-2-6)e,
+(-2+3+2-6-06)e,+i(2-3+2+4-9-13)¢,]
. 1

777 - [2-230), + (2 +5i)6, + (6 -101)6, + (- 9= 7i)é, |

9422

degerine sahiptir. Sagdan bélme ise;

zZ
27 =7
N(z)
-5 122 [ié, +(2+3i)e, + (1 +:)e, + 2i&, ] (1 + )e, — (3 + 2i)8, — (2 + 3i)é, - 3¢, |
+ 241
- +122 [ie, — &, - 3ié, + 2¢, - 2ié, + 36, — 3ié, + 2é, + 2ié, — 66, — 4ié, — 4ié,
I

+6e, + 6ie, + 3ie, — 3¢, — 9ie, + 6¢, + 6¢, + 9ie, —9¢, + e, + ié, + 3ié; - 2¢,
- 2¢,—3ie, - 3ie, +ie, - e, —3e, — 2ié, — 2ie, + 3e, + 3¢, + 2ie; — 2¢é; + 6¢,
+4ie, —4é, - 6ié, — 6ié,]
-1 [(-1-6+6-2+3)¢, +i(l-4-9-3-2-6)8,
9422

+(2+2-3+3-4),+i(-3+2+3-3-6)¢,

+(3-9+1-1+6)6,+i(-2+6+1+1+4)8,

+(6+6-2-3-2)¢,+i(-3-4+9+3-2+2)¢,]

1
9+ 22i

77 =— [~ 23i¢, + 7ie, +10ie, + (5 + 5i)é, |
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seklindedir. Burada kullanilan bikuaternionlar, daha 6nceki béliimde, bolme isleminde,
kullanilan bikuaternionlardan farklidir. Burada éiz =1 oldugundan, sonuglar esit

cikmamaktadir.

2.3.9. Birim Bikuaternion

Normu bir olan bikuaterniona birim bikuaternion denir. Yani,
NZ)=2Z=2ZZ=2-7-2,"-Z, =1 (2.32)

ise bu durumda Z ’ye birim bikuaternion denir.
2.4. Bikuaternionlarin Matris Temsili

2.4.1. Bikuaternionlari 2 x 2 Matris Temsili
I: 2x2 binm matris ve ¢,’ler (k£ =1,2,3) Pauli spin matrisleri ve i =+v-1
olmak tizere I ve —ic, matrislerinin cebri bikuaternionun bazlart olan e, ve e, lerin

cebri ile aynidir. O halde ¢, vee, ’ler;

1 o] . o -i] . [o -1l . [-i 0 233)
e, = ; €, = e, = ; €, = .
“lo 1”7 |-i o0 oo ]”7? o i

2 x 2 matrisleri ,ile temsil edilirler [11]

Buna gore; ‘
0 =00, +0ié, +0,é, + 0:¢, =(0,,0,,0,,0;) (2.34)

seklindeki bikuaternion;

_fro 0 —i 0 -1 -i 0| |Q-i0, -0,-iQ,
Q"Q‘)[O J+Q'L' 0}92[1 O}LQ{O iHQZ—iQ, Qo+iQJ (239

2 x2 kompleks degerli bir matris olarak ifade edilebilir. Buradaki A;; elemanina a ve

A, elemanina b dersek;
a=Q, —iQ; ve b=0, —i0,
Ay elemant; Q, +iQ, =a” ve Aj; elemani; —Q, —iQ, =—b" olacaktir. Buna gore Q

bikuaternionu a ve b kompleks sayilari cinsinden;
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a -b"
_ 2.36
o L S } (2.36)

olarak yazilir ve determinanti bize @ bikuaternionunun normunu verir:

det Q = N(Q) (2.37)

2.4.2. Bikuaternionlarin 4 x 4 Matris Temsili
Bikuaternionlar 4 x4 matris formunda ifade edilebilirler. Bikuaternionun baz

elemanlari ile i kompleks sayisinin 4 x 4 matris temsili,

1 0 0 0 0 ¢ 0 O 0 1 0 0
. 01 0 0., i 00 0], . -1 0 0 O
e, = > e, = v e, =
0 01 0 0 0 0 i 0 0 o0 1
10 0 0 1 0 0 ¢ O 0 0 -1 0
(2.38)
-i 0 0 0 0 0 ¢ O
" 0O ¢« 0 Of.. |0 0 0 i
33 = > I =
0 -i 0 i 0 0 O
0 0 0 i 0 i 0 0
ile verilir. Buna gore,
0= (ao "'ibo)éo +(al +ib1)éi +(a2 +ibz)éz +(a3 +ib3)és
seklinde ifade edilen @ bikuaternionunun 4 x 4 matris formundaki yazilisi,
a, —ia, ia, +a, iby +b, —b +ib,
0- ia, —a, a, +ia, —-b —ib, ib,-b, (2.39)
- iby+b, —-b,+ib, a,-ia, ia, +a,
-b —-ib, ib,-b, ia, —a, a, +ia,
olarak elde edilir. Burada;
C,=a,—la,; ¢, =ia, —a,; ¢, =iby +b,; ¢; =—b, —ib,
olarak ifade edilirse, bir bikuaternionun 4 x 4 matris temsili;
¢, —¢ ¢ ¢
0= ¢ co* ¢ - Czk (2.40)
c, C4 ¢, —¢
¢ - sz- ¢ Co*

ile gosterilir. Burada ¢,, ¢,, ¢, ve ¢, kompleks sayilardir. ( ") ise kompleks eslenigi

ifade etmektedir [12, 13].
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2.4.3. Bikuaternionlarin 8§ x 8 Matris Temsili
Sekiz bilesenli olan bikuaternion, 8x8 reel matrisle de temsil edilir. Q

bikuaternionu i¢in @ matrisi;

0- [ 4 B } (2.41)
-B A
olarak tanimlanir. 4 ve B reel kuaternionlardir ve
A=a,l')+al,+a,I,+a,TI, (2.42a)
B=bI,+bI,+b,I,+b1T, (2.42b)

seklinde anti-simetrik matrislerle ifade edilirler.

Esitlik (2.41) ve esitlik (2.42)’ye gore de bikuaternionun @ matris temsili;
0 =(a, +Jby o, +(a, + Jb, ), +(a, + Jb, e, +(a, +Jb, ), (2.43)

ile verilir. Burada,;

0 I,] 0 1
J=¢ex1I, = ve €= (2.44a)
-1, 0] -1 0
0] (2.44b)
I, '
= { } =1,2,3)) (2.44c)
dir. I'; matrisleri i 1se ) icin sirasiyla asagida verilmistir:
0 1 0 O
0 -1 0 0 0
r,="°* " |= (2.452)
0 o, 0 0 0 -1
0 01 O
0 1 0
0 I 0 0 01
L= = (2.45b)
-1 0 -1 0 0 0
0 -1.0 0
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0 0 0 1
0 i 0 0 -1 0

r,=| = |= (2.45¢)
is, 0] 0 1 0 o0
10 0 0

I, ve I, sirastyla 2x2 ve 4x 4 birim matrislerdir. Bdylece (2.41) denklemi ile verilen
bikuaternion @ 'nun @, ve a; matrisleriyle 8x8 formu elde dilir. Burada ¢, , «,, a,
ve a, ifadeleri asagidaki carpim kurallarina uyar:

a,a;, =0,0,=0

a, =-a;, =1, =a,

a,a, =-0,0,+¢€,a,

Denklem (2.43) de J matrisi imajiner nicelik ve i = v—1 ’e kabuliine uygundur. Béylece

0 bikuaternionunun 8 x 8 matris temsili;

a, a, a, a, b, b, b, b, ]
-a a, —a; a -b b, -b, b
—4a, 4, a, —a =b, b b, -b
-a, —a, a a -b, —b b b
Q’I _ 3 2 i 0 3 2 1 0 (2.46)
—-b, —-b —b, -b; aq, a a, a,
b, ~-b, by -b, —a, a, -a; a,
b, -b, —b, b -—a, a a, —4
| b, b, -b -b, -a, -a, aq Qo i jmt,2,m8)
seklinde gosterilir [1].

2.5. Alternatif Cebir icin Bikuaternionlarm Matris Temsili

2.5.1. Bikuaternionun 2 x 2 Matris Temsili

Bu cebirdeki €, ve €, birim baz elemanlariin 2x 2 matris gosterimi

10 0 1 0 —i 1 0
¢, = L é, = L6, = L é, = 2.47

seklindedir [14]. Bu g6sterim ayn1 zamanda complex-four vector cebrindeki gbsterim

ile ayn1 olmaktadir.

PRTAY
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Buna gore,
Z=Z7.6,+26,+Z,6,+7,6,=2,,2,,2,,2,]
seklinde bir bikuaternionun 2 x 2 matris gosterimi

Z{Zo +Z, Z, —z'ZZ:I

: (2.48)
Z +iZ, Z,-Z,

kompleks degerli bir matris olarak ifade edilebilir. Bu matrisin determinanti bize Z

bikuaternionunun normunu verir. Yani,
N(Z)=detZ (2.49)
dir [14].

2.5.2. Bikuaternionun 4 x4 Matris Temsili
Z=a,é,+aé, +a,é,+a,e,+ib,é, +ibe, +ib,é, +ib,e, (2.50)
seklindeki bir bikuaternionu 4 x4 matris formunda yazabilmek i¢in é, birim baz

elemanlarinin 4 x 4 matris formunda yazmamiz gerekir. ¢, birim baz elemanlan ile i

kompleks sayisinin 4 x 4 matris temsili,

1 000 01 0 O 0 -i 0 O
. 01 0 0} . 1 0 0 0| . i 0 0 O
€y = > €, = €, = .
0 010 0 0 01 0 0 0 —i
0 0 01 0 01 0 0 0 i O
(2.51)
1 0 0 O 00 i O
n 0O -1 0 0. |0 0 0 i
e, = =
0 1 0 0 0 O
0 0 -1 0 i 00

ile verilir. O halde Z bikuaternionunun 4 x 4 matris temsili,

a,+a, a,—ia, ib,—ib, ib +b,
7 a, +ia, a,—a, ib —b, ib,+ib, (2.52)
ib, —ib, ib,+b, a,+a, a,—ia,

ib,—=b, ib,+ib, a,+ia, a,-—a,

seklinde elde edilir.
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3. ACISAL MOMENTUM [FADESININ BIKUATERNIONLARIN FARKLI IKI
CEBRI ILE GOSTERIMI

Bilindigi tizere acgisal momentum; yer vektorii ile momentum vektoriiniin

vektorel carpimi ile;

L=rxp
seklinde ifade edilmektedir. Bu fiziksel nicelikleri bikuaternion olarak ifade edersek;
r=ixe, +iye, +izeé,
ve
p=Iip.é, +ip é,+ipé,
olmaktadir. Burada, €,” = -1 (i =1,2,3) "dir.
Daha once iki bikuaternion ¢arpimi;
PQ =P,0,-P.O+P0+PQO,+iPxQ
olarak tanimlanmisti. Bu denklemde, P, =0 ve Q, =0 alwrsak,
PQ =-P.O+iPx0
olur. O halde Px Qi

= PQ-PQ
PrQ=—0m 2

seklinde ifade edebiliriz. Burada ( - ) kuaternion konjiigey1 gosterir.

O halde L bikuaternionunu,

LPP
2i

olarak yazabiliriz.
Buna gére,
rp = (ixé, +ivé, +1izé, \ip,é, +ip €, +ip,é,)
= (xp,x +yp, + sz)éo +(Z y P )éz + (XPZ — 2P, )éz + (y x APy )23

Ve

p=(p, +p, +2p, By~ (20, — 30, B, ~ (0, ~ 2, )6, ~ bp, — 30, 6,
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olur. Sonucta L ’yi
L=ilp, ~2p, ), +i(zp, —3p. )8, +ilxp, —p, B,
yazabiliriz.
O halde ag¢isal momentum bikuaternionu sonug olarak,
L=ile, +il ¢, +il.ée,
bulunur.
Buradan a¢isal momentum bikuaternionunun normunu;
NIL)=-L -L’-L’
elde ederiz.
Farkli yazilimda 7 yer vektérii ile p momentum vektérii bikuaternion olarak,
F=xe,+ye,+zé,
ve
P=Dp.é +pé,+p.é
seklinde tamimlanir. Burada é,z =1 (i=1,2,3) dir.

Goriildiigii lizere, ie, — €, sekline doniismektedir. Onceki bsliimlerde alternatif
cebirde iki bikuaternionun ¢arpimi ifadesini,
Z7'=72,2,+72.2' +Z,Z' + 22, +iZx Z'
seklinde ifade etmistik. Burada da, Z = ve Z' = p alirsak denklemimiz,
Ip=Fr.p+Iirxp
seklini alacaktir. O halde L agisal momentum bikuaternionu yine,

[P

2i
seklinde ifade edebiliriz. Buna gore,
rp = (xé, +ye, + Zé3)(pxé, +pe, +pzéj)
= (xz?,\. +yp, +zp, )f?o + i(ypz —-zp, )éz +i(zp, —xp, e, + i(xpy - ypx)t%
olur. E ise,
p= (xpx +yp, +2p, )@o - i(ypz - Zpy)?’, ~i(zp, ~xp. )é, - i(xpy — YD, )53

yazilir. O halde,
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- rp—;*; _ Zi((y z "‘Zpy)él +(Zp.x —xpz)é_, +(‘xpy —ypx)é3)
2i 2i

L

L=(p, -2, R, + (. —xp,)6, + 0, - . B,
elde edilir. Yine,

Le=yp. -2, L, =2p, —xp,; L, =xp, = )p,
oldugundan, agisal momentum bikuaternionu,

L=Lé +Lé,+Le,
olur. Buradan agisal bikuaternionunun normu da,

NL)=-L'-L’-L’

olmaktadir.
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4. DIRAC TEORISI

Dalga mekanigi, klasik mekanige oranla ¢ok daha fazla olayr aciklayabilen ve
ongorebilen evrimlesmis bir teori manzarasi géstermekteyse de prensip bakimindan bazi
- kusurlart vardir. Bu kusurlardan ilki; dalga denkleminin, Schrédinger’in vermis oldugu
sekil bakimindan elektronun spinini kapsamadigi ve ikincisi de dalga denkleminin
Lorentz déniisiimlerine gére invaryant olmadig: keyfiyetidir. Bu sonuncu duruma bagl
olarak Schrédinger denklemi, ancak hizlar 151k hizina gére ¢ok kiiciik olan yani diisiik
enerjili tanecikler veya sistemler icin gecerli olabilmektedir.

Spini, dalga mekanigi cercevesi icine sokmak ve Schrodinger denkleminden

hareketle taneciklere spin atfedebilmek amaciyla ilk defa Wolfgang Pauli ¥;) dalga

fonksiyonunun, skaler bir fonksiyon degil de, her bir bileseni spinin miimkiin
yonelmelerinden birine tekabiil eden, iki bilesenli bir vekt6r olarak tasarlamistir. Bu
yeni dalga fonksiyonu kavrami Schrédinger denkleminin ortaya koydugu modele
nazaran her ne kadar bir ilerleme teskil ediyorsa da yeni dalga denklemi i¢in gene
relativist olmama, yani bir Lorentz déniisiimiine gore invaryant kalmama durumu s6z
konusu olmustur.

Schrédinger dalga denklemini, hem spini kapsayacak ve hem de Lorentz
déniisiimlerine gére invaryantligini saglayacak sekilde genellestirmek 1928 yilinda P.

M. A. Dirac tarafindan yapilmistir [15].

4.1. Dirac Denklemi

Spini 1/2 olan pargacigl tanimlamak, m, =+1/2 olmak lizere m # degerini

alan spin acgisal momentumun z bileseni S, nin iki spin durumuna izin veren iki
bilesene sahip bir dalga fonksiyonunu gerektirir. Bununla birlikte, tiim 1/2 spinli
parcaciklar icin ayni kiitle ve aym spine sahip fakat antipargacik olarak bilinen bir
pargacigin eslik etmesi nedeniyle, dort bilesenli dalga fonksiyonuna gereksinim
olmasim bekleriz. Dirac, denklemini ileri siirdiigtinde bu durum bilinmemekteydi ve
Dirac’in kuramindan elektronun antiparcacigl pozitronun varligini ortaya koyabilmesi

kuramsal fizigin en biiyiik basarilarindan biri olmustur.
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Dirac’in, gerek spin ve gerekse Lorentz doniisimlerine gére invaryantligi olan

bir dalga denklemi kurarken hareket noktas1 enerjinin relativitedeki ifadesi olan;
E*= mozc4 +pc? 4.1
ifadesi olmustur. Buradan hareketle serbest bir parcacik i¢in Dirac denklemini yazmak

miimkiindiir. Bu durumda Hamiltonyen’in ¥ ve ¢ den bagimsiz olmas1 gerekir ve en

basit bi¢imde, momentum ve kiitle terimlerine gére dogrusal olarak;

H = cp.a. +mPc? (4.2)
seklinde yazilabilir. Burada karsilig1 bulunma ilkesine gore p = —iaV dir. B biiyikligi
gibi o nin {i¢ bileseni (oc],ocz,oc3); r,t,p ve E den bagimsizdir fakat birbiriyle

komiite etmeleri gerekmez.
Denklem (4.2)’y1 E=H = ih% oldugundan Dirac denklemini,

(E—-cpa—mpe* ¥ =0 (4.3)

yada

z'h—aa—t‘P = —iheV. AW+ mpe’ ¥ (4.4)

biciminde elde ederiz. Burada a,,o,,0, ve B, NxN mairis bicimindedir. ¥ ise N
bilesenli bir dalga fonksiyonudur.

Hamiltonyen H ’nin hermitik (H =H +) olmas: gerektiginden a,,o,,0, ve P
matrislerinin de hermitik yani,

a=a’, p=p" (4.5)
olmasi gerekir.

a ve P nin saglayacagi ek kosullar ¥ "nin herbir bileseninin ayr ayri,

[£> - p2c? =my2c* P =0 (4.6)
olarak yazilabilen Klein-Gordon denklemini saglamalari gereginden ¢ikarilabilir.

Denklem (4.3)’1 [E +cp.o+ mOBc2J islemcisi ile soldan ¢arparak ikinci mertebe,
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{Ez —cz[plza’lz +P220°22 +p320°32 + PPy (040, 0,0, )
+ PP (0,0 + 0,0, )+ pypi(osa, +0C1a3)]_mozc4l32 4.7)

=moc’ [P (o, B+PBo, )+ py(o,B+Po, )+ ps(aB+Poy )} ¥, =0
denklemini elde ederiz. Burada p,,p, ve p,; p nin kartezyen bilesenlerini
gostermektedir. Denklem (4.7)’y1 (4.6) ile karsilastirarak,

2 2 2 n2
o, =o, =a, =" =1

[oc,,och = [az’a3]+ = [a3’0°1]+ =0 (4.3)

lor)»B], = [0tz B]. =lers, B, =0
olmasi kosuluyla dalga fonksiyonu ¥ nin her bir bileseninin Klein- Gordon denklemini
sagladigim goriirliz. Burada [Al,B]+ ,

[4,B], = 4B+ B4 (4.9)
dir ve ters komiitasyonu gosterir.

Ayrica a,,a, ve o, iin komiitasyon bagintilari da,

[ocI ,ocz]z 2io,, [az,a3]: 2ioy, [oc3,oc1]: 2io, (4.10)
ve

[ocz,oc,]z —2ia,, [oc3,a2]= =2ia, , [oc],oc31= -2ia, (4.11)
seklindedir. Burada [4, B],

[4,B]= AB- B4 (4.12)
dir ve komiitasyonu gésterir [16].

Denklem (4.5) ve (4.8) ile verilen kosullar1 saglamas: gereken «,,a,,a, ve

matrislerinin minimum boyutlarinin 4 x4 olmasi gerektigi gosterilebilir. Buna uygun
olarak dalga fonksiyonu ¥ ’nin en az dort bilesene sahip olmas: gerekir. Bu dort

bilesenin her birinin spini 1/2 olan pargacik ve anti-pargacig tasvir icin gerekli oldugu
diistincesiyle N =4 oldugunu varsayacagiz. Denklem (4.5) ve ih%![’ =HY

denklemlerinin ¢6ziimlerinin tek degil fakat bu kosullar: saglayan matrisler takiminin

29



ayn fiziksel sonuglarini olusturdugu gosterilebilir. Dirac denkleminin goreli olmayan

limitini incelemek icin 6zellikle yararhi olan «,,«,,; ve f matrislerinin bir temsili,

o o] 1 o s
a—aoveﬁ—O_I (4.13)

ile verilir. Burada I; 2x2’lik birim matristir, o,,0, ve o, ise 2x2’lik Pauli spin

matrisler yani,

{O 1} [0 —z} {1 O}
o, = » Oy =| . » O3 = (4.14)
1 0 i 0 0 -1

seklindedirler. o ’nin 6zellikleri kullanilarak (4.5) ve (4.8) ifadelerinin saglanacag

kolayca gosterilebilir.

4.2. Elektromagnetik Alanda Yiiklii Parcacik

g yukli bir parcacik icin ve bu parcacigin bir ¢ skaler potansiyeli ve
A= (Ax,Ay,AZ) vektor potansiyelinden tiiremis bir elektromagnetik alanda bulunmasi
sart1 altinda (4.3) yerine,

(E - q6)-clp — gA)a - mypec | =0 (4.15)
veya

ih%w = |- ine¥ 6 - cqdd+ go+ mpe | (4.16)

ifadesini yazabiliriz.
Burada dikkati ¢ekecek bir husus (4.15) denkleminin kompleks eslenigini alip da
denklemi —1 ile ¢arptigimizda ortaya ¢ikar ve,

(£ + g0)- clp + g )i - mype? o =0 (4.17)
olur. (4.17) denklemi, (4.15) denkleminin birincisindeki ¢ ’nun burada —g¢ olmast
harig, formel olarak tamamen aymisidir. (4.15) denklemi —g¢q yiiklii ve m, kiitlesine

sahip bir parcaciga tekabiil eden dalga fonksiyonunu veren bir denklemdir. (4.17) ise

karsimiza, yine aym1 m, siikunet kiitlesine sahip fakat ¢ yiiklii bir tanecige tekabiil eden

dalga fonksiyonunu veren bir denklem olarak karsimiza ¢cikmaktadir.
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Goz Oniine aldigimiz herhangi bir pargacik degil de bir elektron olsayd: aym
sekilde buna zit yiiklii fakat ayni siikunet kiitlesine sahip bir tanecige (pozitrona) eslik
eden dalga fonksiyonunu veren denklem (4.17) seklinde bir dalga denklemi bulunacag:
aciktir. “Acaba bu tiirlii elde edilen denklemler fiziksel bir gercege tekabiil etmekte
midirler?” sorusunun cevabi olumludur, yani gercekten de her yiiklii tanecige bunun
tersi olan, baska bir deyisle aym siikunet kiitlesine sahip olmakla beraber yiikii goz
Oniine alinan tanecigin tersi olan bir tanecik tekabiil etmekte ve tabiatta da

bulunmaktadir. Hatta taneciklerin boylece c¢iftler meydana getirmeleri yalmz yiiklii
taneciklerle simrh degildir. No6tr yani yiiksiiz taneciklerin de karsit-tanecikleri
mevcuttur. Bu takdirde notr bir tanecigi, karsit-taneciginden farkli yapan kinetik
magnetik momentlerinin igaretleridir.

Bu arada, yiikii olmayan bir tanecigin nasil olup da bir magnetik momente sahip
oldugu sorusu sorulabilir. Gergekte, bir tanecigin yilkke sahip olmasmna ragmen
biinyesindeki mevcut pozitif ve negatif elektrik yiiklerinin bileskelerinin sifir olmast bu
tanecigin elektrik bakimindan nétr olarak gériinmesi i¢in yeterlidir. Tanecigin biinyesin
de bileskeleri sifir olan bu yiiklerin yer degistirmeleri tanecigin sifirdan farkli bir
magnetik momente sahip olmasim saglar. Iste, notron/karsit-nétron, nétrino/karsit-
nétrino gibi karsit tanecikler birbirinden hep magnetik momentleriyle ayrlirlar.

Denklem (4.15) ve denklem (4.17)’ye donecek olursak ve ¢ yiikiinii elektronun
e yiikli olarak alirsak birinci denklemin temsil ettigi ¥ =¥, dalga fonksiyonunun
negatif yliklii elektrona ve ikinci denklemin temsil ettigi,

Y=y, =¥, (4.18)
dalga fonksiyonunun da elektronun karsit-tanecigi olan pozitrona karsilik geldigini
sOyleyebiliriz. (4.18) den yararlanarak Dirac teorisinde, '

E, =-E, (4.19)

oldugu ispatlanuir. Diger yandan enerjinin relativistik ifadesine gére,

E=+m,’c* + p’c’ (4.20)

dir, yani relativite teorisi negatif enerjileri de kapsamaktadir. E ’nin bu ifadesinde m,c’

tanecigin (Srnegin elektronun) siikunet enerjisini géstermekte olup -myc’ ile +myc’
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arasinda elektron igin miimkiin higbir enerji seviyesi bulunmaz. E enerjisi +m,c’® nin
otesinde pozitif ve -m,c’ nin berisinde de negatiftir. Enerji, kuantum mekaniginde

siirekli olarak degismedigine gére bir tanecik 2m,c’’lik bir enerji kuantumu alarak

enerjisi £ <0 iken E >0 olabilir.

4.3. Delikler Teorisi
Dirac 1928 yilinda evrende normal halde —oo’dan —m,c” "ye kadar olan negatif

enerjili biitlin hallerin herbirini, Pauli’nin disarlama ilkesi uyarinca serbest elektron
tarafindan isgal edilmis olarak tasarlamis ve bir miktar elektronun da pozitif enerjili
hallerde bulunduklarini varsaymugtir. Ayrica bu semaya gore pozitif enerjili bagl
hallerle pozitif enerjili serbest haller arasinda gegislerin daima miimkiin olmasina
karsilik, yeteri kadar giiclii bir etkilesme mevcut olmadig: takdirde negatif enerjili haller
arasinda ya da pozitif enerjili bir halden negatif enerjili bir hale dogrudan\dogruya bir
gecis de olmayacaktir.

Negatif enerji hallerinde bulunan biitiin elektronlar bir gesit siireklilik teskil
ederler; oyle ki eger elektromagnetik bir alanin etkisi altinda negatif bir £ <0 enerji
seviyesini iggal eden bir elektron iggal edilmemis bir pozitif enerji seviyesine sigrayacak
olursa terk etmis oldugu yer negatif enerji seviyelerinde bir delik ya da bir bogluk gibi
goziikecektir. Bu deligin civarl tamamen negatif enerjili elektronlar tarafindan iggal
edilmis oldugundan ve bu delik de negatif enerjili bir tanecigin yoklugunu
aksettirdiginden bu delik tipki pozitif enerjili bir tanecikmis gibi davranacak ve negatif
bir yiikiin yokluguna tekabiil ettigi i¢in de pozitif yikli bir tanecikmis gibi
goriinecektir. Iste bu tiirlii 6zelliklere sahip olan bu delige, bir elektronun karsit-tanecigi
ya da kisa adiyla pozitron adi verilir.

Bir tanesi haric olmak ilizere biitlin negatif enerji seviyelerini iggal eden
elektronlarin sonsuz dagiliminda ortaya cikan bu delik, dengesiz bir tanecik gériiniislinii
arz eder; ¢iinkii, pozitif enerji seviyelerinden bu delige dogru bir ge¢is miimkiin olur. Bu
takdirde bir elektron-pozitron c¢ifti yok olmasi olayr olur ve elektromagnetik enerji

seklinde 2m,c*’den bilyiik bir enerji agiga ¢ikar.
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Teori, bir elektronla bir pozitronun olaganiistii kisa bir zaman zarfinda hidrojen
atomunun yapisina benzer bir sistem teskil edebileceklerini de Sngérmektedir. 1951
yilinda varlig1 deneysel olarak Deutsch tarafindan ortaya konmus olan bu atomsal
yapiya pozitronyum adi verilir.

Pozitron ise deneysel olarak 1932-1933 willarinda C. D. Anderson ile P. M. S.
Blackett, J. Chadwick ve G. P. S. Occhialini ekibi tarafindan gézlenmistir.

4.4. Dirac Denkleminin Basarisi

Dirac denklemi araciligiyla, spinleri % olan biitlin taneciklerin doyurucu bir
teorisi de gerceklesmistir. Ayrica bu denklemin hidrojen atomu i¢in ¢dziimleri o zamana
kadar varhigindan stiphe dahi edilmeyen iki yeni spektroskopik olayr 6ngbrmiis ve
boylece hidrojenin ince yapisimt miikemmel bir sekilde izah edebilmistir.

Dirac denklemi, daha sonralar, herhangi bir spin degerine sahip olan taneciklere
de genellestirilmis ve ayrica “Kuantum Alan Teorisi” diye bilinen teorinin hareket
noktasini teskil etmistir. 1927 yilindan beri gelismis olan kuantum alanlar teorisi
tabiatin dalgasal ve tanecikli gériiniisiiniin en iyi sentezi olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu teoride; uzayin her noktasinda, bu noktadaki alamin siddetini temsil eden bir
say1 tamimlanir. Bunu tamimlamak {izere i) bir tanecigin yaratilmasim temsil eden bir
operatérle, ii) bir tanecigin yok olmasini temsil eden bir operatér gereklidir. Yaratilma
ve yok olma operatérleri siireksizligi ve alanin siddeti de stirekliligi dile getirirler.

Cok gelismis matematiksel bilgi ve tekniklerin gerekli oldugu bu teoride
elektromagnetik kuantum alani, uzaydaki her noktada belirtilmis olan “foton
yaratilmas1” ve “foton yok olmasi” operatorleriyle tamimlanir. Bu itibarla fotonlar
elektromagnetik alanin kuantumlan roliinii oynarlar. Kuantum alanlar1 ¢ercevesi i¢inde

“her cins tanecige kendisinin kuantumu mertebesinde olan ayr bir kuantum alam tekabiil
ettirmek miimkiin olmustur. Mesela atom cekirdeklerinde temel tanecikleri birbirine
yapisik olarak tutan ve ancak 107° cm’lik uzakliklar igin gecerli olan g¢ekirdek

kuvvetlerinin meydana getirdigi alanin kuantumu mezonlardir [15].
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5. BIKUATERNIONIK DIRAC DENKLEMIi

Serbest pargacik i¢in Dirac denklemi,

(E - cp.c—me*B)¥ =0
ile ifade edilir. Burada E, p ve m sirasiyla parcacigin enerjisi, momentumu ve
kﬁtlesiné karsilik gelmektedir. ¥ ise par¢acigin spin dalga fonksiyonudur. & ve [

matrisleri ise Dirac denkleminin géreli olmayan limitini incelemek ic¢in 6zellikle yararl

olan matrislerdir ve

_OG _IO
a_[a 0| P —1}

ile verilirler. Burada /: 2x2’lik birim matristir. ¢,,6, ves, ise 2x 2 ’lik Pauli spin

matrislerdir ve

0 1 0 —i 10
T ol 2T 0P T o 21

seklindedirler. Buna gére ¢, «,, @, ve § matrisleri

0001 0 0 0 —i 0 01 O 1000
0010 0 0 i O 0 0 0 -1 010
a = , Oy = . , O = vef=
0100 0 -i O 1 0 00 00 -10
1 000 i 0 0 0 0-10 0 00 0 -1

seklinde yazilir. ¢ matrislerini bikuaternionun birim baz elemanlariyla ifade edecek

olursak,
o, =-le,
o, =-ie,
o, =ie;

seklinde olur. Burada aiz =1 ve é,.‘7 =-1, i=+-1 dir. i kompleks sayisinin matris

ifadesi daha dnceki béliimlerde belirtilmis olan

00 i 0
o0 0 i
““li oo o0
0 i 00
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dir. Yine aym sekilde €, birim baz elemanlarinin matris ifadeleri de sirasiyla daha énce

verilen;
0 i 00 0 1 0 -i 0 0 O
. i 0 0 O . -1 0 0 0| ., 0 i 0~NO
e, = ; €, = ; ey = ;
0 0 0 i 0 0 1 0 0 —-i O
0 0 ¢ O 0 0 -1 0 0 0 0 i
seklindedir.

O halde serbest parcacik i¢in Dirac denklemini kolayca ifade édebiliriz. X,y ve

— z koordinatlarina sahip bir serbest parcacik i¢in,

pzp,xel +pyez +pze3

ve

a=o,6,+0,é,+a.eé,
olmak iizere,

B = po. + pa

2

oldugundan,

pa=-p.a +p,a +p.a,)
olur.

O halde Dirac denkleminin yeni bikuaternionik formu,

(E+cp,o, +cp,o, +cp,o, —me’b)é, ¥ =0
yazilabilir. Burada b =+1 degerini almaktadir ve pozitron ile elektron arasindaki
¢coziimii ifade etmektedir.

a,, a, ve o, yerine bikuaternionun birim baz elemanlar1 cinsinden karsilik
gelen ifadelerini yazacak olursak, Dirac denklemi,

((E - mczb)éo ~icp €, —icp &, —icp,é; )!I’ =0

seklini alir.
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6. SONUC

Bikuaternionlar daha ¢ok genel ve 6zel relativite ile kuantum mekaniginde
denklemleri daha anlagilir sekilde ifade etmek ve ¢6zmek i¢in kullanilmustir.

Bu calismada bikuaternionlar i¢in farkl iki cebir tanimlanmistir. Bikuaternionlar
icin tanimlanan farkli iki cebrinin olmasi bunlarn kullanim alanini genisletmektedir.
Kuaternionlarla ifade edilen tim denklemleri bikuaternionlarla ifade etmek
miimkiindiir. Bunun yaninda, tamimlanan alternatif cebir ile de kompleks uzayda
tanimlanan ifadeleri bikuaternionlarla temsil edebiliriz. Bu cebir aym zamanda
kompleks dort-vektor cebri ile de ayni olmaktadir.

Bu calismada ayrica iki cebir arasindaki benzerlik ve farkliliklar Grnekler
verilerek ifade edilmistir. Bikuaternionlarin alternatif cebirlerinin 6zellikleri belirtilerek,
acisal momentum ifadesi bikuaternionlarla yazilmistir. Ayrica Dirac denklemi de

bikuaternionik formda gosterilmigtir.
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