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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

ELEKTROMAGNETIK TEORININ KUATERNIONLARLA
INCELENMESI

NURAY CANDEMIR

Anadolu Universitesi
Fen bilimleri Enstitiist
Fizik Anabilim Dah

Danisman: Prof. Dr. Kudret OZDAS
2001, 35 sayfa

Bu tezde, reel ve kompleks sayilar gibi bir sayi sistemi olan kuaternion ve
kompleks kuaternionlarin tanmm yapilmistir. Bu sayr sistemlerinin
olusturdugu cebrin genel ozellikleri verilmistir. Kuaternion ve kompleks
kuaternion cebirlerinin birlesme 6zelligine sahip olmasi1 nedeniyle bunlarin
matris temsilleri arastimlmistir. Kuaternionlarin 2x2 kompleks matris
temsili ile 4x4 reel matris temsili, kompleks kuaternionlarin 2x2 ve 4x4
kompleks matris temsili ile 8x8 reel matris temsili verilmistir.
Elektromagnetik teori ozellikle elektromagnetik teoriyi 6zetledigi diisiiniilen
Maxwell denklemleri, yiik korunumunu ifade eden siireklilik denklemi ve
enerjinin korunumunu veren Poynting teoremi anlatilmistir. Daha sonra,
kuaternion ve kompleks Kkuaternion cebirleri kullanmilarak Maxwell
denklemlerinin, siireklilik denkleminin ve Poynting denkleminin nasil ifade
edildigi gosterilmistir. Maxwell’in dort denkleminin kuaternionlarla iki
denklemle ifade edilebilirken kompleks kuaternionlarla tek denklemde

birlestirilebildigi goriilmiistiir.
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In this thesis, quaternion and complex quaternion which are a system of
numbers as real and complex numbers are defined. The general properties of
algebra which are composed of these number systems are given. Since
quaternion and complex quaternion algebra are associated to each other
their matrix representation are investigated. 2x2 Complex matrix
representation and 4 x4 reel matrix representation of quaternions, 2x2 and
4x4 complex matrix representation and 8 x8 reel matrix representation of
complex quaternion are given. Electromagnetic theory, specially Maxwell’s
equations that are considered as an abstract of electromagnetic theory,
continuity equation that is expressed in terms of charge conservation, and
Poynting theorem that gives energy conservation are discussed. Then, using
quaternion and complex quaternion algebra the way of expressing Maxwell’s
equation, continuity equation and Poynting theorem are shown. As
Maxwell’s four equations could be expressed in two equations in terms of
quaternion, and it was found that it could also be combined into a single

equation in terms of complex quaternion.

Keywords: Quaternion, Complex Quaternion, Electromagnetic Theory



iti

TESEKKUR

Bu ¢aligmam sirasinda beni yonlendiren degerli hocam Prof. Dr. Kudret
OZDAS’a, tezin yazimi sirasinda yardimet olan Ars. Grv. Tillay TOLAN’a
tesekkir ederim.

Nuray CANDEMIR



iv

ICINDEKILER

07424 WU PRPNPRPRIR i
AB ST R A T .. e et e e e il
ICINDEKILER. ..ottt e, iv
SIMGELER VE KISALTMALAR......c..0iitiiiiiieiiiee i e e, vi
Lo GIRIS ceeeveeeteeereereectceeeesesesssesesssssssssssssessssassesssessesessssssesessssesssasesasssssassssssnsasaess 1
2. KUATERNION.....coeverueneennronsecnaccsessenssnseaseassssssssasansessenssssessssssssssssssesssssassssnsas 3
2. 1. KuaternionTanimi. ... ...oooiiiiiiiiiii i e, 3

2.2 .Sifir, Skaler ve Vektor Kuaternion Kavramlari...................ooove 3

2.3 Kuaternion Uzerine Temel Islemler.............ccoooovviiiinininiiii, 4

2.3.1. Tki kuaternionun eSithigi.................ccccocoooiiiiiiiiee e 4

2.3.2. Skalerile garpma...............cooviiiiiiii i 4

2.3.3. Toplama ve ¢IKarma.............ccceoiiiriiiiiicc e 5

2.3.4. Bir kuaternionun e$lenigi................coocooveiiiiiiiiei e 5

2.3.5. Kuaternion ¢arpimu ve 6zellikleri...................................... 5

2.4. Kuaternion Normu ve Birim Kuaternion..........................cooooooieiineonn. 7

2.5. Bir Kuaternionun Tersi...........c..oooiiiiiiieeiii e 7

2.6. Iki Kuaternionun BOWIMIL................ocoooiiiiiioiioeeeeee e 8

2.7. Kuaternionlarin Matris Temsili.................coooooiiii 8

3. ELEKTROMAGNETIK TEORI.......coooierererererssererssesssesesesssessssnssesesessseses 10
3.1. Maxwell Denklemleri... OO PPN 10

3.2 Elektromagnetik Teonde Korunum Yasalan ....................................... 11

3.2.1. Yukiin korunumu...........oooiiiiiii 1

3.2.2. Enerjinin KOMUNUMU. ........oooiiiiiiiiiiic e 11

3.3. Elektromagnetik Teorinin Potansiyel Formulasyonu............................... 13

3.3.1. Skaler ve vektor potanstyeller.................c.cccoooiiiiiii 13

4. ELEKTROMAGNETIK TEORININ

KUATERNIONLARLA INCELENMES] 15
4.1 Maxwell Denklemleri .. . eeveeeeeeereeenirraeeeennraeessnneenen 1D
4.2. Maxwell Denklemlerlmn Potansnyel Formu ..................................... 17
4.3. Elektromagnetik Teoride Korunum Yasalar........................ 19

4.3.1. YUkiin KOTUNUMU.........ccoooiiiiiiiiiiiiic e 19
4.3.2. Enerjinin KOTUNUMU...........ccooriiiiiiiiiiiicee e 20

4.4, Uygulama.........cccoooeiiieiiiiiiiiiciiiece e 21



5. KOMPLEKS KUATERNION.......cccoceeereetereenereresstessssesssssssssssessssnsssssssssassans 23
5.1 Kompleks Kuaternion Tanim.............cooeiieiniiiiiiniiiiiiiiee, 23
5.2. Kompleks Kuaternion Uzerine Temel Islemler...............................23

5.2.1. Iki kompleks kuaternionun egithigi..................cccoeeverrnennnnn, 23
5.2.2. Toplama ve GIKarma............c..ccccveieiriiieiiieiiieeieie e e 24
5.2.3. CarPIMA......oiiiiiieeiiiiie ettt e e e e 24
5.3. Bir Kompleks Kuaternionun Eglenigi..................c.cccccoooiiiiiiiiiiiininennn 24
5.4. Kompleks Kuaternionun NOIMU. ..........cocooiiiiiiiiiiiiiiieee e 25
5.5. Bir Kompleks Kuaternionun Tersi.............c...cccooeiiiiiiiiiiiieecieeens 25
5.6. Birim Kompleks Kuaternion................ccccoooviiioiiiiiiiec e 26
5.7 Kompleks Kuaternionlarin Matris Temstli.................coooooii 26

6. KOMPLEKS KUATERNION ILE

ELEKTROMAGNETIK TEORININ IFADESI....couvcriurenecrccnscnsenecnccnsenns 29

6.1. Maxwell Denklemlerinin Kompleks Kuaternionlarla Ifadesi..................... 29

6.2. Maxwell Denklemlerinin Potansiyel Formu...................ccc..oooi 30

6.3. Elekromagnetik Teoride KorunumYasalari.....................ccccooeviieiinnn. 31

6.3.1. Yikiin KOrunumu............coooviiiiiiiiniiiiiieeecee e 31

6. 4. UygUIAMA. . ..o 32

7. TARTISMA VE SONUGC.....ccociessincuecsacssnssorssasssanssssossrsssssssssnsssesssssssssasasessssssone 33

8. KAYNAKILAR....utirinsnenrtensensssacssessaessanssnsssessasssssssrsesasssnssssssssssssssssssanessasssasans 34



N(P)

Q~1

Q.0,Q:

: Kompleks kuaternion diferansiyel operatori

SIMGELER ve KISALTMALAR DizZiNi

: Reel sayilar uzay

: Skalerin gosterimi

: Vektorlerin gosterimi

: Ug boyutlu gradyent operatori
: Kompleks birim

- Kuaternionlann gésterimi

: Kuaternion bilesenleri

: Kuaternion birimleri

. q kuaternionunun kompleks eslenigi
: q kuaternionunun tersi

. q kuaternionunun normu

: Kuaternion taban elemanlarinin 2x2 matrisi temsili
: Kuaternion taban elemanlarinin 4x4 matrisi temsili
. Kuaternionlann matris temsilleri

: Kompleks kuaternion

. Kompleks kuaternion bileseni

: Kompleks kuaternionun kuaternion eglenigi

: Kompleks kuaternionun kompleks eslenegi

: Kompleks kuaternionun normu

: Kompleks kuaternionun tersi

Kompleks kuaternionun matris temsilleri

: Diferansiyel hacim eleman
: Diferansiyel alan elemamn

: Permitivite

: Permeabilite

. Skaler ¢arpim

: Vektorel carpim

vi



1. GIRIS

Kuaternionlar 1843  yilinda Irlandali  fizikgi William Rowan
HAMILTON’un tig boyutlu uzayda donme islemini gergeklestirme ¢abasi sonucu
bulunmugtur. O yillarda, iki boyutta donme iglemi kompleks sayilarla rahatca

tanimlanabiliyordu. Hamilton ise bundan yola gikarak ti¢ boyutta donme iglemini
a+ib+ jc ve i* = j> =-1 kompleks say1 ile tanimlamaya g¢alisti. ki kompleks
sayinin carpimi (a+ib)a—ib)=a® +b* oldugu halde, Hamilton’un kompleks
sayist (a+ib+ jcfa—ib— jc)= (a2 +b% + cz)— (ij + ji)bc oluyordu. Bu sonugtan
yola ¢ikarak Hamilton g¢arpma isleminin komutatif &6zelliginden vazgegerek
i* = j2 =k* =ijk = -1 ozelligine sahip ii¢ imajiner birim tamimladi. Ugiincii
imajiner birimle birlikte Hamilton’un kompleks sayisina dordiincii bir bilesen
eklendi. Boylece a,b,c,de R olmak Gizere a +ib + jc + kd formunda olugan sayiya

kuaternion denildi (Negi et al. 1998, Lambek 1995).

Kuaternion cebrinin kesfedildigi yillarda A. Cayley, K.Clifford ve J. J.
Slyvester gibi Ingiliz cebir gelenegini gelistiren matematikgiler ve
elektromagnetik teoriyi bulan J. C. Maxwell ile P. G. Tait gibi fizikciler bu
konuya 6nemli katkida bulundular. 20. yizyilin baglannda ise vektor ve tensor
cebrini gelistiren fizikgiler fizikte vektér cebrinin kullanimini benimsettiler
(Dereli 1992).

Daha sonralan ise fizikteki gelismeler kuaternionlann fizikte tekrar
kullanima girmesini kaginilmaz kildig gibi kuaternion cebrinin gelismesine de
yol agmigtir. Kompleks kuaternionlar bu geligsmelerin sonucu fizige girmislerdir.

Bugiine kadar fizikteki bircok denklem ¢esitli bilim adamlan tarafindan
kuaternionlarla yeniden ifade edilmigtir. Chou [1] kinematik ve dinamik
diferansiyel denklemleri, Adler kuantum mekanigini, Jolly [2] matris ve
kuaternionlar arasindaki izomorfizm, Tamsl ve Ozdas robotik manipiilatorlerin
kuaternion déniigiimiinii, Negi ve ark. [3] tek kutup dynonslar gibi teorik varhiklan

anlatmak i¢in bu say1 cebrini kullanmiglardir.



Kompleks kuaternionlann fizikteki uygulamalan daha ¢ok genel ve 6zel
rolativite ile kuantum mekanigi alaninda olmugtur. Kompleks kuaternionlarla
Dirac rolativistik denklemlerinin gegitli formulasyonlannin itk 6nciisit Conway [6]
olarak goriilmekle birlikte birgok bilim adaminin yazilannda kompleks kuaternion
ve kuantum mekanigine iligkin agiklamalar bulunur. Leo [4] kuaternion ve
kompleks kuaternionlan tanimi yaparak Dirac denklemini kuaternion ve kompleks
kuaternionlarla ifade etmistir. Yine kompleks kuaternionlarla kuantum
mekaniginin Morita [5] tarafindan yeniden formiile edilmistir.

Bu galigmada reel ve kompleks kuaternion kavrami agiklandiktan sonra

elektromagnetik teorinin bu kavramlarla ifadesi verilecektir.




2. KUATERNIONLAR

2.1. Kuaternion Tanim

Bir q kuaternion
a=(q,+9,i+q,j+q;k) 2-1
=(9,.9,.9:.9:)

bigciminde matematiksel bir nesnedir. Burada q,,q,,9,,9, reel sayilar ve i, j, k
ise;

i?=j?=k?=ijk=-1 2-2)

ij=-ji=k Jk=-ki=i ki=-ik=j (2-3)
kuralina uyan birbirine dik imajiner birimlerdir. Béylece, matematiksel olarak, bir
kuaternion (1,i R j,k) taban elemanlanyla 4 boyutlu reel vektor uzayini olusturur
(Funda and Richard 1990). i, j,k birimleri 3 boyutlu vektér uzayinin birbirine dik
baz vektorleri olarak alinabilirler. Boylelikle q kuaternionu bir skaler ve bir
uzaysal vektoriin lineer bir kombinasyonu olarak dasiniilebilir (Hacisalihoglu

1983). Eger q’nun skaler ve vektor kisimlan sirasiyla S, ve V, ile gosterirsek;

S, =49, (2-4)

V,=qi+q.j+q;k 2-5)
Buna goére q kuaternionu;

q=S,+V, (2-6)
ile ifade edilir (Ward 1997).

2.2. Sifir, Skaler ve Vektor Kuaternion Kavramlari

Bazi ozelliklere sahip kuaternionlara 6zel adlar verilir. Sifir kuaternion;
q = [0,0,0,0] @2-7)
seklinde biitiin elemanlan sifir olan kuaterniondur.
Skaler kuaternion;

q= [q,O,O,O] (2 - 8)



seklinde vektor kismi sifir olan kuaterniondur. Vektor kuaternion ise;
a=1[0,9,.4,.9;] (2-9)

seklinde skaler kismi sifir olan ve vektérel kisminin bilesenlerini olusturan ¢,

q,, q;,reel bilegenlerinden en az birinin sifirdan fakh oldugu kuaterniondur.

Ayni zamanda saf kuaternion olarak da bilinir (Ozdag 1995).
2.3. Kuaternionlar Uzerine Temel Islemler
2.3.1. Iki kuaternionun esitligi

ki kuaternionun esit olmast demek, karsilikli elemanlannin esit olmast

demektir.p ve q kuaternionlarinin esit olabilmest igin;

p=S,+V, q=35,+V,

§,=8, V,=V, 2-10)
ya da bilesenleri cinsinden,

Po =40 P =4 P, =9, P =4, 2-11)
olmalidir (Hacisalihoglu1983).

2.3.2. Skaler ile carpma

AeR olmak tizere, bir A skaler ile bir ¢ kuaternionunun garpimi,
Aq=AuS,+V,)= 1S, +iV,
= (Aq, +Agq,i + g, j +2q,k) 2-12)
= [)“‘Ioa}-qn)'qz J“]s]

seklinde her bir eleman1 q kuaternionunun A kati olan bagka bir kuaterniondur .




2.3.3. Toplama ve ¢ikarma

Iki kuaternionun toplam ve farki, bu kuaternionlann kargihikli
elemanlaninin toplam ve farkindan olusan bir diger kuaterniondur. p ve q iki

kuaternion olmak tizere; v
p+q= (SP i‘Sq)+(Vp di)
'_‘[ Oiq0)+(pliql)i+(p2iq2)j+(p3iq3)k]

(2-13)

olarak ifade edilir.
2.3.4. Bir kuaternionun eslenigi

Bir q kuaternionunun eslenigi, bu kuaternionun imajiner bir bagka deyisle

vektorel kisminin isaretlerinin degismesiyle elde edilen q kuaternionudur. q
kuaternionunun eslenigi;
qQ=S,-V,
=qo ~qi~qJ —q:k 2-14)
= [qo Y q1y925q; ]
seklinde tanimlanir (Ozdas ve Ozdas 1989). Aynica eslenik isleminde,

@) @-15)

(@) =pq’ 2 - 16)
Ozellikleri vardir (Serdaroglu 1983).

2.3.5. Kuaternion ¢carpimi ve ozellikleri

p ve q iki kuaternionun garpimint bir an igin ¢arpimin toplamaya gore
dagilma 6zelliginin oldugunu farz ederek su sekilde gosterebiliriz:
pa = (P, + pyi + pj + p:k)qo + 4,8 + 9, +q:k)
=(s,+v,)s,+V,)
=8,8,+8V,+S,V, +V,V,
=§,8, -V, V,+8V,+SV, +V, xV,

@2-17)
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burada °.” skaler ¢arpimi, ‘x’

ise dig vektorel ¢arpimi ifade eder. Oyle ise
kuaternion garpimi nokta ¢arpim ve vektor carpimlarini igermektedir. Genelde
V,xV_ =V xV, oldugundan, V, V_ ya paralel veya p veq’lardan biri sifir
vektor kismina sahip olmadikga kuaternion ¢arpim komutatif degildir

Her ne kadar kuaternion ¢arpimi komutatif degilse de, birlesme 6zelligine
sahiptir. p,q,h g kuaternion olsun. q(ph) carpimt;
alph) = (S, +V, XS ay + Vi)
=8,8,8,~ 8V, V,+S V-V, +S,V,-V,}
+{5.8,V, +8,8,V,+8,8.V,}
SV, XV, =SV, xV, +S,V,xV,}
v, vy, v, <, xv,)-v,-v,xv,)

(2-18)

ve (gp)h carpimi;

@p)h=5,8,8, -8V, -V, +SV, V,+SV,V,}
{8, 8.V, +S,SV, +S,SV,}
2-19)
SV XV, + 8.V, xV, + SV, xV,}
-, V)V (V xV) -V, xv,) v,

olur.v Burada q(ph) = (qp)h gegerli ise,

——(Vp-Vh)/q +V, x(Vp xVh) (V -V )’ ( xV )xV
oldugunu gostermeliyiz. Standart vektoér 6zdesliklerini uygularsak bunun dogru
oldugunu gorebiliriz:

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)

(axb)xc:(a-c)b——(b-c)a (2-20)
~q(ph)=(ap)h

@ -21)

Kuaternion ¢arpiminin toplamaya gore dagilma o6zelligine sahip oldugunu
agagidaki gibi dogrulayabiliriz:




alp+h)=(s, +V,)Is, +S,+V, +V,]
=S,8,+8,8,~V,-V, +V,)
+8,V,+S,V, +SP(VP +Vh)+Vq x(Vp +Vh)
=4S, S, ~V, -V, +S V, +S .V, +V,xV,}
S8V, V, +S YV, +S,V, +V, xV,}
=qp+qh

(2-22)

(Ward 1997).
2.4. Kuaternion Normu ve Birim Kuaternion

Bir q kuaternionun normu N(q) ile gosterilirse,

N@)=gqa' =d'a9=¢,"+q" +9," +¢;’ (2-23)
ile tanimlanir. Norm; kuaternion ile kuaternionun kendi esleniginin ¢arpimina esit
olup bir skalerdir (Chou 1992).

Iki kuaternionun ¢arpiminin normu ise;

N(pq)=pa(pa) =pala'p’)=ppaa’ 2 -24)

= N(p)N(a)
normlann garptmina esittir (Ward 1997).

Normu N(q) =1 olan kuaterniona birim kuaternion denir (Tanisli ve ark. 1997).

2.5. Bir Kuaternionun Tersi

q bir stfir kuaternion olmamak kosuluyla,
qq”' =q ' q=1 @2 -25)
kosulunu saglayan q~' kuatemionuna q kuaternionunun tersi denir.
Bir q kuatemionun eslenigi, normu, normu;
a" =lg-9-0:-4.]
N(@)=qq"=a'a=q,"+q," +4," +4,°

verldigine gore tersi;



4. 1 194 ¢
a qq° N(g)

olur. Boylelikle bir q kuaternionunun tersi kendi esleniginin yine kendi normuna

esit olan bir skalere boliimiine esittir (Janez and Richard 1990).

2.6. Iki Kuaternionun Boliimii

Bir q kuaternionunu bir p kuaternionuna bélmek demek q’yu p™' ile
carpmak demektir. Ancak iki kuaternionun c¢arpimi degisme o6zeligine sahip
olmadigindan (p"‘q#qp"‘), p kuatermnionunun q kuaternionuna farkli sekilde

iki boliimii mevcuttur. N(p) # 0 olmak iizere;

plq= T\Iq_(—jp : soldan bolme
a._ 9 2-27)
P -1 q )
qp~ = p— - sagdan bolme
N(q)

dir (Ozdag1995).
2.7. Kuaternionlarin Matris Temsili
Kuatemnion cebri birlesme 6zelligine sahip oldugundan, kuaternionlan

matris bi¢iminde de ifade etmek miimkiindiir.

Kuaternionlanin 2 x2 matris temsilini gu sekilde tanimlamak mimkundiir.
Kuaternion taban elemanlan;

10 0 -i

1=(O l] I{_i Oj (-28)
0 -1 i 0

J=(l o) K:(O _J (2 -29)

2x2 matrisiyle temsil edilebilirler. Boylece q=g,+qi+q,j+q;k

kuaternionu;



Q 1 0 N 0 =i N 0 -1 . -1 0
= g
9o 0 1 q, i 0 q> 1 o q, 0 i

:(qo_i.qs '—qz—'iqu 2 -30)
9. 19, 9, Tq,

seklinde 2x2 kompleks degerli bir matris olarak ifade edilebilir (Ozdag1995).
Kuaternionlan 4x4 matris formunda da temsil etmek miimkandir.

Kuaternionlarin taban elemanlan 4 x4 matris formunda;

1 0 0 O 0 10
01 00 -1 0 0 O
I, = I = (2-31)
0 010 0 0 0 -1
0 0 0 1 0O 01 O
0 1 0 0O 0 0 -1
0 0 1 0O 0 -1 O
I, = I = (2-32)
-1 0 0 O 0 -1 0 O
0 -1 0 0 -1 0 0 O
olur. Boylece q = q, + g, i+ g, j+ q, k kuaternionunun matris formu;
9 q, q, q;
Q- -4 49 ~49; 4 (2 -33)

-4, 43 9 4
-4y —4, 4 9

seklinde ifade edilir (Negi et al. 1998).
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3. ELEKTROMAGNETIK TEORI
3.1. Maxwell Denklemleri

Elektrik ve magnetizmanin bir bilesimi olan elektromagnetizmanin temel

denklemlerini  olugturan Maxwell denklemleri integral ve diferansiyel

bicimleriyle;
i) §E-ds=§9, v.E=F
g, €o
i)§B-ds =0, V-B=0
iii) §E-d1=—i"-j3-ds, vxE=-2B
dt ot
: OE dE
iv) §B'dl=HoZI+€oHoI“‘a‘;'d‘, VxB:poJ+eou0§

seklinde verilir. Bu denklemlerin fiziksel olarak anlatmak istedikleri sey sudur:

i) denklemi, Gauss yasast olup, Statik alanlar i¢in Coulomb yasasina
denktir. Bu, elektrik alamnin bir kapali yiizeydeki akisinin bu yiizeyle
sarmalanmig olan hacmin igindeki net yiikle orantili oldugunu ifade eder.

ii) denklemi, magnetik alanlar igin Gauss yasast olup, magnetik alanin bir
kapali ylizey tzerindeki akisimn sifir oldugunu ifade etmektedir. Bu aki hep sifir
oldugundan elektrik yiikiiniin magnetik karsih$ yoktur.

itl) denklemi, Faraday yasast olup elektrik alamnin bir kapal ¢izgi
izerindeki integralinin, bu ¢izginin simrladig yizeydeki magnetik akimn degisim
hiziyla orantili oldugunu ifade eder. Dolayisiyla degisken bir manyetik alana bir
elektrik alan eslik eder.

iv) denklemi de Ampere yasasiun Maxwell tarafindan gelistirilmis
seklidir. Maxwell’in denkleme getirdigi yenilik, sag taraftaki ikinci terimdir. Bu
terim elektrik alanimin akisiyla tammlanan yer degistirme akimum igerir. Ampere
yasasmnin bu gelistirilmis bigimi, manyetik alanin bir kapali ¢izgi Uzerinden
integrali iki terimin toplamiyla orantilidir. Birinci terim kapali ¢izginin sirladig
yiizeyden gegen net akimi; Maxwell’in katkist olan ikinci terim ise, aym

yiizeydeki elektrik akisinin degigme hizint igerir. Bu denklem, Maxwell’in
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getirdigi eklemeden dolay: degisken elektrik alanina bir magnetik alanin eslik

ettigini ifade etmektedir (Akyiz ve ark. 1996)

3.2. Elektromanyetik Teoride Korunum Yasalar:

3.2.1. Yiikiin korunumu

Maxwell denklemlerinde, ayni zamanda yiiklerin korunumunu ifade eden
siireklilik denklemi dahi, kapali olarak bulunmaktadir. IV. Maxwell denkleminin

her iki tarafinin diverjansinin alinmastyla;
V-(VxB)zV-(poJ+sou0£§-)

bu denklemin sol tarafi, vektor analizinde bir vektoriin rotasyonelinin diverjanst
daima sifir olacagindan
V-(VxB)=0

verir. Boylece;

OpoV-J+e,,po-a—V-E
Ct

v.Jg=-2 G-1)
ct

sireklilik denklemi elde edilir (Griffiths 1991). Bu bagint1 bir bolgedeki yikiin
azalma hizinin bu bolgenin gevresinden disarn1 ¢ikan akima esit oldugunu ifade
eder. Yiiklerin korunumu ilkesi fizikteki temel postilatlardan birisi olup ‘Elektrik

yiikil yoktan var, vardan da yok edilemez’ seklinde ifade edilir (Idemen 1996).

3.2.2. Enerjinin korunumu

Elektrostatikte, statik bir yik dagilimint olugturmak igin elektriksel
kuvvetlere kars1 yapilmasi gereken is,

€

W, = 2° [ E’dx G-2)
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Burada E ortamdaki net elektrik alandir. Benzer sekilde, bir akim dagilimini
sirdiirebilmek igin, zit emk’lara karst yapilmasi gereken ig soyledir:

1
2,

W, = — [B’dr G -3)

Burada B bileske magnetik alandir. Buna gore , elektrik ve magnetik alanlarnin
birlikte bulundugu bir sistemde depolanan toplam enerjinin,
W, :lj(goE2+LBz}ﬁ (3-4)
2 Ho
olmast beklenir. Simdi, elektromagnetik alanda enerji korunumu gergevesinde, bu
sonucun genel ispatint yapalim.

Belirli bir t aninda E ve B alanlarnina yol agan bir yiik ve akim dagilimi
olsun. dt kadar zaman sonra yiikler bir miktar yer degistirmig olacaktir. dt zaman
araliginda elektromagnetik kuvvetlerin bu yiikler tizerinde yapmis oldugu is;
Lorentz kuvveti ifadesine gore, kiigiik bir dq yiiktiniin dl kadar yer degistirmesi
sirasinda yapilan is;

F-dl =dq(E + vx B)-vdt = E - vdqdt 3-5)
olur. Ortamdaki p ve J dagihimlan cinsinden dq=pdt ve pv =J olur. Buna

gore, sonlu V hacmi igindeki tiim yliklerin hareketi sirasinda yapilan is

%: (E-J)dx (3-6)

seklindedir. O halde, (EJ) ¢arptmi birim hacimde ve birim zamanda yapilan is

yani, birim hacimde harcanan gii¢ olur. Buradaki J ¢arpanim1 magnetik alan

cinsinden ifade etmek i¢in, Ampere yasasini kullanilirsa,

E-J:—I-—E-(wB)—aoE-QE— G-7)
Ko a
olur. Carpim kuralina gore,
V-(ExB)=B-(VxE)-E-(VxB) (G-8)

alinir ve (V xE = -5%) Faraday yasasi kullanilirsa;

v.(ExB)=—B%?—E.(VxB) (-9)



13

bulunur. Su iki terimi degisik sekilde,

OB 10(,, OE 10 (.,
B —=—— % E —=—— 3-10
T ) ¢-19)
yazabiliriz. Buna gore,
2
E. J_-lﬁ[ 0E2+§LJ——1~V-(E><B) G -11)
20 Ho/ Ho
olur. Bu ifadeyi (3 — 6) denkleminde yerine koyar ve ikinci Stokes teoremini
uygularsak,
dw d 2
" _-a—t ( E +—-—}1‘L’-———-—§ (E x B)- da (3-12)

olur; burada V hacmini saran kapal yizey S’dir. Bu sonu¢ Poynting teoremi
adiyla bilinir; elektrodinamikte is-enerji teoreminin karsiifidir. Sag taraftaki
birinci integral alanlarda depolanan enerji olup (3 - 4) denklemindeki W, dir.
Ikinci terim V hacminin yiizeyinden disani enerji akigii temsil eder. Poynting
teoremine gore, elektromagnetik kuvvetlerin yaptigi 15, alanlarda depolanan

enerjideki azalma ile yiizeyden kaybedilen enerji toplamuna esit olur (Griffiths
1991).

3.2. Elektromagnetik Teorinin Potansiyel Formulasyonu

3.2.1. Skaler ve vektor potansiyeller

Elektrostatikte,
VxE=0 (3-13)
olma 6zelliginden yararlanip, elektrik alan: skaler bir potansiyelin gradyam olarak
E=-VV (3-14)

seklinde yazilir. Elektromagnetik teori de bu mimkiin degildir, ¢linkii E ’nin
rotasyoneli artik sifirdan farkhidir. Bu nedenle, E artik skalar bir potansiyelin
gradyenti olarak bulunamaz.
Fakat tim bu durumlarda, B’nin diverjansi hala sifir oldugundan,
magnetizma da oldugu gibi
B=VxA (3-15)
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seklinde yazabiliriz. Bunu Faraday yasasinda kullanirsak;

Vsz—%WxA)
VX(E+-—6—4)=O
ot

olur, yani rotasyoneli sifir olan vektorel bir buytikliktir. Simdi bunu skaler bir
potansiyelin gradyanti olarak yazabiliriz:

0A _
ot

E+ A

Boylece E alaninin V ve A cinsinden;

oA
E=-vv-22 3-16
at (3-16)

ifadesi bulunur (Seker ve Cerenci, 1994).
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4. ELEKTROMAGNETIK TEORININ
KUATERNIONLARLA INCELENMESI

Bu bolimde elektromagnetik teorinin 6zinii olugturan Maxwell
denklemleri kuaternionlarla ifade edilecektir. Burada, Gaussiyen birim sistemi

kullanularak g, = pu, = c=1 alinmaktadir.

4.1.Maxwell Denklemleri

Ug boyutlu vektor uzayinda herhangi bir yerde bulunan E elektrik alam
ve B magnetik alan;
E=Ei+E j+Ek “4-1
B=B,i+B j+Bk (4-2)
vektorleri ile temsil edilir. E elektrik alan vektorii ile B magnetik alan vektori
kuaternion formda;
E=[0,E]=[0,E.,E,,E.] (4-3)
B =[0,B]=[0,B.,B,,B.] 4-4)
ile verilir.

Maxwell denklemlerini tamimlamak igin ise;

D=[—a—,V}= g+i£+j—?-+ki “4-5)
ot ot ox "oy Oz
ile tammlanan kuaternion diferansiyel operatori kullanthr ki burada;
V= i—a-+j—a—+k—§— (4-6)
ox "oy Oz

genel (i¢ boyutlu nabla operatoriidiir. Maxwell denklemleri bu kuaternion
diferansiyel operatoriiniin elektrik ve magnetik alanlarla olusturdugu komutator ve
antikomutatorlerinin birlesiminden tiiretilir.

Komutatorliik ve antikomutatorlik;
[A,B]zfﬁﬁgil ve {AB}:M;{_B_._L

ile tanumlanir,
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D kuaternion diferansiyel operatérinin B magnetik alantyla komutatori

ile E elektrik alaninin antikomitatoriiniin toplamt;
0 0
—,V ,0,B)|+<| —,V ,\0, E
Kat’ )(’ )} {(at j(’ )}
1 0
=(= O—-V-B,—-—B+O+V><B)
2 ot
0
+(O—V-B,—B+O——V><B))
ot
1 0
+(—= O~V-E,—-E+O+VxE]
2 ot
—(O—V-E,—a—E+O——VxEJ)
ot
=(—V~B,%}—?J+(O,VxE)

=(-V-B,V><E+-a£j
ot

=(0,0) “4-17)
kuaternionunu verir. Bu kuaternionun skaler kismi1 magnetik alanlar i¢in Gauss
yasasini, vektorel kismi Faraday yasasini ifade eder.

D kuatemion diferansiyel operatéri ile B magnetik alaninin

antikomutatorii ile E elektrik alanin komutatériiniin farks;

0 0

—,V,(0,B);—|| =,V (0, E
{&)er{(Gr)es)

1 0
=(-—(O—V-B,——B+O+VxBJ

2 ot
—[O—V-B,—a—B+O—VxB))

ot

1 0
—(——(O—V-E,—E+O+V><Ej 4-38)

2 ot

+(O~V-E,—§7E+O-VxE))

=(V-E,VxB——QE—)
ot

:47t(p,J)
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kuaternionunu verir. Bu bir tek kuaternion, skaler kismi ile Gauss yasasini vektor

kismt ile de Maxwell’in dizelttigi Amper yasasim tammlar.

4.2. Maxwell Denklemlerinin Potansiyel Formu

Elektrik alan, V skaler ve A vektor potansiyeli cinsinden,
0A

E=-VV-— 3-4
e G-4
seklinde ve magnetik alani ise yine A cinsinden,
B=VxA 3-9)

seklinde ifade edilmekteydi. Kuaternion tammu g6z Oniine alinarak skaler ve
vektor potansiyelin birlesimi olan tek bir potansiyel tanimlanabilir. Dért bilegenli
bu potansiyele A kuaternion potansiyeli adimi verelim ve A ile temsil edelim:

A =4, 4] (4-9)
Kuaternion potansiyeli bilesenleri cinsinden;

A=[4,4,,4,,4,] (4 -10)
seklinde ifade edebiliriz. Buradaki A4, denklem (3 - 4)deki V skaler
potansiyelidir.

Elektrik alan ve manyetik alan A potansiyelinden tiiretilebilir.
D kuaternion diferansiyel operatoriniin  eslenigi ile A  kuaternion

potansiyelinin esleniginin komutatorinin vektorel kism;

E= vekt()'r[(gt— ,—VJ,(A,—A)]

:vektér(—l— %—V-A,-%—VA+VXA
2\\ ot ot

+ %-V-A,-%-VAWxA)) (4-11)
o o

= vektor 6_A -V-A-VA- Qf-‘-)
ot ot

= (O,—VA - —8—4)
ot

elektrik alaru tanimlar.
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B magnetik alan kuaternionu da A kuaternion potansiyelinden
tiiretilebilir. D kuaternion diferansiyel operatériiniin esleniginin A potansiyelinin

eslenigi ile antikomutatorii;

()i

—(-((%-V 4 -%f‘;-—vmvmj

-[%—V A-A_v4-vx A))
ot ot

=(0,Vx A)

(4-12)

olarak magnetik alan kuaternionunu verir.
Elektrik ve magnetik alanlann kuaterniyonik formlan baglangigtaki

denklem (4 — 7)’deki Maxwell denklemine yerlestirildiginde;

(e R R B )
e or-al G ome )

:%[(o V.VxA, ;(VxA)+O+VxV><A)

Q.)IQ)

+(0——V-VxA,—§t—(VxA)+O—VxVxAD

+—l— O—V[ \ _?ﬁj ﬁ( VA—%)+O+V -V ——aﬁ)

2 ot ) ét ot ot

- o—v( VA-éf‘-) 2( VA-%)+O+V ( VA-@—)
ot ) ot ct ot

:(—V-VXA,—a—(VxA)j ( ~V xVA- Vx?ﬁ)
ot ot

=(~V-VxA,-V xVA)

( V. BVxE+?£)
ot

=(0,0)

olarak magnetizma igin Gauss yasas! ile Faraday yasasi elektrik ve magnetik alant

(4-13)

meydana getiren A kuaternion potansiyeli cinsinden tanimlanmis olur.
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Denklem (4 — 8)’e aym sekilde elektrik ve magnetik alanin kuaternionik

formlan yerlestirilerek;

il
(soplzyeat

[VVAV%—AVVA

(v E,Vx B_ééj
ot

= 47t(p,J)

seklinde skaler kismi Gauss yasasitun ve vektor kismi Maxwell’in diizelttidi

0
—(—97VAJ (4-14)

Amper yasasininin potansiyel cinsinden ifadesini elde ederiz.
4.3. Elektromagnetik Teoride Korunum Yasalan

4.3.1. Yiikiin korunumu

Sureklilik denklemi, Gauss yasasi ve Maxwell’in diizelttigi Amper
yasasini  birlikte tammlayan kuaternion uzerine D kuaternion diferansiyel

operatoriniin egleniginin uygulanmastyla olugturulur:

skaler((g7 ,—-V)47r(p, J)J

= skaler((—a— ,—VJ(V E,VxB- @—D
ot ot

_ O9v.E-(- _%E ]
—skaler(atV E—( )(V B Bt) (4 -15)
a(v B—QEJ +(-V)x (VxB—-—qE—))

ot ot ot

(VV B-v.E,%y. EO)
o or

Sag taraf sifirdir, bu nedenle akim yogunlugunun diverjanst arti yiik
yogunlugunun degigim oramnin toplamu sifira esit olmahdir anlamina gelen yiik

korunumu ifade edilmis olunur.
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4.3.2. Enerjinin korunumu

Elektromagnetik teori de enerjinin korunumunu ifade eden Poynting

teoremi denklem (4 — 15) ile verilen yiikiin korunumu denklemindeki (—aa—t—,V)

diferansiyel islemcinin eslenigi yerine elektrik alan kuaternion esleniginin

kullantimasiyla elde edilir:

skaler((0,-EXp,J))
OE
= skaler[(o,—E)[v -E,VxB- _é}—D

oE
—(E-(VXB—E—),O] (4 - 16)

=(E-VXB—E-§£,O)
ot

=(E-J1,0)
Burada;

E-(VxB)=B(VxE)+V-(BxE)

2 2
g.OE _OF p 2B _0B
ot ot* ct ot*
ozellikleri ile
VxE = _cB
ot

esitliginin kullanilmastyla;

(E-J,O)z(EVxB—E-%I:—,Oj

OE*
=(B-(VxE)+V-(BxE)———,OJ “-17)
20t
2 2
___(B.(VXE)_QE__QI?_)
20t 20t

olarak Poynting denklemi elde edilmis olur (doug@swester.com).
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4.4. Uygulama

Ornek 1:
g =My =1 bolgesinde =0 ve vektor potansiyel

A=10"ycos3.10*¢cos zk Wb/m ve skalar potansiyel

V =310 ysin3.10%¢sin zvolt’dur. Elektrik alan E’yi ve magnetik alan B’yi

bulunuz.

Elektrik alan;

E= vektér[(g; ,—VJ(A,—A)}

= [(g,—v)(&w ysin3.10°7sin z,0,0,10~ y cos 3.10° £ cos z)}

= —;—((9.10‘3yc0s3.108tsinz +3.10° ysin3.10% ¢ cos z k

-3.10°sin3.10%¢sinz j + 0+107 cos3.10%tcos z i
-3.10°sin3.10%¢cos zk -107 y c0s3.10%¢sin z)
+(9.10" yc0s3.10%¢sin z +3.10° ysin3.10%¢cos z k
-3.10°sin3.10%sinz j+0+107 cos3.10%¢cos z i
-3.10°sin3.10%¢cos zk -107 y cos 3.10° ¢sin z)

= (0+0i +3.10° sin3.10ssin j + 0k) Y/

bulunur. Magnetik alan;

w{zesjocd

= %((9.10‘3yc083.108tsinz +3.10° ysin3.10% cos z k

-3.10%sin3.10%¢sin z j +107 cos3.10%¢cos z i
~3.10°ysin3.10%¢cos z k —107 ycos3.10%¢ cos z i)
—-(9.10" y cos 3.10%¢sin z +3.10° sin3.10% tcos z &
~3.10%sin310%¢sinz j—107 cos3.10%¢cos z i
—3.10° ysin3.10%¢cos z k —107 y cos3.10%¢sin z2)
= (0+107 cos3.10°¢cos z i +0j + Ok )Wb/m

olur.
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5. KOMPLEKS KUATERNION
5.1. Kompleks Kuaternion Tanimi

Kompleks katsayili kuaternionlara kompleks kuaternion (bikuaternion)

denir. Bir kompleks kuaternion;

Q=q+iq’
= (g, + i+, +q,k)+ilg, +qii + 45+ ¢5k)
-, Y N -, ¢-1)
= (g, +igy)+(q, +iq)i + (g, +iq)j + (g, +iq Jk
= (qo +iqc’>’q+iq')
olarak tanimlanip,

=[0,,0.0..0.]
ile temsil edilir. Q,,0,,0,,0, kompleks sayilardir (Negi et al. 1998). 1,4, j, k reel
kuaternion taban elemanlandir. Burada i
it = (ijk)’ =-1 (¢-3)
olan olagan kompleks birimdir (Ward 1997). Bir kompleks kuaternionun skaler ve

vektor kismi reel kuaternionlarda oldugu gibi
S=0,

P (-4
V=0i+0,j+0:k
ile verilir. Boylece Q kompleks kuaternionu;
Q=35,+¥, (5-5)

seklinde ifade edilebilir (Negi et al. 1998).

5.2. Kompleks Kuaternionlar Uzerine Temel Islemler
5.2.1. iki kompleks kuaternionun esitligi

P ve Q iki kompleks kuaternionun birbirine esit olabilmesi igin skaler ve

vektorel kisimlannin kargilikli olarak egit olmasi gerekir:

S, =S, V, =V, G -6)
P=Q (-7
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5.2.2. Toplama ve ¢ikarma

Iki kompleks kuaternionun toplam ve farki, bu iki kompleks kuaternionun

karsilikl1 elemanlannin toplam ve farkina egsittir. P ve Q iki kompleks kuaternion

olmak lizere;
P+Q=(S, +5,)+(V, +V,)
=P, £0,)+(P 20 +(P,£0,)j+(A 0k  (5-8)
=[P, £0,,P, £0,,P, +0,,P, £ 0;]
ile verilir.

5.2.3. Carpma

P ve Q iki kompleks kuaternionun garpimi;

PQ=(S, +V, XS, +V,) 59
= 8,8, ~Vy -V + 8V +8,V, +Vo xV,

seklinde olup reel iki kuaternionun garpimu ile aynidir.

5.3. Bir Kompleks Kuaternionun Eglenigi

Bir kompleks kuaternion igin kuaternion eslenik ve kompleks eslenik
olmak iizere iki tur eslenik tanimlanir. Kuaternion eslenik; kompleks kuaternionun
vektorel kismin igaretinin degistirilmesiyle elde edilir ve

Q=0,-0,i-0,j-0:k
=10,.-0]
seklinde ifade edilir.

(5 - 10)

Kompléks eslenik; bir kompleks kuaternionun kompleks katsayilarinin
eslenikleri alinarak elde edilir ve

Q° =ro'*'Q1c"‘ch+Q3c (5-11)

seklinde yazilir. Burada;
0, =4, —iq,

0 =q,-iq
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0,° =q,-iq,
dir.

P ve Q iki kompleks kuaternion olmak {izere P ve Q g¢arpimlaninin

(PQ)-(a)(?)
olurve P ve Q iki kompleks kuaternionun ¢arpiminin kompleks eslenigi ise;

(PQ)° =P°Q° 5-12)

olarak verilir.

eslenigi;

5.4. Kompleks Kuaternionun Normu

Bir Q kompleks kuaternionunun normu, kendisi ilé kendi kuaternion
esleniginin ¢arpimina esittir.
N(Q)=0QQ=QQ 5-13)
=0, +0"+0," +0;’
Bu iglem sonucu elde edilen nicelik kompleks skalerdir (Negt et al. 1998). Ama
bazen bir kompleks kuaternionun normu N{(Q) = 0 olabileceginden Q ’ya bir sifir
bolen denir. Kompleks kuaternion cebri bu nedenle bir bolum cebri degildir

(Imaeda 1976).

Iki kompleks kuaternionun ¢arpiminin normu, normlarinin ¢arpimina esit

olup;
N(pQ) = (¢Q)(PQ)
=PQQP (5 - 14)
=N(P)N(Q)
ile verilir.

5.5. Bir Kompleks Kuaternionun Tersi

-1

Normu stifir olmayan bir Q kompleks kuaternionunun tersi Q™ ile temsil

edilir ve



25

(5-15)

a__Q
RN

verilir,

5.6. Birim Kompleks Kuaternion

Normu bir olan kompleks kuaterniona birim kuaternion denir (Negi et al.

1998).

Q02+Q12+Q22+Q32:1- (5-16)

5.7. Kompleks Kuaternionlarin Matris Temsili

Bir reel kuaternionu;
9=9,+q,+q,+4q;

ve 2x 2 matris formunda,
r‘Io —-iq; —q, _i(h:l
4, —1q, g, Tig,

r .
u -v

v u :i

ile gostermistik. Bir Q kompleks kuaternionu iki kuaternionun toplami olarak;

0=

Q=q+iq’
seklinde yazilabileceginden iki kuaternionun 2x2 matris formlarinin toplami
seklinde Q;
v [ —v"
Q ) ) ] + 1[ ' ,. J
vV ou v ou
- (5-17)

u+in’ —-v' -y’
v+v  uw +iu”

olarak yazilabilir. Burada,

u+in'=p,

v+ivi=r,

ile ifade edilirse Q kompleks kuaternionu 2x 2 matris formu;

Vv - =g

u +iu" =5
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Q:{P ‘1]:[ PC chl (5-18)
r s -q° p

ile gosterilir (Lambek 1995).
Kompleks kuaternion 4x4 matris formunda ifade edilir. Kompleks

kuaternion taban elemanlar: ile i kompleks sayisinin 4 x 4 matris temsili,

1000 0 i 00
0100 i 000
I= i=l" (5-19)
0010 000 i
000 I 00 i 0
01 0 0 i 0 0 0
“10 0 0 0 0 0
J= k= ! (5 - 20)
00 0 1 0 0 —i 0
0 0 -1 0 0 0 0 i
00 i 0
1o 0 o0 i
i=| ! (5-21)
i 000
0 i 0

ile verilir. Buna gore Q kompleks kuaternionun matris temsili;
O=q,] +q,1+q,J +q;K +1(q)1 +q\] +q,J +¢'K) (5-22)
ile verilir. Denklem (5 — 22)’de matris islemi yapilirsa;
QG -iqy 4y tiq g +iq,  —q+q;
g=| Bt BriE - %= ~G:*iq (5-23)
g +iqy —qit+q, Go—i1q; g, *iq,
“h=9 ~Gtdy 4 tiq gy tigs
elde edilir. Burada,;
Co =4, —1q;, G =9, +tq
€, =g +iqy, ¢ =—q — 9,

olarak ifade edilirse, bir kompleks kuaternionunun 4 x 4 matris temsili;

—

(5 - 24)
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ile gosterilir. Burada ¢,,c ,c, ve ¢, kompleks sayilardir. (*) kompleks eslenigi
ifade etmektedir (Kravchenko et al. 1996).
Sekiz bilesenli olan kompleks kuaternion 8x8 reel matrisle de temsil

edilir. Q kompleks kuaternionu igin Q matrisi,

Q.—_(q, q) (5 -25)
-q q
olarak tantmlanir.q veq’ reel kuaternionlardir ve
q= g, + gl + g1 + ¢TI, (5 -262)
q'= gl + 1 + o1, + 43T (5 -26b)

seklinde anti-simetrik matrislerle ifade edilirler.
Esitlik (5 — 24) ve (5 — 25)’e gore de kompleks kuaternionun Q matris
temsili;
Q= (‘]o +Jq, )ao + (CII +Jq1’)a, + (qz +Jq; )az + (qz +Jq; )a3 (5-27)

ile verilir. Burada;

0 I . 0 1

J=¢l, = N ile &= (5 -28a)
-1, 0 -1 0

a, =LI, = Lo | (5 -28b)

0T 2ty T 0 14 ~
rJ 0 .
a, =L, = o T (G=1,2,3) (5 -28¢)
]

dir. T esitlik (2 - 28) tarafindan verilen 4x4 matrisi iken I; ve L sirasiyla 2x2
ve 4x4birim matrislerdir. Boylece (5 - 24)’in kompleks kuatemion Q’si a, ve
a; 8x8 matrisleriyle onun temel elemanlaninin 8 x8 matris temsilini olugturur.
o,,0,,0,,0, asagidaki ¢arpim kurallanna uyar:

00 = 0,0 =0

a, =-a, =I; =a, (5-29)

a0, = —Sjkao + &5,

denklem (5 - 26)’da J matrisi imajiner nicelik i = J-1’e uygundur. Béylece Q

kompleks kuaternionunun 8 x 8 matris temsili;



-~

9o
-4,
-4,

—q;
=g

%

B
L4

q,
9o
q;
-4,
—q
— 4,
-q;
q,

9,
—q;
9
q,
~q,
q;
—q,
-q,

seklinde gosterilir (Negi et al. 1998).

q;
9
=4,
9o
— 4
9,
4
—{q,

9o
—q
—4q
-4

9
-4,
—4q,
—4qs

‘A
9
VE
q;
q,
9,
e
-9,

q,

28

(5 ~30)
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6. KOMPLEKS KUATERNION ile
ELEKTROMAGNETIK TEORININ IFADESI

6.1. Maxwell Denklemlerinin Kompleks Kuaternion ifadesi

D ile gosterilen bir kompleks kuaternion diferansiyel operatorii

D=£+i[i—a—+j—a—+k—aa—}

ot ox, o, Cx, 6-1)
= -(?- +iV
ot
seklinde ifade edilir. Burada;
V=ii+j—a—+k—?- (4-6)
o, T ox,  0Ox

genel ii¢ boyutlu gradyent operatoridir.

D kompleks kuaternion diferansiyel operatorini elektromagnetik alanlan
tanimlamada kullanilir. Elektrik E ve magnetik B alanlan bir tek Q kompleks
kuaternion alani ile

Q=B-iE (6-2)
seklinde tanimlanir. Bu bigimde B ve E vektor kuatemion olarak
dizenlenmistir. Benzer olarak yik yogunlugu p ve akim yogunlugu J bir
kompleks kuaternion olarak;

J=—p+il 6-3)
ya da bilesenleri cinsinden

J=—-p+iJ
seklinde ifade edilebilir. Burada p skaler kuaternion, J vektor kuaternion olarak
dstnulebilir.

Boylece D kompleks kuaternion diferansiyel operatoriiniin Q kompleks

kuaternionu alani Gizerine uyguanmastyla,

DQ=J
= [_a_ + iV][B - iE]
a 6-4)
=%—i%—+i(—V-B+VxB)+(—V~E+V><E)

=—p+il
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bagintist elde edilir. Bu denklemle Maxwell denklemlerinin tiima bir tek

kompleks kuaternion denklemi ile birlegtirilmigtir. Bu denklemde;

V-E=p, V><E=—§—li (6-15)
Ot
V-B=0, VxB:%}tza—J (6-6)

bagntilarinin hepsi bulunmaktadirlar (Ward 1997).

6.2. Maxwell Denklemlerinin Potansiyel Formu

Bir skaler potansiyel A ve bir vektor potansiyel A kullamlarak elektrik ve
magnetik alanlarin nasil tamimlandigi Bolim 3’de denklem (3 - 2) ve (3 - 3)’de
gosterilmigtir. 4 skalar ve A vektor potansiyel olmak uzere bu potansiyellerin
birlesimi olan tek bir A kompleks kuaternion potansiyeli;

A=A4A+iA ©-7

tammlanur.

D kompleks kuaternion diferansiyel operatorinin A kompleks
kuaternion potansiyeli iizerine uygulanmasiyla;
DA:[%HV}[AHA]
(6-8)
04 .0A

=—4+i——+4+iVA+V-A-Vx A4
ot ot

bulunur. Bu ifadenin kuaternion eglenigi;
DA=——i—a—t—-—iVA+V-A+VxA 6-9)
dir. Bu ifadenin kompleks kuaternion eglenigi ise;

)°=-aé+ia—A+iVA+V-A+V><A (6-10)
ot ot

(oA
olur. Bu denkleminde vektor kismu;

v(DAf =i?a‘—‘t‘-+iVA+vXA (6-11)

gosterir. Boylece V(b—l'\—)‘ = B-iE olarak alinursa;
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E=—VA—%§- ve B=VxA

oldugu bulunur.
Maxwell denklemlerini potansiyel formda elde edebilmek i¢in asagidaki

islemin yapilmas: gerekir.

%D(ﬁ)“ ~(DA) =Jd=—p+iJ (6 - 12)
Bu islem yapildiginda;

%D(BKT (DAY = E} ¥ iVJ{i %;l—iVA +Vx A}

2
=ia A+i—(?—VA+QV><A
ot ot ot

+Y VX (6 - 13)

+V.-VA-VxV4
—iV-VxA+iVxVx A

elde edilir. Burada,

V-(Vxa)=0 VxVa=0 (6-14)
ozdeslikler igin gecerli olan kurallara uyulmadan tstteki denklemle Maxwell
denklemleri ifade edilmektedir (Ward 1997).

6.3. Elektromagnetik Teoride Korunum Yasalari
6.3.1. Yiikiin korunumu

Yuk yogunlugu ve akim yogunlugunun birlikte ifade edldigi J kompleks

kuaternionu tizerine D operatériiniin uygulanmasiyla;
° . . op .oJ .
—+iVi||-p+iJj=—-—+i——-iVp+V.-J -V xJ 6-15
[81‘ }[pll o VP x (6-15)
elde edilir. Bu denklemin skaler kismu;
o . . op
S| =+iV|-p+iJj=——+V-J =0 6-16
[at ][ prill=-= (6-16)

seklinde sireklilik denklemini verir (Lambek 1995).
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6.4. Uygulama

Ornek 1:

gz = Mgy = 1bolgesinde c=0 ve vektor potansiyel
A=107ycos3.10°¢ cos zk Wb/m ve skaler potansiyel

V =3.10° ysin3.10°fsin z volt’dur. Elektrik alan E’yi ve magnetik alan B’yi
bulunuz.

Cozim:
DA = [_a_ + iV}[A +iA]
ot

= —a-+i i+~(2—+—(—3— [3.105ysin3.108tsinz+i10'3yc053.108tcoszk]
o\ &

=9.10" ycos3.10°¢sin z +i3.10° sin3.10° ¢sin z j

+107° ycos3.10%¢sin z—107 cos 3.10% tcos z i

bu ifadenin kuaternion eslenigi;
— |0 . .
DA = | = +iV [[4+iA]
ot
=9.10" ycos3.10°#sin z + 107 c0s.310° ¢ cos zi —#3.10° 5sin 3.10° ¢sin z j

tsteki ifadenin kompleks eslenigt;
BA) - [2 +iv:l[A +id]
Ot
=9.10"° ycos3.10°¢sin z +107 c0s3.10°cos zi +i3.10° sin3.10° ¢sin z j

bu sonucun vektorel kismi;
v(DAf = [562 + iV}[A +id]
=107 c0s3.10°fcos zi +i3.10° 5sin3.10*¢sin z j
ve V(_D—IK)c =B-iE olduguna gore;
E = [0,0,-3.10° sin3.10°¢sin z j,0}V/m

B= [0,10'3 cos3.10%¢cos z 0,0]W/m

olur.
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7. TARTISMA VE SONUC

Kuaternionlar 1843’te Hamilton’un kesfinden bugiine fizikte gerek fiziksel
denklemleri ve varliklan daha anlagiir sekilde ifade etmek, gerekse ¢ozmek igin
kullanilmugtir.

Bu ¢alisma da, kuaternion ve kompleks kuaternion cebrinin o6zellikleri
belirtilerek, elektromagnetik teorinin bu cebirlerle ifadesi verilmektedir.
Elektromagnetik  teorinin  kuaternionlarla  ifadesinde  belli  bir  yarar
saglanmamaktadir. Yalnizca dort Maxwell denkleminin kuaternionlarla ifadesinde
denklem sayist iki kuaternion denkleme, kompleks kuaternion ile ifadesinde ise
tek denkleme indirgendigi g6riilmiistiir.

Kompleks kuaternionlar, kuaternionlar igin gegerli olan o&zelliklerin bir
¢oguna sahip olurken, sekiz bileseni dort kompleks sayt ile ifade edildiginde
kuaternionlara yap: bakimuindan da benzemektedirler.

Bu ¢aligma da deginilmemekle birlikte sekiz bilesenden olustuklari bilinen
dual kuaternion ve oktonion yapilar kompleks kuaternionlara kanstirilabilinir.
Kompleks kuaternion ile dual kuaternion arasinda goze garpan ilk fark dual birim
#’nin kompleks kuaternionda -1 iken dual kuaternionda 1 olusudur. Kompleks
kuaternionu, kuaternion, dual kuaternion ve oktoniondan ayiran en belirgin 6zellik

olusturdugu cebrin bir b6liim cebri olmamasidir.
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