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ABSTRACT

Master of Science Thesis

APPLICATION OF QUATERNIONS TO QUANTUM PHYSICS
ABIDIN KILIC

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Physics Program

Supervisor:Prof. Dr. Kudret 0ZDAS
1999, page 52

Quaternion algebra satisfies the associative law but not commutative law for the
quaternions of having four elements. The application of quaternions to Quantum
Physics has created new approaches. In our study, we represent gamma-matrices by
quaternions. In addition, we compared classical physics with quantum mechanics in
chapter 3. Then, at the end, we also compared the quaternionic quantum mechanics with

the other models thjat contribute to the grand unified model.

Keywords:Quaternions, Gamma matrices.
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- 1.KUATERNIONLAR
1.1 GIRIS

Reel sayilar, kompleks sayilar, kuaternionlar ve oktonyonlar,(R,C,Q,0)
swrastyla bir, iki, dort ve sekiz boyutlu sayilardir. Bu dort sayr sistemine kisaca
boliim cebri denilir. Bir boyutlu reel sayilar sisteminden, sekiz boyutlu
oktonyonlara giderken boliim cebrinin baz: 6zellikleri kaybolur. Reel sayilarda ve
kompleks sayillarda c¢arpma islemi hem degisimli hem de birlesimli,
kuaternionlarda ise ne degigsimli ne de birlesimlidir.

Temel fiziksel nicelikler, skalar ve vektorel nicelikler olmak iizere iki grupta
incelenebilir. Skalar nicelikler reel sayilarla gosterilebilir. Vektorel nicelikler ise,
3-boyutlu uzayin vektorleri ile gosterilebilir.

Kuaternionlar ilk defa 13 Kasim 1843’ te Hamilton (1805-1865) tarafindan
Royal Irish Academy de tnli bildirisi “On a New Species of Imagianery Quantites
Connected with the Theory of Quaternions” ile tammlanarak yayinladi.

Kuaternion cebri birlesimli, degisimli olmayan (1,1,j,k) gibi dort elemandan
olusur. Bunlardan biri reel, diger ¢t sanaldir.

P=j=k’= -1
ij= -ji=k
4=qo1+tqit+qzjtqsk 1.1.1

Hamilton, fizik uygulamalan i¢in uygun t¢ boyutlu uzayin dogal cebrini
kuaternionlarla kurduguna herkesi ikna ederek, kuramsal kuaternionlar
vektorlerle temsil etti ve iki kuaternionun carpimimi skalar ve vektorel kisim
olmak tizere ayrarak;

3
qq' =-3 g, +(a,9,-9,9" )i+ (0,9, -9,q" ) i+ (@,9'.—9.9 )k 1.1.2

irl

seklinde yazmusti (Ozdag ve Ozdag[1]).



1.2. TANIM

Kuaternionlar, reel ve kompleks sayilar gibi bir say: sistemidir. Bir
kuaternion;

=Y 0" ex=q"e,+q' e;+q e, +q e, 1.2.1
k=0
veya
q= [q",q‘,qz,q ] 122

olarak gostemleblhr. Kuaternionlarin cebir yapisi,
¥p,q €0 1=0(pq) =pq <0 123

seklinde bir ikili iglemi ile tammlanir.

Q cebrinin birim elemam ep=1 dir. Buna gore, eoq=qeo=q dur. Q cebri bir
bolum cebridir. Cinkii cebrin sifirdan farkl her q elemani igin, q"' ile ifade edilen
bir ters eleman: vardir;

Vqe0,q#0
igin,

a9"'=q"q=e 1.2.4

dir. Q cebri degisimli degildir, genel olarak p,q «Q iken

Pq#qp 1.2.5
dir. Fakat,
PGr eQ igin  (pg)r =p(qr) 1.2.6

dir. O halde kuaternionlar degigimli olmayan fakat birlesimli bir bolim cebri
olusturmaktamr :

R® deki ;vektérleri kuaternionlarla temsil etmek miimkiindir. Bunun igin {e;
i=1,2,3}tabaminin elemanlarina birer yon tahsis etmek gerekir. Bunlar sirast ile
kartezyen koordinat sisteminin x,y ve z eksenlerinin pozitif yonlerini temsil
etsinler. O zaman kartezyen bilesenleri r;=x, r2=y, r3=z olan R® deki bir vektori;

r=[0,x,y§,Z] 1.2.7



seklinde bir vektor kuaternionla temsil etmek miimkiin olur.

Bilindigi gibi R® de bolme islemi yoktur. Yani R® deki bir vektorii diger bir
vektore bolmek mumkiin degildir. Oysa R un vektorleri birer vektor kuaternionla
temsil edilirse, vektor kuaternionlar igin bélme islemi tammli oldugundan bu
eksiklik ortadan kalkacaktir (Ozdas ve Ozdas, [1]).

1.3 KUATERNIONLAR UZERINE TEMEL ISLEMLER

1.3.1 Kuaternionlarda Toplama ve Cikarma
p ve q gibi iki kuaternionun toplamt;

pra=[p",p P 1+a".q'.q".q"]

p+a=[p’ +q, p'+ q', p* +¢’ p’+ '] 13.1
seklinde kargilikli bilesenlerin toplanmastyla elde edilir. p ve q gibi iki

kuaternionun farki ise;

0_1_2 0o 1 2

p-q=[p’.p".p".p’ e .q' . ¢".q°]

p-q=[p’-¢% p™- 4", p* -, p™- Q] 1.3.2
dir.
1.3.2 Iki Kuaternionun Kuaternion Carpimi
p ve q gibi iki kuaternionun ¢arpimi;

pa=[p’.p".p°.p’1[q’4".4".q’]

pa=[p'qd-p'q"-p’q-p’)(p°q'+p' 0’0’

0+’ +p’°q-p' ).’ +p’+p' -p’q)] 1.3.3

seklinde yapflmaktadlr. Kuaternion cebrinde ¢arpma iglemi degisimli degildir:

Pq #qp

1.3.3 Kuatehnionlarda Bélme

pveq kuatefnionlarmm p/q boliimii, kuaternion garpimi degisimli olmadids igin iki
sekilde yapilir.



pq’ =p q* “sagdan bolme”
3
> (@)
k=0
1.34
q*‘p‘ = _3_(1j_ p “soldan bolme”
i Z (q k )2
=0

pq'= q'p dir. Q nun skalar bir kuaternion olmas: halinde sagdan bolme, soldan
bolmeye esittir (Tanigh, [3]).

1.3.4 Ozellikler

Kuaternion ifadeleri i¢in asagidaki 6zellikleri kullanabiliriz. Burada m ve n skalar
kuaternion, p ve q vektor kuaternion olmak tizere ;

e mn=[m’n’,0,0,0]
e mn'=n"m=[m%n’"0,0,0]
o mp=pm=[0,m°p',m’p’,m’p’]

| 1 .2 .3
R S N, P P P
e pm =m p=[0,1_ £ ]
: mO mo 0

°B

* mp'1=p'1m= 1\2 n; 2 3\2
@) +@) +(@))

* pq=(qp)* veya qp=(pq)*

e pq'=(q"'p)* veya q’'p=(pq’")*

[Os_pl >—p2 =—p3]

6zellikleri vardir.

1.4 KUATERNIONLARIN FiZiGE UYGULANMASI

_ Fizikteki, skalar ve vektorel biyiiklikler kuaternionlarla tanimlanabilir.
Ornegin, -

kiitle : m=(m,0,0,0)
sicaklik : ot =(t,0,0,02
kuvvet :  F=(O,F'F )
elektrik alan : =(0,E', E*E%)

seklinde temsil edilebilir. Ya da kuatemionlarda dort islemin ozelliklerinden
yararlanarak diger fiziksel buyiikliiklerin degerleri de hesaplanabilir.



F=(0,F .F*F°)
dr=(0,dr",dr*,dr’) 1.4.1

F kuvvetinir? dr yerdegistirmesi boyunca yaptig: isi, F ve dr vektor kuaternionlarinin
skalar ¢arpim: olarak tanimlariz.

W =[Fdr]. - —%[Fdr+ (Fdr)*]

=((r«,§dr1 +F,dr, +F,dr, ),0,0,0) 1.4.2

Iki kuatemibnun carpimi sonucunda skalar kuaternion elde edilir ve iki vektor
kuaternionun skalar ¢arpimi degisimlidir (Tanigh[3]):

pOq=qOp

Eger p ve q vektor kuaternionlarinin skalar garpimi sifirsa, bu vektor
kuaternionlar birbirine diktir(Ozdas ve Ozdas[2]).

Dikkat edilirse F ve dr vektor kuaternionlar oldugu halde W isi vektor cebrinde
karsilig1 ayni olan skalar kuaternion olarak elde edilmistir (Taniglh, [31]).



2. KUATER:NIONLARIN KUANTUM FIZIGINE UYGULANMASI
2.1 SPIN KAVRAMI VE PAULI SPIN MATRISLERI

Atomik sistemlerde elektron, gekirdek ve niikleonlar (proton ve nétron) igin s6z
konusu olan bir de spin hareketi vardir. Bu hareketlerin de kuantum mekanik teori
cercevesinde incelenmesi gerekir.

Kuantum mekanik teori ve onun ¢ok genis bir uygulamasi olan atom fiziginde
Schrodinger’in dalga mekanigi teorisine bir alternatif yontem yine kuantum
mekaniksel yaklagim i¢inde Heisenberg’in matris mekanigi teorisidir.

Elektron, proton,nétron, vb. spin kuantum sayisi s=1/2 olan pargaciklar igin
gegcerli olan Pauli spin matrislerini ve ilgili kavramlari incelemek gerekir. Pauli spin

matrisleri,
0 —i 1 0
= = 2.1.1
oy (i o)’ Oz (o -1)

]
X :1 07

seklinde tamimlanir ve spini 1/2 olan pargaciklarin spin agisal momentum
vektorlerinin bilesenleri de;

1
Sy =‘§h0'x
Sy =%hcy 2.12
S, =%hcz

olarak alimir.

Spini:1/2 olan pargaciklarin uzayi iki boyutlu oldugundan iki tane spin dalga
fonksiyonu olmaktadir. Bu spin dalga fonksiyonlar1 (spindrler) spin uzayint geren
baz vektorleri olarak dusiinilebilir. Spin uzayini geren bu vektorleri kolon matrisi
olarak, ‘

1
o= (O) “spin- yukar1 spinor” 2.13

0 .
B= (J “spin- agag1 spindr”

seklinde yazilabilir (Aygiin ve Zengin, [9]).



2.2 DIREKT CARPIM

Iki matrisin direkt ¢arpimi denilen ¢arpma islemi;

fa;, a b, b
A:( 1 nJ, B=( 1 12)
\27 anx . by by

‘ agby, apby, apby apby 2.2.1
‘ a,B a,B ayby apby, apby apby
ayB a,B anby anby, apby apby,

anby auby apby axby

seklinde yapilmaktadir. Bu c¢arpma iglemi daha sonra gama matrislerinin elde
edilmesinde kullamlacaktir.

2.3 GAMA MATRISLERI

v matrisleri;

ey ) (0 )
oot ) oo )

seklinde daha 6nce tanimladigimiz Pauli spin matrisleri ile bi¢imlenirler.

2.3.1

Elektron, proton, nétron vb. spin kuantum sayisi s=1/2 olan pargaciklar i¢in
gegerli olan Pauli spin matrislerini ve ilgili kavramlar incelersek, s=1/2 olan
kuantum sistemleri igin yukaridaki Pauli spin matrisleri yazilabilir.

Pauli sﬁ)in matrislerinden elde edilen gama matrislerinin cesitli gosterimleri
vardir. Bunlar Weyl, Majarona ve Dirac gosterimleridir (Feynman [14]).

2.3.1 Weyl Gésterimi
Bu gosterimde ys:diagonal, vs, 2, Ya:reel, higbir elemani imajiner degildir. Yani;

(0=1,2,3),

Yn=P20n
Y4=p1
Ys=P3
C=’Y2Y4



dir. Burada p; ve G; gosterimleri Pauli matrislerine aittir (i=1,2,3) ve:

00 0 -i
| 0 i 0 —is,) |0 0 i 0
y1=pzc,:(i OJ®G':(icl o):ol 0 0
i 00 0
0 00 -1
0 —i 0 —ic,) |0 01 0
Y2:p2°2:(i 0)®G2:(i02 o)z 0 10 0
| -1 00 0
0 -1 0
‘; 0 —i 0 —isy) |0 0 0 i
“szGB:(i Oj®03:(ic3 OJ:i 0 0 0
0 —i 0
0010
| 01 000 1
y“:p‘:p‘@n:(l 0)®I— 1000
0100
10 0 0
10 01 0
y_p3=p3®1:(o ~J®I[o 0 -1 0 232
00 0 -1
0 00 -0)0 010 (0 -1 0 0
0o 01 0looo1 |1t o o o0
C=7Ye=16 10 oll1 00070 0 o0 1
100 oMo 100 \o “1 0

Her temsilde gegen C’ ler charge conjugation operasyonunun tammindaki Ceg
dir. Weyl temsilinde;

Y5 =psve vy =p,
oldugundan,

Y514 =P3py
yazilir. Ayrica;

PiPj =1 €k Px = P3p1 =ipy 233
Y5 vy =p3p; =ip;y



olur. Herhangi bir  ¢™P? seriye acilirsa;

ap

3 2 - 3 . 4
(i) pz+(10t) p3+(10L) p4+..

P, .

¢ r=lriap, 4 2! 31 s 41 4
B (ia)2p2 (i) o4 . o’ 5 a5p2
=(1- > ,t m 4+...)+1p2(a—-—3! 2+—5! ST

olur. Burada p; ler Pauli matrisleri oldugundan p? =1::>pz =1 dir. Buna gore,

2 4 3 5
a

iap;_ e o . ot e
€ =(1 2!+4! ) +ip,(a 3!+5! )

=Cosit +1p, SIn o

oldugundan, eger
T
o = —
4
ise,
eia'pz = COS""E + lp2 Sinz = ﬁ + ipz ﬁ
4 4 2 2 2.3.4

R 1+ip,
V2

bulunur.Bu ifade Esitlik 2.3.7’ nin elde edilmesinde kullanilacaktir.

2.3.2 Dirac Gésterimi
Bu gosterimin iki tipi vardir;

a) Ya=p20n 0=1,23
Y4=P3
¥Y5=P1

b) Yu=:p20, n=1,2,3
Y4=P3
¥s=P1
c="2Y4

a) Ik gosterim metodunda y’lant yazalim. vy ¥z, ys’ler Weyl temsilindekilerle

aymdir. Dirac gosterimindeki ys Weyl temsilindeki -ys e esitir. ys de yine Weyl
temsilindeki - y4’e esittir. Simdi bunlan gosterelim:



00 0 —i
0—)®61=00—10
0i 0 0
ioo o
| 0 00 ~1
: o—ij 001 0
Y, =p,0, = ®c, =
2pzz(.0 2 0100
-100 0
00 —i0
_O_IJ®"3 00 0 i
i0o 00
0-i 00
100 0

‘ 10 010 0

0 - 00-10
00 0 -1
0 0 -1 0
0 —l)®1= 0 0 0 -1
-10 -10 0 0
0 -10 0 235

75 ‘=_p] ®I=(

0 00-1)10 O O 0001

0010(j01 06 o 0 0-10
C:'Yz'}l4= =3

‘ 0 100(j00-1 0 0100

-100 0/\00 0 - -10 0

10
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b) Bu tip gosterimde ise;

0 0 0 i 0o 0 0 1 0 0i 0
0 0 i 0 0 0 -1 0 0 00 —i
"'7lo 500l "Tlo-1 0 0of "*T|-ioo0 o] 236
~i 0 00 1.0 0 0 0 i 0 0
10 0 0 0010 0 0 0 -1
01 0 000 1 00 1 0
Ta=lo 0 -1 of " 1000l "o -1 0 o
00 0 - 0100 1 0 0 0

oldugu gorilir. Weyl temsilinden Dirac temsiline gegis i¢in doniisiim formiilii olan
YO e Yy Te IS
B 5

seklinde bir doniigim formiili vardir. Esitlik 2.3.4” den yararlanarak bu bagintinin
dogrulugunu aragtiralim. pu=>5 i¢in;

Dirac 1 . W i
Vo =5 0ie)Y (=)

1. : 1 . .
= 5(1+192)P3(1_1P2) = 5(93 +ip,p3)(1-ip;)

1 .. . 1 )

‘=‘2‘[(p3 +1(1p1)(1—1p2)]=5(p3 -p)(1-1p,) 2.3.7
1 : . 1 . Ny

ZE(Ps —1psp, —P; TipiP;) 25(93 —i(-ip,) —p, +i(1ps))
1

=5 (P =P =P —ps) =P,

Bu da Dirac temsilinde ys e esittir. Buradan esitligin dogru oldugu anlagilir. Her iki
temsilde de;

Yf=Y1W,Yf=Y:’Y?=Y: 238

dir.



2.3.3 Maj oréna Gosterimi

Bu gosterimin de;

a)  YI=p
Y2=p202
Y3=Ps3
Y4=p201
Ys=pics

seklinde iki tipi vardir.

Y 0010
0001
'Yl=pl=10 0 0
0100
10 0 0
101 0 o
T3=P3=10 0 -1 o0
00 0 -1
0 0 -1 0
0 0 0 i
Ts=PO=10 0 0 0
0 -i 0 0

b)

Y1=P202
Y2=P3
Y3= -pP1
V4= -P201
Y5= -P203
Y=y, C= -1,
0 o0
0 0
Y2 =pP202 = 0 1
-1 0
00
00
Y4 =pP201 = 0 i
1 0
0 0
0 0
==y
-1 0

© o o~ o

o

o

o o -

O O O =

2.3.9

12
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b) 0 00 I)- 10 0 0

0 01 0 01 0 0

L N B T2=P3%0 0 -1 0
~10 0 00 0 -1
0 0 -1 0 0 0 0 i
0 0 0 -1 o 0 i o] 2310

T3ETPEI L 0 0 0 LA R
0 -1 0 0 i 0 00
0 0 -i 0 00 0 -i
0 0 0 i 00 —i

Ts=P2%371 0 o 0 o C="1=1y i 0 o
0 -i 0 0 i 00 0

Majorana temsilinde y-matrisleri su sekilde 6zetlenebilir:

T +
yireel, vi=v1, Y1=71
; ; )
yaireel, Y2 =72, Y2=72
T +
yareel, Ys=73, Y3=73
yakompleks, vs=-vi, Ya=7i
ys:kompleks, Vs =-Yi, Y4=75

Majorana temsilinde tanmimlanan ilk bes y matrisinden sonra bir sonraki dort y matrisi
Yuys (1=1,2,3,4) seklinde yazilabilir:



Y175 =

YZYS =

Y3¥s =

Ts¥s =

OO - O

Ooo — e

o OO

- ks

o O O

—

14

0 0
0 0 ., T +
-1 0 kompleks"’ Y175 =(7175) »Y17s :_(’YI’Y5)
0 1

0

0 " " T +

; kompleks", v,75=(v,7Y5)",7,Ys = —(¥,¥5)

0
-1 0
0 1

0 0 "kompleks", v.ys= ('Y3Y5)T= Y3¥s = —(¥37s)"
0 0

2.3.11
~1 "l‘eel", YaiY¥s =_('Y4Y5)T: 7475 =_(’YA,Y5)+

0

-0 O O



Ayrica y.yy ¢arpimindan alt1 adet y matrisi bulunur:

0 =i 0 0
i 0 0 0

TWVY2 = 0 0 0 il 7172:kompleks;(7172)=_('Y]'Yz)T; (7172):(7172)+
0 0 -1 0
0 0 i 0
0 0 0 i

Y=o o ol YiYskompleksi(y,vi) =—(ryv5) (rivs)=(ryvs)
0 —i 0 0
0L 0 0
10 0 0

YiYa= 00 0 -1 7174:reel;(7174)=('Y]'YA)T; (7174)=('}'1'}'4)+
00 -1 0
0 0 0 -1
00 i 0

Ya¥Ys=|o _i o ol YeYsikompleks (vavs)=—(v.vs)" (va¥s)=(ryv3)"
i 0 0 0
-10 0 O
01 0 0

Ta¥e=| o o _1 ol Y2YeTeeli(nav)=(av)% (av) = (av.) 23.12
00 0 1
1000
0100

I= 00 1 o Lreel;1=1%; I=1I*

0001

Bu gama matrislerinin 10 tanesi simetrik, 6 tanesi anti simetriktir. Simetrik
olanlar;

Y1, Y2, V3, Y1V5, Y2Y5, Y3Y5, Y1Y4, Y2Y4, V3Ya,1

dir ve anti simetrik olanlar ise;

Y4, Y5, Y4Ys, Y1Y2, Y273, }"1}'3

dir. Simdi de gama matrislerinin komiitasyon bagintilar: incelenecektir.
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2.4 GAMA MATRISLERININ KOMUTASYON BAGINTILARI

Gama matnslerinin aralarindaki komiitasyon ya da antikomiitasyon bagintilari;
fova )=y, +1.1,)=25,, 5, : Kroneckerdelta 241
brov. )= 0y, —707,) = 2i0,, 242
dir. Bu iki bagintiy1 taraf tarafa toplarsak;
YuYv =0y +10,, 243

elde edilir. o, matrisleri antisimetriktirler. 8,, nin 6zellikleri ise;

0 LzEV
o,y =7 1 u=v=4 244
-1 u=v=123

dir. o, ler iley, lerin komiitasyon bagintilari ise;
6,7, ]=216 07, —8,7,)  (v,A=1234) 245
[vs,0.]=0 246
dir. Ug Yy niin garpimi ise;

Ya¥uYi = O0auYx FOuc¥a — 0¥y —Eauev¥sTvy (lla VyA K = 1s2a3a4)
€1234 =1 (1,2,3,4) in ¢ift permitasyonu  : 1

24.7
Eaucy =9 €2134 =1 (1,2,3,4)in tek permiitasyonu  : -1
€314 =0 (1,2,3,4)detekrarlananindis  : 0
Ya¥uYx +YKY;,LY7\. = 2{6?\}171( +6K;J.'Y)\. "67«7“ 2438
'Y?\.'Yp'YK —i-yKYp'Yl = 28?~wcv757p 249
1
Cop = ~€apn¥s50w 2.4.10

2

seklindedir. Bu bagintilardan gama matrislerinin kuaternionlarla gosterimi sirasinda
yararlanacagiz (Feynman [14])
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2.5 GAMA MATRISLERININ KUATERNIONLARLA GOSTERIMI
2.5.1 Weyl Temsilinde Gama Matrislerinin Kuaternionlarla Gésterimi

Boliim 2.3 te gama matrislerinin Weyl temsili yazilmugti. Simdi ise Weyl
temsilindeki gama matrislerini kuaternionlarla temsil edecegiz. Matrisin birinci

kolonu bunun i¢in kullanilir ve (i = J-1 ) olmak tizere;

A~ 0,0,0,1]

v, = [0,0,0,-1]

22 = [0,0,10]
1

¥4 =[0,0,1,0]
Vs =Y1Y2Y3Y4

Y5 = [1,0,0,0]

Ye=1vs = ~£=[000,]

Y7 =727 =[0,0,0,-1]
2.5.1

Ys =Ys¥s = YTS = [0,0,1,0]

Yo =Y4¥s = [0,0,1,0]
elde edilir. y Matrislerinin komitasyon ve antikomiitasyon bagntilari;
ool =y +7.7,)= 28,

I_Yp v J= ('Yp.'Yv - 'Yv’Yp ) = 2icp.v

idi. Bunlan taraf tarafa toplarsak;

VY =8, +i0y, 252
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elde edilir. 6, nin ozellikleri ise;
0 HEV

au\,: ]_ u:v=4
-1 p=v=123

dir. Bu 6zelliklerden yola ¢ikarsak, geri kalan yedi gama matrisini,

Yo = y—llyi =[1,0,0,0]

=20 = _fo_10,0]
1 1
¥ =10 =[0,-1,0,0] 2523

seklinde elde ederiz.

2.5.2 Majorana (a) Temsilinde Gama Matrislerinin Kuaternionlarla Gosterimi

Bolim 2.3.3° de yazilan Majorana (a) gosterimi gama matrislerinin
kuaternionlarla temsili ise;

Y1 = [0,0,1,0]
12 = [0,0,0,-1]
Y3 = [1,0,0,0]

Y4 ~10,0,0,1]
1

Y
Ys =V1Y2Y3Y4 = Ts = [anslao]



dir.

Y6 =¥s1 = YTG = [‘ 1,0,0,0]

Y7 :‘YS'YZ = _'}'1_7 = [O,—I,0,0]

Yg =Ys5Y3 = '}/1_8 = [-0909130]

Yo =7¥sY4 =[0,-1,0,0]

Y10 = ﬁl}’_z = -Y?—O = [0,1,0,0]

1
i = % = l:—-l- = [0,0,—1,0]

Y12 = "’Yllﬂ = [0,1,0,0]

Yi3 = "}',21_'}/3‘ = % = [0,0,0,l]

Y14 = },4% = [1903()’0]

715 - L/“I'Y_:; - [09030’1]

716 = [1,0,0,0]

254

19
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2.5.3 Majorana (b) Temsilinde Gama Matrislerinin Kuaternionlarla Gosterimi

Bolim 2.3.3° de yer alan Majorana (b) gosterimi gama matrislerinin
kuaternionlarla temsili ise;

11 = [0,0,0,-1]
¥, = [1,0,0,0]

Y3 = [0,0,—I,O] 2.55

Y4 ~10,0,0,-1]
1

Y5~ [0,0,1,0]

1

dir. Gama matrislerinin komiitasyon bagintilarindan yararlanilarak geri kalan 11
gama matrislerinin kuaternion temsili de vyazilabilir. Gama matrislerinin
kuaternionlarla temsili ile gosteriminde ve iglemlerde kolaylik saglanacaktir. Bundan

sonraki bolimlerde ise kuaternion cebrinin kuantum fizigine getirdigi yeni gorisler
ele alinacaktir.
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3. KLASIK GORUS VE KUANTUM MEKANIGI

Bu bolimde kuaternionlarin kullamildigr bazi temel denklemler ele
alinacaktir. |

3.1 DIRAC DENKLEMI

Atomik spektrumlarda gozlenen bazi olaylar, elektronlarin ancak spine sahip
olduklari, yani kitle merkezlerinden gegen bir eksen etrafinda dondiikleri
varsayildigi da agiklanabilmektedir. Oysa kuantum mekaniginin temel denklemi olan
Schrodinger denklemi spini bir sonu¢ olarak vermemektedir. Diger taraftan
Schrodinger denklemi yalniz diigiik enerjili sistemlere uygulanabilen bir denklemdir.
Dolayisiyla 6zel relativite ile uyusan bir dalga denklemi yazmak gerekir. Boyle bir
denklem Dirac tarafindan ortaya atilmugtir.

Spektral analiz, sinyal analizi ve rezonans fizigi gibi konularda Dirac o-
fonksiyonu kavraminin bilinmesi gerekir. Bu 6zel fonksiyon Kronecker &

kavraminin * strekli geklidir. Kronecker &-kavramu kuantum fiziginde dalga
fonksiyonlarimin i¢ ¢arpimu ile ilgili olup, :

. (ala) =5 I n=n"
YWy =\DN) =0, = 0. n=n' 3.1.1

anlamindadir. Buna v fonksiyonlarinin ortonormallik sart1 denir. Dirac 6-fonksiyonu
ise n, n' gibi kuantumlu degisken yerine siirekli bir degisken x ve xo alarak
Kronocker-§ ozelligini aynen saglayan fonksiyon demektir. Bu mantik igerisinde
Dirac d-fonksiyonu, matematiksel tammi ile

d(x—-%¢9)=0; x#Xx;

S(x—%g) = X =Xp

[8(x)ax =1 3.1.2

—00

seklinde olan fonksiyona denir. Dikkat edilirse 8(x) ,xo etrafinda simetrik (¢ift)
fonksiyon olmaktadir. Yine dikkat edilirse 8(x) in x-ekseni ile sinirladigi alan birim
alan olmaktadr. Burada x’ in mutlaka uzunluk olmayip herhangi bir bagimsiz
degisken olduguna dikkat edilmelidir (Aygin ve Zengin, [10]).

Serbest bir elektron igin Dirac denklemi;
(n%+m)w=0 3.1.3

seklindedir. u=1,2,3,4 degerlerini alan y lar ise;
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l, p=v
Yu¥o T Y0V, =2YWYD}L={ m 3.1.4
dir ve kosgullarina uymak zorundadirlar. Pauli matrisleri ve birim matris cinsinden y
matrisleri,

O —
Ye =1 . L (k=1273)
fo. 0 315
10
Y4 - 0 __1

0 0 O —z} f0 0 0 -1
00 —-i o 0 01 O
Tl i 0 of ™o 10 o0
i 0 0 0) -1 00 0
3.1.6
1 0 0 0 1 0 0 o)
o1 0 o o1 0 o0
35100 -1 0] oo -1 o
00 0 -1 00 0 -1,
olur. y matrisleri 4x4 matrisler oldugundan v dalga fonksiyonunun
Wi
v= V2 3.1.7
Y3

Wy

seklinde yazilmasi gerekir. Buna gére Dirac denklemini agik¢a yazarsak;
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0 0 3.1.8
6% +Y2 +Y3 +7Y4 +m)y =0 o
0%y 2 Oxj3 4
00 0 —i 0 0 0 -1 0 0 -i 0
0 0 -1 0] 2 0 8 1 06| & +0 0 0 1| o
01 0 0lox 0O 1 0 O ax2 i 0 0 O 5)(3 3.1.9
1 0 0 O -1 0 0 O 0O -i 0 0
01 0 0
+ i+m 2 =0
0 0 -1 0 |ox, Vs
00 0 -1 Vs

olur. Bu ifade dort lineer denklem geklinde de

_ia\y4_a\yd _ia\ys"'a\yl"‘m\l/ =O
ox, Ok, Ox;  Oxy !

Oy, Oy, Oy, Oy,

- + + + + =0

Tor, Ton ok 0w,

'.a\l’z a‘l’z .a‘llx_a\l/s

+ + =

1aXl o, +16x3 2%, my,; =0

ia‘lfx_a\l’i_ia\l’z_a‘l’4+mw o .

3, Ox, Ox, Ox, ! 3.1.10

olarak yazilabilir. Bu sistemin diizlem dalga ¢oziimii,
v(r)=ujeip,x,  (=1,234.) 3.1.11

veya dort bilesenli y dalga fonksiyonu ile dort bilesenli u; spindriinii agikga
yazdigimizda;

V1 bl
" _
V2 _| Y2 eip, X, 3.1.12
Vs us3
V4 Uy

seklinde ifade edilebilir. Burada x, uzay zaman koordinati ve p, enerji-momentum
vektoriidiir(Ozdas,[8]).
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3.2 KLEIN-GORDON, PAULI VE DIRAC DENKLEMLERI

Relativistik klasik mekanige uygun olarak Hamiltonyen,
H=(p-€eA) +m* +¢d 3.2.1

denklemi ile verilmektedir. Eger p i¢in kuantum mekaniksel operatér -1V
kullanilirsa, kare-kok tarafindan belirtilen operasyon tamimsizdir. Bu yiizden
relativistik kuantum mekaniksel Hamiltonyen dogrudan klasik denkleminden elde

edilemez. Bununla beraber operatoriin karesini tammlamak ve yazmak mimkiindir
(Adler[13]).

(H-ep)’ —(p—-eA)’ =m’ 3.2.2
Eger, |

H= ig : 323
ise,

...... m’y 324

N
<
I
Il

N, : h. 6. e
{— (*i“) ax e¢] v~ {(T)(&) - ;AXJ

dir. Burada bir operatoriin karesi adi operator cebriyle belirlenir. Bu denkleme ilk
kez mumkiin relativistik denklem olarak bakilir. Buna genellikle Klein-Gordon
denklemi adr verilir. Bunun relativistik notasyonu da,

(ivu-eAw)(iv p—eAp)y=m>y 325

olmaktadir. Bu denklem spin’e izin vermez ve bu yizden hidrojen spektrumunun
yapisini iyi tanimlayamaz. Bu ifade spinsiz bir pargacik olan & mezona uygulanabilir.
Bunun hidrojen atomuna uygulanmasini agtklamak igin, A=0 ve

”©c

¢=_

T
olsun. Buradan;
W=x(r )exp(-iEt) 3.2.6

alirsak bu durumda denklem;

2
(E+ zeT)zx+ V?x = m’x 327
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seklindedir. E=m+W alarak, burada W << m,ve V=-ze’/r yazarsak;
(W-V)x+ Vv %x/2m=-(W-V)*x/2m 3.2.8

olur. Sag taraftaki tertmin sol taraftaki birinci terime goére ihmal edilmesi adi
Schrédinger denklemini verir. (W-V)*/2m nin bir pertiirbasyon potansiyeli olarak
kullanilmas: ile hidrojen atomu igin ince yap:1 elde edilecek ve dogru degerlerle
karsilastirilacaktir. Klein-Gordon denkleminden,

E== ‘(m2~l-pp)1/2 3.2.9

elde edilir. E nin negatif degerlerinin imkansizliginin agik olmasi Dirac’in yeni bir
dalga denklemi kurmasina yol ag¢ti. Dirac denklemi hidrojen atomunun oénceden
haber verilen enerji tabakalarim dogru olarak saglar ve elektronun kabul edilmis bir
tanimin verir. Bununla birlikte Dirac’in orjinal maksadina zit olarak, onun denklemi
de negatif enerji tabakalanmin varlifina gotirir. Dirac  denkleminin
gelistirilmesindeki orjinal metod yerine burada farkli bir yaklagim kullanacagiz.
Klein-Gordon denklemi gergekte Schrodinger denkleminin dért vektoér formudur.
Gorig noktasinin bir benzerligi ile Dirac denklemi, Pauli denkleminin dort vektor
formu olarak gelistirilebilir. Boyle bir islemin izlenmesi ile spin igeren terimler
relativistik denklem igerisinde bulundurulacakdir. Spin digtincesi ilk olarak Pauli
tarafindan ortaya atildi, fakat onceleri elektronun manyetik momentinin nigin %n%
degerini aldigi agik degildi. Bu degerin dogal olarak Dirac denkleminin sonucu
oldugu goriildis ve genellikle gosterildigi gibi yalniz Dirac denklemi elektronun
manyetik momentinin dogru degerini bir sonu¢ olarak verir. Bununla beraber bu
dogru degildir. Pauli denklemi tizerindeki daha ileri ¢aligmalar gosterdi ki ayn1 deger
Pauli denkleminde de elde edilebilir. Dirac denkleminde spin vardir, Klein-Gordon
denkleminde spin yoktur. Bu nedenle de Klein-Gordon denkleminin gegersiz oldugu
dustiniilebilir ve spinin relativistik bir gereklilik oldugu sonucu ¢ikarilabilir. Fakat bu
yanlistir. Conki Klein~-Gordon denklemi spinsiz pargaciklar i¢in gegerli bir
relativistik denklemdir (Adler [13]).

Bu ylizden Schrédfnger ve Pauli denklemlerinin her ikisi de;
Hy=Ey
dir. Burada,

H:L(—iV——eA)2 +ed 3.2.10
2m _

yazilir ve Klein-Gordon denklemi,

| -ep)? - (i - eA) Jy =my 3.2.11
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seklinde ifade edilir ve buradaki H ise;
H= (—1—][0(— iV —~eA)f +ed 3.2.12
2m

dir.

Boylece Schrodinger denklemindeki (-iV —eA)® terimi, [c(—iV—eA)]zile yer
degistirir. O zaman Pauli denkleminin mimkiin bir adaptasyonu, Klein-Gordon
denklemine benzer olarak,

H-ed)* v~ [/ DV -/ AT w=m’y 3.2.13

olabilir. Gergekte bu hatahdir., fakat H ile i(%t) yer degistirdigi zaman elde edilen
¢ok benzer form dogrudur, yani,

a

[i(-a-) —ep—o(-iV - eA)}Hs—J —edp+o(-iV - eA):l\y =m’y 3.2.14

Bu Dirac denkleminin bir formudur. Uzerindeki operasyonlar yerine getirilmig olan
v dalga fonksiyonu gergekte bir matristir:

v
[V 3.2.15
v (W_]

Orijinal olarak Dirac tarafindan teklif edilene daha yakin bir form asagidaki gibi elde
edilebilir. Uygunluk igin,

O
i) —eb=m, 3.2.16
CiV-(c/0)A=m

x fonksiyonu;
(nsron)y=mx

ile tamimlanmis olsun. O zaman denklem 3.2.14;

(re—om)x =m y
anlamina gelir. Bu denklem ¢ifti;

X+ty=y,
X—-Y =V,

3.2.17
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yazmakla yeniden elde edilir. Buradan;

1
X =5(Wa +W¥y)

Wz%(‘"a V) 3.2.18
bulunur. Buﬁlar;

(T4+om)w=mx
ve 3.2.19

(ms—om)x =m y

denklem ciftinde yerine konup bir kez taraf tarafa toplanip, bir kez de ¢ikarilirsa, o
zaman,

W, ~CTY, = my,
-7, torny, =my,

3.2.20

bulunur. Bu iki denklem belirli konvansiyonlarin kullanilmast ile;

\Val

W 3221
\V Wa3

\yad,

olarak yeni bir dalga fonksiyonu matrisi tamimlamr. Burada y, ve yp, nin matris
karakteri agik¢a gosterilmektedir.

e
V= Yo
&
Yo " s | 3.2.22

Yardimci tanimlamalar yapilirsa;
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1 0 0 00 o

o1 0 o p_ooc’
“Zloo -1 of "7f p 00

-G

00 0 -1 00 3.2.23
0 0 01

0 10 (01)
*Zlo -1 00| “*7U o0

-1 0 00

omegi verilebilir. yy ve y, benzerdirler. . ve Wy iki denklem
V4TV — W\V =my

formunda bir tane olarak yazilabilir. Bu dort dalga fonksiyonunu igeren dort
denklemdir. Dort vektor notasyonu kullanildiginda, Dirac denklemi;

YR W =my ' 3.2.24
dir, veya,
Y. (Vp—eA )y =my } 3.2.25

seklinde olur.

Dirac denklemi i¢in benzer bir form Klein-Gordon denklemine kargilagtirma
ile farkl bir argiiman ile elde edilebilir. Béylece,

H=i(% =iV, 3.2.26
ve

ep=eA4
ile 3.2.11 denklemi dort vektor notasyonunda;

iV, —eA, Y y=m"y 3.2.27

olur. Pauli denkleminde de benzer notasyonda &=Y% ve cs,~ys kullamilmas: ile

denklem 3.2.12’e benzer formda;
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{o](@v - v=mv

yazilir (Feynman,[14]).

3.2.28

3.3 KLASIZME KARSI KUANTUM MEKANIGIi

Feynman(1948), kuantum fizigini, klasik fizikten ayirt eden ozellikleri yeniden
incelemistir. Once klasik sistemi goz oniine alalim. Sistemin ozelliklerini tasiyan
nitelikleri A,B,C ve B 6zel tek durum olarak verilsin (Ornek olarak B sinirli durumun
olglisii ve momentum durumu ile, gériniir uzayda 6zel Olglilemeyecek en kiigik
pargasidir). Tek klasik sistemden, Hamiltonien esitliginin zaman iginde ileri ve geri
integre edilmesi ile, klasik sistemin gelecek ve gecmise ait evrelerini belirleyebiliriz.
Bu sebeple tek klasik sistemden her hangi bir durumlar grubuna gecis igin
tanimlanmig bir olasiliktir ve tersi de dogrudur (Adler[13]).

Py.=B den b nin bulunma olasilig1

A dan a nin bulunma olasilig:

P4=Cden c nin bulunma olasilig 33.1

B dan b min bulunma olasilig:

«=C den ¢ nin bulunma olasihig1

A dan a min bulunma olasiligt
P, => PP, “klasik sistemde gegerli” 332
b

Bu ifade kuantum fiziginde gecerli degildir. Kuantum fiziginde bulunma olasiligs
®,,,D,,P,, ile ifade edilir (Adler [13]). Bulunma olasilig1 Dirac bra-ket notasyonu

ile;

O, =<b| a)
ile gosterilir. Bunun mutlak degeri ya da modiile eden fonksiyon N(®) ise;
P =[N@ ], P, =[N(@,)] . P =[N(@L)] 333

O, =2 DD, | 334
b
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dir. Burada b tizerinden alinan toplam kuantum mekaniksel durumlari tam olarak
Verir.

3.3.1 Olasihk Genisligi Icin Say: Sistemlerinin Kullamlmasi

Bu bolumde olasilik genigligi i¢in hangt say1 sistemlerinin kullanilacag:
saptanacaktir. ¢ ler sonlu boyutlu cebir elemanlaridir ve;

®=) T,e, 33.5
A

ifadesi ile gosterilir. Burada I, reel sayidir ve ex-cebrin temel elemamdir.

eats =2 FapcEe 33.6
€o =1
fose =05cs faoe =04 3.3.7

N(®) modil fonksiyonu, I', da reel say1 fonksiyonu olarak kullanildiginda, A
cebrinin tammlanmasina izin verir. Modiil fonksiyon formuyla ilgili asimptotlarin
sayist olduk¢a onemlidir. Ilk dort asimptot en basit olanlardir. Bunlardan biri
genellikle modiil fonksiyon igin 6ngoériliir(Adler[13]):

N(0) =0 3.3.8a
N(®D) > 0dir,eger @ #0 3.3.8b
N@®) = [f]N(®D), r:reel 3.3.8¢c
N(®, +@,) < N(D,) + N(D,) 3.3.8d

Esitlik 3.3.4 den yararlanarak;

o, =D

ca cb

o, 339

yazilabilir. Aym sekilde;
P@azpcbpba 3.3.10

olur. Bu esitliklerden yararlanarak N(®,®,) yt su sekilde yazabiliriz:

N(@,D,) =N(P,)N(D,) 3.3.11



Iki bileseni yazarsak;
D, =0,, 0, =0,
dir ve bunlar A cebrinin iki elemamdir. N(®) modiil fonksiyonu reel sayilarda;
R:® =1, rireel, N(®) =]r| 3.3.12
kompleks sayilarda;
C:D=r +in, TI(reed), i*=-1 3.3.13

N(®) = (5@)1/2 =(r,” +1,°)"?

kuaternionlarda;
O =r,—ir, | 3.3.14
Q:®=r1,+re, +1,8, +5,8;5,  TI,,,,reel 3.3.15

seklindedir. Burada e4 sanal, birlesimli, ama degigimli bilesenler cebri ise

3
€85 = =05 + 2 Eance, 3.3.16

c=1

31

bagintisin1  saglamaktadir. Buradae,,. toplami antisimetrik ve (123)

kombinasyonunun herbirinin egitliginin, kuaternionlar igin normu;
3
N(®) = (@D)" =(@D)" = (X 1,)" 33.17
A=0

dir. Bu ifadede gegen5 kuaternionunun tanimi yapilir ise;

D=1, —1€, — 1,6, —I;€;

yazilir. Sonugta O oktonyonu ise;

7
0. ©=g, +ZeArA ro:reel 3.3.18a
A=]

seklinde ifade edilir. Burada ea elemanlan degisimli olmayan ve birlegimli degildir.
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7

EACB=—8 5 + 2 Fapcloc 3.3.18b

c=1
ile birlikte, fapc antisimetrik ve yedi kombinasyonunun toplamidir.

(123), (246), (435), (367), (651), (572), (714)

)
N((D) = ((D(D)1/2 — (@6)1/2 — (ZrAZ)I/Z 33180
A=0
@ oktonyon tanimi ise;
7
D=1y~ e,r, 3.3.18d
A=l
N(®) = (OD)

oldugunu agikg¢a goriyoruz (Adler [13]).

N(®) modil fonksiyonunun Albert teoremine ilaveten diger iki cebir
karakterizasyonu da ilgingtir. Bunlardan ilki boliim cebri kavramina dayamir. Bu da
a#0, bx0 ve ab=z0 sonluboyutlu bir cebirdir. Diger bir deyigle 0 n 0 olmayan
bolimlerinin olmadigidir. Klasik teorem (Bott and Minor 1958; Kervair 1958) bize
reel sayilar tizerinde olabilecek tek boliim cebrinin 1, 2, 4, 8 boyutlu cebirler
olabilecegini sdyler; reel sayilar tizerinde olabilecek bilesik boliim cebirleri R, C, Q
(Frobenius) ve birlesimli olmayan boliim cebirleri de oktonyonlan igerir (Dogal
olarak digerleri de vardir,Okuba 1990). Bolimsiiz cebrin basit bir 6rmegi kompleks
kuaternion elemanlarinda gorilur (Adler).

Lieia3,1€123 3.3.19

Burada i ve es nin komut oldugu kabul edilir. Bu durum bolim cebrinde gegerli
degildir:

(1+ies)(1-ie3)=1-(-1)*=0 | 3.3.20

Bu nedenle kompleks kuaternionlar cebri i¢in Eg.3.3.8 in ozelliklerini
saglayan bir modiil fonksiyon olusturmak olanakli degildir. Yalmiz daha 6nceden de
goruldiigi gibi eger olasilik genlikleri kompleks kuaternionlar olarak varsayilirsa
tatmin edici olasilik yorumlar1 saglanamaz. Bu nedenle kompleks kuaternionlar ele
alinmayacaktir.

Ikinci ek karakterizasyon sayi alanlari kavrammna dayanmir. Q,C,R (O degil).
Say1 alanlan sistemleri iki iglemli bir say1 sistemidir. Bu sistemlerde toplama ve

garpma;



at+(b+tc)=(atb)+c
a(bc)=(ab)c

dir ve garpmanin dagilma ozelligi,
a(b+c)=ab+ac

toplamanin degisme 6zellii;
(atb)=(b+a)

vardir. Ancak ¢arpmanin degisme 6zelligi yoktur:
ab=ba

Sayilarin ¢arpmada ve toplamada tersleri, a igin -a ise;
a+(-a)=0

dir. a sifirdan farkl: ise, tersi a’;
aa'=a"la=1

seklinde ifade edilir.

33.2la

3.3.21b

3.3.22

3.3.23a

3.3.23b

3.3.24a

3.3.24b

33
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4. KUATERNIONIK KUANTUM MEKANIGINDE BAZI UYGULAMALAR

4.1 DURUMLAR, OPERATORLER, DALGA FONKSIYONLARI VE iC
CARPIM

Kuaternionik kuantum mekaniginin yapilari, Vy Hilbert uzayinin vektorleri
asagidaki aksiyomlarla tamimlanacaktir (Adler [13]).

i) Vi, kuaternionik skalarlarla sagdan garpim altinda lineer vektor uzayidur. f,
g birer vektordur ve Vi’ 1n elemamdir. Ayrica ¢,¢;,¢, €Q dir ve skalardir. f, g
vektorleri;

fo,+g9, eV,

(f+g)o=fo+gd

f(0.0.)=(f,)9. 4.1.1
(9, +¢,) =f ¢+ ¢,

Ozelliklerine sahiptir.

i)  Asagidaki ozelliklere sahip, bir reel degerli [f| normunu tammlamakta

kullanabilecegiz ve Vi*Vy m Q igerisine (f,g) seklinde bir skalar garpimu veya ikili
doniistimii vardir ve

(f,2) = (g0 4.12a
Iel = &6 >0 f#0 4.1.2b
(f,g+h) = (f,g) + (;h) 4.12¢
(f,g9) = (f,2)¢ 41.2d

seklindedir. 4.1.2d ve 4.1.5 in kombinasyonunun alinmasi ile

(f6,2) = 0(f,2) 412

bulunur.

iii) Vi uzay1 aynlabilir ve biitiin olarak, [if| ile temsil edilir. Es.4.1.2 nin norm

Ozellikleri ve skalar garpimdan, dogrudan kuaternionik Schwarz esitsizliginin ispatim
yapabiliriz. Buradan baglayarak;

0<Eb-gu.fo—gv) = 4D - v(e Do — 42y + V@DV 4.13a

yazabiliriz. Burada

$<(g,8), w=(g0

ve



0<(g, g)[(f, f )(g, g) - (f, g)(g,f )] 4.1.3b

dir. (g,g)> 0 Es. 4.1.3b’ de uygulanirsa,

(fe)ef)=|te) <(E)e.e)=ki g 4.13c

bulunur. Es. 4.13c, fo—-gy=0 ise mimkindir. Ayrica f ve g vektorleri
birbirlerinin kat1 olmas1 gerekir.

Vi’ da durumlar ve i¢ ¢arpim igin Dirac bra-ket gosteriminin kullanilmasi
uygun olacaktir. Ket durumu |f) ile tanimlanir,

[£6)=1) 4.14a
ve bra durumlari (f| ile gosterilir, bunun adjointi matris anlamindadir.

(fl=1f) ‘ 4.1.4b
Esitlik 4.1.42° dan

(£ o| = o(f | 4.14c
Es. 4.1.2” nin skalar yapist ise seklinde gosterilir:

(t.g)=(flg) 415

Es. 4.1.4 ve 4.1.5’e somut 6rnek, sinirhi sayida dikkate alinabilir, n boyut séylenebilir
ve quaternionik Hilbert uzay: bunlardan biridir. Ket durumu kolon vektor olarak;

HEE 4.1.6a

dir ve kuaternion bilegenleri fj........ f, ise Es.4.1 4ifadesi;
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|f¢>: =l ¢:,f>¢ 4.1.6b
re) 1,
seklindedir. Bra durumu (f| Es. 4.1.6a” nin matris adjointini karesel olmayan

matrislere uygularsak, Es. 4.1.6a° nin kuaternion konjiigasyonun transpozunun
alinmasi ile bra durumu (f| satir vektdrii bulunur;

—N\T

f,
(fl=| . 4.1.6¢

fa
ve Es. 4.1 .4c elde edilir:
—_—T —N\ T T
fl ¢ ¢f1 f1

(fol=| . | =| . | =9 .| =0l 4.1.6d

f.¢ of, f,

) (e
fo-| || 1|57
1=1
f.) \g,

ve esitlik i¢in 6n kabullenmelere uygun daser.
(f [g) genlik olasiliZ1 ya da i¢ ¢arpimi su olasiligi ¢agristirr:

2

4.1.7

P, =[(elf)

4.1.4a, 4.1.4c ve 4.1.7 esitliklerinden sunu goriyoruz ki, fiziksel uzay ve Hilbert
uzay vektorleri arasindaki birlesim birebir degildir. Soyle ki normallestirilmis birim
vektorii |f) ile dilzensizlik vektorii |f w)’ nin yerlerini degistirirsek, |w|=1 ile Pgr
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olasiliklan higbir g i¢in degismemistir. Boylece fiziksel durumlar asaéldaki formun
kuaternionik Hilbert uzaymin “unit rays” leri ile bire bir uygunluk gosterir. Burada,

If) = {{f wslwl = 1} 418

ve herhangi bir vektér ya da isin olasiliklari hesaplamada |f w) e|f) kullanilir.

Kabullenmelere uygun olarak Vg sagda skalar carpimin altindaki uzay vektorudir.
Asagida goruldiigii gibi operatorler her zaman soldan isleme baglayacaktir.

olf) 4.19a

Operator terimi ilave edilen degisiklik ile kullamilir. Var oldugu kabul edilerek,
kuaternion lineer operatorle isleme sokulursa;

o(|£)6) = (ol £))o 4.1.9b
¢ keyfi segilen bir kuaterniondur.
(f,og) = (o +f1,g) 4.1.10
Bazi o operatorleri igin, 0 .gom: Operatorii ile keyfi uygun alanlarda f,g durum
vektorleri tanimlayacagiz. Bu tanimlar Teicmiiller (1935), Horwitz ve Biedenharn
(1984) gostermistir. Burada soldan isleyen operatorler ortaya konacaktir. Ayrica,
1=E,, I=E,, J=E,, K=E; 41.11a

isomorfik cebirdir. Soldan iglem yapan I, J, K operatorler, soldan islem yapan 1, j, k
sabitlerinden ustiindiir. Keyfi olarak secilen cebir operatérii o igin 0g123 reel
bilesenlerini tamimlayabiliriz;

1
0, = Z(o —Jol - JoJ — KoK)

1
0, = —Z(Io+ ol - JoK +Kol)

4.1.11b
1
0, = _Z(JO+ o] — Kol + oK)
1
0, = _Z(K0+ oK - 1oJ + Jol)
[o,:1]=[0.,]=[0..K]=0  A=012,3 4.1.11c

ve o terimlerine aynigtirilirsa;

0 = o0, + 1o, + Jo, + Ko, ‘ 4.1.11d



38

bulunur. 1, J, K operatorleri devaml olarak anti-self adjoint olursa;

I'=-1, r=-J K*=-K, 4.1.11e
yazilir. Es.4.1.11d in adjointi;

o' =0, -lo;" - Jo,” —Ko," | 4.1.11f

Eger o self adjoint ya da anti self adjoint ise, Es. 4.1.11¢-f;

0y =0y
0p =—0, A=123 o self adjoint
4.1.11g
00 =~0,"
05 =0, A=123 o anti-self adjoint

bulunur. Buradan operatérler arasi iliski, adjointlenn ve kuaternionik kuantum
mekanigindeki reel bilegenlerinin 6zellikleri, kompleks kuantum mekaniginde reel ve
imajiner bilesenlerin 6zelliklerine benzer bilinen 6zelliklerdir.

Soldan iglem yapan I, J, K operatorleri ve sagdan islem yapan i, j, k sabitlerinin
|f) keyfi durumu igin reel jf0,1,2’3> bilesenleri;

[f0) = (8)~1e)i-3]£)j~K]£)i)

)

1) =~ lf)+ £~ ek -K]£)i)
)
)

. 4.1.11h
[£2) == QIE) +|£)i-K[E)i -1 £)k)
|£5 :~%(K|f}+|f)k—I|f)j+J|f)i)
seklinde yazilabilir. Buradan,
|£) =|fo) +1£1) + 1| £5) + KIf3) =| fo) +] )i +] £2)i +|f3)k 41114

elde edilir. Sonugta L, J, K operatorleriyle iglem yapan soldan islem cebri ile, i, j, k’
larla yapilan sagdan islem cebri benzerdir.
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Schrodinger kararli durum denkleminin ¢6ziimiine imkan veren E, enerji
degerlerine oOzdegerler ve bunlara karsilik gelen vy, dalga fonksiyonlarina
ozfonksiyonlar denir.

Ozdegerler reel olsalar dahi 6zdurumlarin sagina yazacagiz ki bu durum
kuaternionlarda sagdan ¢arpma kuralina uygundur. ¢, bir kuaternion ise;

) = 4.1.12

dir. Bagintinin butini yazilirsa;
1=J.d3x|x><x| 4.1.13

genel skalar ¢carpim <f,g>a

(flg)=] a{f|x)x|g) 4.1.14
dir. Burada g() kuaternionik degerli dalga fonnksiyonunu tanimliyorsa;

g(x)=(x|g) 4.1.15a

bulunur. Es. 4.1.2a dan;

2(0) = (glx) 4.1.15b
ve Es.4.1.14 den,

(tlg)] Exfo0 e 41.16
yazilabilir.

Kompleks kuantum mekaniginde dalga fonksiyonlarinin terimlerinde i¢ ¢arpim
icin benzer ve bilinen yollar kullanilir. Kuaternion dagerli (f[g) ic carpumi ile
bununla benzeterek (Horwitz ve Biedenharn, 1984, Giinaydin, 1976) ((1,1) kompleks

i¢ garpimti (f lg)ctammlamrsa;
(F|g), = ur(f|e) -itr((f|2)i) 4.1.17

ve reel i¢ garpim (f|g)_;

(flg), = ulflg) 41.18
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Burada tr kuaternionun reel kisminin tanimlanmast igin kullanilan operatordiir.

Es. 4.1.17 ve 4.1.18 ¢ok belirli formda, dalga fonksiyonlarinin terimleri i¢inde
(f {g> kuaternionik i¢ ¢arpima ekspres olarak izin verir, Es. 4.1.16 da ve onlarin reel

veya simpletik bilesenlerinin terimlerinden yazilacak dalga fonksiyonlari;

fo)=f=1£ +if, + £, + kf; = £, + jf;

4.1.19
gx)=g=g,+ig +Jg, +kg, =g, +]g,
(f|g> _ J‘d3xl:fogo +1hg, + £,8, + f;8, +i(fog, — fig, + £;8, — £,8,) J
(g, —f,g, + fig, - £,g,) + k(f,g, - fig, + £,g, — fg,)
=@ e 5 +i(L s - §'g)] 4.1.20a
= [dxfg
(flg>c = IdBX[fogo +1,8,+1,8, +f,g, +1(f,8, - fig, +1,8, - fzgs)]
4.1.20b
= [exft e+ ')
<flg>R = .“dSX[fogo +fig +ig, + fsgs] 4.1.20c

seklindedir. (f|g) nin reel izdiisiimii(f|g)_ve (f|g), karsiik olarak, kompleks C(L,i)

oldugundan, (f|g) nin invaryans: olan baz donisimleri (flg). ve (f|g), de

otomatikman invaryansidir (Adler [13]).

4.2 GOZLENEBILIRLIK VE SELF ADJOINT OPERATORLER

Kompleks kuantum mekanikle kiyaslandiginda, kuaternionik kuantum
mekanigin de gozlemlenebilecegini, kuaternionik self adjoint operatorlerle
gosterecegiz. Lineer ve self adjoint veya Hamilton kuaternionunun her ikisi de H ile
gosterilecektir.

H=H" 421

Eger |h), H’nin 6zdurumu dur ve h 6zdegeri ile;
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H/h) =|h)h 4.2.1

seklinde yazilabilir. Buradan;

RGNS
~ (hln)

423
- _(blHn) (bl

(a[b) ~ (nlh)

yazilir ve h 6zdegeri reeldir. Ciinkii h reel ise, bazt kuaternionlar ile komuttur. Eger
H in 6zdurumlari|h)ve|h') ile h = h' 6zdegerleri farkl: ise;

(o) = () s2da
(h|H|h") = h(hlh')
dir, h ve h’ reel ise;
(h—h')(h]h") = 0 | 42.4b
'yazilir veya baska bir ifade ile;
(hiny =0 4.2 4¢

seklinde ifade edilir.

H nin 6zdurumlari ile, farkli 6zdegerleri ortogonaldir. Eger H nin dejenere
alt uzay1 n>1 de h ¢6zdegerine sahipse, bunun yerini tutan bu alt uzaya karsilik gelen
ozfonksiyonlar1 ortogonal olabilir. Normalize edilmesi eger zorunlu ise, tiim |h)

Ozfonksiyonlarini kistmlarina normalize olmus kabul edebiliriz. Kompleks kismi ise
H hermitiyen operatoriniin  6zdurumlariin tamamen ortonormal durumdaki
formundadir:

H= Ehllh)hﬂll 4.2.5

Es. 4.2.5 den |b) durumlan arasinda H’nin matris elemani, keyfi gosterimi|b') ise;

(b|H|b") = Y (b|h)h(h|b") 4.2.6a

h

ve |b") = |b) de H’nin beklenen degeri, |b) keyfi durumunda,

(b| H|b) = ;l(blh)lzh 4.2.6b
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dir. E$.4.2.6b de (b|H|b) den beklenen degeri, H’nin h 6zdegerlerinin toplamidir.

Kisaca (b/H|b') matrisi diagonal formu ile matris dénisimi
kullanilarak (b|h) déniisim fonksiyonu ile isleme sokulursa;

>~ (b b)b H] b))

b,b'
= (h)H|n') 4.2.6¢

=hd,,.

bulunur. Ifadenin kompleks kismi, kuaternionik birim matrisle tam bir benzerlik
icindedir. Kuaternionik birim matrisi ise;

U,, = (b/h) 4.2.6d

(UU+ Yoo = Z Uth+hb'
= Z Ubhﬁb'h
= 2. (bln)o'ln)

=Y B)(h[)
(U'U)y =2 U Uy,

= Z Uy Une
b

= flolm)

=3 (h[b)b]h’)

b

= (h|n") =3, 42.6¢

seklinde bulunur. Bu da Es. 4.2.6¢’ nin kompleks kismi ile aymdir.
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5. KUATERNIONIK KOMPLEKS VE REEL KUANTUM MEKANIKTE
ENERJI DURUMLARI VE REEL KUANTUM MEKANIK ICIN
KOMPLEKS UYGULAMALAR

Karsilagtirmali tartigmayt sonug¢landirmak igin kuaternionik kompleks ve reel
kuantum mekanikte enerji O6zdurum analizine paralel form iginde baslamr

(Adler[13]). H™1 bagimsiz olarak kabul edelim.

i) Kuaternionik kuantum mekaniginde, Schrédinger esitligi;

é|f>:—ﬁ|f) 5.1.1

-

ile gosterilir. Hanti-self adjoint kuaterniondur. H 6zdurumlannin tamamm
bulabiliriz.

ﬁ}h1>:|h]>Eli, El >0 512
dir ve zamana bagli ifadesi ise;

B (®) =]h, (0))e ™" 5.1.3

seklinde yazilir ve [f ) nin zamana bagli terimlerinde genelde siiperpozisyonu
gosterir ki bu da;

)= z?lhl(t»cl 514

seklinde ifade edilir. Burada C; zamandan bagimsiz kuaternionik katsayidir.
Kuaternionik kuantum mekanikteki ilk anlasilmaz durum enerjinin her zaman
negatif olmamasidir. Bunun nedeni ise buradaki E’ nin élgiilen degeri gostermesidir.

If) durumundaki enerjinin 6lgiilebilmesi icin orjjinin yer degistirmesi basit bir

yoldur. Kompleks kuantum mekanikte ise Hile Iy in carpimundaki degisiklik enerji
skalasinin orijinindeki degisiklige esdegerdir. Bu da;

(B cri3 )b, )(E, - C) 5.1.5
ile ifade edilir Kompleks kisim ise;
|f)=|f")e™ 5.1.6

seklinde yazilir. Egitlik 5.1.1 bagka bir ifade ile;
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0o = _fi 2160+ 21y
a{f)_ Hatlf>+5t|f>1C 5.1.7
yazilir.

ii) Kompleks kuantum mekaniginde, Schrédinger esitligi;
o ~
5|f)=—H]f> 5.1.8

seklinde yazilabilir ve burada H anti self adjointtir. H=iH yazilabilir. Bu durumda H
kompleks self adjointtir. Schrédinger esitligini standart formda yazarsak;

. O

1§|f>:H]f> 5.1.9
olur. H igin |h;) enerji 6z durumunun ifadesini her zaman bulabiliriz;

H/h, ) =E,|h;) ‘ 5.1.10
dir. Burada E; reeldir ancak kesinlikle negatif degildir. Zamana bagl: degisimi ise ;

|h1(t)) =R (0))e =" 5.1.11
seklinde yazilir. |f) yerine;

|f) =|f)e ™ 5.1.12

yazilirsa, Schrodinger esitligi de degisir ve;

. 8
— 4 - — ! 5. .3
1at|f) (H-C)|f") 1.1

seklinde yazilir. Burada C, orijin ile 6lgilen enerji degeri arasindaki farks
gostermektedir.

iii) Reel kuantum mekaniginde Schrodinger denklemi;
)= -filf) 5.1.14
ot

seklinde ifade edilir. H reel antiself adjointtir. Bununla birlikte reel anti-self adjoint
operatorii, kesinlikle reel paralel olmayan simetriye sahiptir. Reel paralel olmayan
simetrik matris i¢in kabul edilen form;
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i (O _1j®D' 51.15
_ 1 O . .

olup burada ® isareti direkt garpimi gosterir. D reel ve diagonaldir. Ancak 6zdeZer
probleminin,

: 0 - '
b=l 5.1.16

i¢in ¢dzGmu varken, diger reel degerlerle ¢6ziimu yapilamamustir.

Reel Kuantum Mekaniginde enerji 6z durumlar1 yoktur. Stueckelberg (1960,
1961 ve 1962)ve Mackey (1968) bu gorisin tammladigi noktalar Uzerinde
tartismiglardir. Kompleks kuantum mekanigin yapisi iginde yer almayan, ancak reel
kuantum mekaniginde tatmin edici fiziksel yorum ¢ikarmak igin birkag¢ yolu
aragtirmiglardir.

Bu tartigmanin somut 6rnegi 2n boyutlu reel Hilbert uzay: dikkate alinirsa ve Es.

5.1.15 in D matrisi ile iglem yapilir ve i, matrisinin iki boyutlu uzayda carpimi
gosterilirse (Adler [13]);

1 0 ) 0 -1
I = N 15 =

5.1.17
1 0 0 -1
W= Wi, =
0 -1 2 -1 0
olur. Genel reel lineer operator o ise;
0= 0,y
0,= 00+i201 5.1.18
0= 0+ 03

0p..3 operatorleri n-boyutlu uzayda islemci ise, bu nedenle Es. 5.1.17 in operatorleri
komuttur. E§5.1.18 kuaternionik simpletik duruma agirt benzerlige ragmen temelde
ok farklidir. Ciinkii w operatorii self adjointtir. w’=1 bagmtisim saglar. Halbuki
kuaternionik benzeri J antiself adjointtir ve J*=-1 i saglar. 092 reel ve self adjoint
oldugu zaman (ki aym zamanda simetriktir), o; reel antiself adjoint oldugundan e
operatori de self adjoint olur.

Benzer sekilde 0oz reel antiself adjoint oldugunda ve o; de reel self adjoint
oldugunda o operatorii de self adjoint olacaktir. Tuim fiziksel operatorler #; ile komut
oldugunda o operatorii;

0=03=00+i201 5.1.19
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formuna indirgensin. Burada o antiself adjoint oldugunda oy simetrik ve o antiself
adjoint oldugunda da tersi olacaktir. Ozellikle zamana bagli antiself adjoint
H operatorii;

5.1.20

Y . HO Hl
H :HO +12H1 =]

_Hl HO

dir.

Varsayalim ki y, Schrodinger esitligi Es. 5.1.21°1 saglayan 2n-bilesenli stitun
vektort olsun.

Ve o :
—=-H 5.1.21
2t L 43

v, 1 n-bilesenli fy ve f; siitun vektorleri cinsinden yazabiliriz.

f
\yf=( °) \ 5.1.22
fl

Es.5.1.20 ve5.1.21 agagidaki forma donugir.

a—;to—:—(Hofo+H1f1), %=(H1fo*Hof1) >.1.23

H; in simetrik olmasindan, Hy 1n da anti simetrik olmasindan yukaridaki dinamigin
iki i¢ carpiminin degigsmez (invaryans) oldugu gorilir:

(\Vf:\l’g)R =fngo +f1Tg1a (‘l’fa\lfg)I Zfngo ~l”fngl 5.1.24
Bu da bize Eg. 5.1.21 den Es. 5.1.23” e reel kuantum dinamigini kompleks kuantum

mekanigi igine dahil etmemizi saglar. Kompleks kuantum dinamigi kompleks dalga
fonksiyonu ile tamimlanir.

f=fy+ify
Burada kompleks i¢ garpimi;
(F.2)c = (eo v, ), +ilwe, v, ), =T g=1*g 5.1.25

dir. Bu da zamana bagli kompleks Schrodinger esitligi altinda invaryanttir.
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5.1.26

dir ve 1z, Yy e uygulandiginda;

. 0 -1Yf,) (-f
= = =\, 5.1.27
2V [1 0 J(flj ( fo j vir

bulunur. Reel kuantum sisteminde iy ile ¢arpim, kompleks sistemde i ile ¢arpima
karsilik gelir. Benzer sekilde w, y, “e uygulandiginda;

1 01, (f,
w = = = "
Ve 0 —1\f, f, Ve
bulunur. Reel kuantum sistemde w ile ¢arpim, kompleks sistemde, kompleks
konjuigesinin antilineer operatoriine kargilik gelir.
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6. NEDEN KUATERNIONIK KUANTUM MEKANIGI

Kuaternionik kuantum mekanigine fizigin tim alanlarinda rastlamiyor. Bilinen
tiim fiziksel olgular da, kuaternionik kuantum mekanigin agiklanmasinda kullanilir.
SUB)xSU(2)xU(1) standart modelinde gugli  ve elektrozayif kuvvetler
somutlagtinimigtir ve klasik genel relativite ile gravitasyonu agiklar. Bilinmektedir
ki, standart model de tamamlanmamis durumdadir. ~10%-10"7 GeV degerindeki
enerjiye sahip (= 10%°-10>'cm) ideal modellerle birlestirilebilir.

10 cm mertebesinde hali hazirdaki 10" GeV’ luk en yiiksek Planck enerjisi,
kuantum gravitasyonunu nitelendirir. Temel pargacik kuvvetleri ve gravitasyon yeni
bir kuantum teorinin olusumuna nedendir. Standart model ¢iftlemelerinin gozlemli
uygulamasinda, buiyik birlesim fikrinin deneysel desteginin olusundan, su fikir
rahathikla séylenebilir ki kompleks kuantum mekanigi hizlandiricilarla incelenebilen
fizigin ¢ok daha otelerinde bile gegerlidir. Burada uzaklik skalasinda kozmostan
asaglya dogru, buyik birlesik skalaya kadar genisleyen konvensiyonel olan ve
konvensiyonel olmayan 6l¢im alanlarinin rejimini tanimlayip, kompleks kuantum
mekaniginin fizikte yeni temel kinematik yapilanmalarin, sadece biyik birlesim
skalasinin altindaki seviyelerde tamimli olup olmadigini ele alinabilir. Ancak bu, yeni
kinematik ilkelerinin ¢ok daha kiicik skalalarda ya da daha genis olan
skalalarda,biiyiik birlesik modelin nitelendirilmesinde egemen olacak anlamina
gelmez.

Uzaklik Skalasi

Ortaya gikan bu tabloda kuaternionik kuantum mekaniginin yeri saptanacaktr.

i) Kuaternionik kuantum fiziginin asimtotik olarak kendisini kompleks teori gibi
gostermesi, sagilma teorilerinin hesaplanmasinda da desteklenir.

ii)Fiziksel olaylarin matematiksel tamimi, kompleksten 6te kuaternionik olmasi
fikri, Hilbert uzayinda, uzay-zaman donigimleri Uretecinin spektral analizi ile
desteklenir. Kompleks Hilbert uzayinda bunlar, self-adjoint operatorler tarafindan
temsil edilir.
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Burada, mutlak spektral teoremi kullamilarak, kompleks self adjoint operatérler icin,
alan spektra olusur.

—w<p®<ow, —w<p'<w 6.1.1b
Bununla beraber p° enerjisi tammlanirsa,

CSPOg(jz]enen 6.1.1.¢c

seklinde ifade edilir. Bu kararlilik kogulu kuaternionik kuantum mekanigi icin ayrica
ele alinir.

Kuaternionik Hilbert uzayinda uzay-zaman doniisimleri antiself adjoint
tarafindan olusturulur:

—H=p°, B, | 6.1.22

Bu kurala gore Hve p;nin birbirlerine diagonal oldugu temel durumlari daima
bulabiliriz:

E>0, —o<P <o 6.1.2b

Bu tamim geregi, uzay-zaman esitliklerinde degisimli olan 6zdegerler pozitif degerler
alir.

Gozledigimiz P° enerjisini referans terim olarak alip, gozitken maddeyi
enerji-momentum tensorii olarak tammlanz ve gravitasyon alan esitliklerindeki
kaynak terimini 6.1.1c’dekinden daha iddiali bir ifade olarak elde ederiz.
Gravitasyonel olarak tamimlanan enerjinin deneysel degerinin alt simri,

C=0 6.1.3
dir.

Kompleks kuantum mekaniginde sifir enerji noktasint dalga fonksiyonu ile
oynayarak elde ederiz. Cinkii C=0" 1 agiklamak icin ilave hipotezler dahi yeterli
olmamigtir. Kuaternionik kuantum mekaniginde ise, sifir noktasi oGnemlidir,
kaydirilamaz. Boylece kuaternionik Hilbert uzayr Es. 6.1.3%in agiklanmasina olanak
saglar. C=0 noktasi birlegik alanlar teorisinin kuantum maddeleri ve klasik
gravitasyoneller bilegenlerine ayristig1 sinir durumdur. Bagka bir deyisle, kozmolojik
sabitin sifirlanmasinin goézlenmesi dogamin bogluk enerjisinin sifir noktasim
onemsedigini gosterir. Bu kuaternionik kuantum mekanikte 6nemli bir 6zelliktir. Bu
durum kompleks kuantum mekanikte acik degildir.
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iii) Tarihsel perspektif agisindan, fizik yasalarinin birlestirilmesi arastirmalari
ile kesfi i¢ igedir. Boylece Maxwell denklemlerinde elektrik ve magnetizmanin
birlestirilmesi dogrudan dogruya Abelian ayar degigmesi, relativistik kinematikle
ilgilidir. Benzer sekilde standart modelin gelismest Abelian gruptan Abelian olmayan
gruplara genisletilmesi ile ortaya gikmustir.

iv) Hem standart modelde, hem de onun buyiik birlestirilmis genigletilmesinde
aciklanamayan sirlardan bir tanesi de kuark ve leptonlarin ¢ ailesinin &6zdes
kuantum sayilarinin aynm1 olmasidir. Arastirmalar kuark ve lepton ailelesinin diger
temel fermionlardan olustugunu gostermisgtir. Temel fermionlara preonlar denir.
Bir¢cok kompleks kuantum alan teorilerinde preon maddeleri tizerine arastirmalar
yapilmigtir.

Ug pargacik temel durum dalga fonksiyonun ti¢ sanal pargacik yaklasimi tam
olmadigindan ve de kabuk modelinin kendisinin bir yaklagiklik olmasindan
bilesenlere etkiyen bir takim artik kuvvetler vardir. Bu artik kuvvetler ilke olarak
kuarklara ve leptonlara etkiyen standart modelin ayar alanlarinin ortaya ¢ikmasina
yol agar.

Kuaternionik Hilbert uzayinda, yapisinda multi kuaternionik yapilar ortaya
¢iktigr i¢in, SU(2)x SU(2) periyodik alan gruplarindan daha buyiik ve daha etkin ayar
gruplarimt elde etmek mimkiindir. Bununla beraber ilgilendigimiz ayar gruplar
Tved spin gruplari birbirleri ile eslestirilmeyecektir ki, bu da spinle birlestirilmis
triplet yapinin tanmimlanmast igin bir temel olusturur.

v) Kuaternionik Hilbert uzayinda temel pargacik kuvvetleri betimlenirse,
kuantum maddeleri ile klasik metrik alanlar1 ¢ok daha temel pregeometrik serbestlik
derecesinde, Planck skalasinda en diisiik seviyede birlestirmede énemli bir rol oynar.
Bu durumda Planck skalasina varilmadan 6nce de kuaternionik kuantum mekanigi ve
klasik genel relativite arasinda yapisal benzerlikler goriiriiz. Bunlardan birincist,
kuaternionik kuantum mekanigin, kompleks kuantum mekanigi ve genel relativitenin
limiti arasindadir. Ikinci bir nokta ise, genel relativistik ve goreli kuaternionik
kuantum alanlar teorisinde birbirine benzer ayar alan yapilari vardir. Genel
relativitede oklid geometrisi yerine, formu degistirilebilen Riemannian geometrisi
konmugtur. Uglincii ve son bir nokta ise spinorlerin orijinleri ile ilgilidir.
Geometridinamikteki temel soru “genel olarak "2 spini agiklayabilecek tanim ile
geometrik tanim nasil yapilabilir?”’dir. Olas: bir cevap ise kuaternionik yap1 tasiyan
manifoldlarda spinérlerin ortaya gikmast otomatik olmaktadir. Bunun da nedeni,
kuaternionlar tizerinde SU(2) dénme grubunun iki tane tek boyutlu indirgenemeyen
temsilinin olmasidir.

Biiyitk birlestirme ve elektro zayif kiitle arasinda 10" oramin ortaya
¢ikmasi, standart modelin diger bir sasirtici 6zelligini ortaya koyar. Stpersimetrinin
hiyerarsi problemi diye adlandirilan problemi ¢6zmede onemli bir rol oynadig:
varsayllsa da kompleks kuantum alan teorisinin bunu g¢6zebilecegi samilmuyor.
Kuaternionik kuantum mekanigi ve alan teorisi, kompleks kuantum teorisinden
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potansiyel olarak ¢ok daha zengin bir yapiya sahiptir. Kuaternionik Hilbert uzayinda,
kuantum alan dinamiginin yapisi iginde, hiyerarsi problemine ve de standart modelin
diger sasirtict durumlarina ¢6ziim bulunacagi umudu vardir.



]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]
[°]

52

KAYNAKLAR

Ozdas, K., Ozdas, A., Fiziksel Niceliklerin Kuaternionlarla Temsili, Fen Edebiyat
Dergisi, C:1,2,101-113, 1989

Ozdas, K. Boliim Cebirleri ve Bunlarin Fiziksel Uygulamalari, Anadolu Universitesi Fen
Fakiiltesi Yayinlari, Eskisehir, 1995

Tamsli, M., Doktora Tezi, Osmangazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Eskisehir,
1995.

Dixon, G.M., Division Algebras: Octonions, Quaternions, Complex Numbersand the
Algebraic Design of Physics, Kluwer Academic Publishers, London, 1994.

Kaya, R., Kogak, S,. On the Pseudo-Quaternions and “Division by a Vector”, Journal of
Sci. And Arts of Gazi Univ. V.2. Number 2 pp. 39-50, 1988.

Marhiafava, S., Rembielenski, Jakup., Quantum Quaternions, Journal of Mathematical
Physics, 33, 171-173, January, 1992. ‘

Morita, Kasusada., “ Arole of Quaternions in the Dirac Theory”, Prog. Theor. Phys.
Vol.75. No.1, 220-223, January 1986,

Ozdas, K., “Dirac Denklemi”, EDMMA, 4,4,272-277, 1980.

Aygin, E., Zengin DM, Atom ve Molekiil Fizigi, Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi,
Ankara, 1992.

[10] Aygiin, E., ZenginD.M, Kuantum Fizigi, Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi, Ankara,

1990.

[11]Chou, J.CK., “Quaternion Kinematik and Dynamic Differantial Equations”, IEEE,

Transaction on Robotics and Automation, 8,1,53-64, 1992.

[12]Leo, S.D., Rotelli, P., “Translations between Quaternion and Complex Quantum

Mechanics, Progress of Theoretical Physics”, vol. 92, No.5, 917-926, November, 1994

[13] Adler, S.L., Quaternionic Quantum Mechanics and Quantum Fields, Oxford University

Press, New York, 1995

[14] Feyman, R.P., Quantum Electrodynamics, W.A. Benjamin, New York, 1962.



