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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi
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Euler Parametrelerinden olusan birim kuaternion

. . Euler Parametreleri
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. p kuaternionunun normu
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: p ve q vektorlerinin vektorel garpimt

: Birim vektor

Dual say1
Dual vektor
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3-Boyutlu uzayda donme-doniigim matrisi

4-Boyutlu uzayda dénme-doniigiim matrisi

. Matris

Ozel matrisler

. A matrisinin tersi

. A matrisinin transpozesi(devrigi)



1. GIRiS

Kuaternionlar, 1843 yihnda Irlandali matematikgi William Rowan
HAMILTON tarafindan bulunmustur. Hamilton 1830 yilindan itibaren kompleks
sayilar Gzerine c¢aligmis ve nihayet 1833 yilinda iki reel sayidan olusan kompleks
sayilarin bir cebir olusturdugunu sonucuna varmugtir . Bu sonugtan yola ¢ikarak
bundan sonraki on yil i¢inde ¢aligmalarini iki kompleks ve bir reel bilesenden olusan

igla sayi sistemi (q=a+ ib+ jc) tizerinde yogunlastirnugtir. Hamilton daha sonralan

vektor olarak adlandirdigi bu sistem izerinde toplama ve carpma islemlerini
tanimlayabildigi halde bélme islemi i¢in ise bir metod gelistirememistir. 1843 yilinda bu
saylt sistemi Uzerinde c¢arpma isleminin degisme oOzelligi gerceklesmedigini
anlamasindan sonra boélme islemini tamimlayr basarmugtir. Bu ¢aligmalar bugin
kuaternionlar adiu verdigimiz say1 sisteminin dogusuna iliskin ilk ¢alismalardir (Ward
[3], Gurlebeck and Wolfgang [4]).

Kuaternionlar aymi reel ve kompleks sayilar gibi bir sayi sistemidir. Reel sayilar
bir, kompleks sayilar iki bilesen igerirken kuaternionlar doért bilesene sahiptir.
Kompleks sayilar reel sayilarin bir kombinasyonudur. Dolayisiyla da reel sayilar,
kompleks sayilarin bir alt kiimesidir. Diger taraftan kuaternionlar da iki kompleks
sayimn kombinasyonundan olusmustur. Buna gore kompleks sayilar da kuaternionlarin
bir alt kilmesi olmahdir. Bu sonug, kuaternionlarin hem reel hem de kompleks sayilan
kapsayan oldukga biyiik bir say1 sistemi oldugunu goéstermektedir.

Fizikte olgiilebilen hersey reel olmak zorundadir. Bu nedenle reel sayilar
bilimin dogusunda itibaren kendilerine her alanda uygulama sahasi bulmustur. Ote
yandan kompleks sayilarin mekanik ve elektriksel uygulamalarda, ozellikle devre
analizlerinde kullanildig: bilinmektedir. Ne yazikki bu sayi sistemi uygulamalara sadece
iki boyut getirir. Ug boyutlu uygulamalarda ise vektorler kullanthr. Fakat vektorlerin
de bazi uygulamalarda yetersiz kaldig1 gérulmektedir.

Kuaternionlar ilerleyen bolimlerde tartisilacag gibi vektorleri ifade etmede
kullanulabilir. Bu say1 sistemi vektorleri kapsadigi gibi, bunlara ilaveten bir de reel
bilesen ortaya koyarak uygulamalara dérdiincti bir boyut katar.

Kuaternionlar son yillarda her alanda artan bir hizla kullamimaktadir. Uzaysal
donmeler (Harauz [12], Du Val [2] ), robotik uygulamalar (Chou and Kamel [16],
Funda and Richard [23]), grup teori uygulamalan bunlardan birkagidir. Ozellikle ardil
uzaysal donmeler ve robotik uygulamalarda kargilan birbiri ardina hantal matris
carpimlar yerine kuaternionlar daha basit ve kullamigh bir yontem ortaya koymaktadir
(Tamgh [8]). Bu yol ise bilgisayar algoritmasi gelistirmede olduk¢a yararhidir.
Kuaternionlarin uygulama alanlarindan birisi de astrofiziktir. Vrbik [17], 1993 yilinda
yayinlanan makalesinde gok mekanigine iliskin temel esitlikleri kuaternionlarla ifade
etmistir..

Kuaternion cebri de kuaternionlann kullaum alanlanmin artmasina paralel
olarak gelisme gostermektedir. Kompleks sayi-kuaternion bilesiminden olusan
kompleks kuaternionlar, fiziksel uygulamalarda son yillarda artan bir hizla yer
almaktadir. Gurlebeck and Wolfgang [4] kompleks kuaternionlann ozel relativite
teorisi, parcactk mekanigi ve elektromagnetizmaya uygulayarak kompleks
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kuaternionlanin olduk¢a genig bir spektrumda kendine uygulama alam buldugunu
gostermiglerdir.

Iki reel kuaterniondan olusan dual kuaternion sistemi de kuaternion cebrinin
icinde oldugu ilerlemenin bir baska kanitidir. Valesek and Stajskal [18] dual
kuaternion kavramint tammladiktan sonra dual kuaternionlarin robotik uygulamalarna
iligkin esitlikler ortaya koymuslardir. Benzer bir ¢aligma Walker, Shao et al. [19]
tarafindan yapilmis olup, dual kuaternionlarin matris temsilleri incelenmistir.
Veldkamp [22] dual kuaternionlann uzaysal kinematikteki temsilleri {zerinde
dururken, Pennock and Yang [21] dual kuaternionlarnn kullanarak robot
manipiilatorlerin ters kinematik denklemlerini vermistir. Sivridag ve Giineg vd. [20] ise
Serret-Frenet formullerini dual kuaternionlarla ifade etmistir.

Bu caligmada ise reel ve dual kuaternion kavram, kuaternionlarin vektorlerle
iliskisi, kuaternion temsilleri ile reel ve dual kuaternionlarin dinamikteki uygulamalan
tizerinde durulacaktir.
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2. KUATERNIONLAR
2.2. Kuaternion Kavram

Kuaternionlar genel anlamda kompleks sayilarin genellestirilmis bir ifadesidir.
Bir q kuaternionu,

4=q,+qi+q,jtqk 21
seklinde tanimlanir ve

7=1q,, q;> 9, 9] (2.2)

ile temsil edilir (Tamsh ve Ozdas [11]). Burada q,, q,, q,, q, reel sayilar olmak

Uzere 1, j, k imajiner taban elemanlan

=k k=i ki=] =k &j=d fk=3 @3
Ve
a2

= =-1 (2.4)

bagmtilarint saglarlar. ¢ kuaternionuna taban elemenlanl, f, 312 olan 4-boyutlu
uzaydaki bir vektor goziyle bakilabilir. q,, q,, q,, q; reel sayilarma ¢
kuaternionunun bilesenleri denir. i, 3,12 birimleri, 3-boyutlu reel vektér uzaymn bir
dik koordinat sisteminin baz vektorleri olarak alinabilir. Buradan yola g¢ikarak ¢
kuaternionu S, ile gosterilen skaler kisim, Vq ile gosterilen vektorel kisim olmak

tizere iki kisma aynlabilir:

Sq¢ =4, (2.5)
i}q:ql’i""qzj'*'qsf(zEl' (2.6)

Buna gore ¢ kuaternionu,
§=Sqt V=9 T qi+q,J+g;k 2.7

ile ifade edilir( Ward [3] ). Herhangi bir konum vektori, skaler kismu sifir olan bir
kuaternion ile temsil edilebilir. P(x, y, z) noktasina yonelmis olan T =xi+yj+zk
konum vektori,

p=10,x,v, z] (2.8)



kuaternionu ile gosterilir ( Tanish [8]).
2.2. Sifir, Skaler ve Vektor Kuaternion Kavram
Kuaternion cebrine gegmeden 6nce kuaternionlarla ilgili olarak bazi tamimlan
vermek uygun olacaktir. Sifir kuaternion,
g=1[0,0,0,0] (2.9)
ile verilen, elemanlarinin tima sifir olan quaterniondur. Skaler kuaternion,

q=1[q, 0, 0,0] (2.10)

seklinde vektorel bilesenleri olmayan kuaternion olarak tammlamr. Ilerleyen
bolumlerde sik sik karsilagilacak olan vektor kuaternion ise; skaler kism sifir, vektorel
kismu olusturan q;, q2, qs reel bilesenlerden en az birinin sifirdan farkli oldugu
kuaternion olup genel formda

q=1[0, q1, q2, g3 ] (2.11)

ile ifade edilir.
2.3. Kuaternionlar Uzerine Temel islemler

Skalerler ve vektorler kuaternionlarin alt uzayr olduklarindan skalerlere ve
vektorlere ait kurallar quaternionlara da uygulanabilir. p=p,+p, ¢=q,+q ve

r=r,+T ile verilen Gi¢ kuaternion ele alinsin. Bu kuaternionlar kullamlarak asagidaki
tanumlamalar yapilabilir.
2.3.1. Esitlik

Iki kuaternionun esit olabilmesi i¢in karsihkh elemanlarimn esit olmas1 gerekir.

Buna gore p ve ¢ kuaternionlarinin esit olabilmesi igin

Po= Qo = P2= Q2 P3= Q3 (2.12)

olmalidir (Ozdas [1]).
2.3.2. Skaler ile Carpma
A € R olmak tizere A skaleri ile p kuaternionun garpimi
AP =Mp,+p;i +p, ) +P;K) = Apg. 1> Pz, P
(2.13)
= [Apo> Apys Ap,, Apyl

ile tammlanir ve elde edilen nicelik, p kuaternionunun A kati olan baska bir
kuaterniondur (Ozdas [1]).



2.3.3. Toplama ve Cikarma
P ve q kuaternionlarimn toplam ve farki karsihikli elemalarin toplam ve farkina
esittir:
=(p, £q,) +(p£Q) (2.14)
=P, tq))+(p, £q)i+(p, £q,)j+(p, gk
Bu islemler sonucu elde edilen nicelik bu iki kuaternionun toplam ve farkina esit olan
diger bir kuaterniondur (Ward [3]).
2.3.4. Bir Kuaternionun Eslenigi
p kuaternionunun eslenigi imajiner, diger bir deyigle vektorel kisminin
isaretinin degistirilmesi ile elde edilir ve p* ile gosterilir:

P*=1po-D=[ po, -P1, -P2, -P3 1 = [po, - P ] (2.15)

a, b € R ve p, ¢ € H olmak iizere eglenik islemi asagidaki ozelliklere sahiptir
(Hacisalihoglu [7]):

(ap + bg)* =ap” +bg* (2.16)
(pg)* = q* p* (2.17)
P*)*=p (2.18)

2.3.5. Kuaternion Carpimi ve Fiziksel Uygulamalan

Kuaternion ¢arpimu vektorlerin ¢arpimindan daha farkhidir. Ahsilagelen vektor
carpimindan daha fazla nicelik igerirler. p ve ¢ kuaternionlarinin garpim,

P9 = (PotPp) (q*q)
= PoQotpoq +qop-p.-q+p x g (2.19)
=[poqQo P-4, Pod+qPp+p x q]

seklinde tammlanir ( Tarugh [8]). Gorildigi gibi kuaternion ¢arpimu iki skalerin
carpimy, skalerin vektorle garpimu , skaler ve vektorel carpim gibi vektor cebrinin tiim
¢arpimlanni igerir. Burada “ . ” ve “x” li¢ boyutlu vektor uzayinda skaler ve vektorel
carpimlan gostermektedir. Kuaternion garpimini bilesenler cinsinden,

P4 = (podo- P11 - P2q2 - P3Gs) + (Pado+ Pods + Pags - Ps@)i
+(p2qot Podz- P1gs + padi) j +(PsQot pogs - P21 + gk (2.20)
ile verilir. Gortldigi gibi iki kuaternionun ¢arpimi yine bir kuaterniondur.
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Kuaternion ¢arpimi  degisme Ozelligine sahip degildir. Fakat fiziksel
uygulamalarda kullamlmak tzere skaler ve vektorel carpimla iliskilendirilebilir.
Yukarida verilen kuaternionlardan farkh olarak bu kez p ve ¢ kuaternionlan

P =p=1[0, p1, p2, ps] (2.21)

q4=q=[0, q1, g2, qs] (2.22)

ile verilen vektor kuaternion olarak tanimlansin.Buna gore pq va gp ¢arpimlari;

PId=-P-q+tpxqg (2.23)
p=-q.p+qxp (2.24)
olacaktir. p.g=q.p ve p x J=-g x p oldugundan
p=-q9.p-pxq (2.25)
seklinde yazilabilir. Buradan yola ¢ikarak pq ile gp’nin toplamu igin
pPq+qp=-24.p
=-2[4.5, 0,0, 0] (2.26)
= -2 [El" 5, 6 ]

yazilabilir. Elde edilen nicelik skaler kuaterniondur. Daha agik bir ifade ile skaler
carpim-kuaternion ¢arpimu iligkisi,

- =1
P-q=-2(pg+qp) (2.27)
olmalidir. pq ile gp’nin farki ise;

Pq-qp=2[0, pxq] (2.28)

ile verilen vektor kuaterniondur. Benzer sekilde vektorel ¢arpim-kuaternion garpimi
iliskisi i¢in de;
pxq==(pq-qp) (2.29)

yazilabilir (Ozdas ve Ozdas[9]).
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Kuaterniyon ¢arpimt dagihimli ve bilesimlidir. a, b, ¢ € H olmak tzere

a(b+¢c)=(S,+ VS +S. +V,+ V.]
=88 +8.8~V, (Vo + V) +S V., + S V,
+8.(V, + V) + V. x(V, + V) 2.30)
=SS~ V. Vot SV, + S Vo + V. X V)
(8.8~ V, V. + SV, +8: V, + V, X V,)
=ab +ac

a(be) = (S, +V,)(Seo + Vo)
= 8.8, 8: —(S. V- Vo + S V.. V, +Sc V- V)
+(SaSe Vi + S5 S V, + 8.5 Vo) (2.31)
+(Sa Ve X Ve = S Ve XV, SV, X V)
—(Vy- V)V, +V, % (Vo X Vo)~ V.- (Vu X Vo)
ve

(ab)c =8, S,S. - (SeV.-Vu +S. Vb-vc‘*' So V.- Vo)
+(S. S V. + 8.8V +S:Sa V)
H(Sa Vo X Vo + 86 V. XV + 8.V, X V)
~ (V.- V) Vo + (V. X V)XV, — (V. X V)V,

(2.32)

esitliklerini saglarlar.

a(bc) = (ab)c olmasi igin ~(V,.V,) V. + V, x(V, xV.) — V,.(V, X V) 'nin
~ (V.- V) V. + (V. x V) x V.= (V, X V,) V. ye esit oldugunu gostermek gerekir.
Standart vektor esitliklerinden;

ax(bx3%) = @.Eb-(ab)S (2.33)
(@xb)xE=(a.8)b~(b.9)a (2.34)

bilindigine gore a(be) = (ab)c’dir (Ward [3]).
2.4. Norm ve Birim Kuaternion

Bir kuaternionun normu kendisi ile esleniginin ¢arpimina esittir ve N gosterilir.
Norm ; q, g* € H olmak tizere;

Ne=qq* = q*q=q}+q +9;+q; (2.35)

seklinde tamimlanir. Normu 1 olan kuaterniona ise birim kuaternion denir.



P, 9 € H olmak tizere pq ¢arpimimin normu, herbir kuaterniona ait normlarn
¢arpimuna esittir (Hacisalihoglu [7]):

Ne =pq (P9)* = pq (*P*) =pp*qq* = Ny Ny (2.36)

Norm ifadesi kuaternionlarn ifade etmede kullanilabilir. Her kuaternionu polar
formda yazmak mumkindir. § birim vektor olmak tizere ¢ kuaternionu,

g = [N, (cos8+§sin6) (2.37)

seklinde ifade edilir. Burada;

% ng= YU FL*e (2.38)
JNs N

cosf =

olup,

-1<cosB<+1 -1<sinf < +1 (2.39)

araliginda degisirler ve
 cos’@+sin8 =1 (2.40)

kosullunu saglarlar.
(2.37) denkleminde verilen ¢ kuaternionu eksponansiyel formda da ifade

edilebilir.

g =N, e® (2.41)
Bu ifadede 4’ = -1 olup

e39 = coso + gsin® (2.42)
ile verilir. Ote yandan

(cose+£15ine)n = cosnd + gsinnd (2.43)
bagintisindan yararlanarak

q = (,/Nq)n (cosnB + nsin nB) (2.44)
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ifadesi elde edilir (Ward [3]).
2.5, Bir Kuaternionun Tersi

Uzaysal vektorler tizerine bdlme iglemi tamml degildir. Diger bir deyisle iki
vektorin bolimiinden bahsedilemez. Uzaysal vektorlerin tersine kuaternionlar bolum
cebri olusturtuklan igin bir kuaternionun tersi tanimbidir.

q bir sifir kuaternionun olmamak sartiyla,

99" =q"q =1 (2.45)
kosulunu saglayan g kuaternionuna q kuaternionunun tersi denir.

. 2
Ny=qq*=q*q =q,+q, + qi + qg (2.46)

verildigine gére

%i =1 (2.47)
q

dir. Dolaystyla ¢ kuaternionunun tersi,

gl= q* (2.48)

olmahdir. Bir kuaternionun tersi elde edilirken, kuaternionun eslenigi bir skalere
bolindiigiine gore elde edilen nicelik yine bir kuaterniondur.
(2.45) esitliginden yola gikarak,

i R | qq* =q*q=1 (249)

9 =q949=
Ne N

bulunur (Hacisalihoglu [71).
D1, P2, Pa--Pa € H olmak tizere bunlar arasinda

(Prp2Pseepe)’ = P. ... Py DL P (2.50)

bagintilari meveuttur (Chou [13] ). @, b skaler quaternion; p, g vektor quaternion
iseler

ab"=b'1a=[%,o, 0, 0] (2.51)

0
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a'p=pa’=[0, B P2 Ps; (2.52)

do Ao QAo

ap” =pla=——2—[0,-p,,~p,,~ ;] (2.53)
(p; +p,+p3)

rq'=(q'p) veya q'p=(pq')* (2.54)

bagintilarini saglarlar (Tanish [8]).
2.6. Iki Kuaternionun Béliimii

g #0 olmak iizere bir p kuaternionunu bir ¢ kuaternionuna bolmek i¢in p’yi g
ile carpmak gerekir. Fakat kuaternion ¢arpimi degisimli olmadigindan bu ¢arpma
islemi iki tiirlidar ve bu nedenle p’yi q ile iki turli bolmek gerekir:

Sagdan bolme: pq’ (2.51)
Soldan bolme: q”'p (2.52)

Bolme islemi sonucunda elde edilen nicelik yine bir kuaterniondur.
P/q kuaternionunun normu, p’nin normunun ¢’nun normuna bolimiine esittir (
Hacisalihoglu [7]).

Nyo= o (2.53)

q
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2.7. Kuaternionlarin Matris Temsilleri:

Kuaternionlart matris seklinde ifade etmek miumkindir. 4-Boyutlu uzayda
kuaternionlarin taban elemanlari

1000 01 0 0
|01 oo |10 00
0010 0 0 0 1
000 1 0 0 -1 0
(2.54)

00 0 -1 0 0 -10
00 -1 0 0 0 0 1
J= K=

01 0 0 1 0 0 0
100 0 0 -1 0

olmak tizere ¢ = [qo, qi1, 92, @3] kuaternionu 4x4 matris formunda

4% 94 -9 —4;
Q= & d% 9 9@ (2.55)
q, 4, q, —q,

4; -4, (q, q,

ile veya 4x1 matris formunda

9

q
Q=(qo> 91> 9 99 =@ 9)" = q' (2.56)

2

qs

seklinde temsil edilebilir.
Kuaternionlarin kompleks 2x2 matrisleri kullanilarak da ifadesi miimkiindir.

by )
Gd b

ve 1?= J%= K’= -U olmas sartiyla,

U
(2.57)

J

Q=qU+qI+q@I+gK (2.58)



olup matris ifadesi agik formda,

o= (1 oj+ (i o)+ [o 1j+ [o ij
Plo 1) Mo i) Bl o) TEG o

+1i +1
_ [ %utia a {q%J (2.59)
—q,+1q; q,—1q,

Z w
_W* Z*

ile verilir.
Matris uygulamalann kuaternion cebrinde de yer alr. Kuaternion g¢arpimmnt
matris formunda ifade etmek mimkiindir. Daha sonraki matris uygulamalarinda

kullanilmak tizere;

0 =~a; a
—az ai 0

(0 —bs ba)

b=| b 0 ~—b (2.61)
b b O
ve
1 0 0
U=(0 1 0 (2.62)
0 0 1

matrisleri tammlansin. @, b, ¢ € H olmak iizere ¢ = ab kuaternion ¢arpimi igin

(C) (ao —a’ J(bo}_{bo -b’ J[aoj
c a a,U+a/\b b bOU—[; a

(aobo-aibi-a:ba-asbs (2.63)

aocbita;bota-bs-asb:
aobz-aibsta,be Tasb,

asbo-a:by taib:taoh

elde edilir (Whage [15]).



Kuaternion ¢arpimimn degisme ozellifi gostermedigi daha 6nce belirtilmigti.
Fakat bu engel kiigiik bir isaret degisikligi ile agilabilmektedir.

_.T
A= TP (2.64)
a a0U+a/
ve
_ .7
B=£b° b (2.65)

olmak tizere (2.63) esitligi kapal formda,

C=AB=BA (2.66)

seklinde yazilabilir. Yukandaki 6zellik Uglii carpimlarda buytk kolaylik saglar. abc
¢l garpimi matris formunda,

ABC=ACB (2.67)
veya

ABC=CAB (2.68)
ile ifade edilebilir. Boylece yukaridaki esitliklerden yararlanarak,

AC=CA (2.69)
elde edilir. py, p2, ps... pn € H olmak lizere (2.66) esitligini,

+ + +

PIPZ”'Pn—]Pn=P2Pn—1“'P2P]_ ] ) (270)
= PPz Pi-)(PoPooyo- Pit) P

seklinde, (2.2.69) esitligini,

(EIEZ”‘I;-n)(QIQZ"'dm) = (d]dzdm)(l;ll;Zl;n) (2.71)

seklinde genellestirmek miimkindiir. Benzer sekilde (2.66) ve (2.2.69) esitlikleri
kullanilarak,

+
+

(i)lEZ"‘P;—IPn) = Ple---P;_an (2.72)
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(P,P-.P..P,) = PaPaor-P2P, (2.73)
(P,p,...P, P,) = PaPoi--- P2 P (2.74)
(Ple'"Pn—an) - I;IPZ"'P;—IP_n (2.75)

esitlikleri elde edilebilir.
Eger carpimlar kuaternionlarin eslenigini de igeriyorsa (2.66)’ dan (2.75)’e

kadar olan esitlikler halen gegerlidir. p, ¢, r € H olmak ilzere, iki kuaternionun
esleniginin ¢arpimu olan r = p*q* kuaternionu matris formunda;

R=P'Q =Q P =(P)'Q" =(Q)"P’ (2.76)
seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla,

P’ =(P)’ (2.79)
ve

Q" =(Q" (2.80)

olmaldir. Eger ¢arpim, ardisik bir bigimde kuaternionlarin egleniklerinin garpimlarim
igeriyorsa,

(P Py P) = PP, Py (2.81)
olup matris formunda;

(P, P,..P_ P ) =(P ) ..(P,)" P (2.82)

olarak ifade edilir (Chou [13]).
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3. 3ve4 BOYUTLU UZAYDA DONME ve OTELEME

Orijinleri ¢akigtk iki koordinat sisteminin birbirlerine gore goreceli yonelimi
cesitli bicimlerde temsil edilebilir. Bu bolimde bu temsiller {izerinde durulacak ve
boliim sonunda ise kuaternion yaklasimi ele alinacaktir.

3.1. Euler Acilari

Bir koordinat sisteminden bir bagkasina doniigiim, 6zel bir sira ile uygulanan ti¢
ardigtk donme ile yapilabilir. Bu ti¢ ardisik donme, xyz-koordinat sistemini z ekseni
etrafinda O acisi kadar saat y6niniin tersine dondurilerek baglatilacaktir. Bu sekilde
elde edilen koordinat sistemine x;y;z; adi verilsin. Ikinci asama, xyy1z; koordinat
sistemini x; ekseni ¢evresinde saat yOniinin tersi yonde ¢ agis1 kadar dondiirmektir.
Bu koordinat sistemi ise xynz; ile temsil edilsin. Uglincii ve son asama X;)»z,
koordinat sistemini z, ekseni etrafinda w agisi kadar saat yoninin tersi yonde
dondurilerek tamamlamir ve arzu edilen x'y’z’ -koordinat sistemi elde edilir. ~ x'y'z’-
koordinat sisteminin xyz-koordinat sistemine gore yoOnelimini belirleyen 6, @, v
acilarina Euler agilar: denir.

xyz-koordinat sistemini z-ekseni etrafinda saat yonuniin tersi yonde 6
a¢is1 kadar dondurtilerek elde edilen x1y,z; sistemine ait dénme-doniigiim matrisi B ile
temsil edilirse,

cos@ sin6 O

B=|-sin6 cos6 O 3.1
0 0 1
ve X;=BX ;
X cos6 sin® 0)(x
y,|=|-sin® cos® Of|y (3.2)
Z1 0 0 1/\z

dir. xyyiz1-koordinat sistemini x, ekseni ¢evresinde saat yoniniin tersi yonde ¢ agist

kadar dondirilmesiyle elde edilen x;)»z; sistemine karst gelen C dénme-donisim
matrisi

1 0 0
C=|0 cosp sing (3.3)
0 —sing cosQ

ve Xo= CX;;
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X2 1 0 0 X1
Y, |=[0 cose sing||y, 3.4)

Z2 0 —-sing cos/\z

ile verilir. xy).z>-koordinat sistemini z; ekseni etrafinda saat yoniintin tersi yonde
v agtsi kadar dondurilerek elde edilen x'y’z’-koordinat sistemine iliskin D dénme

doniigiim matrisi,

cosy siny O

D=|-siny cosy O (3.5)
0 0 1
ve X'=DX; ;
x' cosy siny 0)(x»
y'|={-siny cosy O0||y, (3.6)
z 0 0 1\ z

dir. Buna goére x'y’z’ -koordinat sisteminin xyz-koordinat sistemine gore

X'=AX (3.7)
yonelimini belirleyen A toplam donme-dontisim matrisi;

A=DCB (3.8)

olacaktir. A matrisi daha agik bir formda,

cos® sin® 0)(1 0 0 cosy siny O
A=|-sin® cos6 O||0 cosp sing||—-siny cosy O
0 0 1)\0 —sing coso 0 0 1
cos\y cosO —cospsinOsiny  cosysin® +cosgcosOsiny  siny sing
=| —siny cos® — cospsin® cosy —siny sinf + cospcosO cosy  cos\y sing (3.9)
singsind —singcosd cos @
seklinde ifade edilir.

x'y'z" -koordinat sistemininden xyz-koordinat sistemine ters doniisiim bagintisi,

X=A"X' (3.10)
ile verilir. Sozii edilen doniisiimler ortagonal oldugundan,



AAT=ATA=U (3.11)
dir. (3.11) esitligi A matrisinin tersi ile sagdan garpilirsa,

ATAA™ = A

Al= A" (3.12)
bulunur. A™ matrisi

cos\y cosO — siny cos@sin® —siny cosd — cosgsinBcosy  singsind
A~ =] cosy sin® + cospcosOsiny —siny sin® + cospcosOcosy -~ sing cosd (3.13)
siny sin@ COS Y/ sin¢g cos @

olmalidir (Goldstein [5]).
Ornek:

Sekil 3.1°de gorildugii gibi, xyz-kartezyen koordinat sisteminde yer alan P
noktasinin koordinatlan P(1,2,0) ile verilmektedir. xyz-koordinat sistemi dnce z-ekseni
etrafinda 30°, daha sonra ise yeni olugan x;-ekseni etrafinda 60° déndirtliyor. P
noktasinin yeni koordinatlarim bulunuz.

/ B4 Pi(x1,y1.21) Y

x x X1

Sekil 3.1. Dénme hareketleri
Coziim:

xyz-koordinat sistemi ilk once z-ekseni gevresinde 30° dondurildagiine gore
doniigiim bagintist (3.2)' den,

X cos30 sin30 0)(x
y,| =|—sin30 cos30 Oy
z 0 0 1
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olacaktir. Daha sonra yeni olusan x;y;z;-koordinat sistemi, x;-ekseni etrafinda 60°
dondiirildiginden doniistim bagintist (3.4) denkleminden yola ¢ikarak,

X 1 0 0 X1
y[=|0 cos60 sin60||y,
\z 0 -sin60 cos6y \z

seklinde ifade edilir. Bu ifade daha agik bir formda yazilarak,

X\ (1 0 0 cos30 sin30 0)(x
y|=|0 cos60 sin60||-sin30 cos30 Of|y
4 0 —sin60 cos60 0 0 1y,
( cos30 sin30 0 Y1)
=|-c0s60sin30 cos60cos30 sin60j2
sin60sin30 —sin60cos30 cos60/\Q
(087 050 01 187
=[-025 043 087|2|=| 061

\043 -075 050/\0 -107

elde edilirr Buna gore P'(x,y’,z"), noktasmin yeni koordinatlan
P’(1.87, 0.61, -1.07) olmalidur.

3.2 Cayley-Klein Parametreleri

Daha onceki bolimde, bir koordinat sisteminin digerine gore yonelimini
belirlemek iizere bilesenleri reel olan donme-doniisim matrisi kullanilmugt:. Aym
doniigiim bilegenleri kompleks sayilar olan matrisler kullalarak da yapilabilir.

Iki boyutlu uzayda # ve v kompleks eksenler olmak iizere

u'=owu+pv
(3.14)

v'=yu+08v
seklinde genel bir lineer doniisiim ifade edilebilir. Buna kars1 gelen dontisiim matrisi,

Q{“ j 6.19)
y &

dir. Uzayda bir noktamn koordinatlarim belirtmek tizere x, y, z tig reel nicelik olsun
ve P matrisi
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z  xX-1ly z X
P= . = (3.16)
X+iy -z X. —Z

olarak tanimlansin. Bu matrisler kullamlarak xyz-koordinat sisteminin x'y'z’
koordinat sistemine gore yonelimini belirtmek {izere,

P =QpPQ” (3.17)

dénisimu yapilabilir. donisim matrisi o halde,

SR R ) I
x'. —z Yy 6)\x. —z){~y «

olmahlidir. Yukaridaki matris ¢arpimlan yapilarak P’ matrisi igin,

Pr=((a6+BV)Z_0WX_ +Bdx.  —2aPz+a’x.—PB’x.

i ; ) (3.19)
2v8z —- v x- + 8 x. —(ad +Py)z+ayx-—Pdx.

ifadesi yazilabilir. Matris elemanlan esitlenerek Gsli ve ssiiz koordinat sistemleri
arasindaki doniisiim denklemi,

x'. = 2Y8z -y x_+8°x.
x'-=—20Bz+o’x.— P xs (3.20)

z'=(ad +Py)z—ayx-+Pdx.
veya

z'=(Bd — ay)x +i(ay +Bd)y + (ad + By)z (3.21)

seklinde ifade edilebilir. Buna gore Bélim3.1°de (3.9) esitligiyle tammlanan A dénme-
doniigim matrisi o, 3, Y ve 8 cinsinden,

(1 2 2,2 an 1,02 2, o2 2
;(a ~Y +8°—-B) —2—(7 ~a’+8*-B) vd-oB
i 2 2 2 2 1 2 2 2 2 : o]
A= -;—(oc‘+Y'—8'—B') E(a~+y“+5-+B) —i(af +70) (3.22)
B —ay i(ay +B0) od + By
\

seklinde yazilabilir. (3.22) esitligi bir cismin uzayda yonelimini tanimlar. o, 3, y ve 8
Cayley-Klein Parametreleri olarak adlandirilir.
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Cayley-Klein parametreleri istenirse Euler agilan cinsinden ifade edilebilir.

LA -

Bolim 3.1’de x'y'z’-koordinat sisteminin xyz-koordinat sistemine goére yonelimini
belirlemek tizere ik once xyz-koordinat sistemi z-ekseni etrafinda saat yoniinin tersi
yonde 0 agis1 kadar dondiriliyordu. x’, x” ve z', bu déniigime kars1 gelmek iizere

0 agisi cinsinden ifade edilebilir:
x! =x"+iy’
=(cosOx +sin 0y) +i(—sinBx + cosb y)
= (cosf —isinB)(x +1y) (3.23)
= %(x +1y)

— —i0
e Xs
x" =x"~iy’

= (cosOx +sinfy)—i(-sinfx + cosb y)

= (cosO +isinB)(x —iy) (3.24)
=& (x —iy)
— 6
=e X
=z (3.25)

Bu esitlikler (3.20) denklemi ile kargilastirilarak (3.15) ile verilen Q matrisinin
elemanlari;

y=B=0  g’=¢°  §=e° (3.26)

Ve

B e1'6/2 O
Q= 0 —ig/2 (3.27)
[+

olur. Ikinci asamada x,y;z;-koordinat sistemi x;-ekseni etrafinda saat yoniinin tersi
yonde ¢ agist kadar dondiriliyordu. Buna karst gelen Q matrisi;

_( cos((/2) isin(cp/2)J (3.28)

isin(p/2)) cos(p/2)

dir. Benzer sekilde x,y,z,-koordinat sisteminin, 2z, ekseni etrafinda \ agis1 kadar
déndirilmesine karsi gelen Q matrisi ise
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oo (e'“’ 0 ) (3.29)

0 e-iw/?.

olacaktir. xy’z’-koordinat sisteminin xyz-koordinat sistemine gore yonelimi, bu ii¢
Q matrisinin ¢arpumyla belirlenecektir:

e? 0 [ cos(er2) isin(pr2))(e"* 0
Q=0,0,0;,= i e '
0 e—uu/z i sm((p /2)) cos((p /2) 0 e-—x\u/z
W02 cas(p/2) 12 )sin(p /2
Q=[ e (0r2) ie (9/2) (3.30)
ie" " sin(e/2) e cos(e/2)

(3.30) matrisi, (3.15)’de verilien Q matrisi ile karsilagtirlarak Cayley-Klein
parametreleri Euler agilar cinsinden;

a =V cos(/2)
B=1ie¥®"2)sin(q/2)
Y =1e iv-8/2 gin(/2)

olacaktir (Goldstein [5]).
Ornek:

xyz-koordinat sisteminde yer alan P(0,0,1) noktas: ilk olarak x-eksenine gore
90° daha sonra yeni olusan z-eksenine gore tekrar 90° donduriliiyor. P noktasmin
yeni koordinatlarini Cayley-Klein Parametrelerini kullanarak bulunuz.

Cozim:

Cayley-Klein Parametreleri (3.31) esitliginde Euler agilart cinsinden ifade
edilmisti. (3.31) esitligi kullalarak x-ekseni etrafindaki 90”lik dénme igin
Cayley-Klein Parametreleri;

o = cos(p /2)
B=1isin(p/2)
y =1sin(Q/2)

& =cos(p/2)

olmalidir. (3.18) doniigiim bagintis1 kullamlarak



P,z(z’ x'_)_(cos(e/2) isin(¢/2))(z x.)( cos(p/2) ~isin(g/2)
x, -2 isin(p/2) cos(p/2) J\x, —z)\—isin(0/2) cos(p/2)

(z' x'_Jz(cos(%/z) isin(90/2)J(1 oj[cos(%/z) —isin(90/2)j

x, -z 1sin(90/2) cos(90/2) J\0 —1){—isin(90/2) cos(90/2)

| Z x'—iy"} (0 -i
'+iy' -2z i 0
elde edilir. Yukaridaki ifadeye gore ilk déniistim sonucu elde edilen P’ noktasi (0,1,0)

olmaktadir. Bu yeni olusan koordinat sistemi z-ekseni etrafinda yeniden 90°
dondurildigiine gore (3.31) ile verilen Cayley-Klein parametreleri;

o= ei1t/4
y = e—i1r/4
B=5=0

olacaktir. Bu dénmeye kargi gelen déntsiim bagintisini kullanarak;
P,; B 4 z" x"_ B eiﬂ:/4 0 z' X' e—i:‘:/4 0
er+ —z" 0 e—iﬂ:/4 X'-‘- -z 0 ei1t/4
B 4 Z” xII_ B ei1t/4 0 0 __i e—in/4 0
X"+ _ Z” 0 e—in/4 1 0 0 ei7|:/4

{2 xX"-iyY [0 -ig™?) (0 1
\x"+1y" -2z" g2 0 1 0

bulunur. Yukandaki esitlige gére P” noktasimn yeni koordinatlari (1, 0, 0) olmalidir.

3.3. Euler Parametreleri

T, U¢ boyutlu uzayda bir noktanin koordinatlarim belirleyen bir vektor olsun.
Sekil 3.2’ de verildigi gibi T vektori fi birim vektorii cevresinde O agisi kadar
dondurilerek 1'vektori elde edilsin.

Bu sekilden asagidaki sonuglar ¢ikanlabilir:

e 7, vektorii T nin n iizerindeki izdiisimidiir ve T, = (0.T)n ile verilir.

e T,, T'nin n birim vektoriine dik vektor bilesenidir ve 7, =T — T, seklinde

tanumlanir.
e T, vektor bileseni i ve T’ye dik olup 7, ile aym biyiklige sahiptir. Bu
nx

vektor bileseni T, = nx T, = nxr esitliklerini saglar



(o)
(3]

—
&
=1}

Sekil 3.2 T vektorii N birim vektorii gevresinde © agisi kadar dondiiriilmesi
t' vektorini bu G¢ vektor cinsinden agagidaki sekilde yazmak miimkindur:

T'=T +T,cos0+T,sin0
PR oA s = (3.32)
= (n.t)n + cosO(T — (n.T)n) +sin6(n x 1)

(3.32) esitligi donme denklemi olarak adlandinlir. Dénme denklemi bir e skaleri ve
bilegenleri e;, e, e; olan bir € vektéri kullanarak daha kullamsh bir forma
donistiiriilebilir. Burada,

S
€o = COS— (3.33)
ve
g= ﬁsmg— (3.34)

olmak tizere bunlar arasinda;
—i2
S +[E =el+ef +el+ed =1 (3.35)

bagintisi vardir. Bu dort nicelik Euler parametreleri olarak adlandirilir. (3.35) esitligi
kullamlarak;

cosO=2el-1=¢}—ef —el—¢3 (3.36)
ve
nsin® = 2e e (3.37)

yazilabilir. Bu denklemlerden yararlanarak dénme denklemi Euler Parametreleri
cinsinden,
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r'= ?(eg—ef——eg—e§)+2_é(é.?)+2(fxé)eo

(3.38)
seklinde ifade edilir.

Iki kartezyen koordinat sisteminin birbirlerine gére yonelimini temsil etmede

kullanilan yollardan birisi olan Cayley-Klein parametreleri gegen bolimde incelenmisti.
Bu parametrelerden aile f§ reel ve imajiner bilesenler cinsinden

A =gy t+ie;

B=e+1¢g

(3.39)

seklinde tanimlanirsa (3.9)’da verilen donme doénisim matrisi Euler parametreleri
cinsinden;

2 2 2 2
eotei—er—es 2(eiezteces) 2{eres—eoer)
A=

2(ere2—eoes) 2(e2e3+eoer)

el—ei+ei—es (3.40)
2(erestecer)  2(eres—ecer) er—ei—eltel

olacaktir. (3.31) esitliginde Cayley-Klein parametreleri Euler acilart cinsinden
verilmigti. (3.39)’da verilen tanim (3.31) esitliginde kullanilarak Euler parametreleri
Euler agilan cinsinden;

0+
€ = cos—— cos 2
e, = sin sin >

€, =cose_wsin9

(3.41)

. 6+
e, = sin —* cos >

seklinde yazilabilir.

Euler Parametreleri biri skaler tgii vektorel olmak Uzere dort bilesen
icermelerinden dolay: bir kuaternion olarak ele alinabilirler.

e=e, +'é=cosE+ﬁsinE=e0 +ei+e,j+ek

(3.42)
Diger taraftan,

2 2 2 2
et e +e;te; ™

olmasi nedeniyle e kuaterniyonu birim kuaterniondur (Goldstein [5])
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3.4 Kuaternionlarla Dénme Hareketinin Incelenmesi

Sekil 3.3°de verilen T yer vektori fi birim vektor gevresinde® agis1 kadar
dondirulerek t'vektorii elde ediliyor.

A2
( Z" :
N
n
z' z > 4
/
L
T
Y
x

Sekil 3.3 Dénme hareketi

T (X,y,2) yer vektori;

r=[0,xy,z] (3.43)
kuaternionuyla ve 1'(x’, y’, z) vektorii de

r=[0 x',y', z'] (3.44)
kuaternionuyla temsil edilmek tlizereT ve T’ arasindaki doniigim bagintisi;

v = ere* (3.45)

ile verilir (Tamish ve Ozdas vd. [10]). (3.45) esitligi daha agik bir formda yazilirsa,
[0, x",y', 2']= [cos—i—, nsin 2—] [0,%,Y, 2] [cos%, ~nsin g] (3.46)

olmalidir. Bu déniisiim sonucu elde edilen nicelik yine bir kuaterniondur.
Kuaternion doniigiimlerini matris formunda da ifade etmek mimkandur. (3.43)

esitligiyle tammlanan ve 3-Boyutlu uzaydaki yer vektorine karsi gelen vektor
kuaternion yerine, r kuaternionu;



r=r,trnit+trj+trk=[r,r,r,1] (3.47)

seklinde tammlansin. 4-boyutlu uzaydaki déonme-d6nigim bagintisi (3.45) ifadesiyle
verilen 3-boyutlu uzaydaki dénme-doniigiim bagintisi ile aymdir ve baginti matris
formunda;

. T B
R'= (EE JR = (E EJR (3.48)
seklinde ifade edilir.
e, € € €
D - [—e (e,U+ e~)} =|l-e, —€; € € (3.49)
€ € € €&
ve
e ) —e e —€ & 1
D = ‘:—e (e,U- e)} =|l-e, € €, -—€ (3.50)
—€; —€ € € |
olmak tizere (3.48) donisiiminii;
1 0 r
R'= e _el °
L} DD }[l’} (3.51)

= AR

seklinde de ifade etmek mimkiindiir. Burada A matrisi (3.48) esitliginden
yararlanilarak;

A=EE =E E (3.52)
ile verilir ve 4-boyutlu uzayda kuaternion déniisiimiine karsi gelen 4x4 matristir:

1 0 0 0

0 el+el—el—e; 2ee,—ee;) 2ee; +ee,)
0 2ee, +ese;) e;—ef+ei—e;  2(e,e; —ee,)
0 2ese, —epey)  2(ese, +ehe,) e —ef —e; +e;

A= (3.53)
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(3.51)’de verilen doniigim ortogonal oldugundan, r ve r' kuaternionlarimn
normlan esittir. Diger bir deyisle bu dontisim sonucu temsil ettikleri niceliklerin
buyiikliklert aym kalir. (3.51) esitliginden ¢ikartilabilecek bir bagka sonug; déniisiim
sonucu r kuaternionunun skaler kismu degismedigi ve vektorel kisminin ise n birim
vektori ¢evresinde 6 agis1 kadar dondirildiagidar (Chou [13]).

(3.40) ifadesinde verilen ve 3-Boyutlu uzaydaki dénme-doniisiim matrisini de

T
A=D D =(d—eTe)U +2ee + ) (3.54)
seklinde tanmimlamak mtumkindiir (Walker and Shao et al. [17]).
Ornek:
T=51+ 7]' +2k vektorinin 1 birim vektorii etrafinda 60° dondirilmesiyle
elde edilecek T'vektori ne olur?
Coziim:

T vektori r=J0,5,7,2] seklinde bir vektér kuaternion olarak temsil
edilebilir. e kuaternionu ise

9 ..
e =cos—+nsin—
2 2

=c0s30+1sin30

ml&l

0, 0]

1
=52

olup r’ kuaternionu

r'= re
_fl YR
—75 ][0572][—2— -5,0,01
_j0, 3 5743 24743,

27 2 72
=[0, 25,16, 71]

seklinde yine bir vektor kuaterniondur. Yukaridaki esitlige gore ' vektoru;
T=251+16j+71k

olacaktir.



3.5 Kuaternionlarla Oteleme Hareketinin Incelenmesi

Kuaternionlar 6teleme hareketi yapilan koordinat sistemlerine uygulanabilirler.
P noktasinin O orijinli xyz-koordinat sistemine gore yervektéri T olsun. Sekil 3.4°de
goruldigu gibi xyz-koordinat sistemi O' orijinli x'y’z’-koordinat sistemine gore 7,
vektori kadar 6teleniyor.

Sekil 3.4 Oteleme hareketi

P noktasimin xy’z’ -koordinat sistemine gore yervektorii T olduguna gore, T
ve T' arasindaki iligki,

I'=1,+7 (3.53)

olmalidir.
(3.55) bagintist kuaternion formunda;

r=r,+r (3.56)

ile verilir ve
0, x.y’, 2'1=[0, x,, v, z,] 0, X, y, z
[0, x"y ][‘OYO o]+ Y, z] (3.57)
=[0, Xy +X, Yo+, Z, +Z]

seklinde ifade edilir ( Tan and Balchen [14] ). Oteleme hareketini matris formunda da
temsil etmek miimkiindir ve déniisiim bagintist;

X 1 0 0 x)(x
z' 0 01 z||z
1 0 0 0 1 1

ile verilir (Ozdas [1}]).



3.6 Kuaternionlarla Donme+QOteleme Hareketinin incelenmesi

Sekil 3.5 Donme+Oteleme hareketi

Donme+Oteleme hareketi donme ve oteleme hareketinin kombinasyonudur.
Sekil 3.5’ de goruldigi gibi O orijinli xyz-koordinat sistemi O' orijinli x’y’z’
koordinat sistemine gére T, vektori kadar 6telenirken aym zamanda fi birim vektori

etrafinda O agis1 kadar donuyor olsun.
P noktasiin x'y'z" koordinat sistemine gore yervektéri ' olduguna gore, T

ve T’ arasindaki iliski;
Fof 4T (3.59)

olmaldir. Bu esitlik kuaterniyon formunda, her bir harekete iliskin bagmntilarin ayn
ayr yazilmastyla ifade edilir:

r'=r,+ere* (3.60)
Yukandaki esitlikteki ilk terim G6teleme hareketine karsi gelirken ikinci terim ise
doénme hareketini tanimlar. (3.60) ifadesi daha agik bir formda,

A . 6 ..
[0, x", y', 2'1=10, x,, ¥,, zo]+[cosg, nsin —2—] [0, X, v, Z] [cosz, - sin —2—] (3.61)

ile verilir (Ozdas [1]). (3.61) ifadesinde dikkat edilecek bir nokta ifadenin basitligidir.
(3.48) ile (3.54) arasinda kalan matris ifadeleri ne kadar karisik ve i¢ karartici iken,
kuaternion yaklagiminin kullanildigi ifadeler o kadar agik, kisa ve anlagilirdir.
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Ornek:

Bir pargacigin xyz-koordinat sistemindeki T = 31+ 6]’ +2k yervektori z-ekseni
etrafinda 90° dondirildiigii anda bu xyz-koordinat sisteminin O' orijinine gore
yervektori T, =4i+7j+k ise bu pargacigin x'y’z’-koordinat sistemine gére
yervektorii ne olur?

Coziim:

T veT’ yervektorlerini;
r=10,3,6,2]

r, =[0,4,7.1]

seklinde birer vektor kuaternionla temsil edelim. e birim kuaternionu ise;

e= cosgﬂr- ﬁsing = cos45 + k sin45

Z

—[— 00—]

olacaktir. Buna gore (3.60) doniigim bagintisindan;

r'=r,+ere*

V2 A2 V2 V2

=[0,4,71]+[—, 0,0, —1]10, 3, 6, 2}[—, 0, 0, ——
[ 1+ 51103, 6, 21— 5]
=[O’4’ 77 1]+[01-67 37 2]

=10, -2, 10, 3]

elde edilir. Yukandaki bagintiya gore aranan T1' vektord, ?’=—2f+105+312
olacaktir.



4. KUATERNIONLARIN FiZIKSEL UYGULAMALARI

3. bolumde kuaternionlarin donme ve Gteleme hareketlerine iliskin bagintilan
incelenmigti. Bu bolimde bunlara ek olarak kuaternionlarin fizikteki diger
uygulamalar izerinde durulacaktir.

4.1 Eylemsiz Referans Sisteminde Newton'un II. Kanunu

Kartezyen koordinat sisteminde bir par¢acigin konumu zamanin fonksiyonu
olarak

T =x(t)i +y(t)] + z(t)k (4.1)
vektorii ile belirlenir. T konum vektorii kuaternion formunda;
r=[0, x(t), y(t), z(t) ] (4.2)

ile verilir. Hiz ifadesini bulmak igin
d. = [—C-l- 0,0,0] (4.3)
Cohdt” '
ile tammlanan tiirev operatora kullamlir.

y= [é";, 0,0, 010, x(t), y(t), 2(t)]

~[0 dx(t) dy(t) dz(t)
Codt 7 odt 7 dt

(4.4)

]

Ivme ifadesini bulmak igin ise » kuaternionunu iki kez tiirev operatori ile garpmak
gerekecektir:

a= [-(;—i{, 0,0, O][%, 0,0,0][0, x(1), y(t), z(t)]

_d dx(t) dy(t) dz(t)
[dt’o’o’o][o’ dt * dt T dt ] (4.3)
d*x(t) d*y(t) dZZ(t)]

=[0, , —, -
d¢? dt? d¢?
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Ornek:

Bir maddesel noktamin hareketi x=(t+1)* ve y=(t+1)" denklemiyle
veriliyor. X ve y metre, t ise saniye cinsinden 6lgiildiigiine gore t = 2saninda maddesel
noktanin konumunu, hizin1 ve ivmesini hesaplayiniz.

Coziim:

Maddesel noktanin konumu (4.2) esitliginden kuaternion formunda;

r=[0, x(t), y(t), z(t)]
=[0, (t+1)*, (t+1)*, 0]

ile verilecektir. t=2s amndaki konumu ise;

r=[0, (2+1), (2+1)7, 0]

1
=[0,9,—,0
[0.9,5.0]

olacaktir. Maddesel noktanin hiz esitlik (4.4)'den;
[0 dx(t) dy(t) dz(t)]

Codt 7 odt T odt
=[0,2(t+1) , =2(t+1)~, 0]

olup, t=2 s aninda hiz,

2
v=][0, 6,——,0
[0, 6, Y ]

dir. Maddesel noktanin ivmest esitlik (4.5) geregince;

d’x(t) d’y(t) d*z(t)
d¢t 7 de? 7 de
=[0,2,6(t+1)™,0]

]

a=[0,

bulunur. t =2s aninda sahip oldugu ivme ise,

2
a=[0,2,-—,0
[0. 2,22, 0]

ile verilir.



4.2 Polar koordinatlar ve Newton’un II. Kanunu

vA

Sekil 4.1 xy diizleminde hareket

—

Polar koordinat sisteminde m pargacigiun konumu ]fl =p ve T
dogrultusundaki birim vektor g, ve T ’ye dik birim vektor g olmak tizere T = p§g, ile
veriliyordu. Bu konum vekto6ri kartezyen koordinat sisteminde;

T = r(t) cos[B(t)]i +r(t) sin[6(1)] ] (4.6)
seklinde tanimlanir. T vektoriiniin kuaternion formundaki ifadest;
r={0, r(t)cos[B(t)], r(t) sin[B(t)], O] 4.7)

ile verilir. Hiz ifadesini elde edebilmek igin (4.3)'de verilen {4, tiirev operatérii ile »
kuaternionunu ¢arpmak gerekir:

v=d.r

= [—c%’ 0,0, 0][0, r(t)cos[B(t)], r(t)sin[B(t)], O]

=[0, Edt_ r(t) cos[O(t)], ad;r(t) sin[6(t)], 0] (4.8)
= [0, d;(:) cos[A(t)] - r(t) sin[G(t)]g?d(t—t),
dr(t) do(t)

,0]

. sin{0(t)] + r(t)cos[e(t)]T

Ivme ifadesini bulmak igin {, tiirev operatorii r kuaternionuna iki kez veya v
kuaternionuna bir kez uygulanmahdr:



a=d.d.r
=(11v

=[_§;, 0, 0, 01[0, dr (t) — cos[B(t)] - r(t)sm[e(t)]de(t)

dl’(tt) sm[e(t)] + r(t) COS[e(t)]

dr(t) dec)

de(t) o

r(t)co [%)](de(t)

d’ G(t)

= [0~ 2sin[6(t)] —— —)

+cos[6(t)]d “ r(®)sin[0()] 922

d@(t))

2cos[B(1)]——= r(t)sin[6(t)}(

d’ G(t)

dr(t) dG(t)
d

+sm[9(t)] ( +r(t)cos[6(t)] 0]

Ornek:

Bir pargacik r =36 ve 0= 2¢’ile verilen egri boyunca hareket etmektedir. r
metre, t ise saniye cinsinden olgtildiigiine gore pargacigin 6 = 0,5 rad aninda hizin1 ve

ivmesini bulunuz.
Coziim:

0 =2+ olduguna gore,

t=3\/§=3"£=063s
2 2

olmalidir. r’nin buyukligi ise,

r=30=6¢
=6(0.63)’
=15m

bulunur. (4.7) ifadesine gore pargacigin konumu,
r=[0, 1.5¢co0s(0.5), 1.5sin(0.5), 0],

(4.8) ifadesine gore pargacigin hizi,

v=[0,71,36,0]



ile verilir. Hizin biyukliigi ise v kuaternionun normunun karekokiine esittir.

N, =vp*
=(7.1)’ +(3,6)
=634 m*/§

M=V
=79 m/s
Esitlik (4.9) dan pargacigin ivmesi,
a=[0,-93,466,0]
bulunur. Ivmenin biytkligi ise,

N.=aa*
= (~9,3)" + (46,6)’
=2258m°/ '

la|=JN.=475m/¢

olmalidir.
4.3 Dogal Koordinat Sisteminin (Serret-Frenet Ugyiizliisii) Kuaternion Temsili

Sekil 8’de gorildigu gibi sirekli bir (¢) egrisi iizerinde hareket eden bir
parcactk ele alinsin.

y4 Q
Btedy)
T(t) (c)
) > X

Sekil 4.2 Egri lizerinde hareket

Parcaci@in T yervektorii zamanin fonksiyonu olarak kuaternion formunda,

r =10, x(t), y(t), z(t)] (4.10)



ile verilsin. r, egri uzerinde almnan bir baglangigtan itibaren olgilen (s) yay
uzunlugunun fonksiyonu olarak;

v=d.r
= [%, 0,0,0][0, x(s), y(s), z(s)]
0 dx(s) dy(s) dz(s)] 4.11)
Codt 7 dt dt
=[0 dx(s) ds dy(s) ds dz(s) ds
“ds dt’ ds dt’ ds dt

=[

2

seklinde yazilabilir. ¢ =[q,, q,. q,,q,] kuaternionu,

9,

cos9 =

ve

Sin® = "4

7

olmak tizere;

g =/ Nq(cosb +qsinB)

seklinde yazilabilecegi Bolim 1'de belirtilmigti. Buna gore esitlik (4.11) de verilen v
kuaternionu;

(&)

cos6=0 (4.13)

(4.12)



(520 (0. (s0s)
JNe

_ \/(%S_)% +(d—’;(:~)%:.j2 . ( d);(:) %32

sinf =

= & (4.14)
dt
=1
olduguna gore,
v= [Nt (4.15)
seklinde yazilabilir. Burada ¢ kuaternionu;
t=0, dx(s) ’ dy(s) , dz(s)] (4.16)

ds ds ds

ile verilmektedir. £ nin normu;

M= (d)c(l(sS))z+(d)cli(sS))2+(dz(sS)jz @17)

=1

olduguna gére t kuaternionu birim kuaterniondur ve bundan sonra £ ile
gosterilecektir. v kuaternionu parcacigin hizina karsi gelen vektorii temsil ederken, £
kuaternionu da yoriingeye teget birim vektére karsilik gelir.

Parcacigin P noktasindaki ivmesi ise v kuaternionuna tiirev operatoriniin
uygulanmasi ile elde edilir. Buna gore a, parcacigin ivme vektorine karsi gelen
kuaternion olmak uzere;

a=d.v ‘
=[i, 0.0, 0][0. dx(s)(_ii’ dy(s)g dz(s) ds
dt ds dt ds dt ds dt

_ 4 ds dx(s) dy(s) dz(s)
[dt,0,0,0]([dt,0,0,0][O, ds ~ ds = ds ])
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[d s 0,0, 0][0, dx(s) dy(s)’ dz(s)
ds ds

a=

dy(s) dz(s)
ds ’ ds

+[—, 0,0, O][—, 0,0, 050, £&.
, ds (4.18)
€5 0 0,010, 09 () dz(9)

dt’ ds ds ds
d’ x(s) d*y(s) d* z(s)][ds 0,0, 0]

~ h

ds’ ds’ ds* T dt

ds
+[—, 0,0, 0][0,
[ i I
ile verilmelidir. (4.18) esitligi yeniden diizenlenirse;
a=[220,0,0]f + ([js 0,0, 0]j [d 0,0,0] ¢ (4.19)

elde edilir. Ote yandan £ birim kuaternion oldugundan
A X
=1 (4.20)

olup (4.20) esitliginin yay uzunluguna gore tiirevi igin;

= ([i, 0,0, 0]:) ;i ([i, 0,0, 0] i*)
ds ds

EX) EYQ &2y o X YO das),
ds ds ds ds ds ds

(4.21)

0=[0,

elde edilir. ¢ f=_f oldugundan (4.21) esitligine gore,

0, & X(S)’ d’ y(s) & Z(S) ~0 (4.22)

ds’ ds’

yazilabilir. Bu ifadeye gore,

d°x(9) &'y &2 ; (4.23)

[Os )
ds’ ds’ ds

olmahdir. P noktasinda f kuaternionuna karsi gelen vektore dik birim vektor, i
birim kuaternionu ile temsil edilirse £, R € R olmak tzere,

0, &X9 &) & Z(S)]zi_A:k#l,; (4.24)
S

ds* = d¢¢  d¢ R



ile tammlanmak tzere (4.19) ifadesi;

2 2
a= [%_S_ 0,0,0]f+k([%,0,0,0]j i (4.25)

2

seklini alir. £’ya (c ) egrisinin P noktasindaki egriligi, R’ye ise egrilik yarigapt denir.

b=1ih (4.26)

olmak Gzere,

ldn 1; (4.27)
Tds Rt

o

5:

birim kuaternionu tanimlansin. £, 71, b birim kuaternionlar dogal olarak

~

A= bt (4.28)
{=hb (4.29)

kosullarini saglarlar.

Ornek:

x = 3cost, y =3sint, z=4t uzay egrisinin herhangi bir noktasindaki 7, 7,

kuaternionlarn ile egrilik yarigap: ve egriligi bulunuz.
Coziim:

Esitlik (4.10)'dan,
r =0, 3cost, 3sint, 4t]

seklinde ifade edilmelidir. (4.11) ve (4.15)’den,
v=dr=N,1

olduguna gore;

_rp 9x(s) dy(s) dz(s)
dir =10, dt * dt dt]

=[0, - 3sint, 3cost, 4]

b



VN, = \/9sin 2t+9c052t+16
=35

bulunur. ¢ birim kuaternionu,

P=—

v

=

3. .3
=[0, —=sint, —cost, j‘1]
5 5 5

ile verilecektir. £ nin yay uzunluguna gore tiirevi

g _di
ds dt N,
1.
=—n
R
ve
o
h=_dt =[0, — cost, —sint, 0]

olmalidir. (4.30) esitliginden

VN,

3. .
[0, —=cost, —sint, 0] = ——[0, —cost, —sint, 0]
5 5 R

yararlanilarak R = 5 ve k= % = % bulunur. b kuaternionu ise;

~

-~

b=

4 . 4 3
=[0, —sint, —~ —cost, =]
5 5 5

elde edilir,

(4.30)

40
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4.4, Mekanikte Donme Eksenleri

Kuaternionlar kat1 bir cismin dénen bir koordinat sisitemine gore kinematik
bagintilarin1 bulmada kullanilabilirler. Bilegenleri zamana bagh q birim kuaternionu
ele alinsin. q birim kuaternion olduguna gore

qq* =1 (4.30)

bagintisini saglar. (4.30) denkleminin zamana gore tiirevi alinarak,
%

dq * dq
g +q——=0 4.31
w? Ty (4.31)

elde edilir. Diger yandan,

* *
dq *) dg dq *}
Ly |=g—2t=-2 4.32
(dt )" ! (432)
oldugundan (cil_‘th* skaler bilesene sahip degildir. (4.30) esitliginden yola ¢ikarak;
. dg (dq *j
e S e & 4.33
i \a?)? (4.33)
yazilabilir.
dg =
w=2— 4.34
i ? (4.34)

seklinde verilen vektor kuaternion olmak Uzere (4.33) denklemi;

d—q=lwq

dt 2

ile ifade edilebilir. Buradan yola ¢ikarak,

dg* 1 * 1
——=—=(wq) =——=q*w 4.35
=) =24 (4.35)

yazilabilir. w vektor kuaternion oldugundan w* = -w oldugunu hatirlayiniz.

Uzayda sabit bir koordinat sistemine gore donme miktar1 q’nun degeri
tarafindan belirlenen bir cisim ele alinsin ve cismin bu sabit koordinat sistemine gore
koordinatlar1 p vektor kuaternionu ile belirlensin. Cisim Uzerinde yer alan bir
koordinat sistemine gore cismin koordinatlari;
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p=q*pq (4.36)
olacaktir,
dp’
—=0 437
i@t (4.37)
oldugundan;
dg * dp dg
gt P77 1T P
1 dp 1
S——q*wpq+q*—q+—q*pw 438
PSR e by B Al (4.38)

1 dp
=qg* -—(wp-pw)+—
q[z(p W) dt}q

elde edilir. (4.37) esitligi geregince ve (4.38) esitliginden;

P 1 o) = G 3
i 32 (wp - pw) = oxp (4.39)
olmalidir. Bu sonuca gore @ agisal iz, w da agisal hiz vektoriine karsi gelen vektor
kuaternion olarak yorumlanabilir. Bu inceleme, cisim veya sabit koordinat sistemine
gore konumlart sabit olmayan pargaciklarin hareketini tamimlamak igin
genisletilebilir. r ve r' kuaternionlarinin vektorel kisimlart cisim ve sabit koordinat
sistemine gore par¢acigin konumlarini belirleyen yervektorlerine karsilik gelsin. r ve
r' arasinda

r'=q+*rq (4.40)

bagintis1 mevcuttur. Yukandaki ifadenin zamana gore turevi alinarak;

dr' _dg* dr dq
a0 dt LT
=-—l—q*qu+q*g—’lq+lq*rwq (4.41)
2 dt ~ 2

=q *[— l(wr —rw)+ d—r:}q
2 dt

ifadesi elde edilir. Ote yandan;



wr—rw=(0[ro+7])- ([ro +T]®)
=r0(3 "(E.F"‘(BXF_I‘Q(B +f.(3 "-I:X(B (442)
=20 XT

olduguna gore (4.41) ifadesi;

dr’ dr . _
e q*[—(—i—t——coerq (4.43)

haline indirgenir. Yukarida verilen esitligin bir kez daha tiirevi alinarak,

d2r'=_l *w[i';~03x'r' + *rdzr déx'r' 5x T q
i 20 7« T dat

dr . _11
+q* —~QXr |—w 4.44
q [dt L q (4.44)

X - -
= ‘I*[i; —cﬁx%{———%otix? +c'6x(€6xf)] q

elde edilir. Eger eksenler biran igin ust-iste gelecek sekilde segilirse
q =lolacagindan (4.44) ifadesi, donen koordinat sistemleri arasindaki klasik

bagintiya indirgenir (Ward [3]).
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5. DUAL KUATERNIONLAR

Bu bélimde daha 6nce verilen kuaternion kavramina ek olarak dual kuaternion
kavramu incelenecektir. Daha sonra ise dual kuaternionlarin fiziksel uygulamalan
tizerinde durulacaktir.

5.1. Dual Say:

a, a'reel say1 ve ve &= 0 olmak tizere 4 dual sayist;
A= [a,a'] 5.1

seklinde tanumlanir (Veldkamp [22]). a sayisina 4 dual sayisimin reel kismu ve a’ reel
sayisina da A dual sayistmin dual kismi denir.
[1, O] dual say1s1 kisaca € ile gosterilecek olup dual birim olarak adlandirir.

5.2. Dual sayilar Uzerine Temel Islemler
5.2.1. Toplama ve Cikarma

A=a+ega'=[a,a'lve B=b+eb'=[b,b’] gibi iki dual saymin toplam: ve
farki,

AtB=(a+ea’)x(b+eb)=(atb)+e(a’tb") (5.2)

ile verilir. Dikkat edilirse reel kisimlar kendi arasinda ve dual kisimlar da kendi
arasinda toplama ve gikarma islemine tabi tutulurlar. Iki dual saymin toplami ve farki
yine bir dual sayidir.

5.2.2. Carpma

A ve B dual sayilanim garpimy;
AxB=(a+ca)x(b+eb)=(axb)+e(axb’ +a'xb) (5.3)

seklinde tammlanir.Iki dual saymnn ¢arpimu yine bir dual sayidir.
5.3.3. Esitlik
A=a+ea’'=[a,a’]l ve B=b+egb =[b,b'] olmak tzere

a=b, a'=b' | (5.4)

ise A dual sayis1 B dual sayisina esittir.

5.3. Dual Vektorler

3, ' i¢ boyutlu uzayin reel vektorlerini gostermek tizere A dual vektorii,

A=a+¢ga’ (5.5)



seklinde iki reel vektoriin kombinasyonu olarak tanumlanir ve
A=[3,3'] (5.6)

ile temsil edilir. Diger taraftan a2 =ai+a,j+ak ve @' =aji+a) j+a, k olmak iizere

A dual vektorinii;

A=F+ea=(ai+a,) +ask) + € (a1 +a} j+a} k)
=(a;tea)) i+(a, +€25)] + (as + €2,k (5.7)
= Ai+Bj +Ck

seklinde ifade etmek mumkiindir. (5.7) ifadesinde 4, B, C 'nin dual say1 olduguna
dikkat ediniz. A bir skaler olmak tizere A4 dual vektoriinin bu skalerle ¢arpimu;

A =[\E,A3"] (5.8)

olup elde edilen nicelik yine bir dual vektordur.
Reel ve dual bilesenleri sifir olan dual vektore sifir dual vekior denir ve

0 =[3, 9] (5.9)

ile gosterilir (Hacisalihoglu [7]).
5.3.1 Dual Vektorlerin Skaler Carpimi

—_

A=3+€d ve B=b+eb dual vektorlerinin i¢ carpimu (4, B) ile gosterilir
ve

(4, By =@ +¢€d', b+eby=(@,b)+e[@,b)+(&,b")] (5.10)

seklinde tanumlamr (Veldkamp [22]).
5.3.2 Dual Vektorlerin Vektorel Carpim

A=3+e3 ve B=b+eb gibiiki dual vektorin vektorel garpimi AxBile
temsil edilir ve bu ¢arpim;

AxB=(@E+¢ed,b+eb)=axb+e[(@xD)+(@ xb)] (5.11)

ile verilir (Veldkamp [22]).
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5.3.3 Dual Vektor Esitlikleri

Reel vektorler igin gegerli olan esitlikler dual vektorler igin de aynen gegirlidir
(Hacisalihoglu [7]):

(AxB,Cy=(BxC,Ay=(Cx 4,B) (5.12)
(Ax B, Cy=(4, BxC) (5.13)
Ax(BxCy+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0 (5.14)
(AxB,C xDy={(4, Cy({B, D)—-(4, D)(B, C) (5.15)
Ax(BxCy=(4, C)B-(4, BYC (5.16)

5.4 Dual Kuaternionlar

Dual vektorler iki reel vektoriin kombinasyonu olarak tanimlanmusti. Benzer
sekilde @ dual kuaternionu;

=q,+qi+ ,A'+ k
q=q,+q, ?CLJ qu ) (5.17)
g =q+qi+qij+qik

gibi iki reel kuaternionun kombinasyonu olarak;

Q=q+eq’'=[q, q']
=(q,t€qy) +(q,+€q;)i+(q,+€q3)j+(q,+€q3)k (5.18)
=0,+0,i+0,j+0,k

seklinde tanimlanir ve
0=1[9.94'1=10,,0,,0,,0,] (5.19)

ile temsil edilir. Q,,0,,0, ve O,, Q dual quaternionunun dual bilesenleri olarak
adlandirihirlar. Reel quaternionlarda oldugu gibi bir dual quaternion,

Se=0, (5.20)
ve
Vo=0,1+0,j+0:k (5.21)

ile tanimlanan skaler ve vektorel kisimlara ayrilarak,
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Q=Sq+Vq (5.22)
seklinde ifade edilebilir. Bir dual quaternionun skaler kismu bir dual sayi, vektorel
kismu da bir dual vektordir (Hacisalihoglu [7]).

5.5 Dual Quaternionlar Uzerine Temel Islemler
5.5.1 Dual Kuaternionlarin Esitligi

Ele alinan herhangi P ve @ gibi iki dual kuaternionun reel ve dual kisimlan
kargilikli olarak esitse bu iki dual kuaternion esittir.
Ss=Sq Ve Vp=Vq = P=(0 (5.23)
5.5.2 Toplam ve Fark
Iki dual quaternionun toplam veya farki kargilikh olarak reel ve dual
kisimlarinin toplamina veya farkina esittir:
PxQ=(SpE£Se)+(VrEVy)
= (PoeQ)+(PteQ) +(Prt Q)] +(PseQ)k  (5.24)
= [Pai SQ(),P] ng]:PZ iSQZ’P?’iSQ:i]
5.5.3 Carpma

P ve Q gibi iki dual kuaternionun garpimu;
PO=(p+ep')q+eq)=pq+e(pq'+p'9)=[pq. pe+p'q] (525

seklinde tanimlamir. Dual kuaternion garpimi sonucunda elde edilen nicelik yine bir
dual kuaterniondur. Bununla birlikte pq'+p'q=0 ise PQ c¢arpimu reel kuaterniona
indirgenir.

Dual kuaternion c¢arpim degisme Ozelligi gostermez, fakat dagimhi ve
bilesimlidir (Hacisalihoglu [7]):

P(Q+R)=PQ+ PR (5.26)
P(QR) =(PQ)R (5.27)
5.5.4 Eslenik

Dual kuaternionlarda eslenik kavramu reel kuaternionlara benzer sekilde ifade

edilir. Bir dual kuaternionun eslenigi Q."= ile gosterilir ve,

Q" = q*+eq'*=[q* "] (5.28)
= [Qo.’ "QI?'QZ’ -Q.%]
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seklinde tammlamir. Ote yandan dual kuaternionlar ile désnme ve oteleme ifadelerinde

sik¢a kullanilacak olan dual eslenik,

Q.=q9-¢q'=[q,-9'] (5.29)
ile Q dual kuaternionunun esleniginin dual eslenigi ise;

Q:=q*-¢q*=[g*—q"] (5.30)

seklinde tanimlanir (Valasek and Stajskal [18]).
P ve Q dual kuaternion olmak tizere P ve ’unun toplaminin eglenigi

(P+Q) =(p+q)*+e(p'+q')*
=p*+q*+8p'*+8q'*

, , (5.31)
=(p*+ep*)+(q*+eq™)
ile verilir. Tki dual kuaternionun ¢arpiminin eslenigi ise;
(PQ)" = (pa)*+e(pq’+ p'g)*
=g* px "% px* * 'k
q*p*+e(g' * pr+q* p™) (5.32)
= (g *+eq™)(p*+ep™)
olacaktir (Hacisalihoglu [7]). Diger taraftan bu dual kuaternionlar igin
(P@).=P.0Q. (5.33)
ve
(PQ). = Q. P! (5.34)

bagintilar1 yazilabilir (Valasek and Stajskal [18]).
5.5.5. Norm

Bir Q dual kuaternionun normu J, ile gosterilmek Uzere; aynen reel

kuaternionlarda tanimlandig: gibi kendisi ile egleniginin ¢arpimina esittir:

Ne=00 =0 0

(5.35)
=0+0;+0;+0;
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Bu islem sonucunda elde edilen nicelik bir dual sayidir. 1ki dual kuaternionun
garpiminin normu igin;

Nro = (PQ)(PQ)"

) (5.36)
=PQQ"p*

ifadesi yazilabilir. QQ*= Nq olup, N ise bir dual sayidir. Bir dual sayimn bir dual

kuaternionla carpimu degisme ozelligi gosterdiginden (5.36) ifadesi yeniden
dizenlenerek;

NPQ=PQQ*P*
_ *
—PNSP (5.37)
=Pp Nqg
= N»Nq

elde edilir (Hacisalihoglu [7]).
5.5.6. Birim Dual Kuaternion

Normu birim olan dual kuaterniona birim dual kuaternion denir. Birim dual
kuaternionun reel kismi birim ve dual kismu sifirdir:

Qo+ +q;+q;=1 (5.38)
5.5.7. Bir Dual Kuaternionun Tersi

Dual kuaternionlarin tersi, reel kuaternionlarda tamumlanan ifadeye benzer
sekilde tanimlanur ve Q™' ile gosterilir. Q dual kuaternionunun tersi;

~

Q—lz_]Qv__=QO_Q]1_Q2J_Q3k (539)

o  0i+0I+0i+0;

ile verilir. Bu ifade reel ve dual kisimdan olusur. Q™' ’in reel kism;

qO_‘)q]lz—qzzj—q’?k (540)
Qo+ 9q; +q;+9;

ve dual kismt i¢in

' I;_ o ’]2 2( Py - qr+ qr) . R .
9o . q, . qzz.] q23 _ =959, 7‘]1(171 ?2 i - q:9; @-0i-0i-0K (5.41)
Qt+q +q,+4; (q6+q;+q;+q;)
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ifadeleri yazilabilir. Reel kuaternionlarda oldugu gibi dual kuaternionun tersi ile
kendisinin ¢arpimi birimdir:

00'=0"0=1 (5.41)
(5.37) denklemi kullamlarak;

NoNgi=1 (5.42)
ve

Ng! =NL (5.43)
Q

elde edilir.

5.5.8 iki Dual Kuaternionun Béliimii

Reel kuaternionlarda tammlandigi gibi, Q@ #0 olmak iizere bir P dual

kuaternionunu bir Q dual kuaternionuna bélmek igin Pyi Q' ile garpmak gerekir.
Fakat dual kuaternion ¢arpimi degisimli olmadigindan bu ¢arpma iglemi iki tiirladar.
Bu nedenle P’yi @ ile iki turli bolmek gerekir.

Sagdan bolme: PQ”' (5.44)
Soldan bolme: Q7' P (5.45)

Bolme iglemi sonucunda elde edilen nicelik yine bir dual kuaterniondur



6. DUAL KUATERNION UYGULAMALARI
6.1. Dual Kuaternionlarla Oteleme Hareketinin Incelenmesi

Ug boyutlu uzayda yer alan P noktasiun O orijinli xyz koordinat sistemine
gore koordinatlan dual kuaternion formunda;

R=[1,r]=[1,0,0,0;0,x,y,z] (6.1)

ile verilir (Valasek and Stajskal [18]).

P(x, y,2)

Sekil 6.1 Oteleme hareketi
Sekil 6.1°de gosterildigi gibi O orijinli xyz sistemi, O' orijinli x)'z' koordinat

LD o }

sisteminden orijinleri paralel kalacak sekilde Gteleniyor. P noktasimin x'y'z' koordinat
sistemine gore koordinatlari,

R'=[1, r’']1=[1,0,0,0;0,x", y', z'] (6.2)
ve O orijjininin O' orijinine gore konumu;
Ro=[1’r0]=[l’0703O;O)X0>y0’zo] (63)

dir. A dual kuaternionu;

1 1 1 1
A=[1,-r}=[1,0,0,0;0, —x0,—Y,, — 6.4
[ 2"0] [ 2Xo.2yo 2Zo] (6.4)
ile verilmek lizere doniisiim bagntisi,
4 * 1 1
R =ARAc=[1,5ro][1, r][l,gro] (6.5)

seklinde taimlamr (Valasek and Stajskal [18]). (6.5) esitligi daha agik bir formda



1 1 1 1 1 1
I;O,X’, ”Z, = 1,0’—' s Yoo 4 I;Xv »Z 1,0,"' s~ Yor A~ 6.6
[ y,z']=[ X005 Yo 220][ v, z]l 5 %005 Yo 220] (6.6)

seklinde yazilabilir Bu dénistim sonucu elde edilen nicelik yine bir dual kuaterniondur.

Ornek:
F=1+ j +k vektorinin baslangi¢ noktasina gore T, = P+ 25 + 3k vektori
kadar Gtelenmesi ile elde edilen yeni vektorii bulunuz.
Coziim:
(6.1) esitligi geregince T vekt6rii dual kuaternion formunda;
R=[1,r]=[1,0,0,0;0,1,1, 1]

seklinde ifade edilmelidir. (6.4) esitliginden A kuaternionu,

1 1 3
A=[1-pr]=[1,0,0,0;0,—,1 —
[ 2ro] [ 5 2]

olup A dual kuaternionunun esleniginin dual eglenigi ise;

1 1 3
e=[1,=r]=[1,0,0,0;0,—,1,=
Ac=[ 2"0] [ > 2]

olacaktir. (6.5) esitliginde verilen donusiim bagntisi geregince elde edilecek yeni
vektor dual kuaternion formunda;

1 3 1 3
L,o,x', y, z1=[1,0,—,1, =][I; 1,1, 1][L, 0, —, 1, =
[ Y5z 1=[ 5 2][ 1L 5 2]
1 3 3 5
= I, O, Pars la_ 1; O’_a 27 -
[ 2 2][ "2 2]
=[1,0,2, 3, 4]

olmaldir. Dolaysiyla T vektoriinin baglangic noktasina goret, vektori kadar

otelenmesi ile elde edilecek yeni vektor 1'= 21 + 33 + 4k ile verilecektir.

6.1. Dual Kuaternionlarla Dénme Hareketinin incelenmesi

Sekil 6.2” deki xyz sistemin yer alan P(X, y, z) noktasi ele alinsin. Bu noktanin
koordinatlari,

F=xiA+yj+zlA< 6.7)

vektorii ile belirlenebileceginden, bu vektore karsi gelen dual kuaternion;
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R=[1,r1=[1,0,0,0;0,x,y, z] (6.8)

ile verilecektir.

Sekil 6.2 Donme hareketi

xyz-koordinat sistemi Sekil 6.2’ de gosterildigi gibi n birim vektori gevresinde 6
agist kadar dondiruldigine gore P noktasinin yeni koordinatlann 1’ = X'+ yj+z'k
vektorti ile belirleneceginden 1’ vektoriine kargi gelen dual kuaternion;

R'=[1, r'1=[1,0,0,0;0,x",y’, 2] (6.9)

olmalidir. Bu donigtimde kullanilacak olan 4 dual kuaternionu;
6 .. 6
A= [e 0]= [cosz,nsm—z—;o, 0,0, 0] (6.10)

ile verilcek olup, reel kuaternionlardaki donme-doéniisim bagintilarinda tammlandig
gibi Euler parametreleri igerir. A dual kuaternionunun esleniginin dual eslenigi ise;

Az =[e*, 0]=[cos%, —fisin -2-; 0, 0, 0, 0] (6.11)
seklinde tammlanacaktir. R ve R' arasindaki donme-dontusim bagintist,
R'= AR 4. =[e,0][1r] [e*,0] (6.12)

ile verilir (Valasek and Stajskal [18]). (6.12) esitligi daha agik bir formda yazilabir:
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[1;0,x"y’,2']= [cos%, fisin g-; 01[1;0,x,y,z] [cos%, —fsin g; 0] (6.13)

Bu déniisiim sonucu elde edilen niceligin yine bir dual kuaternion olduguna
dikkat ediniz.

Ornek:

T =71+2]+5k vektoriniin k birim vektori etrafinda 90° dondurilmesiyle
elde edilecek ' vekt6rini bulunuz.

Coziim:

(6.8) esitligi geregince T vektdri dual kuaternion formunda;
R=[1,r]=[1,0,0,0;0,7,2,5]

seklinde ifade edilecek olup donme-déniisiim bagintisinda kullanilacak olan A dual
kuaternionu ve 4’ mn esleniZinin dual eslenigi;

90 V2 V2

90
A=[e,0]=[cos2 Osm-i— ;0,0,0,0] [— OO—— :0,0,0,0]

90 V2 V2

90
= [e, 0]= [cos—,0,-sin— ;0,0,0,0]=[—,0,0,—— ;0,0,0,0
[e,0]= [ 5 5 ] [2 5 ]

olacaktir. (6.13) denklemiyle tanimlanan dénme-doniigim bagintisindan yararlanarak;

V2 00 32 V2 V2

[0, x',y', 2, 0]= [~ 020][10725][—00—7()]
—[1, 0,-2,7,5]

bulunur. Yukandaki sonuca gore T vektoriinin k birim vektori ¢evresinde 90°
dondariilmesiyle elde edilecek T° vektérii, T' = —2i + 7j + Sk olmalidir.

6.3. Dual Kuaternionlarla Dénme+Oteleme Hareketinin Incelenmesi

6.1 ve 6.2’de dual kuaternionlarla donme ve Oteleme hareketine iligkin
bagintilar incelenmisti. Bu bolimde ise bu iki hareketin bilesimi olan donme+oteleme
hareketi incelenecektir. Temel olarak dénme ile 6telemeye iligkin denklemler yine aym
kalacaktir. Fakat donme+oteleme hareketi sozi edilen hareketlerin kombinasyonu
oldugundan elde edilen denklem de herbir harekete karsi gelen denklemlerin
kombinasyonudur.
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Sekil 6.3°de goruldugi gibi O orijinli xyz-koordinat sistemi O' orjjinli xyz’
koordinat sistemine gore T, vektorii kadar Gtelenirken ayni zamanda fi birim vektori
etrafinda 6 agis1 kadar doéniyor olsun.

Sekil 6.3 Donme+Oteleme hareketi

Bu bileske harekete iligkin esitlik, her bir harekete iligkin bagintilarin ayri ayn
yazilmasiyla elde edilebilir. A4, =[e,0] ve A,.=[e*0] olmak uzere donme-
doniisiim bagintisy;

R'= AR 4 (6.14)

1 e e
ve 4,=][1, Ero] ve Are=[1, %ro] olmak iizere dteleme hareketine iligkin baginti;

R" = AzR’A’;c (6.15)
ile verilir. Bu iki hareketin kombinasyonu olan dénme+6teleme hareketi ise;
R”=A2A]RATCA§C (6.16)

bagintisi ile temsil edilecektir (Valasek and Stajskal [18] ). Bu esitlik daha agik bir
formda;

k= Uéro][e, 0](1. r]lex, 0][1,—%;;]

- [e,%roe}[l,"][e*,—%e*r:] 6.17)

“le.snelll rlles,— (roe)"]

seklinde yazilabilir.



36

C =]e, %roe] (6.18)

ile taumlanmak tlizere bu bileske hareket, donme ve Oteleme hareketine iligkin
bagintilara benzer sekilde ifade edilebilir;

=CRC: (6.19)

ile verilecektir. Donme+oteleme hareketine iligkin dontsiim sonucu elde edilen nicelik
yine bir dual kuaterniondur.

Ornek:
"=7iA+23+512 vektorinin k birim vektorii etrafinda 90° donduriilip,

baslangi¢ noktasina gore T, = §+3+12 vektorii kadar otelenmesi ile elde edilecek T

vektdrini bulunuz.
Coziim:

T vektori dual kuaternion formunda;

R=[1,r]=[1,0,0,0; 0,7 2, 5]

ile temsil edilecektir. (6.71) bagintisi kullanilarak;

R=11;01 L1 -1-][—{ 002 072592 002 o011 Y
2 2 2 2 2 2 2 2 2
=[1;O,—1,8,6]

elde edilir. Yukardaki sonuca gére donme+oteleme sonucu elde edilen T vektori
T=—i+ 8} +6k

olmalidr.
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6.4. Dual Kuaternionlarin Denge Problemlerine Uygulanmasi

Klasik mekanikte bir cismin dengede olabilmesi igin iki sart 6ne strulir.
Cismin kiitle merkezinin ivmesi ile agisal ivmesi sifir olmahdir. F cisim tizerine
etkiyen dis kuvvetlerin toplamin1 gostermek tizere cismin 6teleme hareketine iligkin
hareket denklemi Newton’un II. kanuna goére,

olmalidir. Denge sart1 geregince 3, = 0 olduguna gore,

—

F=F+F,+.+F,=

Ve

£=0 (6.20)

I

olmalidir. (6.20) denklemine gore F kuvvetini olusturan kuvvetlerin bilesenlerinin
toplaminin da sifir olmasi gereklidir:

2LF:,=0 (6.21)
ZF=0 (6.22)
2F,=0 (6.23)

Dengenin ikinci sart1 geregince agisal ivme sifir olmali i1di. Bu nedenle cismin
dénme hareketini tammlayan;

i=la (6.24)

denkleminde cisim lizerine etkiyen toplam torkun sifir olmasi gerekir:
T=F+T+...+7,=27,=0 (6.25)

Bu sart ayn1 zamanda toplam torku olusturan torklarin bilesenlerinin de sifir olmasini
gerektirir (Ozdag ve Yortikogullan [6]):

21:=0 (6.26)
>1,=0 (6.27)
>1,=0 (6.28)

Bir QO dual kuaternionu ¢, g’ gibi iki reel kuaterniondan olustugu ve
Q=1[q,9'] seklinde temsil edildigi Bolum 4’de belirtilmisti. Bu tanim denge
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problerinin ¢6ziimiinde ve ifade edilisinde kolaylik saglayabilir. Yapilmas:1 gereken
sey cisim Uzerine etkiyen kuvvetlerin herbirini ve bunlarin cisim wzerinde
olusturdugu torku dual kuaternionun g, ¢’ bilesenleri olarak ifade etmektir.

Cisim Gzerine F,, F,,F; ... F, Kkuvvetleri etkidigi ve bu kuvvetlerin cisim
tzerinde T,,7T,, T;.-- T,torklan olugturdugu distnilsin. 7,,72,7s... T, vektorleri
herbir kuvvetin tork alinan noktaya gére konumunu belirtmek tzere Q,,0,,0;... Q,
dual kuaternionlari,

0, =FE+eT,xE=F+e7 =[F; 1] (6.29)
Q,=F,+eT,xF, =F,+&1, =[F,;7.] (6.30)
Q.= F+eTxE; =F+e7,3=[F;;1s] (6.31)
-
Qn=Fn+8?nX?H=Fn+8%n=[Fn;rn] (6.32)

seklinde ifade edilebilir. Denge kosulu geregince cisim {izerine etkiyen kuvvet ve
torklarin toplam: sifir olacagina gore, bunlari belirleyen dual kuaternionlarin toplami
da sifir olmalidir:

_i]Q,:Q +Q,+0y+...+0.=0 (6.33)
i= 1
(6.33) ifadesi daha agik bir formda;

$0,=[ZF; It]1=[0:0] (6.34)

i=]

seklinde yazilabilir. (6.34)’de verilen ifadenin (6.20) ve (6.25) esitlikleriyle paralellik
gosterdigine dikkat ediniz.

Ornek:

Sekilde gorilen £=2m
uzunlugundaki dizgiin AB ¢ubugunun
agirligt 30 N, W, ve W, yuklerinin
buytiklikleri sirasiyla 100 N ve 80
N°dur. Sistemin dengede oldugu
bilindigine gore A noktasindaki disey
tepki kuvveti ile z uzakligini bulunuz.




Coziim:

Cubugun orta noktasi orijin olarak
segilsin.  (6.32) egitlifine gore sistem
uzerine etkiyen kuvvetler ve bunlarin o
noktasina gore olugturduklar torklar dual
kuaternion formunda;

A £ _» Y,
0, =Fj+e(~-ixFj)=[0, 0, F, 0,0,0,0-—F]

= [O: 0> F]ao; Os O, 09_F]]

A i > o ¢
Q,=-Wij+e~( - 2)ix (- W)i]=[0,0.- W, 0:0,0,0.(C - ) W]
=[0,0,-100, 00, 0,0, (1 - 2)100]

0,=Tj+ s(é ixT}) =[0,0,T,0:0,0,0, gT] =[0, 0,80,0,0, 0,0, 80]

0, = ~Wj+¢(0x Wj) =[0,0,— W, 0,0, 0,0,0] = [0, 0, - 30, 0,0, 0,0, 0]

seklinde ifade edilebilir. (6.34) esitligi geregince;

IS

]Qi=Q1+Q2+Q3+Q4=[O;0]

olmalidir.

0,+0,+0,+0,=[0,0,F +80-100~-30,0;0,0,0, —F, + (1 — z)100 + 80]
=[0,0,F,-50,0;0,0,0, - F, +(1—2)100+80] =]0, 0]

Yukaridaki esitligin reel kismindan;
F,-50=0

ve
F)=50N

bulunur. Ayni esitligin dual kismindan;
-F+(1-2)100+80=0
olacagindan, F,’in degeri yerine konularak;

z=13m

elde edilir.
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7. TARTISMA ve SONUC

Kuaternionlar son yillarda artan bir hizla kullanilmaya baglanmstir. Klasik
Newton Mekaniginden kuantum fiziine, robotik uygulamalardan astrofizige kadar
kendine uygulama alani bulmustur. Bu bulgunun bagka bir kanit1 da internet ortaminda
bir arama motoru kullanarak gquaternion anahtar kelimesini girdiginizde sayilan
binlerle ifade edilen web sitelerini karsimzda bulursunuz.

Bu caligma bir anlamda kuaternionlarin klasik mekanikteki uygulamalar ile
iliskilendirilmistir. Aranilan, kuaternionlarin klasik uygulamalarda vektor cebrine gore
kolaylik saglayip saglayamadigidir. Ornekler incelendiginde vektorel ve skaler
niceliklerin kuaternionlarla temsili mimkiin oldugu gériilmektedir. Bu temsiller klasik
uygulamalarda arzu edilen olgiide kolaylik saglayamamaktadir. Fakat bu temsillerin
vektor temsillerine gore ustiinliikleri de gozden kagmamalidir. Ornegin vektorler
tizerinde bolme islemi tantmh degilken kuaternionlar tizerinde bélme iglemi tammhidir.

Robotik uygulamalar gibi donme ve oteleme hareketlerini igeren sahalarda
kuaternion temsillerinin 6nemi ve faydasi gozardi edilemez. Bu alanlarda kuaternionlar
diginda matris temsilerini kullanmak miimkiindiir. Izlenecek yontem dénme ve oteleme
hareketlerine karg1 gelen matrisleri yazip bu matrisleri belli bir sira ile garpmaktir. Her
oteleme hareketi bir matris ve her donme hareketine yine bir matris karst gelecegine
gore bunlanin bilesimi olan dénme + 6teleme hareketi ise iki matrisle temsil edilecektir.
Fonksiyonel bir robot kolu ele alindiginda kol tizerinde birden fazla eklem bulunur.
Kol hareket ettirildiginde her eklemin 6teleme ve donme hareketi yaptigi diistiniiliirse,
bileske hareket i¢in ¢ok sayida matrisin ardi ardina ¢arpma ve toplama islemine tabi
tutulacag agiktir. Sistem bir bilgisayar yardimiyla kontrol ediliyorsa, bu harekete
iliskin bilgisayar programu yeterince etkin ve hizh tepki verebilecek kapasitede
olmalidir. Ardi sira matris ¢arpimlar1 bilgisayarin tepki hizim azaltir ve bilgisayar
algoritmasi gelistirmeyi zorlagtirir. S6zii edilen robot eger endiistriyel bir robotsa ve
bir dretim hattinda bulunuyorsa bu sonug daha uzun surede daha az tiretim anlamina
gelir. Donme ve Oteleme hareketine iligkin kuaternion temsilleri incelendiginde, bu
temsillerin oldukc¢a kisa ve yalin oldugu gorilir. Ardi ardina kuaternionlan garpmak,
ard1 ardina matrisleri garpmaktan daha kolaydir ve daha az zaman alir. Bu ise hiz ve
etkinlik bakimindan donme ve Gteleme hareketinin kullanildigs biitiin alanlarda kolaylik
saglar.

Bolim 5 ve 6’da dual kuaternion kavramu ele alinmisti. Dual kuaternionlar reel
kuaternionlar kadar olmasa da fizigin ¢esitli dallarinda yavas yavas uygulama alam
bulmaya baglamistir. Reel kuaternionlarin robotik uygulamalarda getirdigi kolayliktan
olsa gerek dual kuaternion uygulamalarimun neredeyse tamamu robotik uygulama
agirhikhidir.

Dual kuaternionlar, sekiz bilesenden olugmalart nedeniyle oktonionlarla
kangtinlir. Her ne kadar bu c¢alismada oktonion yapilar incelenmediyse de
oktonionlarin degisme ve birlesme ozelligini saglamadigt bilinmektedir. Dual
kuaternionlar birlesme &zelligini saglarken degisme ozelligi gostermezler. Eger dual
kuaternionlar oktonion yapilar olsayd: birlesme 6zelligi de géstermezdi. Dolaysiyla
dual kuaternionlar oktonion yapilar olamaz.
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