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KUATERNION CEBRININ KLASIK MEKANIGE
UYGULANMASI

TULAY TOLAN

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisit
Fizik Anabilim Dal1

Danigsman: Prof. Dr. Kudret OZDAS
1998, sayfa 44

Oteleme ve doénme hareketlerinin kuaternion ve dual kuaternionlarla
temsilinin, fizikgilerin daha yaygin olarak tercih ettikleri homojen matris temsilinden
daha basit bir forma ve daha agik bir geometrik anlama sahip oldugu bilinmektedir.
Bu yiizden oteleme ve donmenin biyiikliklerini ve yonlerini dogrudan veren
kuaternion temsili ve bunun bir uygulamasi olan bir sistemin agisal momemtumu,
eylemsizlik momenti bu ¢aligmada ele alinmigtir.

Ayrica buna ilaveten dual kuaternionlanin cebrini incelenip Serret-Frenet
Ugyiuzlisiniin ifadeleri tanimlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kuaternion, Dual Kuaternion



ABSTRACT

Master of Science Thesis

APPLICATION OF QUATERNION ALGEBRA
TO CLASSICAL MECHANICS

TULAY TOLAN

Anadolu University
Gradate School of Natural and Applied Sciences
Physics Program

Supervisor: Prof. Dr. Kudret OZDAS
1998, Page 44

It is known that representation of translational and rotational motions by the
quaternions and dual quaternions have simpler form and clearer geometrical
meaning than homogeneous matris representation which is often used by physicists.
Therefore quaternion representation, gives magnitudes and direction of translation
and rotation, and angular momentum, moment of inertia of a system which are an
application of quaternion representation are investigated in this thesis.

In addition, dual quaternion algebra is studied and representations of Serret-
Frenet Formula are defined.

Keywords: Quaternions, Dual Quaternions
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1. GIRIS

Kuaternionlar Hamilton tarafindan bulunali bir buguk asir gegmesine ragmen
adeta yeniden kegfedilmis gibi son yillarda kullanilmaya baglanmigtir. Boliim cebrini
olusturan 1, 2, 4, 8 boyutlu cisimlere sirasiyla reel sayilar, kompleks sayilar,
kuaternionlar ve oktonionlar denildigi bilinmektedir. Bunlara iki kuaterionun
birlesmesiyle elde edilen dual kuaternionlan da ekledigimizde fiziksel problemlerin
tanimlanmasinda ve ¢oziimlenmesinde kullanilan bir sayr cebrine sahip olunur.
Ozellikle kuaternionlar ve oktonionlar temel pargaciklarn siniflandinlmasinda, grup
teoride, uzaysal donmeler ve fiziksel biytkliklerin karakterlerinin belirlenmesinde
basanyla kullanilmaktadir.

Vektorler, koordinat geometrisi ve trigonometrinin yetersiz kaldig1 konularda
kuaternionlar  kullanmilabilmektedir. Donme arti o6teleme probleminin  dual
kuaternionlarla gosterimi ve bir uygulamast Walker ve Shou /17/ tarafindan ele
alinmigtir. Dual kuaternion degerli tek reel degiskenli fonksiyonlar igin Serret-Frenet
formullerini Sivridag ve arkadaslari /16/ elde etmigslerdir. Valasek ve Stejskal
kinematik denklemlerin matris, kuaternion ve dual kuaternion gdsterimlerinin
kiyaslamasini ve uzaysal mekanizmalarin hiz ve konum ¢oziimlemeleri ig¢in bazi
tanimlamalar yapnuglardir. Spring /19/ ise sinirli donmeleri Euler parametreleri ve
kuaternion cebrini kullanarak gostermis n-linkli robot kollarimin kinematik
denklemlerini ele almigtir. Robotiklerin pozisyonunu Euler ve genel kuaternion
donigimleri ile inceleyip, Stanford robotigine uygulanmasi, ayrica dénme arti
oteleme yapan koordinat sistemlerinde hiz ve ivme bagintilanini Tamigli ve Ozdag
/11/,/5/ tammlamastir. Chou ise kuaternion kinematik ve dinamik diferansiyel
denklemlerini tanimlayarak agisal momentum ve eylemsizlik momentleri tizerine
calismugtir. Kuaternion skaler alanlari konulu g¢alismay1r De Leo ve Rotelli /20/
gergeklestirmigtir.  Ell, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle tanimlanabilen
dinamik sistemlerin analiz edilmesinde kuaternionlarin iyi bir ara¢ oldugunu
gostermigtir.

Gerek kuaternionlar gerekse dual kuaternionlar matris gosterimlerine de
sahiptirler. Ayrica, bu say1 cebirlerinde tamimlanan bazi ozellikler bu cebrin
kullamlmasimt da kolaylagtrmaktadir. Tirev alma ve diferansiyel vektor
operatérlerinin tanimlanabilmesi de ayrica bir avantaj olup, fiziksel niceliklerin
gosterimi de konuya ayn bir boyut getirmektedir.



2. KUATERNION
2.1. Tamim

Vq €Q olmak tizere bir kuaternion;

3
q=2q"é, neR
u=0
=qoéo+qlél+q2é2+q3é3 2.1

=(¢°,9".9>.4°)

olarak tammlanir. Burada é,, é,, é,, &, birim kuaternionlardir(Ozdas ve Ozdas [1]).
‘Kuaternion cebrinin birim elemam é,° dir. ¢° reel bilesen; ¢', ¢, ¢’ ler ise

imajiner bilesenler adim alir. Imajiner bilesenler sifir ise kuaternion reeldir ve skaler
kuaternion olarak adlandirilir; iki imajiner bilesen sifir ise kuaternion bir kompleks
sayl ve eper kuaternionun reel bileseni sifir ve ¢', ¢°, ¢° bilesenlerinden bir tanesi
bile sifirdan farkl ise kuaternion imajiner veya vektor kuaterniondur. O halde reel ve
kompleks sayilar kuaternionlarin alt kiimesidir (Ozdas [2]).

2.2. Kuaternion Cebri

Sifir Kuaternion: Dort elemam da sifir olan kuaternion,
P =¢'=¢=4'=0
stfir kuaternion olarak adlandinlir ve
q=10,0,0,0) (2.2)

olarak temsil edilir.

Skaler Kuaternion: Yalnizca reel bilesene sahip olan kuaternionlar skaler
kuaterniondur ve

q=(4°,0,0,0) ‘ (2.3)

olarak temsil edilirler.

Vektor Kuaternion: Reel bileseni sifir ve imajiner bilesenlerinden en az bir tanesi
sifirdan farkli olan kuaternionlar vektor kuaternion adimi alr. Yani vektor
kuaternionlar, ¢° = 0 ve ¢',¢%.¢°" ten en az biri sifirdan farkh olan kuaternionlardir
(Ozdas ve Ozdas [1]):

q=00.4'9.9) (2.4)

Kuaternionlarda Toplama ve Ctkarma Islemi: p ve q gibi iki kuaternionun toplam
ve farki,



prq=|p’.p'.p".p’|[a’.q".4*.4’

0 0 1 12 2 3 3 (2.5)
=[P" %4 p' £4'.p" £4*,p’ 1¢’]
veya skaler ve vektorel bilesenler cinsinden,
pa=(p’+4°)+(p+a) (2.6)

olarak ifade edilir (Ozdas ve Ozdas [1]), (Hacisalihoglu [3]).

Toplama ve ¢ikarma islemlerinin sonucunda yine bir kuaternion elde edilir.
Yani, kuaternion cebri, toplama ve ¢ikarma islemine gore kapalilik o6zelligine
sahiptir. Aynca, toplama islemi degisme 6zelligine sahiptir.

Kuaternionlarda Esitlik: p ve q iki kuaternion olmak tizere,
pq €Q
P=4¢.pr'=¢.r"=¢.p=¢; p'=¢" 2.7)
ise p ve q kuaternionlan birbirine esittir.
Kuaternionlarda Skalar ile Carpma Islemi: ). € R ve ¢ €Q olmak iizere,
A =Ag"+Ag' +Ag* +Ag’ =qA, qLeQ (2.8)
seklinde yine bir kuaternion elde edilir.
Kompleks Eslenik: q €Q olmak uzere,
4=9"8+q'¢ +q°¢, +q°¢,
olarak temsil edilen kuaternionun kompleks eslenigi g* ile gosterilir ve
0" =9°,-9'¢ ~q°¢, - g’¢,
=q°,-q'¢,-q9°¢,-4’¢, (2.9)
=q Oé\o —qe
olarak tamimlanir. Ayrica, (q) =q ve ( pq)' =¢q"p" dir (Ozdas ve Ozdas [1]).

Norm: Kuaternion ve bu kuaternionun kompleks esleniginin ¢arpimi olarak
tanimlanir. Sonug skaler bir niceliktir:



N(a)=a9*=q%q= [(qr")2 +(g') +(¢*) +(¢) ,o,o,o}

(4) (10.0.)

0

(@) &

u=0

1]
Mw

=
il

(2.10)

]
Mw

i

Birim Kuaternion: Normu bire esit olan kuaternion birim kuaternion olarak
adlandinlir.

Ters Eleman ve Bolme: q € Q ve sifirdan farkli ise g kuaternionunun tersi,

g == @.11)

seklinde tanimlanir. Kuaternion tersi ile ¢arpildiginda birim kuatemion elde edilir:
99" =q"'9=(1,0,0,0) (2.12)

Kuaternionlarda bélme isleminde degisme ozelligi olmadigindan bolme islemi
sagdan ve soldan olmak tzere iki sekilde gerceklestirilir:

pq~ =p— g - Sagdan bolme
2(e)
2_] = (2.13)
T l¢g'p=q . P - Soldan bolme
>(q"
L u=0

pq’ # q"'p oldugu agiktir. ¢ bir skaler kuaternion ise sagdan bolme soldan bolmeye
esittir. Eger, p birim kuaternion ise p”' = p* dir (Ozdas ve Ozdas [1]).

Kuaternionlarin Matris Temsilleri

i ) 2x2 Matris Temsili

Kuaternionlar 2x2 boyutlu matrislerle kompleks formda temsil edilebilirler.
Bu matrisler kuantum mekaniginde bilinen Pauli spin matrislerinin -i sanal sayist ile
¢arpimindan elde edilir:

~

é =-ic; é, =-ioy, é,=-i 03,

Anadciu Universitesi
~ Merkez Kutiphane



Buradan bir p kuaternionu,

p=p"-ip‘s

olarak ifade edilir. Bu ifade matris formunda,

s (p°-ip* -p*-ip!
P = 2 .1 0, .3
p -ip p +ip

seklini alir. Burada,

‘(1 O) 2.14
G = 0 -1 (2.14)

(2.15)

(2.16)

a=p0‘ip3, b=p2-ip1, a*:p0+lp3,b*2p2+ip1,

olmak tizere p kuaternionu a ve 4 elemanlan cinsinden,

- (a —b*)
P=
b a*

seklini alir. Bu matrisin  determinanti

(Ozdas [2]), (Serdaroglu [4]), (Tamsl: [5]):
det (P) = aa* + bb* = N(p)

ii ) 4x4 Matris Temsili

(2.17)

kuaternionun normunu  verir

(2.18)

p = [P°, p', p*, p’] gibi bir kuaternion, 4x4 ortogonal matrisler cinsinden

asagidaki sekilde yazilabilir:

p -p

;z[po —pT N:lz pl po
P p’U+P| |p* P’

P -p

veya

w
[ ]

-
I
'.QO
[
la~)
~
L..._z_..__J
I
SR
hgc

p (2.19)



+ -
Eger p kuaternionu vektor kuaternion ise P ve P kuaternionlan anti-simetriktir,
T T

yani P =-P ve P =-P dir Kuaternion ¢arpimi matris vektér notasyonunda,
pq = Pgq (2.21)
@ =Pg (2.22)

olarak yazilabilir (Tanigh [5]), (Harauz [6]), (Horn [7]).
Kuaternion Carpimi -

Kuaternionlar igin ii¢ sekilde ¢arpim s6z konusudur. Bu ¢arpimlar,
a ) Kuaternion ¢arpimi,
b ) Iki vektor kuaternionun skaler ¢arpimi,
¢ ) Iki vektor kuaternionun vektorel garpimi
olarak adlandinlir.

a ) Kuaternion carpimu: p ve q € Q olmak iizere, p ve ¢ kuaternionlan skaler ve
vektor bilesenler cinsinden,

p=p"+p ve g=9°+q
olarak yazilabilir. pg ¢arpimi;
pq=p"¢"+p’q+q°p-p.q+pxq (2.23)

seklindedir. Iki vektor kuaternionun carpimi ise asagidaki sekilde tanimlamr
(Chou [8]), Wehage [9]), (Chou and Kamel [10]):

Pq=-p.q+pxq (2.24)
Dabha agik gosterimle kuaternion garpima,
pa=[p’.p'.0".p*)|a°.¢".4*. 4’|
=T 00 Pl 1_ 2.2 .33 01, 10, 23 32
Kpq-pa-pPq-r4q ). (pgtpgtrg-pg) (223

(P’ +p+pqd' -p'd’), (P’ + P +pqd-p'q" )]

seklinde ifade edilir (Ozdas ve Ozdas[1]).
Birim kuaternionlar i¢in ¢arpim kurallan kisaca yazilabilir:

6e,=-8,e+e, ¢ (i,j,k=123) (2.26)



Burada,

1, (i7.6)=(123)=(231)=(312)
e=1-1, (i.7.k)=(132)=(3.21)=(2,13)
0, (i,ik)=(L12)=(212)=......

seklindedir. Birim kuaternionlanin ¢arpim tablosu agagidaki gibidir (Serdaroglu [4]):

2
1 ColC €| €

€o 1 €11 €€
e; e l-1]e|-6
€| € |- -1 €1
e les|e|-ef-1

Burada ¢arpimin ilk eleman: birinci stitundan, ikinci elemam ise birinci satirdan
alinmalidr.
Kuaternion ¢arpim: matris formunda da,

0.0 T 0_0 T
pq -PQ gp -QP
PQ=|_, NI . e X (2.27)
Pg’ +(p"U+B)Q| | Q° +(¢°U- Q)P
seklinde gosterilebilir. Burada U, 3x3 birim matris ve

3 2

0 -p »p % 0 -¢° ¢
P=|p* 0 -p! , Q=|¢ 0 -¢'| (228
~-p* p 0 -q* ¢ 0

olmak iizere ¢arpim kuaternionu iki matris ¢arpimi seklinde asagidaki sekilde
yazilabilir (Chou [8]), (Wehage [9] ), (Chou and Camel [10]):

0 T 0 0 T 0
B=po=|? T _|7|-|4 QO _|° (2.29)
P pU+P|Q Q qgU-Q}P
Bu garpimin daha agik gosterimi,

3 0 0 1 2 3 0

p° -p' -p* -p

—

(2.30)

W

<
SRR



seklinde olmaktadir. Buradan elde edilen sonuca gore;

Iki kuaternion g¢arpim bir kuaterniondur. pg #gp oldugu kolaylikla
gorilebilir. Degisme 6zelligi yoktur (komutatif degildir).

Ug kuaternion belli bir sirada garpilirken ilk ikisinin garpimiyla tgiinciisiiniin
carpilmasi veya birincisiyle ikinci ve Uginciisiiniin ¢arpilmast 6nemli degildir.
Buradan da kuaternion ¢arpiminin birlesimli (asosyatif) oldugu géruliir:

(pg)m=p(qm) (2.31)

b ) Iki Vektor Kuaternionun Skaler Carpimu: p ve q kuaternionlarimin her ikisi de
vektor kuaternion olmak tizere,

1 1
poOq= ) [pq +qp}= ) [pq + (pq )*]
=[(p'q' +P’¢+P¢’),0,0,0] (2.32)

olarak tanimlanir. Iki vektér kuaternion ¢arpimi sonucunda skaler kuaternion elde
ediir  ve iki  vektor kuaternionun  skaler ¢arpimi  komutatiftir
(Tamsh [5]), (Harauz [6]):

pP®q=q0Op (2.33)

Eger, p ve g vektor kuaternionlannin skaler qérplml sifirsa bu vektor
kuaternionlar birbirine diktir (Ozdas ve Ozdas[1]).

¢ ) Iki Vektor Kuaternionun Vektorel Carpimu: p ve q kuaternionlarimn her ikisi de
vektor kuaternion olmak iizere,

p®q=%[pq-qp]=%[pq-(pq)*] |
=[0,(P¢*-P’¢).(Pd' -p'¢). (P -p'g' )] (234)

olarak tammlamr. Iki vektor kuaternionun vektérel garpimi sonucunda yine bir
vektor kuaternion elde edilir ve iki vektor kuaternionun vektorel ¢arpimi komutatif
degildir:

p®q=-(q®p) (2.35)

Aynca, p ve q vektor kuaternionlannin vektorel carpimu sifirsa bu vektor
kuaternionlar birbirine paraleldir (Ozdas ve Ozdas [1]), (Tanish [5]).



2.3. Ozellikler

Kuaternion cebrinde tamimlanmig 6zellikler islem kolayligi agisindan 6nem
tasir. Bu sebeple, m ve n skaler kuaternion, f, g, h vektor kuaternion olmak iizere,
asagidaki tamimlar verilebilir:

1.mn=[m’",0,0,0]

0
2. mnt=nlm= li—m— 0,0 0]
n

3. mf=fm=[0,m°fl,m°f2,m°f3]

_ _ fl 2 3
4. fm? =m'f = [0,—0,%-,10—
m m m

Somft=mtfa— [0 - )]
(£) +(72) ()

6. st=(ts)*

7. st = (t"s)*, (Tamsh [5]).

X Y

i n tek ise h“:(—h ~h —hz)h
B nciftise A" =(—-h

9. B=PQ=QP

10.PBQ=PBQ=PQB
veya

PBQ=PBQ = 6(1313)
olmaktadir. Buradan da,

PQ=QP

bulunur.



elde edilir.

11. (9) Ozelliginin genellestirilmesiyle,

+ 4 + - - - - - - + o+
(P1 Pa...... Pn)(Ql Q,...... Qm) = (Ql Q,...... Qm)(Pl P
( + 3\
13 Py Paevees PP |=P1P2ee-o- Poa P,
\
4 - \ o o
141 P, Py------ Poaa Pn =Py Pogeeeee PP
\ J
+
15 (Pl P...... Pn-—an)anPn—l ...... PP

10
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3. DONME VE OTELEMENIN KUATERNION GOSTERIMI

3.1. Otelemenin Kuaternion Gosterimi

Sekil 3.1. Oteleme hareketinin gosterimi

xyz koordinat sistemi eksenler paralel kalacak sekilde otelensin. O gozlem
cercevesine gore P noktasinin yervektor,

r = Xx€, + yé, + z&, (3.1)
seklindedir. P noktasinin O' gozlem gergevesine gore yervektori ise,

r'=x'e +y'e, +z'e, (3.2)
olmaktadir. O' gozlem gergevesinin O gozlem gergevesine gore yervektorii ise,

T, = X8, + V€, + 2,6, (3.3)

seklindedir. Bu yer vektorlerinin kuaternion temsilleri sirasi ile asagidaki gibidir:

r= [O,x, y,z] (3.4)
r=[0,x,y,z] (3.5)
Iy =[0,x0,yo,zo] (3.6)

r' vektor kuaternionu, kuaternion temsilleri kullanilarak;

r'=rytr
= [O,xo,yo,zo]+ [O,x,y, z] = [O,(xo +Jc),(y0 +y),(zo + z)] 3.7
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seklinde ifade edilmektedir (Ozdas[2]), (Tamsh,Ozdas vd. [11]). Matris formunda
ise doniigium bagintist,

x' 1 00 x,fx
¥ _ 010 yfy (3.8)
27110 01 z |z '

1 0 00 1}]1

olarak yazilir (Ziheng, Zhe et al [12]).

3.2. Donmenin Kuaternion Gosterimi

r=(x,y,z) yervektorinin & birim vektori etrafinda © agis1 kadar

dondiriilmesiyle r'= (x’ Y ,z‘) vektort elde edilir. Donme, kuaternionlar cinsinden,

r' =prp* (39)

ile tammlanir. Burada p kuaternionu birim kuaterniondur. Dénme ifadelerinde birim
kuaternion olarak Euler parametreleri cinsinden,

P= [eo,el,ez,e3]T = [e,eT] (3.10)
—cosg+sin9e
p=c08%y 2

(3.11)
6 .6, .6, .0,
= COS—+Sin—¢, +sin—é, +sin—é,
2 2 2 2

%
“lo
v

.....

Sekil 3.2. Donme hareketinin gosterimi



13

kuaternionu kullanilir ve 0 < 8 < 27 degerleri arasindadir (Chou [8]).
Euler parametreleri cinsinden bu bilesenler ayn olarak,

E(x,0)= cos—g—+el sing (3.12)
E(y.0)= cos—g—+e2 sing (3.13)
E(z,e)z cos—g—+ e, sin% (3.14)

seklinde yazlabilir. (3.9) Esitliginden yararlanilarak donmeyi ifade eden
doniisiimler,

r'= E(x,0) r E *(x,0) (3.15)
r'= E(y,0) r E*(».0) (3.16)
r'= E(z,0) r E*(z,0) (3.17)

seklinde bilegenler cinsinden ifade edilir. Doéniigiimlerin kolaylastinlmasi agisindan
matris ifadelerini yazmak uygundur. Donme matrisleri bilesenler cinsinden ayn ayn
yazilirsa,

1 0 0 X
r'=10 cos®6 -—sinb|y (3.18)
10 sin® cosO i K

[ cos®@ 0 sin®fx
r=l 0 1 o0 |y (3.19)
—sin® 0 cos || z

L

cos® —sinB O] x
r'={sin6 cos®@ O}y (3.20)
0 0 1{z

seklini alir. Yukandaki matrisler sirasi ile x,y,z eksenlerin donmelerine kargihik
gelmektedir (Tan and Balchen [13 ]), (Tamsh, Ozdag vd. [11]).

Donme ifadelerinin tammlanmasinda kullamlan birim kuaternionlarin
biytiklagi bire egittir:
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€
PP" = Z [e; e e e]=el+el+elrel=1 (3.21)
€3
Donme ifadest,
r' =prp*

idi. Bu dénme ifadesi matris formunda,
+ =T =T, |
R'= [PP )R = (P P)R (3.22)

olarak tamimlanabilir. Buradaki P matrisi (2.19) Esitliginde verilen p kuaternionun

4x4 matris temsili, P matrisi ise (2.20) Esitliginde verilen p kuatenionun 4x4 matris
temsilidir. Burada,

e |78 6 e e e |78 & e e
E ={-e, -e; ¢ ¢ E =|-e, e ¢ -e (3.23)
-e; e, —e g -e, —e, € e

10 Ty
R'=[ .r_sT] °|=AR (3.24)
0 EE |T

seklindedir.

Donme dontigiim matrisi olan A dort boyutlu uzayda,

+-T Ty
A=PP =P P

1 0 0 0 ‘
0 ef+el—el—ef 2(ee,—ee;)  2(ee;+ee,) (3.25)
10 2(e2el +e0e3) es —e +e2 —él 2(e2e3 - eoel)
0 2Aese,—ee,)  2Aese, +epe) € —ef —€; +el

+ -
olarak tammlamir. P ve P matnsleri ortonormaldir, yani transpozesi tersine ve
determinant: bire esittir; dolayisiyla R ve doniisiim matrisi sonucu elde edilen R’
niin uzunluklan (normlart) aymdir.
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r' nin vektor kuaternion oldugu durumda dénme doniisiim matrisi,

+P~PT

A=E E = (eg - eTe)U + 2(eeT + eoil)

e +ei —e; - 2ee, —ee;) 2(ee, +e4e;) (3.26)
= 2(ezel +eoe3) eg - 912 +e22 - e32 2(e2e3 —eoel)
2(e3el - eoez) 2(e3e2 + eoel) el —e —el+eél

olacaktir.

. . 0 . 0
Euler teoreminden yararlamlarak yani ¢, = COSE ve e=sin_c

L

trigonometrik 6zdeslikleri kullanilarak, donme doniigiim matrisi olan A,
A =(cosB)U +(1-cos®)CC™ +(sin6)C (3.27)

olarak elde edilir. Bu ispat Boliim (3.4)’ te gosterilmisgtir.
Aynica, donmede kullanilan donisiim matrisi tek degildir. p yerine (-p)
kullanilarakta ayni doniigiim yazilabilir.

r'=(-p)r(-p)* (3.28)

Ters donisim matrisi ise A™ ile gosterilir. Eger A, p birim kuaternionu ile
tammlamyorsa A de p birim kuaternionunun konjugesi olan p* ile tammlanr.
Buradan,

,__:p*,v(p*)*

(3.29)
=p*rp

yazilabilir (Chou [8]).
3.3. Dénme + Otelemenin Kuaternion Gésterimi

O orijinli xyz koordinat sistemi ile O' orijinli x'y'z' koordinat sistemi ele
alinsin. Baslangigta her iki koordinat sisteminin orijinleri ve eksenleri ¢akigiktir. Xyz

koordinat sistemi otelenirken ayni zamanda € birim vektorii etrafinda 6 agist kadar
déniiyor olsun. r = (x,y,z), noktamn O orijinli xyz koordinat sistemine gore

yervektori, r'=(x',)',z'); O' orijinli x'y'z' koordinat sistemine gore yervektorii
olarak tamimlansin. Bu yer vektorlerinin kuaternionlarla ifadesi asagidaki gibidir:
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Sekil 3.3. Donme + Oteleme hareketinin gosterimi

r= (O,x,y,z)
r= (O’xv,yv,zv)
n =(Oax0aJ’o’zo)
Buradan,
r'=r,+prp* (3.30)

olarak donme + 6teleme hareketinin kuaternion gdsterimi yazilabilir.

Kuaternionlar kullamlarak fiziksel niceliklerin temsili ti¢ boyutlu uzaydan
dort boyutlu uzaya taginabilmektedir. Donme, oteleme ve donme+ételeme
gosterimlerinde kuaternionlann kullamlmas: kolaylik saglar, ¢iinkii kuaternion
gosterimi ile oteleme ve donmenin biiyiiklikkleri ve yonleri dogrudan verilmektedir
(Ozdas [2)).

3.4. Rodrigues Formiiliiniin Ispati

Ug boyutlu uzayda A donme doniigiim matrisinin,

el +el—el el 2(ele2 - e0e3) 2(ele3 + eoez)
2 2 2 2
A= 2(e2el + e0e3) e, —e +e, —e; 2(e2e3 - eoe,)
2 2 2 2
Aese, —epe;)  2ese, +epe,) e —el —e; +el

ile verildigi Bolim (3.2) Esitlik (3.26) da verilmisti. Bu bolimde yukanda agik
ifadesi verilen,

A= (cosG)U + (1 —cos E))CCT + (sin O)fJ



matrislerinin egitligi ispatlanacaktir. Burada,
€
PP’ = :‘ [eo & e, e]=el+el+e)+el =1
2
€;
1di. Ayrica,
e, = cos—z— € = sing— e, =c, sin9 e; =C,4 sin—El
olarak tanimlanip,
2c0s’ 0 = 1+c0s20
25sin” 6 = 1-5in26

trigonometrik ifadelerinden faydalanilarak,

Ay =e +ef +e; +el =2e) +2ef —1=1+cos0+c; (1-cosb) -1

= c0s8 + ¢} (1-cosb)

A, = 2(ele2 - e0e3) =2¢ singc2 sing— ZCosgc3 sing

=2¢,c, sin’ 5_ 2c, sinScos
2 2

=¢ ¢, (1 - cose) — ¢, Sin@

A= 2(ele3 +e0e2) =2¢ singc3 Sin—g--i-ZCOS—g*Cz sing—

=2¢,c; sin’ %+2c2 singcos%

=¢ C (1 - cose) +c, sin®

Anadohs
e Ker Kon

17
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.0 .06 6 .0
Ay =2(eye, +e4e,) =20, sinz<, sm5+2005503 sin

= 2¢,¢, sin’ 92 cs sinocos
2 2 2

=¢, ¢ (1 - cose) +¢,;sin0

Ap=e)—e +e; -] =2¢ +2€5 —~1=1+c0s0+cj(1-cosh) -1

= c0s6 + c; (1 - cos)

.06 .0 6 .0
A, = 2(e2e3 - eoel) =2c, sm—2—c3 sm—2—— 2cos—2-cl sm—2—

=2c¢,c, sin’ 5 ¢ sinS-cosd
2 2 2

=c, 0 (l - cosG) —c¢, sinf

.06 .0 O .6
Ay = 2(e3el - eoez) =2¢ 51n—2—cl sin-~ 2005—2—02 sin-

=2¢,¢, sin” o 2c, sin cos
2 2

=c;¢ (1 - cosG) -, sin6

A, = 2(e3e2 + e(,el) =2¢ singc2 sin%+ ZCosgcl sing—

=2¢,¢, sin’ 9, 2¢, sin S cos2
2 2 2

=60, (l - cose) +c¢, sin®

Ay=e —e —e +e; =2e; +2¢ —1=1+cosO+c;(1-cosb) -1
= cos0 +¢; (1 - cos0)
seklinde A matrisinin elemanlan elde edilir. Islemler sonucunda elde edilen matris
elemanlarinin olusturdugu A donme déniisiim matrisi
cosO + ¢} (l - cose) ¢c, (1 - cose) —u,sin® c¢c (1 - cose) + ¢, sin@

A =|c,c,(1-cosB)+c;sin®  cos@+c; (1—cosB)  c,c;(1-cosB)—c sin®
cs¢, (1—cos®)—c,sin® cyc, (1-cosB)+¢ sin®  cosd+c] (1-cosh)
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olarak elde edilir.
A= (cosG)U + (1 - cosE))CCT + (sinG)E

ifadesinin agik ifadesinin yazilmasi ile iki matrisin esit oldugu gosterilmis
olmaktadir. Burada, U birim matris olmak iizere,

Ky)
=)
|
)
W0

olarak tammlanmigtir. Boylece A,

100 o qc, ¢
A=cos60 1 0[+(1-cosB)fc,c, ¢ ¢y,

2
0 0 1 e e, G
ve

cosf+c) (1 - cosO) ¢ (1 - cose) —u,sind ¢ ¢ (1 - cos@) +c, sinf
A=|cc (1-—cos€))+c3 sin@  cos@+c; (l—cose) C,Cy (1-‘cosE))—c1 sin@
leNe) (1 - cose) -¢,sinf ¢, (1 - cose) +¢;sin®  cosO +c; (1 = cose)

seklindedir. Goriildign tizere, (3.26) Esitligi ile (3.27) Esitligi birbirlerine denktir
(Korn and Korn [14]).
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4. KINEMATIK ve DINAMIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
KUATERNION GOSTERIMLERI

4.1. Acisal Hiz

( ¢ ) egrisi lizerinde hareket eden bir pargacigin O(0,x, y, z) sistemine gore
yervektorit kuaternion olarak r ve O' (x’, y',z’) sistemine gore yervektori kuaternion
olarak r’ ile tammlansin. p ise Euler parametrelerini temsil etsin. Burada,

r' =prp* 4.1)

r=p*r'p “4.2)
dir. (4.1) Esitliginin tirevi alindiginda,

F'= prp*+prp*+ pip* (4.3)
elde edilir. (4.2) Esitligi (4.3) Esitliginde yerine konuldugunda,

F'=pp*r pp*+pp*r pp*+pip* (4.4)

olur. Euler parametrelerinin biyiiklikleri birim oldugundan normlan da binimdir,
dolayisiyla;

pp*=pp=1
olacaktir. Bu ifade turevlendiginde,
pp*+pp*=p*p+p*p=0
elde edilir. Esitligin sol tarafi «, diger kismu ise B olarak tanimlandifinda,
o=pp*=-pp* ve B=p*p=-p*p (4.5)
olur. (4.4) Esitligi dizenlendiginde,
F'=pp*ri+r' pp*+pip*
= ar'+r'(—a) + pip* (4.6)
= 2ar'+pip*

bulunur. Buradaki o vektor kuaterniondur. 2a agisal iz olarak tammlanr.
Matris formunda agisal hizin ifadesi,

S -T. (PP 0
A:PP*:P P= +P. =] +P (47)
EP| |[EP
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seklindedir. (4.6) Esitligi tekrar ele alindiginda,

#'=(-ar'+axr)-(-r'.a+r'xa)+ pip*

(4.8)
=2axr'+pip*
ya da matris formunda,
R'=2AR'+AR (4.9)
olarak tammlanir. R' = A R nin tirevinden,
R'= AR + AR
= W'AR + AR (4.10)
= W'R'+AR

oldugundan W'=2A ya karsihk gelir. 2ot dort boyutlu uzayda acisal hiz, 2a ise tg
boyutlu uzayda agisal hiz olarak tanimlanir. Agisal hiz,

w'=2a = 2pp* = -2pp* 4.11)

veya matris formunda,

S FARN
W'=2|,0 |=2|.p [=2 (4.12)
EP|l |EP| |A

seklindedir. w', O' sistemindeki agisal hizdir. Benzer sekilde (4.2) Esitliginin tirevi
alinip (4.1) Esitliginde yerine konuldugunda,

= Br— p*

' .:_ igrx ri pr*f'p (+13)
elde edilir. Bu ifade matris formunda

R =2BR+A'R' (4.14)
olacaktir. R = ATR' ifadesinin tirrevinden,

R=-WR+A'R' (4.15)

elde edilir.

w=-2B=-2p*p=2p*p (4.16)
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Matris formunda ise,

AR
W=2|"¢ |=2|-¢ |=2 (4.17)
EP| |EP -B

olarak verilir. w, O sistemine gore agisal hizdur.
wve w' agisal hizlan birbirleri ile

w =Aw (4.18)

olacak sekilde iligkilidir (Chou [8]), (Wehage [9]), (Tamsli [S]).
4.2. Agisal Ivmme

O' sisteminine gore agisal ivme W' olmak tlzere, agisal hizin tiirevinin
alinmastyla,

w'=20=2(pp*+pp*)=-2(pp*+pb*) (4.19)

olarak tanimlanir ya da matris formunda,

W= 2(;3 P +§1‘>) - Z[EZM Eﬂp&}] - 2[»’5915} (4.20)

seklindedir. O sistemine gore agisal ivme ise,
W=-28=-2(p*p+p*p)=-2(b*p+p*b) (4.21)

olarak tanimlanir ya da matris formunda,

: +T 0+ PTL. |[PTL. 0
W=2/{P P+PP|=2||-» [P]+ P p] =2| v (4.22)
E E E P
seklindedir. Buradan w' ve w agisal ivmeleri birbirleri ile,

W o=Aw (4.23)

olacak sekilde elde edilir (Chou [8]).



23

4. 3. Agisal Momentumun Kuaternion Gosterimi

Bir sistemin hareketi boyunca, butiin nokta g¢iftleri arasindaki uzaklhklari,
sistemin tizerine bir kuvvet etkidiginde bile degismiyorsa boyle bir sistem rijit cisim
olarak adlandirilir.

O(x,y,z) eylemsiz koordinat sistemi olmak tizere I eylemsizlik momentine

sahip rijit cisminin genel hareketi L agisal momentum, 7 tork olmak uizere,

L=1 (4.24)
ile tammlanir. Agisal momentum,

L=2I'a=2I'(pp*)=-2I'(pp*) (4.25)

olarak ifade edilir.

T
Cismin O(x,y,z) sistemine gore yervektori r = [r r r] ve sonsuz kiigik

x2'y2'z

kiitlesi dm olsun. x,y,z eksenlerine gore kiitlenin eylemsizlik mometleri,

I =(r} +7r2)dm (4.26)
I, = (7 +r)dm (4.27)
I, =I(r} +r})dm (4.28)

ve eylemsizlik ¢arpanlan ise,

I, =, )dm (4.29)
I, = I(r,r,)dm (4.30)
I, = I(r,r, )dm (4.31)

seklindedir. Ug boyutlu uzayda eylemsizlik matrisi,

I, -I, -l
I1=[(R'/RU-R'R)dm=|-I, I, —II)z (4.32)
I, -1

43 zy z



ve | Lixs Lg =1n, Ly =15 seklindedir.

xy T lyx> Ixz

sfxslysls

Dort boyutlu uzayda ise r= [0 T, T, ]T vektor kuaternion ve dm sonsuz

kiiciik kiitle olmak tizere eylemsizlik matrisi,

I'=j(RTRU—RTR)dm=j(IEr l:‘,r]dm=](]_~3r Er)dm (4.33)

olarak tanimlanir. Burada,

rl+rl+r} 0 0 0
er 4t 0 ry2 +r] —rr, T,
EE = 0 -ryr, ri+r: -rr (434)
y'z X z y'z
0 -7,r, —r,r, rl+ ry2
olarak elde edilir. Surekli yiik dagiliminin eylemsizlik momenti,
szdm=-;—(-—1xx+lyy +1,) (4.35)
| yzdm=—;— (Lo~ 1, +L,) (4.36)
jzzdm=—21—(lxx +1,,-1,,) (4.37)
ile verilir. Buradan,
j’(x2 +y’ +zz)dm=%(lxx+lyy+lu) (4.38)
elde edilir. Bu son ifadeye k ad: verilirse,
1 1.
k= (a1, +1) = 5 12(T) (4.39)

yazilabilir. Bu durumda dortli uzayda eylemsizlik matrisi,
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[k o
1_[0 1] (4.40)

olarak tanimlanir.
Agisal momentum ifadesi matris formunda,

-T PP |2k(PP 0
L=21P P=2[k 0 }[w_]: (+,, )=[ \p } (4.41)
0 IJEP| |2uE P

ya da daha agik bir ifade ile,

0 %(Ixxuyynn) 0o 0 00

| T lgws =Iows | 0 Lo, I, -I.|™
L + 1L w, =1 w, 0 = S S W,
“Low, -1, w, +1_w, 0 1, -1, I, J_w3

olarak yazilabilir (Chou[8]).
Baz1 durumlarda kati cismin hareketini asal eksenlerle ¢akisan bir koordinat
sistemine gére tanimlamak uygundur. Boyle bir koordinat sistemi O'(x',y',z') kabul

edilsin. Asal eksen (ya da asal eylemsizlik eksenleri) O orijinli cisim ile birlikte
donen cisme gore sabit ve ikiser ikiser birbirleriyle dik eksenlerdir; bu eksenler
etrafindaki eylemsizlik garpanlan sifirdir. Asal eksenler cisimle birlikte donerler
yani, cisme gore sabittirler.

Kati cismin hareketi cismin, sabit bir noktasindan ételenmesi ve bu sabit
noktadan gegen eksen etrafindaki donmesi olarak digiiniilebilir.

O(x,y,2z) koordinat sistemine goére eylemsizlik matrisi I ve O‘(x', y',z')
koordinat sistemine gore eylemsizlik matrisi I'ise, I ve I' arasindaki iligki agagidaki
gibidir:

I'= AIAT ‘ (4.42)
A, donme déniigiim matrisidir. Yukaridaki bagint: tireviendiginde,

I'=AIAT + AIAT + AIAT (4.43)
bulunur. Ayrica,

I'=W'AIAT + AIATW"" (4.44)

ve I =0 dir. (4.42) Esitligi, (4.44) Esitliginde yerine konulursa,
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I'=wr-rw (4.45)

elde edilir.
Tork, agisal momentumun tiirevlenmesi ile bulunur;

T=TW+W'I'W' (4.46)
ya da kuaternion uzayinda bu baginti,

v=2I'a+2[a(l'a)-(I'a)a] 4.47)
olarak yazilir. Kuaternion uzayinda tork ifadesi,

v=20'(pp*+pp *)+2{Ep 91" @G )] -[1' (b ) op Y} (“448)
seklinde elde edilir. Matris formunda,

T
T L i 4T _TC T
T=2I''P P+P P +2{PP -P PJ I'(P P)
(4.49)
0
= +P ++T +p
2IE P+4EE IE P

ile ifade edilir. Goriildiign gibi tork vektor kuaterniondur. O' sistemindeki tork T’ ise
T ve T' arasinda,

T =AT (4.50)
seklinde bir iligki vardir, O sistemindeki tork T,

T =IW + WIW 4.51)

©=-21B+2[B(IB)-(IB)B] (4.52)
olarak tanimlanir (Chou[8]). Bu ifade kuaternion uzayinda,

v=20(p*p+p*p)+2{p*p)I(0*0)]-[I(*p)fp*p)} (453

olarak ifade edilir. Bu ifade matnis formunda ise,



T TT
T .

+0 .+, - - + o+
T=2I|P P+P P|+2|PP -P P|I

0
— .T
- -P - - ~-P .
LIE P+4EE IE P}

seklindedir (Chou [8]).

&
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(4.54)
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5. DUAL KUATERNION

Dual kuaternion kavramina gegmeden once dual sayr ve dual vektor
kavramlarim kisaca tanimlamak yararli olacaktir.
Dual Sayr; V(a,b) €D elemanmna dual say1 denir. R, reel sayilar kiimesi

olmak Gizere D= RxNR’ dir.

Dual sayilar 4 = a + € b formuna sahiptir. “a” reel sayisina 4* nin reel kismu,
“b” reel sayisina da A’ nin dual kismu denir. ( 0,1 ) dual sayis1 kisaca € ile gosterilir
ve dual birim olarak adlandinlir.

Dual Vektor; R iig boyutlu reel vektor uzay olmak iizere (a, b € R*)
A dual vektori,

A=a+¢cbh [8=(0,1)ED]

seklinde yazilabilir. A € D tiir. a ve b reel vektorlerdir.
5.1. Tanim
pveq,
p=p°é,+p'é + p’é, + pé,
q=q",+q'¢ +q%é, +q°¢,
seklinde 1ki reel kuaternion olmak {izere, bir dual kuaternion,
P=p+eq (5.1
seklinde tamimlanir. Bagka bir formda,
P =D+ A4é + Be, +Cé, (5.2)
olarak dual kuaternionu yazmak miimkiindiir. Burada,
D=(p"+eq), A=@'+eq), B=(p'+eq’), C=(p’+eq) (5.3)

artik, D, A, B, C dual sayilar olup, P dual kuaternionun dual bilesenleri adim alirlar.
Bir dual kuaternionun skaler kismi sp ve vektor kisimlan vp ile gosterilirse,

sp = D

o a o 5.4
v, = Aé +Bé, +Cé,

olacaktir. Dual kuaternionun skalar kismi bir dual sayr ve vektorel kismi ise bir dual
vektordur.
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Dual kuaternion p°, pl, pz, P, q°, q', 4%, ¢’ reel sayilar olmak iizere en genel
formda birbirinden bagimsiz sekiz reel say1 gerektirir. Bu sekiz reel saytya dual
kuaternionun temel elemanlar: ad1 verilir (Hacisalihoglu [3]).

5.2. Dual Kuaternion Cebri

Stfir Dual Kuaternion: Bir dual kuaternionun hem reel hem de dual kismu sifir
kuaternion ise bu kuaternion sifir dual kuaternion adim alir.

Dual Kuaternionlarda Esitlik: 1ki dual kuaternionun reel ve dual kisimlan karsiikh
olarak birbirine esit ise bu iki dual kuaternion egittir.

Dual Kuaternionlarda Toplama ve Cikarma Islemi: P ve Q dual kuaternionlar
olmak Gizere, iki dual kuaternionun toplam ve farki;

P+Q=(p+eq)+(r+es) (5.5)
olarak tammlanir. Ayrica toplama iglemi,
P+Q=0+P

seklinde degisme 6zelligine sahiptir.

Dual Kuaternionlarda Carpma Islemi: P ve Q dual kuaternion olmak iizere P ve Q
dual kuatérnionlarinin ¢arpimi,

PQ =(p+&q)+(r+es)

5.6
=[pr; ps+qr]= pr+&(ps+qr) (:6)

olarak tanimlamr. €2=0 olacaktir. QP ¢arpimu ise;
opr =(r+8s)+(p+8q) 5.7)

=[rp;rq +sp| = rp +€(rq +sp)

olmaktadir (Valasek, Stejskal [15]). PQ ve QP carpimlant karsilastinldiklarinda
kolayca goriilebilecegi gibi ¢arpma iglemi de degisme 6zelligi dual kuaternionlarda
da kuaternionlarda oldugu gibi mevcut degildir.

Genel olarak iki dual kuaternionun ¢arpimi sonucu yine bir dual kuaternion
elde edilir. Fakat ps + qr = 0 ise PQ garpimi, rq + sp = 0 ise QP ¢arpimu kuaternion
carpimina indirgenir.

Kuaternion ¢arpiminda oldugu gibi dual kuaternion ¢arpimi da dagiliml ve
birlesimlidir (Hacisalihoglu [3]).

Q(P+R)=0QP+ OR (5.8)

(QP) R = Q(PR) (5.9)



30

Iki Dual Vektiriin Skaler Carpimu: P ve Q iki dual vektor olmak tizere P ve Q dual
vektorlerinin skaler carpimi,

POQ = pOr +¢(pOs + qOr) (5.10)

olarak tanimlanir.

Iki Dual Vektoriin Vektirel Carpinu: P ve Q iki dual vektor olmak iizere P ve Q
dual vektérlerinin vektorel garpimy,

PRQ=pOr+e(p®s+qor) | (5.11)

seklindedir.
Ug birim, dual vektor kuaternionlarda oldugu gibi,

el =-1 1<i<3

CIXEr=E€C3=-Cr X

formuna sahiptir.
Tekrar dual kuaternion ¢carpimina déniiliirse,

PQ=SPSQ+SPVQ+SQVP -Vp@VQ+Vp®VQ (512)

olarak kuaternion ¢arpimu skaler ve vektorel ¢arpimlar cinsinden yazilabilir.

Kompleks Eglenik: P bir dual kuaternion olmak tzere P dual kuaternionunun
kompleks eslenigi ,

P*=D- Aé - B, - Cé,

(5.13)
=8p—Vp
olarak tanimlanir ( Sivridag, Giines,vd. [16]).
Norm: P dual kuaternionunun normu,
N(P) = PP* = P*P = D*+ A*+ B+ C* (5.14)

olarak tammlanir. N(P) dual sayidir. Reel kismi1 ReN(P) ve dual kismi1 DuN(P) ile
gosterilirse,

ReN(P) = ()" + (0 + () + (") 519
DuN(P) = 2(p°¢° + p'q' + P’4* + P’7’) (5.16)

olacaktir.
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Ters Eleman ve Bolme: Bir P dual kuaternionun tersi P! ile gosterilir.

poi_ _P* _D-Aé-Bé, -Cé,
NP) D*+4*+B*+(C?

(5.17)

ile tammlamr. P™'” in reel kismi Re(P ") ve dual kismi olan Du( P™' )’ in ifadesi,

0 1~ 2a 3 A
Re(Py=—2F “Pe P& —pé
)+ (T ) 19

e ?‘)qu(%f

-2p°-p'e, - p*é, - P333

Du(P)=

p’ °+pq +p’g* + p’q’)

{p° ) +(p) +(7) +(e?)

(5.19)

olarak elde edilir.

Bir P dual kuaternionunun diger bir @ dual kuaternionu ile bolimii iki
sekilde gergeklesir. Bunun nedeni ise dual kuaternionlarda degisme 6zelliginin
olmayisidir:

P_ PQ"'  sagdan bolme (5.20)
Q@ |(Q0'P  soldan bolme
olarak P/Q iglemi verilir.

Birim Dual Kuaternion: Normu birim olan yani; reel kismi birim dual kismi
stfir olan dual kuaternion birim dual kuaternion olarak adlandinlir, P, ile gosterilir,

P, = D+ A4é, + Be, + Cé, (5.21)

D=("+eq"), A=(p'+eq), B=(p'+eq’), C=(’+eq)
olarak tanimlanmaktadir. Tamimda verildigi tizere,

ReN(P)=(p") + (') + (*) + () =1 (5.22)
ve

DuN(P) = (p°¢° + p'q" + p’q* + p’¢*)=0 (5.23)
olmalidir (Hacisalihoglu [3]).



5.3. Ozellikler

Asagida verilen ozelliklerin kullamlmasi dual kuatemionlarla yapilan

islemlerde kolaylik saglar (Hacisalihoglu [3]).
1.(P**=P

2.(PQ)* = Q* P

3. N(@1@») = N(Q,) N(@»)

4. P+ P* =0 ise P dual vektor kuaterniondur.

Y n) = N(Pl )N(P 2) """ N(P n—l)

8 (00 0,iQ,) =007 050
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6. DONME VE OTELEMENIN DUAL KUATERNION GOSTERIMLERI

Dual kuaternion,
O=r+es

olarak Bolim (5.1)’ de tammlanmigti (Hacisalihoglu [3]). Ayrica, dual kuaternionlar
kuaternionlara benzer sekilde Euler parametreleri cinsinden,

9
wo

olarak gosterilebilir.
Doénme ve otelenmenin dual kuaternionlar ile ifadesinde gerekli olacak
kavramlardan biri de dual ag1 kavramidir. Dual ag,

0=0+¢ed (6.2)

ile verilir; burada 8 donme agis1 ve d ise e birim vektorii ile belirtilen yon boyunca
otelenme mesafesidir. Dual agilar igin,

sin@ = sin(G + ed) =sin0 + &d cosO 6.3)
cosO = cos(e + 8d) = cosO — €d sin® (6.4)

olarak tammlanir. Bunun nedeni, dual sayilarin fonksiyonlarimin Taylor serisi agilimi
kullamlarak ifade edilmesidir. Taylor serisi agilimi dual sayillarda €°=0
- oldugundan,

f(a+€b) = f(a)+ebf(a) (6.5)

sekline indirgenir.

e dual vektori ii¢ boyutlu uzayda koordinat sistemlerinin donmesi ve
Otelenmesinin ifade edilmesinde kullanilir; e birim vektorii donme ekseninin yond,
ayni zamanda 6telenmenin yonani belirtir. p ise yer vektoriidiir.

e=et+Epxe (6.6)

(6.1 Esitligi, (6.3) Esitligi, (6.4) Esitligi ve (6.6) Esitligi kullamilarak,
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Sekil 6.1. Dual kuaternionlarda dénme ve 6teleme hareketinin gosterimi

()

r= (6.7)

()
«(d /2)sin(6/2
(d/2) cos(g / 2))e + s(in(e)/ 2) (p e)} (6.8)

elde edilir.

Dual kuaternion sekiz elemana sahiptir; oysa li¢ boyutlu uzayda bagimsiz
degisken sayist altidir. Bunun anlami ise iki elemanin bagimsiz olmayisidir. Bu
sinirlamalar;

r'r=1 (6.9)
s=0 (6.10)
olmaktadir.
Q ve W matrisleri agagidaki sekilde tanimlamr:
rU+R R
Q=[ T r"J (6.11)
o &
W= [’ URTR RO] 6.12)
- r

R anti simetrik bir matristir, (2.28)° deki matrise benzer olarak tanimlanmistir.

Bagdois o

AP LN .
ionftsc A U




Sekil 6.2. Dual kuaternionlarda 6teleme hareketinin gosterimi
Donme matrisi (6.11) esitligi ve (6.12) esitligi ile,

A 0] .
o -

olarak tanimlanir.
Sekil (6.2)’ den,

z+p'=p+de

oldugu gérulmektedir. Buradan z yalmz birakilirsa,
z=p+de—p'

olacaktir. r'= Ap oldugundan,

Z=P+de— AP

=(U-A)P +de
elde edilir.
Rodrigues formiild,
A =cos6U +(1- cosB)ee” +sin6(¥)
idi. Burada,

ee’ =U+¢€%
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(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)



olacaktir. Bu ifadeden yararlanarak Rodrigues formiilii tekrar yazilirsa,
A = cosBU +(1-cosO)U + €€) +sin6(¥)
= U +2sin’(0/2)e€ +sin0&
elde edilir. (6.18) Esitligi (6.16) Esitliginde yerlestirilirse,
2. =(-2sin’*(0/2)€€P — sin6E)P +de
=2sin’(0/2)e x (p x €) +sin6(p x €) + de
bulunur. Diger taraftan,
r’s-s°r= (a’e+ sin@(p x e))/2
ve
rxs=sin*(6/2)ex(pxe)
olmaktadir. Buradan,

z=2(r°s-s°r+rxs)

bulunur.
Otelenme vektori,

Z=W'S

kuaternionu ile tanimlanir,

o =
WS"[ R' ro][ST]—[I/Z)Z

olacaktir (Walker and Shou [17]).
z vektoriiniin 6teleme hareketinin dual kuaternionlar ile tanima,

-1l
2
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(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

olarak gosterilir. e Euler parametrelerini tammlamak izere, orijinleri ¢akigik

sistemlerin birbirlerine gore déonmelerinin tanimu,

R'=[e; 0]

(6.25)



seklindedir.
Dénme ve dteleme,
R'=z+RP
1 1
=1,=zlle; 0]l 1, — =
[ 2 Z}[ ][ 2 }
=[e; zxe]

olarak tanimlanir (Valasek and Stejskél [15]).

37

(6.26)
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7. SERRET-FRENET UCYUZLUSUNUN DUAL KUATERNIONLAR
ILE GOSTERIMI
Surekli bir ( ¢ ) egrisi tzerinde hareket eden bir P noktasimn yerini
belirlemek igin ( ¢ ) egrisi uzerinde keyfi secilmis bir Q orjinine gore s yay
uzunlugunu vermek yeterlidir. Burada,

c= c(s)
ve ( ¢ ) egrisl,
c(s) = A(s)é1 + B(s)é2 + C(s)é3 , c(s)cD’

ile tammlansin, ¢’ nin dual teget vektori T olarak adlandinlsin ve birim uzunlukta
se¢ilsin. Bu durumda,

49)=1(9) o= 7.1

olacaktir. Burada T teget birim vektori,
T(s) = t(s) +&v(s) (7.2)

formuna sahiptir. £, ¢’ nin reel bolimiiyle meydana getirilen egrinin birim teget
vektorit ve w(s) teget vektorin vektorel momentidir. Teget birim vektoriin biyukligi
birim oldugundan,

TT*=1
olmalidir. Bu ifadenin tiirevi alindiginda,
TT*+TT*=0 (7.3)

olacaktir. Buradan da, T ve T nin birbirlerine dik oldugu T T* ifadesinin dual
vektor kuaternion oldugu gorilir.

T yoénindeki birim dual kuaternion N, K ise skalar bir fonksiyon olmak
uzere,

T=KN (7.4)

olarak tamimlanir, "N " =1 ve KeDdir. T ve T birbirlerine dik olduklarindan 7 ve N

de birbirine diktir. K ise ( ¢ ) egrisinin P noktasindaki egriligi olarak tanimlanur.
T ve N birim dual vektor kuaternionlarinin her ikisine de dik olan birim dual
vektor kuaternion B ile tamimlanir. B, binormal birim dual vektér olarak adlandinlir.

B=TN (7.5)
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B, Tve N ye bagh olacagindan;

B=c¢;T+c, N (7.6)
olarak yazilabilir. NV ifadesi,

| -N=TB (1.7)

idi. Tirevi alindiginda,

~N =TB+TB (7.8)
elde edilir. (7.4) Esitligi ve (7.6) Esitligi, (7.8) Esitliginde yerine konulursa,

~N =-¢,+KT +¢,B (7.9)

N, birim dual vektér kuaternion oldugundan ¢; = 0 olmahdir. Buradan N ifadesi
tekrar yazilacak olursa,

~-N=KT+c,B (7.10)
elde edilir. ¢, = -7 ile tammlandiginda,

N=-KT+7B (7.11)

olur. Buradaki 7 ( ¢ )’ nin P(s) noktasindaki burulmasi adint tagir.
(7.5) esitliginin tirevi alindiginda,

B=TN+TN (7.12)
elde edilir. (7.12) esitliginde (7.4) ve ( 7.11) esitlikleri yerlestirildiginde,

B=-tN (7.13)

bulunur.

T, N, B birim dual vektorlerinin ( ¢ ) uzay egrisinin P(s) noktasindaki dogal
referans sistemini veya Serret-Frenet Ggyiizlisiinii meydana getirirler.

Teget, normal ve binormal birim dual vektorlerinin Frenet (gytizlistniin
eksenleri iizerindeki bilegsenlerini veren ve asagidaki gibi gosterilen (7.14)
ifadelerine Frenet formiilleri adh verilir.

T 0 K Oj[r
Nl=|-K 0 TN (7.14)
B 0 -7 0| B
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Burada K = k + €l ve R = r + &s formuna sahiptir. R= 1/K biyiikligine ( ¢ )
egrisinin P(s) noktasindaki egrilik yangapi, 7 biyuklagine ise de burulma adi
verilir (Ozemre [18]).

Serret - Frenet formiilleri D* de dual kuaternionlar kullanilarak elde edilebilir.
D* de (2) egrisi,

(@)= D(s)+ A(s)2, + B(s)2, + C(s)2,

ile verilir. D, A, B, C elemanlan dual sayilardan olugmusgtur. (E) egrisine teget

vektor T olarak adlandinlir ve birim uzunluktadir.

&=TF !ﬂ':l (7.15)
Ayﬁca, T yoniindeki birim dual kuaternion A ise,

T - RN “T'” - % (7.16)

bagimtist ile tammlanabilir. T * nin birim uzunlukta oldugundan yola ¢ikilarak alinan
tiirev ifadesi sonucunda,

TT*+FT*=0 (7.17)
elde edilir. (7.16) Esitligi (7.17) Esitliginde yerine konulacak olursa,

KNT *+KTN*=0 (7.18)
olacaktir. NT * dual birim vektor kuaterniondur. (E) egrisi boyunca,

NT*=T (7.19)

olmaktadir. N ve T birbirlerine diktir.
(7.19) Esitliginin her iki tarafi sagdan T ile ¢arpildiginda,

N=TT (7.20)

elde edilir. (7.20) esitliginin tiurevi alindifinda,

~

N =1T +1T (7.21)

bulunur.
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olarak tanimlansin. (7.21) esitliginde (7.4) ve (7.15) esitlikleri yerlestirildiginde,

N = KNT + TKN

i (7.23)
= KB- KT

sonucuna ulasihir. Buradaki B birim dual kuaterniondur. (7.22) Esitliginin tiirevi
aliirsa,

B=NT+NT (7.24)
olur. (7.11) ve (7.16) esitlikleri (7.24) esitliginde yerine konuldugunda,
B =(-KT +1B)T + N(KN) (7.25)
Ayrnica, 17 = BT olarak tammlansin. Bu tanimlar dogrultusunda (7.25) esitligi,
B=-KN+(t- R)Y (7.26)
olarak elde edilir. ¥ birim dual vektor kuaterniondur. Burada verilen 7 ,N ,B,¥

dual birim vektor kuaternionlarin hepsi kargikl birbirlerine diktirler.
Son olarak ( 7.13) ve (7.16) esitlikleri kullanilarak,

¥=_1B+RkB (727)

bulunur.
D" te (E) egrisi boyunca Serret - Frenet formiiller1 matris formunda

asagidaki sekilde verilir (Sivridag, Gines, vd.[16]).

71 [0 K 0 0o 7
N| |- 0 K B,
NI g N (7.28)
B 0 -K 0 1-K B
¥ 0 0 —('c—l?) 0 ¥
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8. TARTISMA VE SONUC

Fiziksel niceliklerin kuaternionlarda kullanilmasi bu niceliklerin ii¢ boyuttan
dort boyuta taginmasi ile miimkiindiir. Bu bélim cebri olan bir say1 sistemi oldugu
icin bir avantaj saglayabilir. Bilindigi gibi fiziksel biyiiklikler kompleks degildir.
Cunkii olgtlebilir higbir buyiikliik kompleks olamaz. Fiziksel biyikliklerin
kompleks sayilarla gésterimi sadece temsilden ibarettir. Dolayisiyla kuaternionlar
veya dual kuaternionlarla fiziksel niceliklerin gosterimi sadece temsil o6zelligi
tasimaktadir.

Dual sayilar bulundugumuz yiizyilin basinda Alman geometrici E. Study
tarafindan bulunmustur. Bu dual sayilar dual kuaternionlann bilesenlerini meydana
getirirler. Kuaternionlarda Omegin, donme ve oOteleme hareketlern ayn ayn
tanimlanirken iki kuaternionun birlesiminden meydana gelen dual kuaternionlarda
ise tek bir dual kuaternion yeterli olmaktadir. Bir tek dual kuatemmionun bilesenleri
ayni anda donme art1 6telemeyi igerir.

Dual kuatarnionlar, sekiz bilesenden olusan yapilani ile oktonionlara
benzemektedirler; bunlar birlesme 6zelligine sahip olup degisme 6zelligine sahip
degildirler. Bu yapilann ile de kuaternionlara benzemektedirler. Buradan dual
kuaternionlanin kuaternion mu yoksa oktonion mu oldugu tartigmasi ile karsilasilir.
Dual kuaternionlar 6zellikleri bakimindan kuaterniondur. Sekiz bilesenin aslinda
dort dual say1 oldugu disiniiliir ise kuaternion yapisina sahip oldugu gorulecektir.
Dual kuaternion ve oktonionlann bir diger farki da dual binm olan ¢ nin
oktonionlarda -1, dual kuaternionlarda sifir olusudur.

Matris veya vektor kullamimina gére, kuaternion veya dual kuaternionlarin
fiziksel ifadelerde kullanimi; iglem, gosterim kolayliginin yamisira, vektér veya
matris cebrinde miimkiin olmayan bazi temel iglemleri yapabilme olanag
saglamaktadir.

Sonugta, bu ¢aligmada her iki say1 i¢in cebirsel ozellikler ele alinmigtir.
Serret-Frenet formiillerinin yamsira fiziksel bir sistem igin agisal momentum ve
eylemsizlik momentleri ifadelerinin tamimlamalan yapilmigtir.
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