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OZET

Bir kristal, {¢ boyutlu uzayda periyodik olarak tekrarla-
nan bir desenin atomlarindan meydana gelmis bkir kati olarak
tarif edilebilir. Periyodik cetvele bakildiginda katilarin &-
nemli bir kismini metaller olusturmaktadir. Metallerin giinlik
yasantimizda birc¢ok kullanim alanlari vardir., Ornegin, demirin
otomobillerde, bakirin elektrik tellerinde, glmig ve altinin mi-
cevher esyalaranda kullanilmasi gdésterilebilir. Bunlar ve digJer
metaller ilk cadlardan bugine kadar teknoloji ve endistri diinya-
ginin geligmesinde giderek artan omemli bir rel oynamaktadar,
bunun gelecekte de béyle siirecegi beklenmektedir.

Arastiricilar, metallerin ozellikleri hakkinda bir bhayli
kuramsal ve deneysel bulgular ortaya koymuglardir. Metallerin
bu 6zellikleri, kristal iginde hareket edebilen serbest elekt-
ronlarin gok yiksek bir konsantrasyonun mevcut oldugu varsayila-
rak bulunmustur. Boéylece bu varsayima dayanarak birgok teoriler
gelistirilmistir. Bunlarin bir ¢ogu kuantum teorisine dayanmak-
tadar.

Bu calismada, bir kristalde elektron dinamidi incelenmig-
tir, Bunun igin, ilk dnce kristal yapanin anlama dzerinde du-
rulmis ve yapiyi tanimlamada kullanilan temel kavramlardan bazi-
lari tanitalmstir. Daha sonra, kristal gekillenmesinden sorum—
lu ¢olan atomlar arasi kuvvetler ve katilarda bant kavrami ele a-
linmigtar. Bunu takiben, metallerin dzelliklerini ag¢aklayan te-
mel kuantum teorisi ve bu teorinin eksiklerini tamamlayan model-
ler incelenmistir. Ayrica, elektrik ve magnetik alanlarda da e-
lektron dinamigi ele alinmistair. Son olarak da, tamamen zit go-
riglerden yola ¢ikan, fakat ayni niteliksel somuglara yol agan
serbest elektron ve siki bagjlanma yaklasimlari anlatilmistar.



SUMMARY

A crystal can be described as a solid consisted from atoms
of a pattern repeating periodically in three-dimensional space.
As it is seen from the Periodic Table, the solids formed are
mainly metallic character. There are many fields in which metals
are widely used. For example, iron is used in cars, copper in
electrical apparatus, silver and gold as ornaments. These and
other metals are playing an important role in industry and for
the technological development.

Researchers have brought forward many theoretical and ex-
perimental discoveries about the properties of metals. Some of
the properties based on the assumption of the existence of the
highly concentrated free electrons in metals. These properties
certainly found roots in the quantum theory of solids.

In this study, dynamics of electrons in a crystal is in-
vestigated. Therefore, at first the crystal structure is defined
and some basic knowledge were given., Then the forces between
atoms in the crystals and the energy bands in the solids were
studied. Basic quantum thecries and models followed, Beside
these, electron dynamics in electrical and magnetic fields are
also included. In the end, the free electron and tight binding
approximations are taken separately, then it was shown that
thece lead to the almost the same results cbserved in solids.
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1.GIR1g

Bugin kullandigimiz maddelerin ¢odu katilar olup, bunlar
gegitli o6zelliklerine gore gruplandirilarlar. Katailarin en &-
nemli 6zelliklerinden biri onlarin AMORF veya KRiSTAL yapida bu-
lunmalaridir. Bazi maddelerin atomlari geligiqizel dizilmigs o-
lup, belirli bir dizene sahip degildirler. Bunlara amorf kati-
lar denir. Gergekte amorf bir kata ile bir siva arasinda biyik
bir fark yoktur. Amorf bir katiya asiri sofjumus bir sivi gozil
ile bakilabilir.

Katilarain kristal yapisi ise, maddeyl olusturan atom, atom
gruplarr ve molekiillerin o katiya oézgld ve belirli bir dizende
siralanarak biraraya gelmesi ile olusur. Fizikgiler; baslangig-
ta daha ¢ok elmas, silisyum ve kayatuzu gibi karmasik yapir gés-—
termeyen kristallerle ilgilenmigslerdir. Biz burada, kristal ya-
piya sahip katilari inceleyecegiz.

Kristal yap:r gosteren katilarda atomlarin siralanmasi uzun
mesafelere kadar olabilir (yaklagak 105 atomik uzaklak). Amorf
maddelerde ise siralanma, birka¢ atomik uzakliktadar.

Gergekte, kristal yapiya sahip bir kata, bitiniyle tek tip
bir siralanmadan ibaret degildir. Bu katida atomik siralanmala-
rin bulundugu kigik bélgeler vardir. Bunlara kristal bélgecik-
leri (grain) denir. Bu bélgeciklerin biyiklikleri 0.001mm'den
birka¢ cm'ye kadar olabilir. Kigik bir bakir telde bu bélgecik-
lerden milyonlarcasi vardir. Bu tip kristallere POLIKRISTAL de-
nir. Eger kati cisim timi ile ayni diizenlenmeye sahip veya tek
bdlgecikten olusuyorsa, bu tip katiya da TEK-KRISTAL denir.

Tabiatta pekgok dojal tek kristal vardar. Bunlarin bagin-
da; kuartz(SiOz), kayatuzu(NaCl), yakut{Ruby; Alp03+%0.05 Cr) ve
elmas(C) gelir. Bugun laboratuvarlarda bircok alasim ve bile-
sikler yapay olarak tek kristal haline getirilebilmektedir.

Tek kristal dendiginde aklimiza timiyle mikemmel bir se-
kilde dizilmis atom veya atom gruplaril gelmemelidir. Cdnkd kris-



tallerin iginde, bosluk, ¢izgi, yanlas yerlesme hatalara vardar.
Bu kusurlara tamamiyle yok etmek mimkin degildir. Bir kristalin
tek veya polikristal oldugu ve kalitesi ¢esitli yontemlerle in-
celenebilir. En g¢ok kullanilan teknik, x-isinlara teknigidir.

Derinligine dzelligini anlayabildigimiz katilar saf ve tek
kristal yapida olanlardir. Bu gerc¢egi gézéninde tutarak basit
kristal yapilardan karmasik yapilara dogru giderek kristal yapa
incelenebilir.

Bu ¢alismada da, kristalde elektron dinamigini incelemek
amaci ile, ilk bagsta kristal yapinin anlami ilzerinde durulmus ve
yapiyi tanimlamada kullanilan bazi temel matematiksel kavramlar-
dan bahsedilmistir. Daha sonra kristallerin baglanmalarina ne-
den olan atomlar arasi kuvvetler ele alinmastir. Bilindigi gi-
bi, metaller ortak fiziksel &zellikleriyle karakterize edilir-
ler. Bu o6zelliklerin agiklanmasi, materyallerin mikroskopik ya-
pisini anlamaya galisan bir fizike¢i igin, metalleri pratik a-
maglarla kullanmaya tasarlayan bir mihendis igin onemlidir. Bu
amagla, metallerin &zelliklerini agiklayan; temel kuantum teori-
lerinden biri olan, Sommerfeld'in serbest elektron teorisi ince-
lenmistir. Son olarak da, katilarda enerji bant kavrami ele
alinmistar.



2.KRISTAL YAPIYI TANIMLAMADA KULLANILAN BAZI TEMEL KAVPAMLAR
2.1.Uzay Orgtistt

Katihal fiziginde bir kristal yapiy:r daha iyi anlayabilmek
igin genellikle gergek atomlarin kendi diziligleri dedil, onla-
rin yerine kristalin simetri 6zelliklerini tagiyan noktalar di-
zisi g6zoéniine alinir. Yani herbir atom veya atom kimesi uzayda
bir nokta ile temsil edilir. Bu sekilde meydana gelen noktalar
dizisine UZAY ORGUSU veya BRAVAIS ORGUSU adar verilir. Bir nok-
taya kargi gelen atom veya atom grubuna BAZ denir. $ekil (2.-
1.)'de bir Bravais orglisi ve kristal yapar gérilmektedir. Bir
bazdaki atom sayisi birden birka¢ bine kadar degigebilir. Baza
organik molekiillerde bir 6rgii noktasinda birka¢ bin atom buluna-
bilir,

BRAVAIS ORGUSU+BAZ=KRISTAL

e
e

orgi kristal

Jekil 2.1. Bravais 6rgi, baz ve kristal.
Tanim geredince, kristal yapada, atomlarin periyodik ola-
rak dizilmelerinden dolayi, bir birim yapi veya birim hilicre di-
sinmek ve bu birim hiicrenin tekrara ile tim orgiyl elde etmek

mimkin olacaktir. Buna gdre ay,ay,az; birim hicrenin temel vek-
torleri olmak lzere drginin herhangi bir noktasai,

R=r+(njay+njay+nia;) ‘ (2.1)

seklinde ¢lan R vektdrinin ug noktasi ile tanimlanabilir. Purada



nj,np,n3 tam sayilar olup, r herhangi bir érgil noktasinin yer
vektoriidir. (2.1) denkleminden gériilecegi gibi parantez iginde-~
ki ifade bir o6teleme vektéridir. Yani bu vektdér bizi bir orgi
noktasindan digerine goétirir. Bu durum Sekil (2.2.)'de géste-
rilmigtir.

Sekil 2.2. Orgi ve dteleme vektdri.

Eger koordinat baslangici olarak herhangi bir érgli noktasa
segilirse, (2.1) denklemi, R:T=(n1ax+n2ay+n3az) seklinde olur.

2.2.11kel ve Birim Hicre

Orgiideki herhangi bir nokta (2.1) denklemini saglaiyorsa ve
r veya R'nin bitim noktasindan bakildiginda atomik dizenlenme
ayn1 ise ay,ay,a, vektorlerine ILKEL VEKTORLER ve bu vektérlerin
belirledigi birim yapiya da ILKEL HUCRE denir.  Ilkel hicre,
tekrarl ile kristali olusturan ve hacmi en Kkigik olan birim
yapadir. 1lkel hicrenin yalniz késelerinde o6rgi noktasi bulu-
nur. Bu nedenle her bir ilkel hicreye bir o6rgi noktasi karsi
gelir.

Bazan ilkel olmayan hicreyi birim hicre olarak se¢mek daha
yararli olur. Bu nedenle, tekrarlandiginda bitin kristali dol-
duran ve kristalin tim simetri o6ézelliklerini tasiyan bir birim
yapr tanimlanir. Bu temel hlicreye BIRIM HUCRE denir. Birim
hiicrede birden fazla &4rgd noktasi bulunabilir. Birim hicre 1il-
kel hilcre ile karsilastirildiginda, ilkel hlcrenin, en kiigik ha-
cimli birim hiicre oldugu gdérilir (Jekil (2.3.)).



1:Birim ve
ilkel hticre

2:Birim hiicre

3:Birim hicre

Z
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Sekil 2.3. Ilkel ve birim hiicreler.

2.2.1.Wigner-Seitz Ilkel Hiicresi

Bir ilkel hicre $Sekil (2.4.)'de gosterildigi gibi segile-
bilir. Bir o6rgi noktasi bitin komsu noktalara ile birlestirilir
ve bunlarin orta noktalarindan normaller ¢izilir. Bu dogrularin
arasinda kalan en kiigik alanli (tarali hélge) veya ¢ boyutlu u-
zayda en kigik hacimli hiicre Wigner-Seitz ilkel (primitif) hiic-
residir.

|8z
Y B 2y
ay o
Sekil 2.4. Wigner-Seitz 1ilkel Sekil 2.5, Birim hiicre.

hicresinin olusum.

Ug boyutlu érgiide birim hiicre ay,ay,a; temel vektdrleri ve

«,P,y, dogrultman agilara ile tanimlanir. Birim hicrenin hacmi
ise asayidaki sekilde verilir.

2xp %xp 9x3
Vi=|ay. (ay x az)|= ay; ayp 2yj

aZl azz a23



2.3.0rgi Simetrileri ve Simetri Islemleri

Her o6rgii oteleme simetrisine ek olarak dénme ve yansima
gibi daha birgok simetri 6zelligine sahip eolabilir. $imdi bu
simetri iglemlerini kisaca ele alalaim.

2.3.1.0teleme Simetrisi

Bu simetri islemi, daha o&nce belirtildiji gibi é&teleme
vektéri ile yapalar.

2.3.2.Yansima Simetriei

Bir dizleme goére yapilan simetri islemlerine yansima si-~
metrisi denir. Bu islem, bir cismin bir diz aynadaki gdérintisi
olayina benzer ve "m" harfi ile gésterilir. Bir kibin yansima
simetrisinden ikisi Sekil (2.6.)'da gobsterilmistir. A noktasa
vansima iglemi ile A’ oluyor. Kibik sistemde (a)-tipi 3 tane,
(b)-tipi 6 tane yansima dizlemi (ayna dizlemi) vardair.

2.3.3.Dénme (veya Rotasyon) Simetrisi

Herhangi bir o6rqgide, bir 4érgl noktas:r bir eksen etrafinda
21/n’ 1ik ag¢r kadar déndirildiginde érginin difer bir noktasa ile
gakigiyorsa, bu drginin o dénme eksenine gére n-katli donme &si-
metrisi vardar denir. n, 1,2,3,4,6 degerlerini alabilir. 5-



katli ve 6'dan fazla katli dénme simetrisi yoktur. Uggen, doért-
gen ve altigenler vyan yana kondugunda uzayil doldurabildikleri
halde besgenler uzayia bogluk biarakmadan dolduramazlar.

n: 1 2 3 4 6
2M/n: 3600 1800 1200 900 600
Sembol: ® 0 A 0 O

Jekil (2.7.) deki eskenar ug¢genin, O merkezinden gegen ve
iggen dizlemine dik eksen etrafinda 3-katli bir doénme simetrisi
vardir. Ayrica Pj, Pp, P3'e gdére de yansima simetrisi vardar,
Sekil (2.7.)'den A_120Q p 1200 c 1200 A ve A1 B, B, C, C_LA
oluyor.

\

Jekil 2.7. 3-katli doénme ve 2ekil 2.8. Dénme eksenleri.
yansima simetrileri.

Bir kiibik birim hiicrenin rotasyon eksenleri Jekil (2.8.)'-

deki gibi gésterilebilir. Kibik sistemde 3 tane 4-katla, 4 tane
3-katli ve 6 tane 2-katli doénme ekseni vardir.

2.3.4.Tersinme (Inversion) Simetrisi

Tersinme 180° dénmeden sonra bu doénme eksenine dik bir

diuzleme goére yansima islemidir. Diger bir deyisle, tersinme r_, ._

-r iglemidir. Bir o&rgiinin, karsilikli noktalari merkezden esit
uzaklikta bulunursa, bu 6érginin bir simetri merkezi vardir. Se-
kil (2.9.)'a gore, OA=r, OA'=r", r=-r', r ., -r, A 5 A’ olur.
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Sekil 2.9. Bir kitbik kristalde tersinme simetrisi.

2.3.5.Bilesik Simetri Iglemleri

Ddnme+Tersinme, kayma ve vida zimetri iglemleri daha kari-
g1k iglemlerdir. Sekil (2.10.)'da z-doJrultusunda 2 ve 4 katla
vida eksenleri gdésterilmektedir.

ﬂz bz

'——I al2 ._‘4/.

ai4 }

X

Sekil 2.10. z-dogrultusunda 2 ve 4 katli vida ekseni.

2.4 Nokta ve Uzay Gruplara

Nokta grubu; bir noktaya goére nokta kimesini degdismez bi-
rakan yansima ve donme gibi simetri islemlerinin timine denir.
Simetri islemlerinde bir nokta sabit tutulmaktadar.

Simetri igslemleri asagidaki gibi listelenebilir:
n: n-katli dénme(n=2, 3,4, 6)

n: doénme+tersinme
nm: dénme+yansima(yansima dizlemi doénme eksenine dik,Y3)



n/m: dénme+yansima(yansima dizlemi donme eksenine paralel,¥j)
nmm: dénme+Yj+Yo
n/mm: dénme+Yj+Yp
1ki boyutlu uzayda toplam 10 nokta grubu vardir. Bunlar
Sekil (2.11.)'de gdsterilmigtir. Buradaki ikinci m'ler kendili-
ginden ortaya ¢ikan yansima diizlemleridir. Ornek olarak 2mm'yi

alalam. Bu, 2-katla donme ekseni+buna dik ayna dizlemi+her iki-
sine dik ayna dizlemi.

SRR
R

|
|
Sekil 2.11. 1ki boyutlu uzayda 10 nokta grubu.

m 2mm

Bravais, bir dizlemde en g¢gok 5 farkla yapida Bravais o6rgi-
sinin olabilevedini godstermigtir. Bunlar S5Sekil (2.12.)'de ¢i-
zZilmistir.

2.5.Kristal Sistemleri

A)Kibik sistem:Birbirine dik Ug birim vektér, ay=ay=ag,
a=p=y=90°.

B)Tetragonal sistem:lkisi egit olan birbirine dik i¢ bi-
rim vektdr, ay=ay*ay, 0=P=y=90°.

C)Ortorombik sistem:Birbirine dik, fakat egit olmayan ig
birim vektor, ay*ay*az, a=f=y=90°.

D)Rombohedral (Trigonal) sistem:Aralarindaki agilar birbi-
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Hegzagonal Yiizey merkezli dikdértgen

Jekil 2.12. 1ki boyutlu uzayda 5 Bravais drgisi.

rine esit U¢ birim vektdr, ay=ay=a;, =f=y=900.

E)Hegzagonal sistem:Aralarindaki ag¢i 1209 olan iki esit
birim vektér ve Uclncist ilk ikisinin dizlemine dik, ay=ay=ag,
B=y=90°, @=1200°, .

F)Monoklinik sistem:Birbirine esit olmayan ¢ birim vektér,
eksenlerden iki tanesi birbirine dik degil, ay=ay=ay, 0=y=90%=f .

G)Triklinik sistem:Birbirine egit olmayan u¢ birim vektoédr,
aralarindaki ag¢ilar farkla ve hicbiri digerine dik degil,
ayray#ay, Qzf=y=900.

Yukarada verdigimiz bu kristal sistemleri Sekil (2.13.)'de
ayri ayri gdésterilmistir.

2.6.FCC ve BCC'de 1lkel Hicreler

Yizey merkezli kibik (face centred cubic:FCC) yapida atom-
lar kibiin késelerinde ve vylzeylerinin ortalaranda bulunurlar.
Cu, Ag, Ni, Pt, Au, Ca, bu yapaya sahiptirler.

Cisim merkezli kibik (body centred ocubic:BCC) yapida kibin
késelerinde ve o¢isim merkezinde atomlar bulumur. BCC yapiya sa-
hip kristaller; Fe, Cr, Mo, V, Na, K, Ba gibi kristallerdir.
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Kristal sistemlerinde, ilkel hiicrenin birim hiicreden fark-
11 olacagini belirtmistik. $imdi, ylzey merkezli kilbik ve cisim
merkezli kiibik yapiya ait ilkel hiicreleri gérelim.

A)




12

E)

G)

ay‘“‘i%;%!'

Sekil 2.13. 7 kristal sistemi.

2.6.1.FCC'nin Ilkel Hicresi

ay ' =(1/2)ay(x+y)
ay'=(ll2)ax(y+z)
v a;'=(1/2)ay(z+x)

2ekil 2.14. FCC'nin ilkel hiicresi.

0 orjinine komsu ylizlerin orta noktalarini orijine birles-
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tiren vektdrler ilkel vektdrler olarak segilir. I1lkel hiicrenin
hacmi VH=|ax'.(aY'x az')|=ax3/4'tﬁr. Burada x, y, z vektérleri
birim vektérlerdir.

2.6.2.BCC'nin Ilkel Hicresi

Uo komsu kilbiin merkezlerini O orjinine birlestiren vektor-
ler ilkel vektdrlerdir. Haoim VH=|ax'.(ay'x az')|=ax312 olur,

ay'={1/2)ay(x+y-2z)

ay'=(112)ax(—x+y+z)
SRS ay'=(1/2)ax (x-y+z)

L iy

Sekil 2.15. BCC'nin ilkel hiicresi.

2.7.Birim Hilcreye Digen Orgi Noktasi Sayisi

Birim hiicreye diisen 06rgi noktasi sayisi Ng=Nj+(Ng/2)+
(Nx/8) bagintisi ile verilir. Burada; Nj, birim hiicrenin igin-
deki oérglt noktasi sayisi, Ng, birim hiicrenin yUzindeki &érgi nok-
tasi sayisi ve Ny, birim hiicrenin késelerindeki o6rgl noktasi sa-
yisidir: Yizde bulunan bir nokta iki komsu birim hilore tarafin-
dan, késede bulunan nokta ise 8 birim hilcre tarafindan paylasi-
lar. Basit kibik yapida; Ng=0+0+(8/8)=1, BCC yapada; Ng=1+0+
(8/8)=2, FCC yapada; Ngq=0+(6/2)+(8/8)=4 nokta vardir.
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2.8.Dogrultu ve Dizlem (Miller) Indisleri
2.8.1.Dogrultu Indisleri

Bir érgd igindeki herhangi bir dogrunun dodrultusunu bul-
mak i¢in, bu dogruya paralel orijinden gegen bir dogru e¢izilir.
Bu dogru tzerinde bulunan bir noktanin koordinatlarindan fayda-
lanilar.  S6zli edilen noktanin koordinatlari (wiy,wp,w3) ise,
[wiwzwg] dogrultu indisleri olur. wiwgw3 tam sayilar degilse; wji,
wy,w3 arasindaki oran korunarak bu sayilar en kiigik tam sayilara
gevirilir. Birbirine paralel dogrularain indisleri aynidir. Ne-

gatif indisler rakamin istine bir ¢izgi ¢izerek yazilar ([151]
gibi).

Dogrultu indisleri, dogru lzerindeki iki Pjy(xj3,y1,21) ve
P2(x2,y¥2.22) noktalarinin koordinatlarindan faydalanarak da asa-
gadaki gibi bulunabilir.

W1=X2-Xi ., W2TY2"¥1 ., W3TZE3-Z)

Birbirine bir simetri ile bagl:r dogrultulara bir formun
dogrultulari denir ve a¢ill parantezle gdésterilir. [lll]. [llI],

[171] ve (T11] dogrultulary {111) ile gdsterilir. Bir kibik krista-

lin bazi Snemli dogrultulari Jekil (2.16.)"'da verilmistir.

Sekil 2.16. Kibik kristalde bazi dogrultular.
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2.8.2.Dizlem (Miller) Indisleri

Kristal yapilarda, kristal eksenleri ile 1ilgili degisik
dizlemlerden ve yodnlerden séz etmek ¢ofu kez zorunludur. Ali-
s1lmis metot, onlaryr Miller indis notasyonuna goére agike¢a be-
lirtmektir. Miller indisleri, birbirine paralel kristal yizey-
lerinin sistematik olarak siniflandiralmagy ig¢in kullanilir., Bu
indisleri bulmak ig¢in, o6nce gézoénine alinan, kristal dizleminin
temel kristal eksenlerini kestidi noktalar tespit edilir,

Bir diizlem, ¢ kristal ekseninde (bir birim hicrenin g
kenari) dizlemin kesim noktalarinin uzunluklari ile tanimlanar
ve koordinatlarin baslangi¢ noktasindan &élg¢iilir. Kesim noktala-
ri1, i¢ eksen boyunca birim mesafelerde olan, birim hicrenin bo-
yutlarina gore ifade edilir. Kesim noktalarinin terslerinin
ayni orana sahip olan en kigik U¢ tam sayiya indirgenmis deJer-
leri Miller indisleri olarak bilinir.

Bagslangi¢ noktasi herhangi bir o6érgl noktasinda alindiga
igin, verilen bir dizlem ic¢in kesim noktalarinin uzunluklara
agaikga belirlenmez, fakat oranlari sabittir. Herhangi bir bagka
paralel dizlem ayni indislere sahip olur, onun igin Miller in-
dislerinin belli bir grubu, paralel dizlemlerin bir grubunu ta-
nimlar.E§er bir dizlem, baslangi¢ noktasinin negatif tarafanda
bir ekseni keserse, uygun indis negatif olacaktir ve rakamin is-
tine bir ¢izgi gizerek yazilar.

Indislerin bir grubu etrafindaki { ) geklinde olan paran-
tezler, paralel dizlemlerin tek bir grubumu ifade etmek igin
kullanalar.

Godu kez bir baskasina tamamen esdeder olan dizlemlerin
bitin gruplarainy toplu olarak belirtmek gerekir. Béylece simet-
rinin ¢ok yiksek bir derecesine sahip olan kiibik sistemde, (110)
diizlemi, (101), (011), {(1310), (10I) ve (011)'e esdegerdir. Bir
seklin dizlemlerini veya diizlemlerin bu gibi gruplarini ag¢ikga
belirtmek ig¢in, indisler, { } seklinde olan kivraimla kégseli pa-
rantezler ig¢gine konulur., Boylece {110}, yukarida ifade edilmis
alti indisi icerecektir,
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Sadece biitin indislerin isaretlerinin tersleri, baska bir
paralel dizlemi gdsterir.  Boylece (I110), (110)'a ve (107),
(101)'e paraleldir.

Hegzagonal sistemlerde genellikle doértld Miller indisleri
kullanilir. Bunlardan {¢ii taban dizlemindeki G¢ vektoére, doér-
dincli ise ajz-ekseni ile kesisme noktasinin koordinatlarina kargi
gelir. Indisler (hkil) veya (hkel) olarak gdsterilir ve h+k+i=0
sarti sadlanar.

2.9 .Atom Buyiklikleri ve Koordinasyon Sayisi

Bir atomu bilardo topu gibi kesin olarak sinirlamak, isi
agarl derecede basitlegtirmek olur. Katilarda elektreonlar birden
fazla atomlarla kuvvetli etkilegim iginde bulunurlar. Atomlar-
la etkilegim iginde bulunan elektronlar, atom g¢ekirdedi etrafin-
daki yoringelerde yerlesmis olan en dis yériinge elektronlaridar.
Bitin bunlara kargin, bir atomun biyikligi, kabaca, orgi
parametrelerinden, atomlari birbirine degden kiireler olarak kabul
ederek, hesaplanabilir.

Basit kubik yapida atomlar kiipin ayritlari lzerinde, BCC' -~
de cisim koésegeni lzerinde, FCC'de yiz koésegeni dzerinde, birbi-
rine temas ederler.

Bir atomun biiylik1ligl KOORDINASYON SAYISI ile dogru oranti-
ladair. Bu saya kristal yapisina baglidir. Koordinasyon sayisi,
verilen bir atomun en yakin komsu sayisidar.

Kristal yapa: BCC FCC HCP Elmas
Koordinasyon sayisa: 8 12 12 4

BCC yapidaki Fe, FCC yapidaki Cu ig¢ine karasgtarilirsa, Fe

daha biyik bir atomik c¢apa sahip olur.

2.10.Kristal Sistemlerinde Birim Hicre Elemanlari, Dizlemler
Arasindaki Agir ve Uzakliklar
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Bitin sistemler igin gerekli bilgiler herhangi bir kris-
tallografi kitabinda bulunabilir. Bunlardan bazilari agagida
verilmistir.

(a) Birim hicre hacimleri Cizelge (2.1.)'de verilmigtir.

(b) (hkl) diizlemleri arasindaki uzakliklar Cizelge (2.2.)'-
de verilmigtir.

(c) Kibik sistemlerde (hjkily) ve (hgkplg) dizlemleri ara-
sindaki a¢1l agagidaki gekilde verilir.

hiha+k1ko+l1ly

cos8=

[(h12+k12+112) (hp2+kp2+152)11/2

Cizelge 2.1. Birim Hicre Hacimleri:

YAPI HACIM

Kibik ax3

Tetragonal ay2a,

Hegzagonal (3)1/2a,2a,12

Ortorombik axayay

Monoklinik axayag.sinf

Trigonal ax3(1—3cosza+2cos3a)1’2

GCizelge 2.2. (hkl) Duzlemleri Arasindaki Uzakliklar:

YAPI UZAKLIK

Kibik (17d2)=(h2+k2+12)/ay?

Hegzagonal (1/d2)=(413) (h2+hk+k2)/ay2 + 12/a,2
Tetragonal (l/d2)=(h2+kz)lax2 + lzlaz2
Ortorombik (1/d2)=h/ay2 + k3/a,3 + 12/a,2
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3.ATOMLAR ARASI KUVVETLER

Katilar kararli vyapilardir, yani NaCl kristali, Na ve (1l
serbest atomlari toplulugundan daha kararladir. Benzer sekilde
bir Ge kristali, serbest Ge atomlara toplulugundan daha kararla-
dir. Ge atomlara birbirine yaklagirken Ge atomlarinin birbirini
cekmesi buna neden olur, yvyani ¢ekici bir atomlar arasi kuvvet,
atomlara bir arada tutar. Bu kristal sekillenmesinden sorumlu
kuvvettir. Bu ise kristal enerjisinin, serbest atomlarin ener-
jisinden, serbest atomlar kimesinin bir kristal olusturmasi igin
gereken enerji kadar disik oldugu anlamina gelir. Bu enerji
fark: kristal'in baglanma enerjisi adana alar.

V(R)
RO
§ T —p R
0 |
v ]
° A

Sekil 3.1. Atomlar arasi potansiyel enerji V(R)'-
ye karsi atomlar arasi uzaklik R.

Iki atom arasandaki etkilesmeyi temsil eden potansiyel
enerji, atomlar aras:r uzaklaikla biyik o6l¢ide degisgir. Sekil
(3.1.)'de gosterilen bu ¢ift potansiyeline ait tipik egri, R,
gibi bir uzaklikta bir minimuma sahiptir. R > R, i¢in potansiyel
yavasga artar, R yaklagik sonsuz iken siafaira yaklasair. R < Ry

igin ise potansiyel hizla artar ve kiglik yarigapta sonsuza
gider.

Sistemin, yani atom ¢iftinin, mimkin olan en disik enerji-
ye sahip olma egiliminden dolayi, denge konumunu temsil eden, A
minumm noktasinda sistem en kararlidir. Denge konumunda atom-
lar arasi uzaklik Rg'dir ve baglamnma enerjisi -V,'dir. Vg, < 0
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oldugundan, sistemin enerjisi, iki atomun birbirinden sonsuz u-
zaklikta (yanl serbest atom) olmasi halindekinden disiikk olmasi
nedeniyle sistem kararladar.

Denge konumunda atomlar arasi uzaklik Rg'a ait tipik deger
birka¢ angstromdur. Boylece bu durumdaki kuvvetler. gercekte,
kisa menzillidir. Potansivelin uzaklikla =zaviflamasi o kadar
hizladar ki, uzaklik diyelimki 10 veya 15 angstrom degerini as-
tiginda, kuvvet ihmal edilebilir ve béylece atomlar serbest, va-
ni birbirlerivle etkilesmeyven parcaciklar geklinde distimilebi-
lir. Bu ise serbest atom modelinin ortalama atomlar arasi uzak-
l1igan ¢ok hiylik oldugm gazlarda neden gegerli oldugunu ac¢ikla-
maktadir.

F(R) kuvveti V(Rj potansiyelinden tiiretilebilir. Bilindi-
gi gibi F(R)=-dV{R)/dR 'dir. Yani, kuvvet potansiyel gradyenti-
nin negatifidir. Bunu $ekil (3.1.)'deki edriye uygqularsak, u-
zakllgln‘Ro‘dan biyik degerleri igin F(R) <« G oldugumu géririz.
Bu ise, uéakllgln R,'dan biyik degerlerinde kuvvetin gekici, vya-
ni atomlara g¢ekerek bir arada tutma efiliwminde oldufu anlamina
gelir. Diger taraftan, uzakligan R,'dan kiigik degerleri ig¢in
F(R} > 0'dar. Yani, uzakligain R,'dan kigik degerleri igin kuv-
vet iticidir ve atomlari iterek birbirinden uzaklastirma egili-
mindedirler.

Bu tartigmadan su sonug¢ ortaya ¢ikiyor, atomlar arasi kuv-
vet 1iki parcadan mesydana gelir: R,'dan biyik uwzaklaklarda agir
basan gekici kuvvet ve Ry dan klglk uzakliklarda adir basan iti-
¢l kuvvettir. Bu kuvvetler, R, denge noktasinda birbirlerini
tamamen vok ederler.
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4 .SERBEST ELEKTRON MODELI

Periyodik ocetvele bakildiginda katilarain onemli bir kismi-
nin metaller oldugu gérilir. Metallerin ¢ok iyi elektrik ve 1isa
ilettikleri uzun yillardan beri bilinmektedir. Bu ézelligl ne-
denivle metallerin gunlitk yasantimizda birgok kullanma alani
vardir. Arastiricilar metallerin dzellikleri hakkinda bir hayli
kuramsal ve denel bulgulara ortaya koymuslar ve bu dzelliklerin
nedenlerini genelde ag¢iklaiyabilen teoriler gelistirmislerdir.
Bunlaran bir ¢ofu kuantum teorisine dayanmaktadir. $imdi bu te-
orilerden Sommerfeld'in kuantum mekanik modelini (1928) ele ala-
caglz.

Sommerfeld ilk kez kuantum mekanigini metallere uygulamis-
tar. Sommerfeld bir metaldeki serbest elektronlaran Sekil (4.-
1.)'de gérﬁldﬁgﬁ gibi bir kare potansiyel g¢ukuru igerisinde bu-
lundugunu kabul etmigstir. Potansiyel ¢ukuru igindeki elektron-
lar birbirleriyle etkilesmeden hareket edebilmekte ve Ep enerji
diizeyine kadar olan biitin elektronik halleri doldurmaktadarlar.
Bu Ep enerji diizeyine "Fermi Enerjisi” denir. Buna gtre Fermi
enerji dizeyi, bir metalde serbest elektronlarin, taban enerji
diizeyinden itibaren tamamen doldurabildikleri en yiksek enerji
seviyesl olarak tanamlanir. Fermi enerjisi metalin karakteris-
tik bir biyikligidir.

B )
¢
B 4
I 0 L

Sekil 4.1. Sommerfeld'in kabul etti-
gi kare potansiyel gukuru.

Sekil (4.1.)'deki ¢, is fonksiyonu olup metalden bir elek-
tronu soékebilmek igin gerekli en kiigik enerji deferini godsterir.
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Bu enerji fotoelektrik veya termoiyonik 1igsima olaylarindan ya-~
rarlanarak hesaplanabilir.

Eger potansiyel gukurunun tabanini sifir enerji dizeyi o-

larak kabul edersek, ¢ukurda bulunan elektronlar igin V(r)=0
olacagi gozonine alinarak Schrédinger denklemi,

(-12/2m)V2y(xr)=E¥(r) (4.1)

seklinde yazilabilir. Bu deklemin tek boyutlu hal igin genel
¢Ozimi,

dir. Y (x) dalga fonksiyonunun Wp{(x=0)=0 ve W¥y(x=L}=0 sinir
sartlarini saglamasi ig¢in,

A=-B ve kL=nn (n=1,2,3,...)
olmalidir. Buna goére (4.1) denkleminin ¢dzimi,
Yp=Asin (nR/L)x (4.2)

olur. W, dalga fonksiyonu normalize edilirse, yani elektronun 0
ile L arasinda herhangi bir yerde bulunacadi gergegi disinilirse,

+00 .
qnl ¥n ¥n dx= ] (Yq)? dx=1

olmasi igin A=(2/L)1l2 bulunur. Buna gére genel ¢ozim,
¥o=(2/L)12 sin (nm/L)x (4.3)

olur. Bu ¢btzumden elektronlarin kararli dalgalarla temsil edi-
lebilecegi ve davranislarinin ¥, dalga fonksiyonu yardima ile

bulunabilecegi goériilir. Buna goére bir elektronun kinetik ener-
jisi,
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Eyx=p?/2m=12k2/ 2m
bagintisi gbézoéniine alinarak,
Ep=(1i2/2m) (nn/L)2=h2n2/ (8mL2) (4.4)

bulunur. Bu bagintidan goérilecedi gibi potansiyel c¢ukuru ig¢inde
bulunan serbest elektronlarin enerjileri kuantalanmigz olup n2
ile orantilidir. Kristal boyutlari L olan bir metalin i¢ boyut-
lu hal igin (4.1) denkleminin ¢ozimii, yukaridakine benzer sgekil-
de iglemler yapilarak,

¥(r)=(2/L)3/2 sinkyx.sinkyy.sink;z (4.5)

oldugu gérilir. Burada ke=ngl/L, ky=nyR/L, ky=n /L olup ng,ny,-
n,=1,2,3,... tam sayilardir. Bu hal ig¢in elektronun kinetik e-

nerjisi,

Eny: Dy, n,= [hz, ( 8mL2 )] (nx2+ny2+n22)
= (12/2m) (ky2+ky?+k52) (4.6)

olur. Buna gdre her bir elektronun enerjisi U¢ kuantum numarasi
ile belirlenir. Yani bir enerji dizeyi d¢ kuantum sayisi ile
tanimlanair.

(4.4) ve (4.6) bagintilara dikkatle incelenirse ayni ener-
Jji degerine sahip birden fazla dalga fonksiyonu veya elektronik
hal bulunur. Bu kuvantum hallerine dejenere haller denir. Orne-
gin (nx2+ny2+nzz)=6 sayisina karsilik gelen enerji dederi ig¢in
(ny=1, ny=l, ny=2), (ny=2, ny=l, ny=1) ve (ny=1, ny=2, ny=1) ku-
antum halleri olmak lzere ii¢g tane dalga ¢dziumi, vyani tg¢ elektro-

nik hal vardir. Diger yandan herbir elektronun #1/2 degerinde
bir spin kuantum sayisina sahip oldugu veya herbir elektronik

hale 2 elektronun yerlesebilecedyi distinilirse, dejenere. hal sa-. . _ .

yis1 6 olacaktar.

L uvzunlufjunda bir ¢izgiye kapatilmis m kiitleli ozgiir bir
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elektronun ilk ¢ enerji dilzeyi ve dalga fonksiyonu Sekil (4.2.)°
de gbsteﬁilmistir. Enerji dizeyleri, dalga fonksiyonunda yarim
dalgaboyu sayisini veren n kuantum sayisina goére isaretlenir.
Dalgaboylari, dalga fonksiyonlari (zerinde gosterilmigtir. Ku-
antum sayisi n olan diizeyin enerjisi (h212m)(n/2L)2 'ye esgittir.
Ayrica A=2mt/k=2L/n ile veriliyordu.

N

< e
=3 [A=(2/3)L o]
T 5 9N
&4 P
-~ Q X‘=L o]

o A::::><;::;,2:“
= B 4122 8
B 2
M B0 X_aw LG
) 2
o

a

=

Sekil 4.2. ——- Enerji dizeyleri ve

—— Dalga fonksiyonlara.
(Bagal dl¢ek kullanilmistar.)

Serbest elektron modelinde katilardaki elektronlarin hare-
keti Uzerinde durduk. Kristal potansiyelinin g6zoéniine alinmayi-
51 nedeniyle bu model oldukg¢a basitlestirilmistir. Fakat, de-
neysel sonuglari niceliksel olarak agiklanmak istenirse, bu po-
tansiyeli tamamen ihmal edemeyiz. Bu potansiyeli hesaba katmak-
si1zan bazi etkileri agiklayamayiz. Bundan dolaya, kristal po-
tansiyelinin katilarin elektronik ©6zellikleri t{zerine etkisi
dikkate alinmaladar.

Metallerin serbest elektron modeli i1si sigasani, 1isisal
iletkenligi, elektriksel iletkenligi, magnetik alanganligi ve
metallerin elektrodinamigini kolayca anlamamiza yardim etmigtir.
Ancak bu model bagka buylk sorularda bize vyardimda bagarisizdar:
metal,yarimetal yariiletken ve vyalitkanlar arasindaki ayram;
Hall katsayisinin arti degerlerinin ortaya ¢ikigi, metaldeki
iletim elektronlarinin serbest atomlardaki degerlik elektronla-
rina iliakisi ve birgok ayraintili tasima ozellikleri, o6zellikle
magnetik :alanda tasima. Bu nedenle daha az basit bir kurama
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gerek duyariz. Bu kuram, serbest elektron modelini gelistire-
rek, hemen her basit girigim ig¢in son derece yararli olmustur.

Katilar elektiriksel dzelliklerine gdére iletken, yalatkan,
yariiletken ve yarimetal olarak ayrilirlar. Bunlarin oda sicak-
l1gindaki ézdiren¢leri, iyi bir iletken olan metaller igin =s 106
ohm-cm, yalitkanlar igin = 1014'den 1022 ohm-cm ve yariiletken-
ler igin 10=2'den 10% ohm-om dolaylarindadir. Yarimetallerin
bdzdireng dederleri, metallerle yariiletkenler arasindadir. Dik-
kat edilecek olursa ézdirenglerin, fizikte az gériilen bir sekil-
de, biylk bir aralikta dedistigi gériilmektedir. Slperiletkenle-
rin ézdirencinin, belirli bir sicakligin altinda, sifir oldugunu
da dikkate alirsak, bu 6zelligin ilgingligi daha da ¢arpici olur.
(Isan, A., 1991, Modern Fizik, Anadolu Universitesi Acik Ojretim
Fakiltesi Yayinlari.) '

[
Enerji D
=N s
N KN

Yalitkan Metal Yarimetal Yariiletken

118

Sekil 4.3. Bir vyalatkan, metal, varimetal ve variiletken
igin izin verilmis enerji bantlarinin ¢izenek-
sel elektron dolumu. Kutularin dikey uzantisi
izin verilmis enerji boélgelerini gdésterir, ta-
rali alanlar elektronlarla dolu boélgeleri gods-
terirler. Bir yaraimetalde (bizmut gibi) mutlak
sifirda bir bant; hemen hemen dolu, diger bant
yaklasik olarak bostur. Bununla birlikte, saf
bir yariiletken (silisyum gibi) mutlak safirda
bir yalitkan olur. Gorilen iki yariiletkenden
soldaki sonlu bir sicakliktadir ve tasiyicilar
isisal olarak uyaralmistir. Diger yarlilétke—
nin, safsizliklar nedeniyle elektronu eksiktir.
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Her kati elektron igerir. Elektriksel iletkenlik ig¢in &-
nemli olan soru elektronlarin uygulanan bir elektrik alana na-
s1l tepki verecekleridir. Kristaldeki elektronlarin, ig¢inde dal-
ga geklinde elektron yoéringelerinin hi¢ olmadida enerji bdl-
geleri ile ayrilmig enerji bantlar: iginde diizenlenisi $ekil
(4.3.)'de gésterilmigtir. Boyle yasak bolgelere enerji aralikla-
ri ya da'bant araliklari denir ve bu, iletim elektron dalgalara
ile kristalin iyon korlarinin etkilesmesinin sonucudur. Eger
izin verilmis enerji bantlari ya dolu ya da bog ise bu kristal
bir yalaitkan olarak davranir, ginkii o zaman bir elektrik alan
iginde higbir elektron hareket edemez. Bir ya da daha ¢ok bant
kismen, 'Yﬁzde 10'dan 90'a diyelim, dolu ise bu kristal metal
olarak davranir. Eger bu bantlar, bir ya da iki pek az dolu ya
da pek az bog bant diginda timiyle dolu ise, bu kristal bir ya-
riiletken ya da yaraimetal olur.

Yalitkan ve iletkenler arasindaki ayirimi anlamak ig¢in ka-
tinin periyodik érglisini hesaba katacak sekilde serbest elektron
modelini genigletmemiz gerekir. Yasak bir bant aralidi olanaga,
ortaya glkan en énemli yeni 6zelliktir. Kristaldeki elektronla-
rin oldukga dikkate dejer baska &zelliklerine rastlayacadiz.
Ornegin, bu elektronlar uygulanan elektrik ya da magnetik alana
etkin bir m" kiitlesi tagiyormug gibi tepki verirler; bu kitle
serbest elektron kiitlesinden daha biyik ya da daha kigik ya da
eksi bile olabilir. Kristaldeki elektronlar -e ya da +e ylkleri
tagiyormus gibi uygulanan alana tepki verirler ve iste burada
Hall kats?ylslnln eksi ve arti dederlerinin agiklamasi yatmakta-
dar. !

4.1.Yaklagaik Serbest Elektron Modeli
Serbest elektron modelinde izin verilmis enerji degerleri
sifirdan sonsuza kadar sirekli bir sekilde dagilmiglardar,

(4.6) denkleminden gérdigimiz gibi,

Ex=(12/2m) (ky2+ky?+k,2)
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dir, burada L kenarli bir kip lzerindeki periyodik sinir kosul-
lara igin,

ky, ky,kz=0; +2R/L; +4M/L;
dir. Serbest elektron dalga fonksiyonlara,

¥(r)=exp(ik.r) (4.7)

bi¢imindedir; bunlar ilerleyen dalgalari gbsterir ve p=Tik momen-
tumunu tasirlar.

Bir kristalin bant yapisi ¢godu kez yaklasik serbest elekt-
ron modeii ile betimlenir; bunun i¢in bant elektronlari iyon
korlarinin periyodik potansiyeli tarafindan yalniz =zayifga te-
dirgin edilmis gibi ele alinir. Codu kez bant yapisi bu model
izerinde acgaklanabilir; bunun uygulanmadidi bazi durumlar da
vardar. Ancak bu model metaldeki elektronlarin davranisi hak-
kinda heﬁen hemen bitin nitel sorulara yanitlar. Bu yaklasim,
bir sonraki bélimde ayrantili olarak ele alacagiz.

E Ixinci E
.i:;nh' B B
sk efns;,‘*"—,-\.__,:?::::"‘;l_::zAE
o A Al
fo bt —i >k
~-nt/a nla
(2) (b)

Jekil 4.4. (a) Serbest bir elektron i¢in k dalgavektdriine
karsi E enerjisinin goésterimi. (b) Orgl sabi-
ti a olan tek atomlu ¢izgisel bir orglide elek-
tron igin dalgavektérine kargi enerjinin gés-
terimi. Goériilen AE enerji araligir k=+7N/a’'daki
11k Bragg yansimasina eslik eder, n'nin tam de-
gerleri igin #nft/a'da bagka araliklar bulunur.

Bragg yansimasinin kristalde dalga yayilmasinin belirgin



21

bir ¢zelligi oldugunu biliyoruz. Kristaldeki elektron dalgala-
rinin Bragg yansimasi enerji aralidanin nedenidir. Schrédinger
denkleminin dalga geklinde ¢ézimlerinin olmadidi oénemli enerji
bdlgeleri ortaya g¢ikar(Sekil (4.4.)). Bir katinin iletken ya da
yalltkan;olup olmamasini belirlemede bu enerji araliklari dnem-
lidir. Fiziksel olarak enerji araliklarinin kékenini érgit sabi-
ti a olan ¢izgisel bir katinin basit probleminde agiklaraz.
Bant yapisinin disik enerjili kisimlari nitel olarak Sekil
(4.4.)'dé, (a) timiyle serbest elektronlar ve (b) yaklagik ser-
best olan, ancak k=ift/a'da bir enerji araliga bulunan elektron-
lar igin gosterilmigtir.

Dalgavektori k olan bir dalganin kirinimi igin (k+G)2=k2
Bragg kosulu tek boyutta,

=+(1/2)G=tnft/a (4.8)

olur, burada G=2Mn/a bir ters érgi vektérld ve n bir tamsayadir.
11k yans;malar ve 1ilk enerji aralig:r k=tn/a‘'da olur. Diger
enerji araliklary n tamsayisinin diger degerleri ig¢in olur.
Gizgisel orgideki bir atomdan yansimis dalganin en yakin komsu
bir atomdan yansimis dalgayla 21' lik evre farki ile vyapici ola-
rak girigime ugramasindan dolayi k=tfi/a’daki yansima ortaya ¢i-
kar. k uzayinda -%/a ile M/a arasindaki bélge bu orginin birin-
ci Brillouin bélgesidir.

k=tn/a'da dalga fonksiyonlari serbest elektron modelinin

ilerleyen eiftX/a ve ¢~iMX/a dalgalara degildir. Bu o6zel k de-
gerlerindeki ¢ozimler saga ve sola 1ilerleyen dalgalardan esit
olarak yapilmslardir: bu gézimler duran dalgalardir. Once akla
yakin bir tartisma verelim. Bragg kosulu saglandigainda bir dog-
rultuda ilerleyen bir dalga Bragg yansimasina udrar ve ters yon-
de hareketine devam eder. Her bir ardisik Bragg yansimasi hare-
ket yonind tekrar tersine ¢evirir. Zamandan bagimsiz tek durum,

duran dalgalarla olusturulur. eifX/a ye e~-ifiX/a jlerleyen dal-
galarindan iki farkli duran dalga olusturabiliriz:
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Y(+)=eiflx/a,e=-1MX/az3c0s (Nx/a);

Y(-)=elX/a_g-ifiX/a=3j sin (Ax/a)} (4.9)

Bu duran dalgalar sad ve sol yone ilerleyen dalgalarin her bir
esit kisimlarandan yapilmistir. x yerine -x konuldugunda duran
dalgalarin isaret degistirip degistirmedigine gore bunlar (-) va
da (+) seklinde isaretlenir.

4.1.1.Enerji Araliganin Kodkeni

Iki y(+) ve ¥(-) duran dalga, elektronlari farklil bdlgele-
re yifar ve bu vyizden; bu iki dalganin potansiyel enerjisinin
degeri farkladir. Bu enerji araliaginin koékenidir. Bir parcaca-
gin olasilik yogunludgu lwlz'dir. Bir elkKX jlerleyen dalgasi i-
oin, olasilik yogunlugu sabit olacak sekilde pze"ikX eikx=1 alde
ederiz. Dizlem dalgalarin ¢izgisel bilesimi ig¢in olasilik yo-
Junlugu sabit degildir. ({4.9) denklemindeki ¥({+) duran dalgasi-
n1 ele alalim, bunun ig¢in,

P(+)=|W(+)|2 o« COSSMX/a

elde ederiz. Bu potansiyelin en dugik olduwpm x=0,a,2a,... da
yerlesmig: arti iyonlar Gzerine eksi vikleri vyaigar. Zekil
(4.5 a.), tek-atomlu ¢izgisel o6rgimin arti iyon korlari alaninda
bir iletim elektromunun elektrostatik potansiyel enerjisinin de-
gisimini gostermektedir. Metalde her bir atom bir ya da daha
fazla degerlik elektronunu iletim bandini olusturmasi ig¢in ter-
kettiginden, bu iyon korlara arta bir yik tasir. Arta bir iyo-
nun alaninda bir elektronun potansiyel enerjisi eksi, yani geki-
cidir. Sekil (4.5.b.)'de ise elektron yogunlugu dagiliminan
¥Y(+), ¥(-) duran dalgalari ve ilerleyen bir dalgaya godre taclaga
¢izilmistir.

Duran y(-) dalgasi i¢in,

D(—)=IW(—)]2 « sin?ux/a
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Y, potansiyel enerji
2 k
JY:? oru ‘__a__i -
AR 2YaRYs

(a)
P, olasilik yogunlugu

)A\Lv(—)lz ly(+)]2
??V/“\/f?}/“\ 5?}5 “3‘§17 2/ jlerleyen dalga

> x

Sekil 4.5. (a) Cizgisel bir drgiiniin iyon korlari alanianda,
- bir iletim elektronunun potansiyel enerji degi-
gimi. (b) |¥(-)|? o« sinZmx/a;|¥(+)|? « cos?nx/a
ve ilerleyen bir dalga ig¢in, bu oérgiide p olasi-
11k yodunludu dagdilima. ¥ (+) dalga fonksiyomu
elektronik ylikleri artiiyonlaran korlari uzeri-
ne yigar, dolayisiyla ilerleyen bir dalga tara-
findan gortilen ortalama potansiyel enerji ile
karsilastirildiginda bunun potansiyel enerjisi
diiser. W¥(-) dalga fonksiyonu elektronik ylikle-
ri arti iyonlar arasindaki bélgeye yidar ve on-
lari iyon korlarandan uzaklagtirir; dolayisiyla
ilerleyen bir dalga tarafindan goériilenle karsi-
lagtarildiginda potansiyel enerji ylikselir. Bu
gekil, enerji araliginin koékenini anlamada esas-
tair.

olasilak ydgunlugunu elde ederiz. Bu, elektronlara iyon korlara
arasinda oﬁtada, yani iyon korlarandan uzakta yef§leyerek daga-
tar. Bu @¢ yik dagilimi izerinde potansiyel enerjinin ortalama
degerleri hesaplanirsa, P(+)'nin potansiyel enerjisinin ilerle-
yen dalganinkinden daha distk, oysa ki p{-)'nin enerjisinin
ilerleyen dalganinkinden daha ylksek bulunacadini umariz. EgJer
p(-) ve p(+)'nin enerjileri AE kadar farklia ise, AE genisliginde
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bir enerji araligi elde ederiz. Sekil (4.4.)'de A noktasindaki
enerji araliginin tam altindaki dalga fonksiyonu ¥(+) ve B nok-
tasindaki enerji aralidyinin tam ilstliindeki dalga fonksiyonu WY(-)
olacaktar.

4.1.2 Enerji Araliginin Biyikligd

Bélge sinirinda dalga fonksiyonlari birim uzunluda boylan-
dirilmsg v2 cos Nix/a ve ¥2 sin Ax/a 'dir. Kristal potansiyelini
V(x)=V cds(anla) olarak yazariz. Iki durum arasindaki birinci
mertebeden enerji farki,

AE=2V0]1(cos 2nx/a)(cosMx/a-sinnx/a)dx
AE=V (4.10)

dir. Bu aralik kristal potansiyelinin Fourier bileseninin ge-
nigsligine esittir.
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5.KATILARDA ENERJI BANTLARI
5.1.Atomfar, Molekiiller ve Katilardaki Enerji Spektrumlara

Burada amacimiz, kristal yapili bir katida hareket eden e-
lektronun enerji spektrumunu niteliksel olarak tanimlamaktar.
Bununla birlikte, bu amaca, serbest atomun spektrumunu ele ala-
rak tartismayl baglatmak ve atomlar bir katiylr olusturacak ge-
kilde bir araya gelirlerken bu spektrumun nasil bir degJigmeye
ugradigini gormek yardim edecektir.

Somut bir érnek olarak lityumu ele alalim. Serbest halde-
ki lityum atomunu diigiinelim. Elektron, Sekil (5.1.a.)'da géste-
rildigi Qibi bir potansiyel kuyusunda hareket eder. Schrédinger
denklemidi gézdigimizde, gosterildigi gibi kesikli enerji diizey-
leri serisini elde ederiz. Hidrojen atomu halindeki gibi, bu
dﬁzeyler%ls, 28, 2p vb. geklinde gdsterilir. Lityum atomu, iki-
gi 1s kabugunu (tamamen dolu) ve Ug¢iinclislt ise 2s alt kabugunu
isgal eden ¢ elektron igerir.

Molekiil Kata

2p 2p

28 28

‘ s 1s
(2) (b) ()

Sekil 5.1. (a) Atomdan, (b) molekille ve (¢) katiya geg¢is
: halinde lityumun enerji spektrumunun déniigimi.

Simdi lityum molekiiliinii (Lip) olusturacak sekilde iki lit-
yum atomunun biraraya geldikleri durumu ele alalim. Elektron
tarafindan "gériilen" potansiyel simdi Sekil (5.1.b.)'de gésteri-
len gifttkuyudur. Burada enerji spektrumu kesikli giftler kiime-
sinden olugur. Atomik duzeylerin herbiri, yani ls, 2s, 2p vb.,
birbirine oldukga yakin iki diizeye yarilir. Atomik ve molekiler
dizeyler arasindaki aynia isimli birbirine yakin diizeylerin mev-
cut olusu iligkisinden doiayl, 1s,2s,2p vb. 'den, herbiri iki alt
dizeyden olugmalari ile taninan molekiiler enerji dizeyleri gek-
linde sézedebiliriz.
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Hzf hidrojen molekiillindeki iglemden, iki atomlu bir mole-
kildeki iki ve yalniz iki alt diizeye bir atomik diizeyin nigin
yarildigini gorebiliriz. Temel olarak neden asagidaki gibidir:
Li atomlari birbirinden ¢ok uzaktayken, bir atomun bir diger
atomdakiielektrona etkisi ¢ok kigiktir ve bir tedirginlik gek-
linde nitelenebilir. Bu yaklagsimda, 1s, 2s vb. tedirgin edilme-
mig diizeylerin herbiri gift hale gelecek gekilde dejenere olur-
lar. Giinkii, ornegin ls diizeyindeki elektron atomlarin herbirin-
de bu dﬁ?eyi iggal edebilir ve iki atom olmasi halinde enerji
boylece ikiye bolinerek dejenere olur. DiJer bir deyisle, bir
elektronqn herhangi bir zamanda hangi ¢ekirdede ait oldudunu be-
lirlemek igok gli¢ olacaktir. Bu durum Jekil (5.1.b )'de her iki
atoma yakln ikiger enerji dlizeyi ile tasvir edilebilir. Sadece,
atomlar dra81ndaki etkilegme tamamen ihmal edilirse bu dejenere
olma hali gegerlidir. Bu etkilesme hesaba katildiginda, ikiye
bélinme éeklindeki dejenere olma hali ortadan kalkar ve herbir
diizey iki alt diizeye varilir. Bu alt diizeylere karsilik gelen
molekﬁlef orbitaller, Hp* halindeki gibi, daima karsilik gelen
atomik orbitallerin simetrik ve antisimetrik birlegimleri gek-
linde alinirlar.

Hefbir molekiiler diizey, Pauli disarlama ilkesine gére bir-
birine z#t spinli iki elektronu barandarabilir. Liy molekili,
dérdii 1s molekiiler giftini diger ikisi 2s ¢iftinin alt dizeyini
isgal eden alta elektrona sahiptir.

Bu;tart1$maya gbre, yarilma miktara biyitk bir gekilde mo-
lekildeki iki atomun g¢ekirdekleri arasindaki uzaklida baglidar.
Tki gekiﬂdek birbirine yaklastakga, tedirginlik g¢ogalir ve vya-
rilma arthr. Yarilma atomik orbitale de badlidir. 2p dizeyinin
varilmasl, l1ls dlzeyininkinden daha genis olan 2s dlizeyinin ya-
rilmasindan genistir. Sebebi gudur: Ornedin 1s orbitalinin ya-
rigcapi ¢ok kioiliktir ve bdylece orbital kendi g¢ekirdegine sika
sekilde baglidir. Bu orbital tedirginlik nedeniyle biyik &lglide

etkilenmez. Daha biiylk yarigaplari olan ve kendi gekirdeklerine -

zayaf birisekilde bagla olan 2s ve 2p orbitalleri igin bu geger-—
1li degildir. Genel olarak sdéylenirse, enerji yilikseldikge, vya-
rilma buyir.
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Yukaradaki tartismalar, keyfi sayida atomdan olusan g¢gok a-
tomlu Li molekiiliine genellegtirilebilir. Bdylece 3 atomlu mole-
kitlde, her bir atomik dizey, igliiye yarilir, 4 atomlu molekiilde
dértliye yarilir ve bdylece devam eder. Kati lityuma, bdylece
atomlarlﬂ sayisinin giderek biylyerek dev bir lityum molekili o-
lusturdudu limit durum seklinde bakilabilir. Enerji spektrumu-
nun gekli ne olacaktir? Bunu yukaridaki tartigmaya dayanarak
cevaplayabiliriz: Atomik dizeylerin herbiri, katidaki atomlarin
sayisi N olmak iizere, birbirine olduk¢a yakin N tane alt dizeye
yarilir. Fakat N ¢ok bilyik, yaklagik 1023, oldugundan alt di-
zeyler birbirine o kadar yaklagirlarki; artik birbirinden ayir-
dedilemezler ve enerji bandi olusgtururlar. Bdylece 1s,2s,2p di-
zeyleri, Sekil (5.1.c.)'deki gibi sarasiyla 1s,2s ve 2p bantla-
rina dénlsir.

Baﬁtlardaki alt dizeylerin birbirine ne kadar yakin oldu-
gunu gésﬁermek igin asagidaki sayisal o6rnedi ele alalim. Varsa-
yalim ki; bant genisligi 5 eV (tipik bir defer) olsun. Komsu i-
ki dizey arasaindaki enerji araliaga, bdylece 5/1023=5x10-23 oV
mertebesindedir. Bu oldukg¢a kiiglik bir deger oldugundan, tek tek
alt dizeyler birbirinden ayirdedilemezler ve bdylece dagilimlara
stirekli bir enerji bandi seklinde disinilebilir.

Ozet olarak, katidaki spektrum enerji bantlarinin kiimesi
seklinde olusur. Bu bantlari ayiran bogsluk bdlgeleri enerji
bosluklari, yani yasak enerji bdlgeleri olup, elektronlar tara-
findan isgal edilemezler. Kesikli dizeyler kimesi seklinde i-
zinli enerjilerin bulundugu bir atom veya molekildekine ters bir
durum ortaya c¢ikiyor. Kesikli diizeylerin bantlar seklinde ge-
nislemesi katinin oldukga temel &zelliklerinden biridir. Bant
genisligi degisir, fakat genel olarak bant yikseldik¢e, genislik
artar. Cinkd, molekiller halinden hatirlanacagi gibi, bir yik-
sek enerji hali bliyik bir atomik yaricapa ve bdylece diizeyin ilk
durumundan itibaren geniglemesine neden olan siddetli bir tedir-
ginlige karslllk gelir. Tersi durumda, algak enerji durumlara,
tedirginlik tarafindan daha az etkilenen siki badlir orbitallere
karsilik gelir.
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Sekil (5.2.), a érgl sabitlerinin fonksiyonlari olarak me-
talik liﬁyumda gizilen 28 ve 2p'yi gdsteriyor. Bant geniglikle-
rinin, beklendigi gibi, a azaliken arttidani belirtelim. Ciankiu
atomlar arasi uzaklik kigildikge tedirginlik artar. a < 6a, i-
¢in 28 ve 2p bantlari dstiiste binmenin bagladiga noktaya dogru
genisler ve aralarindaki bogluk ise tamamen ihmal edilir.

En yakln komsu
0. 4 8 12 uzakliga, a,

Sekil 5.2. Lityum kristalinde 2s ve 2p'nin enerji
bantlari geklinde geniglemesi (a, Bohr
yarigapi 0.53 A°'dar).

Kristal orbitalleri, yani bantlardaki elektronik durumla-
ri tanimlayan dalga fonksiyonlari, atomlar etrafindaki yerlesik
durumdaki}atomik orbitallere benzemeyen sekilde, katiya genigle-
tilir ve bu atomlardan iistel gekilde bozunmaya ugrayarak ortadan
kalkarlar. Bu anlamda, katinin dalga fonksiyonlarina yerlesik
olmayan orbitaller geklinde bakacagiz. Bu orbitaller gergekte
katida ilerleyen elektron dalgalarini tanamlarlar. Yerlegik ol-
mama kavréml temel bir kavramdair ve katilardaki bitin elektronik

tasinim fbnomenleri, yani elektriksel iletimden sorumlu tutulur.

5.2.Bloch Teoremi

Sommerfeld modelinin eksikliklerini tamamlamak i¢in Bloch,
1928 ylllhda ilk kez kristalin periyodik 06zellige sahip oldugunu
diisiinerek dizlem dalga ¢éziimine bir carpan eklemistir. Yani ka-
tidaki iletkenlik elektronlarinin dalga fonksiyonunun,
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ile ifadé edilebilecegini ortaya koymustur. Iste bu denkleme
"Blooh teoremi” denir. $imdi Blooh dalga fonksiyonunu basitten
giderek bulmaya galisalim.

yazey —-X

Sekﬁl 5.3. Tamamen periyodik bir kristal oérgi iginde
potansiyelin gematik godsterimi. Yizey po-
tansiyel siniri solda goésterilmistir.

Kristal yapili bir katidaki elektronun davranigi uygun bir
Schrédinger denklemi yardimiyla tanimlanair. Bu ise,

[(~12/2m)V2+V(x)] ¥(x)=E ¥(x) (5.1)

seklinde yazilabilir. Burada V(x), elektron tarafindan "géri-
len" kristal potansiyeli, Y(x) ve E ise, sirasiyla bu elektronun
hal fonksiyonu ve enerjisidir. V(x} potansiyeli, diger elekt-
ronlarla letkilesmenin yaninda, katidaki bitin atomlarla elektro-
nun etkilesmesini de igerir. Bu noktada, V(x)'in periyodik ol-
dugu seklﬁnde dnemli bir gézlem yapayoruz. Orgideki gibi, atom-
lar aras: uzaklik a olmak iizere, bu potansiyel a periyedu ile
degigsin., Yani V{x)=V(x+na) olsun. Burada n=0,1,2,... gibi tam
sayilardir. Boéylece elektron tarafindan "goérilen" kristal po-
tansiyeli sematik olarak $ekil (5.3.)'de gosterilmektedir.

Elektrona etkiyen V(x) kristal potansiyeli de iki pargadan
olusur: Orgiyii olusturan iyon ¢ekirdekleriyle elektronun etki-
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legmesi v§ érgide hareket eden diger Bloch elektronlariyla elek-
tronun etkilegmesi. Bdylece V(x)'i,

% V(x)=V; (x)+Ve(x) /

toplama séklinde yazabiliriz. Burada saddaki ilk terim iyonlar-
la, ikinci terim ise elektronlarla etkilesmeyi temsil ediyor.

Yukaridaki bu agiklamalaran 1s1d1 altinda Bloch teoremi,
tamamen periyodik bir potansiyel igin tek-elektron dalga fonksi-
yonlar1n1? sekli ile ilgili matematiksel bir ifadedir. §imdi,

(d2¢/dx2)+£(x)¥(x)=0 - {5.2)

geklinde blan bir diferansiyel denklem gézdniinde tutalim. Bura--
da f£(x), a periyodu ile periyodik olarak verilmig bir fonksiyon-
dur, onun igin,

- f(x+a)=f(x) (5.3)

ifadesini?yazabiliriz. Ejer tek-boyutlu Schrdédinger denklemi i-
¢in V(x) potansiyel fonksiyonu periyodikse, o zaman,

Vzly(x'y,z)+(2ml‘ﬁ2) (E-V(x,v.2))¥(x,y.2)=0

seklinde blan Schrédinger denklemi, (5.2) denkleminin o6zel bir
durumu olacaktir. (5.2) denklemi dogrusal ikinci-dereceden bir
diferansiyel denklem oldugu igin,

| ¥ (x)=Ag(x)+Bh(x) (5.4)

denklemi ile verilen g{(x) ve h(x) seklinde iki bafamsiz ¢oziimi
(V2V(x,yiz)+(2mlh2)(E—V(x,y,z))W(x,y,z)=0 denkleminde E enerji-
sinin herhangi bir verilmis deferi igin) vardir. Burada (5.4)
denklemi (5.2) denkleminin en genel ¢ézliminii gdésterir. f(x+a)=
f(x) oldugu igin, sadece g(x) ve h(x) degil, g(x+a) ve h(x+a) da
(5.2) denklemine uyar. Fakat (5.2) denkleminin herhangi bir ¢oé-
zlimi, (5.%) denklemi seklinde olan g(x) ve h(x)'in dogrusal bir
birlesimiigibi ifade edilebilmelidir. O zaman, o6zellikle,
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g(x+a)=q9(x)+qyh(x)
h(x+a)=q,9(x)+qh(x) (5.5)

denklemini elde ederiz. Burada 41,492,953 Ve qy sabitlerdir. Oy-

leyse bufadan,

- Y(x+a)=Ag(x+a)+Bh(x+a)
| =(q;A+q3B)g(x)+(qpA+q,B)h(x) (5.6)

denklemini yazabiliriz. $imdi Y(x+a), her zaman,
¥(x+a)=d¥(x) (3.7)

seklinde ifade edilebilir. Burada 6, 6 igin uygun degeri se¢mek
sartlyle( bir sabittir. (5.6) ve (5.4) denklemlerini karsgilas-
tirmakla, eger (5.7) denklemine uyulmus olunursa, o zaman,

(q;-0)A+q,B=0
qyAt+(q,~0)B=0 (5.8)

yazilabildigini gorirtiz. Eger,

q-8  aj

=82‘(q1+q4)8+(q1Q4“qZQ3)=O (5.9)
9 48

ya2111rsa§ ancak, A ve B i¢in homojen denklemlerinin bu sistemi,
A=B=0'dad baska ¢bzimlere sahip olur. & igin bu ikinci derece-
den denklemin ¢oézimi, (5.7) denklemine de tam olarak uydugu igin
d'nin iki olasi degerini tayin etmeye yardim eder. O zaman, on-
lari & ve 3, ile goéstermekle,

¥(x+a)=8; ¥(x)
¥ (x+a)=0y ¥(x) (5.10)

yazabiliriz. Efer, simdi,
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51=eik1a
52=eik2a (5.11)

ile verilzdigi gibi kj ve kp tanimlarsak ve

ug (x)=e~ k1% y(x)
uy, (x)=e~ k2% y(x) (5.12)

ile verildigi gibi ukl(x) ve ukz(x) tanimlarsak, o zaman, (5.12)

(5.10) ve (5.11) denklemlerini kullanarak,

ukl(x+a)=e‘ik1(x+aJ V(x+a)
=e~iky(x+a) §; y(x)
=e—ikj(x+a) zikja ¥(x)
=e 21X y(x)
=ug, (x) (5.13)

elde edilecegi agiktir. Bodylece ukl(x) fonksiyonu eﬁ periyodu
ile periybdiktir; aynisinin, benzer bir yol ile ukz(x) igin dog-

ru oldugujbulunur. O zaman, (5.12) denklemine gére ¥(x),daima,
Wy (x)=et K% uy (x) (5.14)

seklinde;ya21labilir. Burada uy(x), a periyotlu periyodik bir
fonksiyondur ve k, yukarida tayin edildigi gibi ya ki'i ya da
ko'yi géﬁterir. Bu son denklem, Bloch teoremidir ve periyodik
potansiyeiler igin tim tek-elektron dalga fonksiyonlari bu yol
ile yazailabilir. Ug boyutlu Bloch teoremi igin,

¥y (r)=ek - Tuy (r) (5.15)

gegerli q1ur. (5.14) ve (5.15) denklemlerindeki dalga fonksi-
yonlara, 501k olarak periyodikligi; kristal drgininki gibi olan
bir fonk&iyon ile ayarli, k dalgavektdri ile dizlem dalgalaran
gekline séhip olurlar.
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Elektron k vektorli bir dalga gibi davrandiga igin, A=21/k
de Broglie dalgaboyuna sahiptir ve bdylece de Broglie bagintisi-
na goére p:ﬁk momentumuna sahiptir. Bu vektord, daha sonra, e-
lektronun kristal momentumu olarak isimlendirecegdiz.

Kuantum mekaniginden bildigimiz gibi, lv(r)l2 olasilik yo-
gunlugud@r ve fiziksel olarak o&le¢lilebilir. Buna karsin, ¥(r)
dalga fonksiyonunun kendisi fiziksel olarak élgiilemez. Buradan,
(5.14) dénklemindeki Bloch fonksiyonu, kristalin her birim hiic-
resinde éynl ¥*¥ olasilik yofunluguna goétiren Schrédinger denk-
leminin bir ¢6zlimind yazmanin en genel yolu gibi disinilebilir.
(5.14) denkleminden, n'inci birim hiicrede, ug 'nin periyodikli-
ginden dolayi,

¥(x+na)=eik{X*na) y, (x4na)
=eik(x+na)uk(x)

—e1kna y(x) (5.16)
ya21labilbcegi agaiktir. Ayni sekilde,

¥* (x+na)=e~1KD2 yx (1) (5.17)
ve

¥*(x+na) ¥(x+na)=¥*(x) ¥(x) (5.18)

vazilabilecegi de ac¢iktar. {5.15) denklemindeki 3-boyutlu dal-
ga fonksiyomu da ayni tiir davranis gbsterir.

Tek boyutlu durumda sonsuz bir kristal igin Schrédinger
denklemine, belli bdlgeler iginde E enerjili her bir defer ig¢in,
kesin bir ¢6ézim bulunabilir. Ayrica (5.9) ve (5.11) denklemleri
ile, E'nin her bir bu gibi dederine uygun k'nin iki degeri var-
dir. Bu bdlgeler iginde, bu gibi bir sistem ig¢in, izinli enerji
6zdegerleii sireklidir.Bununla birlikte, duruma uygun fiziksel
sinir sartlari yizeylerde yerine getirildiginde, kristal sonlu
biylklikteyse, o zaman, Schrédinger denklemine uygun g¢dzlimler ve
sinir gartlari, ancak, belli kesikli enerji dzdegerleri igin bu-
lunabilir. Her bir enerji o6zde§erine uygun, k'nan sadece iki
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ilgili dégeri bulundugdu igin, k'nin izinli dederlerinde de ke-
sikli bir;set olugur. Buradaki durum, periyodik bir érglinin me-
kanik titregimleri ile 1ilgili olarak kargilagilan duruma ¢ok
benzerdirﬂ Elbette, kristalde atomlarin sayisil ¢ok biylik oldugu
zaman E ile k'nian izinli degerleri, hala kesikli oldugu halde,
geroektenihemen hemen ayni zamanda toplanirlar ve ¢odu durumlar-
da, izinli degerlerin hemen hemen siirekli bantlari gibi goériile-
bilir. Ayni nitel davranig, lg¢-boyutlu kristaller ig¢in de bulu-
nur. Bu durumda her bir enerji ozdegeri igin k'nin  iki izinli
degerinden daha ¢ok oldugu hari¢ tutulmaktadir.

Orﬂegin, periyodik saniar sartlara N atomlu tek-boyutlu bir
kristalde verilirse (veya orglinin N atomlu kapali bir halka sek-
linde oldugu varsayilirsa) ve ¥ dalga fonksiyonu tek-degerli o-
lursa, o zaman, {(5.16) denklemini kullanarak),

\f(x+Na)=eikNa\|I(x)=V(x) (5.19)
ve

eikNa=1
veya

eika=(l)1/N;e2ninlN (n=0,1,2,...,N-1) (5.20)

sahip olﬁallylz. (5.20) denkleminin her iki tarafinin logarit-
masini alirsak ve k igin ¢ézersek, bu sinir gartlari altinda k'-
ya uygun olasi degerlerin,

kn=27n/ (Na) (n=0,1,2,...,N) (5.21)

ile verildigini buluruz. Efer N bﬁyﬁkse, (5.21) denklemi ile
verildigﬁ gibi k'nmin pek ¢ok izinli degerleri olacaktir ve bu
durumda kfnln bu izinli degerleri, degerlerin hemen hemen silirek-
1i bir bélgesini olusturuyor gibi gérilebilir. Elbette (5.21)
denklemi ile izin verilmis k'nin N farkli degeri, enerjinin ayni
degerine tekabiil etmez. E'nin her bir sabit degeri ic¢in, (5.11)
denklemi ile verilen k'nin sadece iki izinli deferi vardair.

Sonu¢ olarak Bloch dalga fonksiyonu ideal bir orgid igin
"tek-elektron” dalga fonksiyonudur. Buna gére, bu teorideki ka-
bulleri goyle siralayabiliriz:
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(1) Orgit periyodu ideal ise elektronlar sag¢ilmaya ugramaz.

(2) Fononlar, diger elektronlar ve o6rgit kusurlarinin sebep
oldugu sagilmalar perturbasyon olarak hesaba katilar.

(Si "Coklu elektron" problemi diJer biitiin elektronlaran
ortalama potansiyeli kullanilarak “tek-elektron" problemine in-
dirgenmigtir.

(4) Elektronlar arasindaki Coulomb etkilegmesi ihmal edil-
migtir,

Bloch modeline bazan "kristal yéringe metodu” da denilmek-
tedir. Bunun kargiti olan modele de "Siki Baglamnma Modeli" de-
nir. Bujmodelde her bir elektronun belirli bir atom c¢ivaranda
yer aldlg@ kabul edilir. Bu modeli, sonraki bélimlerde daha ay-
rantili olarak ele alacagiz.

5.3.5onzuz Tek-Boyutlu Bir Kristalin Kronig-Penney Modeli

Sekil (5.4 ) de gosterilen sonsuz periyodik tek-boyutlu
tam-kare potansiyel durumu i¢in, Schrédinger denkleminin tam bir
¢cozimine ulasmak olasidir. Bu ¢dzim ilk defa olarak Kronig ile
Penney tarafindan arastarilmigtir. Gergek atomik potansiyelin
sekli tam olarak bilinmediginden hesaplamalari kolaylagtirmak ve
denel bulgulara uyum saglayacak sonuglara ulasmak amacayla
Kronig-Penney, az c¢ok ideallestirilmis periyodik bir potansiyel
igin $ekil (5.4.)'de gésterilen modeli ele almslardir. Bu mo-
del gergefe tam olarak uymamakla birlikte katilarda bant kavra-
minin an%litik olarak gosterilmesi vyoninden iyi bir modeldir.
Ayraica, hu ¢dzim, periyodik orgilerde elektronlarin kuvantum dav-
ranlslnld 6nemli karakteristik oézelliklerinin ¢ofunu aciklamaya
yardim ettigi igin de ¢ok faydalidir. Bu model ile bhirlestiril-
mig dalgé fonksiyonlari, $Sekil (5.4.) ile wverildigi gibi V{(x)
periyodik potansiyelinde tek bir elektrona uygun olarak,

(A2¢/dx2)+ (2mi42) (E-V(x))¥(x)=0 (5.22)

seklinde olan Schroédinger denklemini ¢dzmekle tek-elektron yak-
lagiml ig¢in hesaplanabilir. Onceki boélumden &tirt, dalga fonk-
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0 a+b—J

(Blrlm hiicre)
ug(x) uy(x)

Sekil 5.4. Periyodik o6rgiilerde elektronlarin kuantum
| davranisinin genel karakteristiklerini a-
¢iklamak igin Kronig ve Penney tarafindan
kullanilmig ideal perlyodlktam kare pota-

siyel.

siyonlarliBloch gekline sahip oldugu igin,
¥(x)=el¥Xu(x) (5.23)

vazilabildigini hekleyebiliriz. (5.22) denklemine (5.23) denk-
lemini koymakla, u(x) fonksiyonunun,

(d2u/dx2)+2ik (du/dx)-
(k2-k12+(2mV (x) Hi2) Ju(x)=0 (5.24)
k1=(2mE/%2)1/2 (5.25)
(5.24 dénklemindeki ibi yerine getirildigi bulunur. Burada,
g

elektronun potansiyel gukurundaki momentumu, p1=ﬁk1=(2mE)1/2 ve
k1=(2mE/42)1/2'dir. O zaman, Sekil (5.4.)'deki potansiyel igin,

(d?uyq/dx2)+2ik (dug/dx)-(k2-k12)ui(x)=0 (5.26)
ve

- (d%up/dx?2)+2ik (dug/dx)-(k2-ko2)ug(x)=0 (5.27)

(5.26) ve (5.27) denklemleri yazilabilir. Burada, potansiyel
gukurundaki g¢ézim olan uj(x), (O<x<a) araliginda ve potansiyel
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engelindeki odzim olan ugy(x) ise, (~b<x<0) aralaganda u(x)'in
degérlerihi gbésterirler. Ayrioca kg,

- ko=(2m(E-V,)/H2)1/2 (5.28)
ile verilﬁr ve elektronun potansiyel engelindeki momentumu ise,

p2=nk2=(z@(E-vo))1’2'dir. (5.26) ve (5.27) diferansiyel denk-
lemleri,

up(x)=aei(k1-k)x,pei(k1+k)X  (0cx<a) (5.29)

up(x)=Cel(ka-k)x,pe-i(k2+k)x  (_pex<0) (5.30)
seklinde Etandart yontemler ile kolayca ¢ozilir. Burada A,B,C
ve D keyfi sabitlerdir. Ayrica, ks niceliginin 0<E<V, igin ta-

mamen sanal bir nicelik oldufunu not edebiliriz.

(5:23) denkleminde eikx iyi davranigli bir fonksiyon oldu-

Ju igin, x=a ve x=-b'de ¥ dalga fonksiyonu ve onun tirevine uy-
gun sirekliligin gerekli sarti, u(x) fonksiyomlarinin da bu ayni
gartlara &erine getirmelerini ister. Bu sinir sartlarinil uygu-
lamakla tve u(x) oérgliniin periyodikligine sahip oldufu ig¢in,
ul(a)=u2(}b) oldugunu animsamakla), (5.31) denklemlerini buluruz.

A+B=C+D
i(kq-k)A-i(k1+k)B=i(kg-k)C-i(Kkp+k)D
‘ Ael{ki-k)a,pe-i({kitk)a=ce-i(k2-k)bspei(kytk)b
i{kq-k)Aei(ki-k)a_j (ki+k)Be~i{kitk)az
| i(kp-k)Ce~1(k2-k)b_j (ky+k)Dellka+k)b

(5.31)
1 1 1 1
ki-k ~(k1+k) X2~k —(k24k)
ei(k-k)a e-i(ky+k)a o-i(kg-X)b i (kg+k)b =0

(kp-kyel(k1-K)a _(xyaxye-itkivk)a  (kop-kye-ilka-K)b _(kosx)ed (katk)D

(5.32)
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Bdylece A,B,C ve D sabitleri, bu niceliklerden olusmus ddrt eg-
zamanli iineer homojen denklemler grubunun ¢ézimi gibi tayin e-
dilebilir. Katsayilar determinanti sifir olmadikga, elbette,
A=B=C=D=0'dan bagka ¢oéziim yoktur. Katsayilar determinantinin
(5.32) denklemi gibi olmasi gerekir. Determinanti ag¢gma, tamamen
gok sikici olmasina ragmen, gosterilebilir. Fakat (5.32) denk-
leminin ag¢ik-basit cebiri,

~((k12+kp2)/(2k1kp))sin kia.sin kpb+
cos kja.cos kab=cos k(a+b) (5.33)

gibi ifade edilebilir. (5.28) denklemi ile tanimlandigi gibi ka,
(0<E<Vo)§ara11g1nda sanal oldugu ig¢in, enerjinin bu degerlerinde
(5.33) denklemini biraz farkli bir sekilde ifade etmek en uygun-
dur. Bu bélgede,

kp=ik3 (5.34)

ifadesini ele alarak ve cos ix=¢osh x ile sin ix=i sinh x oldu-
gunu not ederek, (5.33) denklemi,

((k32-k12)/(2k1k3))sinh k3b sin kja+
cosh k3b cos kja=cos k(a+b) (5.35)

gibi yazilabilir. Burada kj3,ancak kg (Vy<E<ee) araliganda oldugu
sirada, (D<E<Vo) araliginda gergek pozitif bir niceliktir. Boéy-
lece en ﬁygun olarak, (V,<E<®) oldugu zaman (5.33) denklemini ve
(0<E<Vy) loldugu zaman (5.35) denklemini kullanabiliriz.

(5.23) denklemindeki dalga fomksiyonlari, x; #co'a yaklag-
t1g1 sirada, bitin dalga fonksiyonlari gibi, iyi-davranigla
fonksiyonhar olmalidir. u(x), dederleri her birim hlcrede ayni
olan periyodik bir fonksiyon oldugu ig¢in, (5.23) denklemindeki
elkx faktbrﬁ de bu kosullar altinda iyi-davranisliy olmak sartiy-
le, glglikler u(x)'in ag¢iklamasaindan kaynaklanmaz. Fakat ancak
k gergekse, elkX, hem +oo hem de -o'da iyi-davranislidir, ki bu-
nunla eikX salinimli olur. Eger k sanalsa, elkx, ya +w'da ya da

-co'da sonsuza ayrilir ve ¥(x) i¢in son ifade bir dalga fonksiyo-
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nu gibi ﬁygun bi¢imde davranmaz. Bu nedenle k ig¢in gercek de-
gerler ilb ancak (5.23) denklemi geklinde clan fonksiyonlari al-
maliyaz. Yukaridaki (5.33) ve (5.35) ifadeleri, sad tarafta cos
k(a+b) ve sol tarafta ise Kj sin kja+Kp cos kja seklinde olan
bir fonksiyona sahip olurlar. EJer enerjinin verilen bir degeri
igin bu denklemlerin sol tarafindaki fonksiyon +1 ve -1 arasin-
daki mesafede bir degere sahip olursa, o zaman cos k(a+b) igin
gerekli deger, k(a+b) ifadesi igin gergek bir deger ile elde
edilir. = Diger taraftan, eder (5.33) denkleminin veya (5.35)
denklemiﬂﬁn sol tarafindaki fonksiyonun degeri bu aralidin diga-
na dﬁsersk, bu durum, cos k{a+b)'nin +1'den daha biiyilkk ya da -1'-
den dahaﬁ kilgik olarak elde edildigini ifade eder, ki burada
k{a+b) ifadesi sifirdan baska sanal bir kisim ile kompleks bir
sayl olmasi gerekir. Bu kogullar altinda (5.23) denklemindeki
¢éziimler sonsuzda geredi gibi davranmazlar ve sistemin dalga
fonksiyonﬂarlna uygun fiziksel kogula uymazlar. k'nin bu gibi
degerleri ile birlegmig enerjiler elektrona tamamen yasaklanmsg
olur.

(5.33) ve (5.35) denklemlerinin sol taraflarini K3 sin
(kja-t) seklinde yazmak olasidir, burada K3=(K;12+K52)1/2 ve tan
=K11K2'dir. Bu yolla, (5.33) ve (5.35) denklemleri,

{1+{ [(k12-k22)2/ (4k1%k32)]5in%kpb) 11/ 2,
cos(kia-C)=cosk{a+b) (5.36)

tan §=—-[(k1%+kg2)/(2k1ky)]tan kgb  (V,<E<e)
ve

{1+([(k12+k32)2/ (4k12k32)]sinh?k3b)} 172,
cos (kja-t)=cosk(a+b) (5.37)

tan {=+[(k12+k32)/(2kik3)]tanh kab  (0<E<V,)
gibi yaz#labilir. Bu ifadelerden, her iki durumda sol tarafain,

genligi her zaman birden daha biuyik olan bir kosinis fonksiyon
zamanlarini modille eden bir ¢arpan gekline sahip oldugu agaktar.
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Bu modﬁl§ eden c¢arpanin degeri k=0 i¢in gergekten bir maksimum
olur (burada E=0 igin) ve biylk enerjilerin sinirinda bire yak-
lagair, burada kjzkp'dir.

(5436) ve (5.37) denklemleri arasaindaki iligkinin,

k12-k92=k12+k32=2mV,/H2=sabit (5.38)
A
| £(E)
‘ 428 121 41
| o a+b) (a+b) l;:BT
+1 N
TN /AN N
VN E .
B\ 2\
TI Nz £330
]f=tan+b {a+b) (a+b)

5ekil 5.5. (5.36) ve (5.37) denklemlerinin sol taraflarin-
daki fonksiyonlara karsi emerjinin bir grafigi.
Tarali bolgeler, k'nin degerinin kompleks oldu-
gu yasak enerji bantlarini, tarali olmayan b&l-
geler, k'nin gergek dederlerine uygun izinli e-
nerji bantlarinia gostermektedirler.

gibi oldugu (5.25) wve (5.28) denklemlerinden gorilebilir.
(5.36) ve (5.37) denklemlerinin sol taraflari enerjinin bir
fonksiyonu olarak ¢izildigi zaman, sonug¢lar, Sekil (5.5.)'de a-
¢iklandiga gibidir. Bu sgekilde (5.36) veya (5.37) denkleminin
sol tarafi enerjinin bir fonksiyonu olarak ¢izilmistir. Egrinin
ordinatil +1 ile -1 arasina diigtigl zaman, egride, fiziksel ola-
rak olasi dalga. fonksiyonlarina uygun k 1i¢in gergek bir deger
bulunur. Bununla birlikte, bu sianirlaran disanda k, sifir olma-—
yan sanal bir kisim ile kompleks olmalidar. k’'ya uygun bu gibi
degerler hig¢bir zaman fiziksel olarak iyi-davranisli dalga fonk-
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siyonlarina gétiiremezler. Bu nedenle, enerjinin uygun gelen a-
raliklari yasaklanmigtir ve bunlar tarali bélgeler olarak Sekil
(5.5.)'dé gbésterilmistir. Boéylece izinli enerji odzdederlerinden
olugmug @egisen bélgeler ve yasaklanmig bélgeler vardar. Bu
bblgeleri genellikle, izinli ve yasak enerji bantlari olarak da
bilinir ve bu bantlarda izinli enerji degerlerinin gruplamasi,
en 6nemli olan bir gruplamadir ve periyodik érgiillerde elektron-
larin davraniginin karakteristik ézelliklerini verir. Sekil
(5.5.)'dé gbésterilmig bantlar gibi ayni nitel goériniige sahip
olan enerji bantlarinin olugsumunda, potansiyel periyodik olmak
gartiyla, potansiyelin ayrintili seklinin énemi yoktur.

(5.36), (5.37), (5.25) ve (5.28) denklemlerini kullanarak,
k'nin bir fonksiyonu olarak E enerjisini gésteren bir egri ¢iz-
mek olasidlr. Sonug, sgematik olarak, $ekil (5.6.)'da verilmig-
tir. Yasak enerji bantlari ve birka¢ izinli bant iginde E'ye
karsi k iliskisi, Sekil (5.5.)'de gésterilmis sema ile uyum i-
¢inde veﬁilmistir. cos~1 k(a+b) tek degerli bir fonksiyon olma-
daga igﬂn bu ayirma =zorunlu olarak biraz keyfidir. Sekil
(5.6.)'da, biiyik enerjiler igin E(k) fonksiyonunun izinli bant-
lar iginde oldukga yakindan E=12k2/2m olan serbest-elektron ba-
glntlslni yaklagtiga agiktair. Yani, $ekil (5.6.)'daki grafikte
kesikli gizgi ile gdsterilen egdri serbest elektronun enerji gra-
figidir. | Ustelik, gekilden, biyiik enerjiler ig¢in izinli bantla-
ran g¢ok genis ve yasak bdlgelerin olduk¢a dar oldudu anlasilar.
Ayrica, Kronig—Penney modelinin verdigi enerji egrisi serbest e-
lektron enerji grafigi ile karsilagtirildiginda, bant merkezine
yakin olan bélgelerde E(k) egrisinin serbest elektron egrisine
yakin oldugu, ug¢larda ise farkli davranig gésterdigi goérilir.
Bununla birlikte, izinli bantlarin sinirlarinda, vyani, n bir tam
sayl olmak lzere k=+nR/(a+b) 'de egrilerin egimi zit isaretli ol-
makta ve sifira yaklasmaktadir. Bu sonug, (5.36) ve (5.37) denk-
lemlerinin dogrudan dogruya tirevlerinin alinmasi ile ispat e-
dilebilir. Iste E(k) eyrisinin bu &6zelligi olduk¢a geneldir ve
potansiyel fonksiyonunun tam matematiksel seklinden bagimsiz ug
boyutlu @urumda aynisi meydana getirilerek gosterilebilir.. Di-
ger yandén Bragg yansima sarti goézoénine alinirsa goérilir ki;
Brillouin sinirina karsilik gelen iM/(a+b) deJerleri i¢in Bragg



48

yansima %artl saglanir. O halde Brillouin sinirina gelen bir
dalga, Bragg yansimasina udgrar. Bu ise yasak bdlgelerin
varligini dogrular.

E(k)
A !

i
/- Serbest parcacak
] (E=HK2k2/2m)

L Eo

-
-
-~
_\,_\
\\

rd
v
Pd
. /
~N
~
-~

k(B o] | k(Ee) |
-4 -3n -2n % M on  3m _4
a+b)Cé+b1(a+b)(a+b) 0 (a+57(a+b)(af%|(;255

Sekil 5.6. (5.36) ve (5.37) denklemlerine gdre k'nin
‘ bir fonksiyonu olarak ¢izilmis E enerjisi.

Sekil (5.6.) dan gorildigi gibi bant sinarlara k=inR/(a+b)
degerlerine karsilik gelmekteydi. k'nin -%/(a+b) ile +M/(a+b)
deQerleri arasinda kalan bolgeye 1. Brillouin bolgesi (BB) denir.
Bundan sdnra gelen bolgelere de sirasayle 2., 3., ... Brillouin
bélgeleri denir. 1.B.B'deki k deferine 21/ ({a+b) deyeri eklenir-
se tim eﬂerjilar 1.B.B'sinde incelenebilir. Bu yolla elde edi-
len bant yapisina “"indirgenmis” bant denir. Bu durum daha son-
raki bslimlerde ayrantili olarak incelenecektir.

k dalgavektoriinin -f/(a+b) ile +M/(a+b) deferleri arasinda
degistigini farzedelim. Ayni ¢ins lineer bir bdlgede k' nan,

k=2nn/L=2%n/ (N{a+b))

degerlerini de alabilecegini daha oénce gdérmistik. Buna gbére N
atom sayisl olmak izere,
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kmak , =%/ (a+b)=2fnpay /L (n=0,1,2,3,...)

kpak . =W/ (a+b) icin ise npyy =-N/2

tulunur. : O halde k'nin -t/ (a+b) ile +n/{a+b) arasinda alabile-
cegl degerlerin toplam say1sil (elektronik hal sayisi), elektron
gpininin *1/2 oldugu da dikkate alindiganda 2N tane c¢lacaktir,
Eger her}atom kristale 1 tane elektron veriyorsa bant yari dolu,
2 elektron veriyorsa tam dolu olacaktir. Buna gdre atom basina
1 iletkenlik elektronu ihtiva eden katilar metal ozelligi, 2
elektron ihtiva eden katilar ise yalitkan 6zelligi gdstermelidir.
Ancak bazi katilarin 2 elektron/atom ihtiva etmesine ragmen me-—
talik ézellik gdsterdikleri gdzlenmistir. Bu olusum ancak ener-
Jji bantldrlnln gakismasi (overlapp) olayi ile agiklanabilir.

5.4.Bloch Elektronunun Hiza

Siﬁdi, katilardaki Bloch elektromunun hareketini inceleye-
lim, Wk;halindeki elektron kristalde, bu halin enerjisine dogd-
rudan bagli olan hizla hareket eder. 1lk ®nce serbest parcacik
halini eie alalim. p momentum olmak lizere, hiz v=p/m, seklinde
verilir.,  p=fk oldugundan, serbest elektron i¢in haz,

v=Tik/m¢ (5.39)

geklinde verilir, vyani hiz, Jekil (5.7.a.)'daki gibi, k dalga-
vektérﬁnejparalel ve orantilidir.

Bir Bloch elektronu igin, hiz, k'nin bir fonksiyonudur,
fakat fodksiyonel iligki (5.39) denklemindeki gibi basit degil-
dir. Bu bagintiyi t@retmek ig¢in, dalga yayilmasina ait iyi bi-
linen formilleri kullanacagiz. Yani, bir dalga paketinin grup
hiza,

v=V } 0(k) (5.40)

seklindedir. Burada ®, dalga paketinin frekansi, k ise dalga-
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vektdridir. Bu denklemi kristaldeki elektron dalgasina uygula-

yarak ve @W=E/fi Einstein bagintisini dikkate alarak, Bloch elekt-
ronunun hizim,

v=(1/X) V g E(k) (5.41)

seklindeiyazabiliriz. Yukaradaki esitlik, k halindeki bir elek-
tronun hizinin, k uzayindaki enerji gradyenti ile orantila oldu-
gunu gésﬂermektedir. Burada valans bandiyla ilgilendigimizi ve
bu nedenle bant indisinin sinirlandigani ((5.41) denkleminin
herhangiﬁbir bantta gegerli oldudu tiretiminden asikar olmasina
ragmen) varsayiyoruz. ky

IY

0 > Ky \\\i_/// »ky

{a) (P}

gekil 5.7. (a) Bir serbest elektronun,
{(b) Bloch elektromunun hizi.

Vektér analizinden iyi bilindigi gibi gradyent vektorinin
kapall egriye dik olmasindan otiirti, Sekil (5.7.b.)'de gosteril-
digi gibi, k uzayindaki her bir noktada v hizi, bu noktadan ge-
gen enerji kapali egrisine diktir. Bu kapala egrilerin genelde
kiiresel olmamalarindan dolayi, serbest pargacik haline benzeme-
yen gekilde, hizin k dalgavektorine paralel olmasi gerekmedigi
sonuocuna variriz.

Budunla birlikte, E=fi2k2/2m* standart dispersiyon badinti-
s1nin gerpeklenmesinin~beklendigi, bdlgenin merkezinin yakininda,

(5.41) denklemi,

v=tk/m" (5.42)
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sonucunu%verecektir. Bu denklem, m" etkin kiitle yerine m, yer-
lestirilmesinin disinda serbest parcacik ile ilgili (5.39) denk-
lemiyle ayni formdadir. Kutledeki farkin disinda Bloch elektro-
nunun bir¢ok ac¢idan serbest elektron gibi davrandigini c¢odu kez
ifade etmemizden &tiri bu sonu¢ tabiki beklenmektedir. Sekil
(5.7.b.)"de gbésterildigi gibi, bélge merkezi yakininda v'nin
k'ya paralel oldugu ve yaricapsal sekilde diga yéneldigi sonucu-
na ulagilir. v ile k arasindaki bu basit bagaintinin gegersiz
olacagi ve (5.41) denklemindeki daha genel sonuca basvurulmasi
gerekeceéinden bélge sinirlari enerji kapali egrilerinin bozun-
masiyla elde edilir.

Bunun yaninda, bir elektron ¥y belirli halindeyken, yal-
nizca 6rgﬁnﬁn periyodik kalmasi kosuluyla, durumunu muhafaza
edecektir. Boylece, bu halde kalmakta israr edildigi siirece,
elektron, oOrgiden herhangi bir sag¢ilmayla engellenmeksizin,
kristalde ayni v hiziyla hareketine devam edecektir. Diger bir
deyisle,;elektronun hiza sabittir. Orginin yayilma hizi tlzerine
uyqulayabilecegi etki, E(k) enerjisi vasitasiyla (5.41) denkle-
minde icérilmektedir.

Orginin periyodikliginden sapmalar, tabiki, elektron sa-
qllmﬁ&lni ve de hizinda degismeye neden olur. Ornedin, titresen
bir 6rgiide hareket eden elektron, hiz lzerine giddetli bir etki
uygulayadak sekilde, fononlarla g¢ok sayida ¢arpigma gergeklesti-
rilir. Bunun yaninda, elektrik ya da magnetik dis alanlar,
elektron hizanda degismeye yol agarlar. Bu etkileri daha sonra
ele alaca@lz.

Sekil (5.8.a.) tipik bir tek boyutlu bant yapisini goéste-
riyor. qekll (5.8.b.) ise bu durumda,

v=(1/%) JE/dk (5.43)

degerindeki hizi gdsteriyor. Yani hiz, enerji egrisinin egimiy-
le orantlaldlr. k orijinden bdlge kenarina dedisirken hizin én-
ce lineerisekilde arttiga, maksimuma ulastaktan sonra, bolge ke-
narinda sifira distigini goériyoruz. 9imdi, yaklasik serbest
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elektron modeline dayanan bu davranisi ve 6zellikle bdlge kenara
yaklnlnqui hizan gériniirdeki normal digi azalmalaraini ag¢iklaya-

lim,
am E

| }

Ny o — — — — —

= k
~R/a 0 /a
{a)
v
| \ A
| v |
| |
i I
| \—» k
—nlq 0 nla
|
| g
L7
(b)

Sekll 5.8. Tek boyutlu bir orgide (a) bant yapisi ve
(b) karsilik gelen elektron haza. (b) deki
kesikli egri serbest elektron hizini temsil
ediyor.

Bbige merkezi yakininda, elektron tek bir dizlem dalga
Wk~eikx ile yeterince temsil edilebilir ve boylece (Jekil
5.8.b.)'deki lineer bblgeyi ac¢iklar sekilde v=fik/m,'dar. Bunun-
la birlikte, k artarken serbest dalganin 6rgi tarafindan sagil-
mas1 k'=k-2%t/a dalgavektorli sola ilerleyen ve safa ilerleyen k
dalgasiyla tstiiste binen yeni bir dalgay: tanimlar. Boylece,

elektron;
Vk=eikx + fe—i[(zn/a)—k]x (5.44)

geklinde olan bir dalga karigimiyla temsil edilir. Buradaki f
katsayisi perturbasyon teorisinden yararlaparak bulunur. Kuan-



53

tum mekaﬁigine gbre, bu dalganin hiza,
v=(fik/my)-| £]2(#i/my) ((2M/2)-k) (5.45)

seklinde?verilir. Sagdaki ilk terim saga dodru ilerleyen dalga-
nin, ikinci terim ise sola dodru ilerleyen dalganin katkisidar.
Kigik k'lar igin f katsayisi ki¢iktir ve yukarida belirtildigi
gibi v, fik/m, seklinde verilir. Bununla birlikte, k artarken
sagilan dalganln katsayisi artar. Boylece (5.45) denklemindeki
ikinei terim dikkate deder duruma gelir. Ikinci terim negatif
oldugundan (k<2f/a) birinci terimi yok etmek egilimindedir.
B8lge sinirlarinin yakinlarinda, f katsayisi o kadar biyiktdr ki;
ortaya ¢ikan azalma, gérildigl gibi, hizdaki net azalmaya olus-
turacak sekilde, ilk terimdeki artistan biylktir.

Bélge sinirinin kendisinde (k=M/a) sagilan dalga kuvvetli
Bragg yansamasinin sonucu olarak gelen dalgaya esit olacaktar,
yani, (5.45) denkleminde yerlestirildiginde, Jekil (5.8.b.) ile
uyumlu olarak, v=0 sonucunu verecek sekilde f=1'dir. Boylece
bélge kedarlnda elektron duran bir dalgayla temsil edilir.

Béylece yaklasik serbest elektron modeline gére, v ve k
arasinda boélge sinarlari vyakinindaki bagantinin, serbest bir
parcacik icin elde edilenden ¢ok farkli oldugu aciktair.

Simdi tamamen dolu bir bandin elektrik akimi tasimadigini
tﬁretelim. Bunu olugturmak igin, (5.41) denklemine goére, v(k)
ve v({-k) sirasiyla k ve -k Blooh hallerindeki elektron hizlari
olmak iizere,

v{-k)=-v(k) (5.46)
oldugunu belirtelim (Sekil (5.9.)). Bu denklem E(-k)=E(k} oldudu
simetri bagantasandan ¢ikar. Banttaki tim elektronlardan ileri
gelen aklm yogunlugu,

J=(1/Vg) (-e) S v(k) (5.47)
k

ile verilir. Burada Vy hacim, -e elektron yiki olup, toplam ise



54

banttaki  batin halleri kapsayacak sekildedir. Fakat (5.46)
denkleminin sonucu olarak biitin bant Uzerinden toplamin sifira
gittigi, jyani J=0 oldugu gériliyor. Bu da elektronlarin hizla-
rinin ikiger ikiser birbirlerini yok ettiklerini ifade eder.

/ v(k)
0
v(-k) //////

Jekil 5.9. v(-k)=-v(k)

5.5.Elektrik Alanda Elektron Dinamigi

Elektrik alan bir katiya uygulandiginda, katadaki elek-
tronlar fuzlanlr, Elektronlarin hareketlerini k uzayinda ¢ok
kolay bir sekilde inceleyebiliriz. Bunun ig¢in € elektrik alani-
nin verilen bir kristale uygulandijini varsayalim. Sonug¢ olarak
kristaldeki elektrona F=-ef kuvveti uygulanir. Bodylece elektro-
nun enerj%isi degisir. Elektron tarafindan enerji absorblama hizi,

dE(k)/dt=-¢ € v (5.48)

dir. Burada sagdaki terim hareketli nesne tarafindan sogurulan
gice ait ifadedir. dE(k)/dt= V yE(k).(dk/dt) yazarsak, v yeri-
ne (5.41) denklemini koyarsak ve daha sonra bunlari (5.48) denk-
lemine ye%rlestirirsek, sagsirtici gekilde,

fi(dk/dt)=—e € =F (5.49)

gibi basiit bir baganta buluruz. Bu ifade géstermektedir ki, k'-
nin degiéme hizi F elektriksel kuvvetiyle orantilidir ve aym
dogrultudﬁadlr. Yani € elektrik alani ile ters yénludir (negatif
yuk1ld elektronlardan dolayi). Bu baginti Bloch elektronlarinin
dinamiginde olduk¢a Onemlidir ve ivme teoremi olarak bilinir.
1ik vektériniin Blooh elektronunun momentumuna benzer gekilde dav-
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randiginy belirtelim. Boéylece (5.49) denklemi, Newton'un ikinci
yasasi olan, momentumun zamanla degisme hizinin kuvvete esit ol-
dugunu verir.

Siﬁdi,tek boyutlu halle bagliyarak ivme teoreminin sonug-
larini ele alalim. k dalgavektdrlinin zamanla dizgin olarak art-
tigini gdsterecek gekilde (5.49) denklemi,

dk/dt=F /% (5.50)

gibi yazailabilir. Béylece, t artarken, Sekil (5.10.)'da goste-
rildigi gibi, elektron, k uzayinda dizgin bir hizda enine sali-
narak ilérleyecektir. Tekrarlanan bélge semasini kullanirsak,
k=0'dan baslayarak, elektron ornegin bandin yukarisina, tepeye
(A noktasina) ulasincaya kadar hareket edecek ve sonra BC egri-
si boyunca asagiya inmeye baslayacaktir. Indirgenmis bolge se-
masini kullanirsak, elektron A ‘da bdolge kenaraini gegtiginde,
hemen A’ esdeger noktasinda yeniden ortaya c¢ikacak ve sonra
A'B'C' edrisi boyunca inmeye devam edecektir. Oteleme simetrisi
6zelligine gore iki semadan birini kullanabilecedimizi ve B' ile
C' noktalarinin sirasiyla B ve C noktalarina esdeger oldugunu
hatlrlayillm.

hY ]
Elektron
n/a

-Tt/a n/a

‘ (b)
Sekil 5.10. (a) Sola dogru elektrik alan varken k uzayinda

elektronun hareketi ve (b) karsilik gelen hiz.
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Elektrik alan varken elektronun k uzayinda sabit bir hare-
ket yvaptidani ve asla durgun olmadigani belirtelim.

Bdlge gegildikten sonra elektron hareketini tekrarladidan-
dan k uzayindaki hareketin indirgenmis bdlge semasinda periyodik
oldugunu belirtelim. Hareketin periyodu (5.50) denkleminden,

Tp,=2Mh/ Fa=2RK/ e€a (5.51)

olarak bulunur. Sekil (5.10.b.), elektron k ekseninde ilerler-
ken hizini gésteriyor. Zaman ilerlerken k=0'dan hiz artarak bir
maksimuma ulagar ve sonra bdolge kenaranda sifira diser. Sonra
elektronjasagl dogru hareket ederek negatif hiza sahip olur ve
bu béylece devam eder. Tartismakta oldugumuz hiz gercgel uzayda-
ki hiz, yani bilinen fiziksel hazdir. Statik elektrik alan var-
ken bir Blooh elektronu gergel uzayda serbest elektrona hi¢ ben-
zemeyen sekilde periyodik salinim hareketi yapar. Bu durum,
kristaldéki elektron dinamiginin sasirticl sonuolarindan biridir.

Biraz &6nce yukarida tanimladigimiz salinim hareketi géz-
lenmemistir ve nedenini anlamak zor degildir. (5.51) denklemin-
deki Tp periyodu, bilinen parametrelerin degerleriyle vaklasak
10~5s'dir. Oda sicakliginda tipik bir elektronun garpisma slire-
si 1=10"145 ile karsilastirilabilir. Béylece elektron bir devir
siresince, yaklasik 102 tane, carpigma yapar. JSonu¢ olarak sa-
linam haﬁeketi tamamen ortadan kalkar.

Leo Esaki ve arkadaslara, a'yi yaklasik 50-100 A° alarak
ve oldukga saf siper orglileri biliyiterek, periyodu Ty olan bir
aygit kurmaya ugragsmiglardir. Boyle bir Bloch osilatdri, bir
osilatérgveya yikseltici olarak kullanilabilir.

Simdi, iki boyuttaki hali ele alalim (5ekil (5.11.)). F
elektriksel kuvveti uygqulandiginda, elektron P gibi keyfi bir
noktadan baglayarak, (5.49) denklemine gdre, k- uzayandaki bir .
dogru uzerinde hareket eder. Pj noktasinda bdlge kenarina ula-
sirken, Pj1' de yeniden ortaya ¢ikar. P9 ‘ye dogru harekete de-
vam eder, Pn' de yeniden ortaya g¢ikar. Gekil (5.1l.a.)'da gés-
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terildigi gibi bir yol meydana gelir. Bunun yerine’tekrarlanmig
bélge gemasini kullanirsak ($ekil (5.11.b.)),k uzayinda elektro-
nun yolu ;PPle"Pg" dogrusu olur. Pp" niin Py 'ye ve P3 niin P3 ‘e
vb. egdeger oldugunu belirtelim. Bu, indirgenmig bdlge gemasi-
nin veya tekrarlanmig bdlge gemasinin, genigletilmig bdlge gema-
sindan déha kullanigli oldudunu ispatlayan bir durumdur.

e
, e Py"
| i;//, P3 El Py
|

v /
Py’ 4 ——‘——/'PZ‘ P

|

|

{a) {b)

Sekil 5.11. (a) Indirgenmis bdélge semasina gére,

(b) tekrarlanmig bdélge semasina gére
bir elektrik alan varken iki boyutlu
orgiide elektronun hareketi.

5.6.Kristal Momentumu ve Etkin Katle

Egér (5.14) denklemindeki uy(x) fonksiyomu bir sabitse, o
Zaman darga fonksiyonu, momentumu p=+fik olan tamamen serbest bir
elektrona uygun etikX gekline sahip olur, tamamen serbest bir e-
lektronun enerjisi ise,

E=H2k2/2m (5.52)

olur. Bu badanta Sekil (5.6.)'da kesikli egri olarak goésteril-
mistir. Gergek E'ye karsa: k bagintisi, E'nin biyik dederleri
igin, (5.52) denklemindeki bagaintiya olduk¢a yakindan uyar. Bu
durum, k'nin hareket ile ilgili bir sabit oldugu, Hk'laran mo-
mentum boyutlarinda oldugu ve elektronun enerjisi arttida igin
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(o civarda daha ¢ok hemen hemen “"serbest” olan parcacik) genelde
k degerlerinin 1 ile bdlinmis serbest parcacik momentumunun de-—
gerlerine yaklastigil onceki bélimin sonu¢larindan ve (5.14)
denkleminden ag¢iktir. Bu sonuglarda; periyodik potansiyelin ne
kadar ayrantila seklinin alindidanin énem ihtiva etmedigi; bu
bagintiya) bakarak kolaylikla gérilebilir. Bu nedenle kristal
momentumu olarak ¥k'ya vermek aliskanlik haline gelmistir ve bi-
raz sonra kristal momentumu ile ilgili olarak kristal orgideki
elektronuh dinamik davranisginin, ¢ogJu durumlar igin, gergek mo-
mentum ile ilgili olarak serbest bir pargacigin dinamik davrani-
gina gergekten benzedigini goérecegiz. Tamamen agik olarak ger-
cek momeﬁtum ve kristal momentumu arasindaki farka elde etmek
igin, 6rgii potansiyelinin varligindan dolayi, bir elektronun ger-
gek ani momentumunun higbir sekilde hareket ile ilgili bir sabit
olmadigini ve 6rnegin ortalama bir de§er harig, kuantum mekani-
ginin metotlari ile dogdrudan dodruya hesaplanamadigini bilmeli-
yiz. Oysa, verilen bir enerji durumu igin, kristal momentumu
ik, gergekten verilen enerjiye sahip serbest bir parcacigin ger-
cek momentumu oldugu i¢in tamamen iyi belirlenmis sabit bir de-
Jerdir,

Metal igindeki serbest elektronlarin davranisinin Schré-
dinger dalga denkleminin ¢déziminden elde edilen fonksiyonla ta-
nimlanabilecegini, daha 6nce Sommerfeld'in ileri sirdigl modelde
gérmﬁstﬁk7 Ancak dalga denkleminin ¢ézimi elektronun,

| p=(f1/L) (nyx+nyy+n,z)

momentumuina sahip olmasi ile mimkindir. Diger yandan Heisenberg
belirsizlik ilkesine gére bir elektronunun yerini ve momentuminu
ayni anda tam olarak belirlemek mimkin degildir. Buna gére Hei-
senberg belirsizlik ilkesi, Apj.Axj; > K (i=x,y,2z), esitsizligi
ile verilﬁr. Bu nedenle bir elektronun davranisini bir dalga
paketi ile tanimlamak daha uygqun olmaktadar. Boylece dalga pa-
ketinin momentumu daha belirgin olarak tanimlanabilir. Dalga
paketi ka?ramlnl daha iyi anlayabilmek igin birgok dizlem dalga
gozonine alinir. Iste bu dalgalarain bilesiminden olusan bu pa-
ketin hizina grup hizi denir. Grup hazi, dalganin maksimum gen-
liginin yayilma hizi olup,
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- vg=dw/dk=(1M5)dE/dk (5.53)

ile verilfir. Burada, E ve ®; Planck badantisi olan E=fi® ile
birlegtirilir. Genelde ise bir dalga paketinin grup haizi,

v=(1/K)V x E(k)

geklinde de yazalabilir. Serbest bir elektron igin grup haza,
klazik hizi ile ayni olur. Ancak kristal ig¢indeki bir elektron,
ideal serbest bir elektron olarak diginiilemez. Genelde elektro-
nun enerjisi k'nan tistel bir fonksiyonudur.

Bant sinirlarinin yakininda bulunan elektronlar Newton ha-
reket kanhnlarlna uymazlar. Biraz dnce serbest elektrona eglik
eden dalga paketi grup hazanin, klasik elektrom hizina egit ol-
dugunu sbylemistik. Ancak kati ig¢indeki elektronlar periyodik
potansiyelde hareket edeceklerinden grup hazlara klasik hazla-
rindan farkli olacaktir. Fakat bant ortalarinda bu deger klasik
degere yakindair. Bumu $Sekil (5.8.)'den gdrmek mimkindir. Ge-
nelde birgok fiziksel olayda bandin ist veya altina yakin bulu-
nan elektronlar digs alandan kolayca etkilenirler. Dolu bir bant-
taki elektronlara verilen bir enerji, ancak bandin istiine yakin
olan elektronlari, ikinci bandin alt kismina gikarabilir. Boy-
lece fiziksel etkinlikler bandin alt ve istindeki enerji diizey-
lerinde bulunan elektronlarla oclur. Bu nedenle, bandin alt ve
ﬁstﬁndekij enerji dizeylerinde bulunan elektronlarin davranisza
daha bnemlidir.

Simdi uygulanan bir elektrik alan etkisi altanda kristalde
bir elektronun hareketini goézoéninde tutalim. Bu gibi bir durum-
da bir elektronun gozdénline getirilen hareketinde uygunluk ig¢in,
X'nin farkla deJerlerine sahip olan, ustiiste gelen ¢ozimler ile
dalga fonksiyonunu sinirlandiracagiz. Eger bu sinirlama yapi-
lirsa, ojzaman elektron "dalga paketi” ile birlesmis grup hiza
(5.53) -denklemi gibi olur. Elektronun, bir dt zamaninda bir dx..
mesafesi boyunca dvg hiazinda bir artis kazanarak, bir dis elekt-
rik alan € de hareket ettigini farzedelim. O zaman, (5.53) denk-
lemini kullanarak,
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dE=(dE/dk )dk=-e €dx=—-e EvgdL
=(-e £/0)(dE/dk)dt (5.54)

denkleminin gegerli olacagini goériiriz. Bu denklemden,

dk=(-e €/4)dt (5.55)
veya

fi(dk/dt )=dp/dt=-¢ €=F (5.56)
denkleml@rini yazabiliriz. Simdi burada kristal momentumunu

géstermek i¢in p sembolintd kullaniriz. (5.56) denklemi, bize ba-
sit olarak, kristal momentum dejigiminin zamana oraninin -ef kuv-
vetine esﬁt oldugunu goésterir. Béylece (5.506) denklemi, periyo-
dik bir Qrgﬁde elektronun kristal momentumunun, bogluktaki (hig-
bir dis etkinin olmadidi bosluk) serbest bir elektronun gergek
momentumu olan p=mv'yi kullanarak, uygulanan bir alanin etkisi
altainda dégistigini gbésteren Newton yasasinin benzeridir.

Yukarida (5.55) derklemini dis kuvvet F cinsinden (5.56)
denklemi olarak yazdik. Bu &énemli bir bagintidir. Bir kristal-
de Ti(dk/dt) elektron Uzerindeki dis kuvvete esittir. Serbest
uzayda ddmv)/dt kuvvetine egittir. Biz burada Newton'un ikinci
hareket jasa61n1 yikmis dediliz. Kristal ig¢indeki elektron dag
kaynaklardan ve ayni zamanda kristal orgiden kuvvetlerle karsi-
lasir. Bu sonug, magnetik alanin bant yapisini yikacak kadar
kuvvetli:olmadlgl normal kosullar altandaki bir magnetik alanda
bir elektron iizerine etki eden Lorentz kuvvetine de uygulanir.
Boylece sabit bir B magnetik alaninda v grup hizla bir elektro-
nun hareket denklemi, (SI) birim sisteminde,

fi(dk/dt)=e v x B

dir. Burada sag taraf elektron Uzerindeki Lorentz kuvvetidir,
Grup hizi fiv=gradyE bagaintisi ile, dalgavektodrinin dedisme orana,

dk/dt=(e/f%)V ¢E x B

dir. Simdi burada denklemin her 1iki yani k uzayindaki koordi-
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natlara baglanir.

Bu son denklemdeki vektoérel garpimdan bir magnetik alanda-
ki bir elektronun k uzayinda E enerjisinin gradiyenti dogrultu-
suna dik bir dogrultuda hareket ettigini gériiriiz, byleki elekt-
ron sabiﬁ bir enerji ylzeyi lzerinde hareket eder. k'nin B ize-
rindeki kp izdisim deferi keyfidir, ama hareket boyunca sabittir.
k uzayindaki hareket B dogrultusuna dik bir diizlem izerindedir
ve ydrlinge, bu dizlemle sabit enerji ylzeyinin arakesiti tara-
findan tanimlanir.

Serbest elektronlar ig¢in E=(1i312m)k2 enerji-dalgavektdri
bagintisina baktigimizda k2'nin katsayisinin k'ya karsr E'nin
egriligiﬁi belirledigini géririiz. Diger bir deyigle, ters kiit-
le,1/m, égriligi belirler. Bir banttaki elektronlar igin bdlge
sinirlarinda bant araliklara yakininda ¢ok yiksek egrilikli ki-
simlar olabilir, bunu bélge sainiri yakinindaki dalga denkleminin
¢bzimlerinden gbririz.

Eger (5.53) denkleminin zamana gdre tlrevini alarsak, so-
nug,

dvg/dt=(1/%) [d(dE/dk)/dt)
=(1/47) (d2E/dk2) (dk/dt ) (5.57)

gibi olug. Burada, ({5.56) denklemini kullanarak, (5.57) denklemi,
dvg/dt=(-e €/1i2) (d2E/dk2)=F /m* (5.58)

seklinde yazilabilir. (5.58) denklemindeki etkin kiitle m*,
m*=12/ (d2E/dk?2) (5.59)

ile verilir. (5.58) denklemi aslinda Newton'un kuvvet denklemi-
dir. et kuvvetiyle ilgili olan orantililik faktdérid ve dvgldt iv-
mesl, elektronun etkin kitlesi olarak gérilebilir. Béylece e-
lektrik alandaki bhareketle ilgilenildigi stirece Bloch elektro-
nu, etkin kiitlesi (5.59) denklemiyle verilen serbest elektron
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gibi davranir. Eger bir eletronun etkin kitlesi serbest elekt-
ron kitlesinden az ise, ne kristal daha hafiflesir ne de, kristal
tim olarak alindiginda, Newton'un ikinci yasasi ¢gignenir. Onem-
1i nokta sudur ki, periyodik bir potansiyel igindeki bir elekt-
ron elekﬂrik alan ya da magnetik alan iginde orgiye goére kiitlesi
sanki simdi tanimladigimiz ektin kiitleye egitmis gibi ivmelendi-
rilir. Bununla birlikte, elektronun ger¢ek gravitasyonel kiitle-
sini dogﬁudan dogruya etkin kitle ile godstermek olmaz, burada 6-
nemli olan d2E/dk2 niceligidir. Eger elektron gergekten serbest
bir elekﬂron ise, o zaman E ve k (5.52) denklemi ile iliskili o-
Iur ve (5.59) denklemi m*=m'e indirgenir. Eger enerji,

E=Z(k-kq )2 (5.60)

seklinde olan, k'nan parabolik bir fonksiyonu ise, o zaman etkin
kitle m*%ﬁzlzz olan sabit de§ere sahip olur ve elektronun dina-
mik davranigi bu etkin kiitle ile serbest bir pargacigin dinamik
davranigi gibi ayni olacaktir. Eger enerji k'nin parabolik bir
fonksiyonu degilse, o zaman etkin kitle enerji ile degisecektir,
dinamik davranls degisken kitleli bir pargacigin dinamik davra-
nis1 olacaktir ve durum ¢gok daha karmasik olacaktir. Herhangi
bir duruﬁda, ilk yaklagim igin, periyodik kristal potansiyelin
tim etkis@; etkin kiitle ile serbest elektron kitlesini degistir-
mektir.

Sansli olarak, E ve k'yi baglayan bagantl, kristalde bir
elektrongioin ulasilabilen enerjiler araligi boyunca her zaman
parabolik veya hemen hemen paraboliktir. $ekil (5.6.)'dan E'ye
karsi k égrisinin; izinli enerji bantlarinin alt ve idstinde se-
kil olaraﬁ her zaman parabolik oldufu agiktar. Bununla birlikte,
sistemin elektronlari diger bdlgelerde oldufu zaman bile, genel
olarak ¢nemli olan, bir parcacigin durulma zamanl mertebesinde
olan bir sirede bir tek sagilma olayinda veya sagilma olaylara
arasinda ' kazanabildigi veya kaybedebildigi enerjinin ortalama
miktari mertebesinde olan bir enerji aralifa boyunca etkin kiit-
lenin aslinda sabit oldugudur. Burada durulma zamani ile car-
pismalar @ra81nda gegen sire kastedilmektedir. Ayrica enerjinin
bu miktari ise kT mertebesindedir. Fakat 3009K'de, kpT, sadece
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0.025 eV kadar olur ve tipik kristalimsi maddeler igin gegis
ybntemlefinde énemli bir rol oynayan bir bandin enerjisindeki
toplam geniglik, genellikle 1 eV mertebesinde olan enerji mik-
tarandan g¢ok daha biyiktir. O zaman, tek sagilma olaylaranda
veya art arda gelen sagilma olaylari arasindaki mesafede bir e-
lektron,?genellikle, yaklagik olarak parabolik gibi goériinen E'ye
kargi k egrisinin kisa bir pargasina godu kez sinirlandirilacak-
tar. ’

Bir metalin serbest-elektron gésteriminin kanitlanmis ¢ok
biylik bir geniglikte oldugu, bitin durumlarda serbest elektron
kiitlesinin, (5.59) denklemine gdre, E’'ye karsi k edrisinin sek-
line ait uygun bir etkin kitle ile degistirildigi olan o6nemli
diizeltmenin varliga yukaradaki ifadelerden agaktar, Béylece
serbest-elektron teorisinin temeli Uzerine Bolim (4.) te tlretil-
mis bitdn sonuglarin, elektron kitlesini uyqun etkin kiitle ile
degigtirmek sartiyle, dogru oldugu sonucuna varabiliriz. Ayrica
s6z konusu olan maddeye goére etkin kitlenin hareketi, uygun bir
kristal potansiyel vermek ig¢in birlesen kristalin atomlarina
bizzat u§gun atomik dalga fonksiyonlari ile kuantum mekaniksel
olarak dé hesaplanabilir. Béyle hesaplanmig deferler, deneysel
olarak tayin edilmis degerler ile genel olarak makul uyum igin-
dedir. Cofu metaller igin etkin kiitle yarim ve iki misli ser-
best-elektron kiitlesi arasinda yer alir, gegis metallerinin bir-
godu igin etkin kiitle gok daha yuksek oldufu halde, III-V tiriin-
de olan bazi yariiletken bilegikler igin etkin kiitle g¢ok daha
disik olabilir.

E

Kigik kiitle
‘///////éﬁvﬁk kiitle
» k

0

Sekil 5.12. Enerji bandinin egriligi ve
kiitle arasindaki ters iliski.

m*‘kﬂtlesi bandin egriligi ile ters orantiladar. Egrili-



64

gin biylk oldugu yerde, yani d2E/dk2'nin biylk oldugu yerde kit-
le kigiktir; kiigik edrilik biyik kitleye neden olur (Jekil
(5.12.)).

Simdi (5.59) denklemindeki genel bagintiyla yerdegistirmek
suretiylg daha &zel durumlari ele alabilecediz. Enerji k'nin
karesi ile orantiliysa,

E=Zk2 (5.61)
olup, buﬁada Z sabittir. Boylece (5.59) denklemi,
m*=h2/27 (5.62)

sonucunu  verir. Bu E=42k2/2m* standart formu olarak (5.61)
denklemini yeniden yazmaya denktir. Jekil (5.13.a.) ve $ekil
(5.13.b.) sarasiyla bant yapisi ve m* etkin kiitlesinin degigimi-
ni gésteriyor. Burada m* (5.59) denklemine gére hesaplanmistar.
Bandin tabani civarinda m" etkin kitlesi pozitif bir sabittir.
Cinkd (5.61) denklemindeki karesel baginti, bandin tabani civa-
rinda gergeklenir. Fakat k artarken m" artik sabit degildir,
sadece k'nin fonksiyonudur. Cinki (5.61) denklemindeki karesel
baginti artik gegerli degildir.

I —

(2)

|

I

I

|
(b)) 77T %

|

!

|

Sekil 5.13. (a) Bant yapisinin ve (b) m" etkin
kitlesinin k'ya gdére degisimi.



65

Sekil (5.13.)'ten k, degisim noktasinin dtesinde m" kitle-
si negatif olur. GCinki bdlge simdi bandin tepesine yakindir ve
negatif bir kiitle beklenebilir. ‘

Sekil (5.10.)'a gore k>ks igin hizin azaldigani belirterek
negatif kittlenin oldugu, dinamik sekilde gériilebilir. Boéylece
ivme negétiftir, yani negatif kitleye uygulanan kuvvete karsit
yondedir. Bu ise su anlama gelir: k-uzayinin bu bdlgesinde orgu,
elektron izerine oyle biyik bir geciktirme ya da frenleme kuv-
veti uyqularki, bu kuvvet uygulanan kuvveti yener ve negatif bir
ivme olusturur.

Yukarldaki sonu¢lar (¢ boyuta genigletilebilir. Ivme,
gimdi,

=dwv/dt

dir. Bu ifadeyi kartezyen koordinatlarda yazarsak ve (5.41) ile
(5.49) denklemlerini kullanirsak,

ai=2(1/12) (3%E/ 9k 30k §)F 5 (i, §=x,7,2)
j
buluruz. ' Bu ise bizi etkin kiitlenin tanimipa gétirir:

(1/m"*)34=(142) (3%E/0k33k4) (4, j=x,7,2) (5.63)
Simdi, et;kin kiitle dokuz bilesenli ikinci mertebeden bir tensor-
dir. Diépersiyon bagintisi (enerjinin bir minimuma, bir maksi-
muma veya bir doénim noktasina sahip oldudu halde bu mimkindir),

E(k)=(21kxz+22kyz+23kzz) (5.64)

seklinde vazilabildiginde, (5.63) denklemini kullanirsak ¢ bi-
legenli bir etkin kiitle elde edilir:

mex 21227, myy 21225, myy =2/223

Bu durumda, elektronun kitlesi anizotropiktir ve dag kuvvetin
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dogrultusuna baglidir. Kuvvet ky-ekseni dogrultusundayken, e-
lektron mxx* ktlesine sahipmis gibi davranar. ky dogrultusun-
daki kquet ise mYY* kiitlesine sahipmis gibi davranir. Elipsoi-
dal kapali edrilere kargilik gelen (5.64) denklemi tiirinde bir
baglntl,isi ve Ge gibi yariiletkenlerde mevcuttur. Bu durumda,
serbest elektron haline benzemeyen sekilde, genel olarak ivme
uygulanan kuvvetle ayni dogrultuda degildir.

(5.64) denklemindeki Z4i'lerin birinin negatif olmasi da
miimkiindir, Bu su anlama gelir: Diger dodrultularda pozitif kit-
leler sergilenirken, bu dogrultuya karsilik gelen kiitle negatif-
tir. Bu yine, serbest elektron davranigindan oldukga farkla bir
davranig demektir.

Serbest elektrona benzer durumda Bloch elektronunu disin-
memiz haLinde, etkin kiitle kavrami ¢ok yarariidir. Bununla be-
raber Bloch elektronu, serbest elektronun ézelliklerine hig ben-
zemeyen birgok o6zellik sergiler.

Eger bir banttaki enerji k'ya hafifce bagly ise, o zaman
etkin kiitle ¢ok biylik olacaktar. Yani m*/m » 1'dir. Cinki
d2E/dk2 ¢ok kiigiktir, Ileride anlatilacak siki-baglanma yakla-
sim1 dar bantlaran olusumu hakkinda bilgi verecektir., EJer kom-
su atomlaf Uzerindeki dalga fonksiyonlari g¢gok az idstiste tagarsa,
o zaman ﬁstﬁne tasma tiimlevi kiigik olacaktair. Béylece bandin
genisligiidar ve etkin kiitle ise blyik olacaktir. I¢ ya da kor
elektronlarinin dstine tasmasi kiigiktir. Ornegin nadir toprak
nwtallerihin 4f elektronlariy c¢ok az ististe tasar. Bu {stine
tagma tﬁm;evi, bir elektronun bir iyondan digerine kuantum sizma
oranini belirler. Etkin kiitle biylik oldugu zaman, elektron or-
gideki bir iyondan bitisik bir iyona yavas¢a sizar.

5.6.1.Etkin Kitlenin Momentumu, Kristal Momentumu ve Fiziksel
Orijini

Cesitli durumlarda, Yy halindeki Bloch elektronunun sanki

tk momentumuna sahipmis gibi davrandigini séylemistik. Temel o-
larak, bu‘ifadeyi destekleyen U¢ farkli neden vardar.
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(a) up periyodik oldugundan A=2m/k dalgaboylu bir diizlem
dalga gibi davranan sekilde, Bloch fonksiyonu,

¥p=eik T oy (5.65)

olarak verilir. De Broglie bagintisiyla birlestirilerek, bura-
dan ¥k momentumuna varilabilir.

(b) Elektrik alan uygulandiginda, dalgavektdri, zamanla,
d(fik)/dt=Fq, {5.66)

seklinde Qdegisir. Bu ise 4ik'nin momentum gibi davrandigaini gods-—
terir. Burada Fq,g5 kristale uyqulanan dig kuvveti belirtmekte-
dir. |

(o) Bir Blooh elektronunu ig¢eren ¢arpismada, elektron Hk'-
ya esit momentumu verir,

Bu nedenler, momentumla 4ik'nin tanimlanmasa ig¢in yeteri
kadar onemlidir. Bununla beraber gergek sudur: 4ik, Bloch elekt-
ronunun geroek momentumuna egit degdildir. Bu uyumu a¢iklamak
igin, ik vektorini py ile gdsterelim. Yani,

Pc=1ik (5.67)
dir. Bumu "kristal momentumu” olarak isimlendirece§iz.

Eléktronun gergek momentumu p, kuantum yontemlerini kul-
lanarak hesaplanabilir. Kuantum mekani§ine goére ortalama momen-
tum,

p=< Y| -V |yy > (5.68)

olarak verilir. Burada -ifiV momentum operatéri, Yy Bloch fonk-

siyonudur. ¥y dalga fonksiyonunun 6zelliklerini kullanarak bu
integral hesaplanirsa,
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p =myv (5.69)

bulunur. Burada m, serbest elektron kitlesi, v ise (5.41) denk-
lemi ile verilen hizdir. Béylece elektronun gergek momentumu,
gercek kiitle m, ile gergek hiz v'nin ¢arpimina egittir.

Gei‘iye bakildiganda, baglangigtaki gercek momentumla pg'-
nin belirlenmesinden siiphe edilebilir. (5.65) denklemindeki uy
fonksiyonu sabit olmadigindan, ¥x Bloch fonksiyonu bir tam dalga
dedildir ve bdylece Hk vektdéril momentuma egit dedildir. Bunun
gibi pc=‘11k ger¢gek momentumu ise, (5.66) denkleminin sadandaki
kuvvet toplam kuvvet olmalidir, dig kuvvete esit olmamalidar.
Gdrecegimiz gibi, oérgl tarafindan uygulanan kuvvet vardir, heniiz
bu kuvvetjin Pc' Ye etkisi gorilmemektedir.

Yukarldaki diginceler, etkin kitlenin fiziksel yorumunu
vermek ic,j:in, gimdi toparlanabilir. p=m,v vektdéri gercek momen-
tuma esit oldugundan,

mo(dv/dt )=Ft oplam=Fd15*Fo | (5.70)

yazilabilir. Burada Ftoplam ve Fs, sirasiyla elektron dzerine
uygulanan toplam kuvvet ve drgintin uyguladiga kuvvettir. Orgi-
niin uyguladigar kuvvetle, kristal potansiyeliyle etkilesmesinin
sonucu olarak, &rgi tarafindan elektrona uygulanan kuvveti kas-
tediyoruz. {(5.70) denkleminin sol tarafi, etkin kitle yardimiy-
la hemen tanimlanabilir, yani a=dv/dt ve m*=h2/(d2E/dk2) denk-
lemlerine basvurarak gérebilecegimiz gibi,

Mo (dv/dt )=mg (Fgyg/m*) (5.71)
dir. Bunu (5.70) denklemine yerlestirip m"'1,
m*=mo(Fd1$/(Fdls*F6)) (5.72)

olarak buluruz. Simdi, m*1n ni¢in m, serbest kitlesinden fark-
11 oldufunun nedeninin, Fgy o6rgli kuvvetinin mevcut olmasindan
ileri geldigini goéririz. Fy olmasaydi, etkin kiitle gergek kiit-
leye esgit olurdu.
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m* etkin kiitlesi, érgi kuvvetine bagli olarak m,'dan biiylik
ya da kt¢lik ve hatta negatif olabilir. Sekil (5.14.a.)'da gds-
terildigi gibi, elektronun, kristal potansiyelinin tepesinin ya-
kininda Wdikildigini" varsayalim. Dis kuvvet uygulaninca, elek-
tron, potansiyel egrisi boyunca “tepetaklak asadi yuvarlanar”.
Sonug olarak pozitif bir oérgl kuvveti ortaya ¢ikar ve boylece
(5.72) denklemine goére m*<m° olur. Burada o6rgi kuvveti dis kuv-
vete yardimci oldugundan m*, m,'dan kigiktir. Diger taraftan,
elektron, potansiyel eg§risinin tabani yakininda bulundugunda
($ekil (5.14.1.)), m*>m0 olacak sekilde, o6rgi kuvveti dis kuvve-
te kargi yénde olma egilimindedir. Potansiyel dalgasi yeteri

kadar dikse, Fjy, Fdls'tan biyliktir ve m negatif olacaktar.

Elektron -—-—*-Fal$ —————Eals
\
Potansiyel Y/ Potansiyel
Elektron

{(a) (b)
Sekil 5.14. (a) m" etkin kitlesinin m, dan kiigik ol-
masina yol acan elektron uzaysal dagilimi.

(b) m*>mo'a yol agan dagilam,

(5.70) denkleminde goérildigi gibi, Fy o6rgi kuvvetinin, das
kuvvet tarafindan indilklenen bir kuvvet oldufjunu belirtelim. O
halde Fg,5=0 ise hiz sabittir. (5.70) denklemine gére de Fy=0
olur. Orgi de diger elektrona Fg,g olmasa bile bir kuvvet uygu-
lar, fakat bu kuvvet Schrédinger denkleminin ¢éziiminde ve dola-

yisiyla ¥y halinin o6zelliklerinde hesaba katilmistar. Boylece

kuvvet WE dalgasini sag¢ilmaya ugratmaz.

Bununla beraber, py=tik kristal momentumu, henliz, oldukga
yvararli bir niceliktir. Das alanlardaki elektron dinamigi prob-
lemlerinde, kristal momentumu gerg¢ek momentumdan daha kullanis-
ladar. CGinkd hareket k uzayinda, ger¢el uzaydan daha kolay iz-
lenir. O halde pg'yi kullanmaya devam edecegiz. Karastirmamak
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i¢gin, bunu momentum olarak isimlendirecek ve ¢ indisini kaldira-
cagiz.

Diger bir deyisle, m" etkin kiitlesi ve k kristal momentu-
mi, nasil bir érgl kuvvetini dikkate almama hakkini en azindan
bize sekilsel olarak veren suni niceliklerdir. O halde burada
biz sadece dis kuvvetle ilgilenecegiz. Orgit kuvveti,; onceden
bilinmedigi, kolayca bulunmadidi ve dis kuvvet gibi uygulanmadi-
gindan, yukaridaki nicelikler oldukg¢a kullanigladar.

5.7.Indirgenmig B¥lge Gdsterimi; Elektronlar ve Holler

Sekil (5.6.)'daki egriye yol gbsteren; her bir izinli e-
nerji bandi iginde k'ya uygun dederlerin belirlenen bélgeleri
2ekil (5.5.)'de gosterilmistir. Her bir bant ig¢inde yerine ge-
tirilen tek kosul -l<cos k{atb)<+l oldugu ig¢in, her bir banda
uygun k'da, bu belirlenen degerlerin tek bir deger olmadigr a-
gaktar. Sekil (5.5.)'de gosterilmis ayirmanin avantaji, E'ye
karga k egrisinin serbest parcacik ile iligkisi agik¢a ortada
oldugunda, $ekil (5.6.)'nin sozde genisletilmig gosterimine go-
tirdugidar. Bununla birlikte, n bir tamsaya olmak dzere,
2in/(a+b) mesafesinde k-eksenine paralel safja veya sola dofru;
ekil (5.6.)'da gésterilmis egri pargalarandan herhangi birini
aktarabiliriz. Bu gibi bir dénilisim, degismemis cos k{a+b) dege-
rinden ayrild1g1 halde, yine de (5.36) ve(5.37) denklemlerine
uyabiliriz.

Bﬁtﬁﬂ farkla pargalarin -m/(a+b)<k<n/(a+b) araligina uygun
gelmesi igin, 21/(a+b)’'nin integral katlariy olan mesafelerden
gegerek, erksenine paralel sada veya. sola dogru E’'ye karsi k
egrisinin dedisik pargalarini aktararak, bu tirde olan o6zel bir
déniisim yapmak bazen ¢ok faydalidir. 1Iste enerjiye karsi yayi-
lim sabiti iliskisinin son gésterimine, yani bitin bantlarin bi-
rinci Brillouin bélgesinde ¢izilmesine indirgenmis bélge gbste-
rimi adr verilir. Sekil (5.6.)'daki egrinin indirgenmis bodlge
goésterimi ise Sekil (5.15.)'de gbésterilmistir. Her iki durumda
Bloch dalga fonksiyonlarainin, k=nft/(a+b) noktalarinda nA=2d sin®
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olan Bradg yansima sartini sagladigini not edebiliriz. Bu du-

rumlarda -ﬁ'l(dEldk) olan grup hizi, hareketsiz bir elektronu
gésteren duran bir dalgaya uygun olarak sifirdir. O zaman e-
lektron, bu sartlar altinda, érgll potansiyeli ile bir i¢ kirinima
maruz kalayor gibi gériilebilir.

E(k)

A\
R

eyl cOY

Sekil 5.15. Indirgenmis bélge gésterimine ddnis-
tirdlmis Sekil (5.6.)'nin E'vye karsa
k grafiginin gematik gosterimi.

Bélim (5.3.)'lin sonsuz olarak biyik kristalinde, izinli e-
nerjiler, izinli bantlarda degerlerin sirekli bir bdlgesini o-
lustururlar. Bununla birlikte, egder kristal, sonlu biyiklige
sahip olursa ve toplam N atom igerirse, kristalde her bir izinli
enerji bandi iginde k'nain, kristal momentumu igeren hemen hemen
N farkli izinli éz-durumlari (yani enerji degerleri) oldugunu
(5.21) denkleminden gordik. $ekil (5.6.)'da wverilen bir Ej
enerjisi dg¢in iki izinli kristal momentum degerlerinin k(E,) ve
-k(Ey) 'da oldugunu gérmek kolaydir. Fiziksel olarak ilki, bir
elektronun pozitif kristal momentumunun k(E,) ile saga dogdru ha-
reket halinde oldudundaki bir durumu goésterir. QOysa ikincisi,
bir elektronun egit ve zit kristal momentumu ile sola dogru ha-
reket halinde oldugundaki bir durumu goésterir. Agik olarak e-
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nerji, her iki durum ig¢in aynidir. Burada elektron spininin et-
kisi, izole edilmis atomik sistemlerdeki gibi sistemin tiim ener-
ji seviyeleri ile birlestirilmig oakigma faktoérind tamamen iki
misli yapmaktadlr. Cinkid her bir kuantum durum, "spin yukari”
ile bir elektronu ve “"spin asadir” ile diger bir elektronu veri-
yor gibi, ikiye ayrilmis olarak gériilmelidir. Demek ki,
elektron spininin etkisi dahil edildigi zaman, bu sistemin her
bir izinli banda iginde, hemen hemen 2N kuantum durum oldudu
sonucuna varmaliyaiz.

Mutlak sifir sicakliganda sistemin elektronlari; mevout
durumlarin sayisi, enerjide mevcut durumlarin dagilisi ve kris-
talde elektronlarin sayisl ile tayin edilmis en disik durumdan
verilen bir enerjiye kadar, Pauli disarlama ilkesinde gerektigi
gibi, durum basina bir elektron olarak bu durumlari isgal ede-
ceklerdir, Yani, Pauli disarlama ilkesine gore, ayni kuantum
durumunda birden fazla elektron bulunamaz. Buradaki enerji, el-
bette, sifir sicaklikta kristalin Fermi enerjisidir. Tek-boyut-
lu bir kristalde izinli bantlarin bazisi tamamen dolu, bazisa
tamamen bos olacaktir ve bazisi da kismen dolu olabilir. 1ki ve
¢ boyutlu sistemlerde ise durum ¢ok daha karmagiktir. Bu 8r-
neklerde farkli izinli bantlar enerjide iustiiste binebilir ve bir
banttan daha ¢ofju kismen dolu olabilir. Egfer bir elektrik alan
uygulanirsa, akima bog bantlardan katki gelmedigi agiktar; bu-
nunla birlikte, akimin dolu bantlardan da ileri gelmedigi ayna
derecede dogrudur. Bu durumda, verilen bir banttan ileri gelen
akim yogunlugu,

J=-ng eV (5.73)

ile goésterilir. Burada ;; ortalama hizdir ve n,; o banda ait
olan birim hacim bagina elektronlarin sayasidir. (5.73) denkle-
mindeki (-) igareti elektronun ylkinden delayi gelmektedir. Fa-
kat v,

V=1 (ngVy) 12 V4 (5.74)

‘ i

ile ifade edilebilir. Burada toplama, maddenin Vg hacmi iginde
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ferdi elektronlar tarafindan olugsturulmus tim hizlar {izerine a-
lainir. O zaman, (5.74) denklemini kullanarak, (5.73) denklemi
yeniden,

J=(-elVg)Zvi (5.75)
i

seklinde yazilabilir. Bununla birlikte, (5.75) denklemindeki a-
kam yogunlugu, dolu bir bant dzerine toplandi§i =zaman,sifara
vermelidir. Cinki E(k) ekseni etrafinda, $ekil (5.6.)'daki veya
ekil (5.15.)'deki eyrilerin simetrisinden dolayi, pozitif egim-
li olan bir noktaya uygun pozitif ‘ﬁ'l(BEIBk) hizinin her bir du-
rum igin k'=-k 'da (negatif e§imli) esit bilyiklikte olan nega-
tif bir haiza uwygun bir durum vardir. Ancak, burada kismen dolu
olan bantlaran bir akim akisina katkida bulundugu sonuocuna var-
maliyiz. Bu durum, kismen dolu bir bantta, daha ylksek enerji
ve momentuma sahip olan isgal edilmemis durumlara her zaman aga-
mali olarak uyarilan elektronlar oldudunu séyleyerek, fiziksel
temeller Uzerine yorumlanabilir. Oysa dolu bir bantta, Pauli
disarlama ilkesinden dolayi, bu asamali alan uyarma, tim durum-
lar zaten isgal edildigi igin higbir zaman meydana gelmez.

E(k
'\

— k

—ﬁ[a 0 n[a

Sekil 5.16. -x yéni boyunca elektronu ivme-
lendirmek ig¢in yoéneltilmis kuv-
vetlere ba§li olarak, izinli bir
bandin altina yakin bir elektron.

Aksi takdirde, isgal edilmemis bir bantta hareketsiz tek
bir elektron, $ekil (5.16.)'da gdsterildigi gibki, termik uyarma-
nin yoklugunda; o bandin altinda en distk enerjili bir durumu
igsgal edecektir. Eger simdi bir €, elektrik alani kristal tdzeri-
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ne etkirse, elektron, bir -ef; kuvvetine ugrayacaktir ve (5.56)

denklemine uygun olarak, -x yoéninde daha da yiksek bir momentum
kazanarak, enerji ve (negatif) momentumu her zaman artan durum-
lardan geg¢erek agamali colarak uyarilacaktir. Bdéltm (5.2.) ile
Bé1ltim (5.6.) ' nin teorilerindeki tahminlere uygun olarak bu siireg,
elektronu, a'nin odrgi araliga olduju x=-M/a'da bandin ustine
ulagincaya kadar sira ile daha ylksek enerjilere uyarmak maksa-
diyla devam eder. x=Ml/a ve x=-M/a noktalari egdeder oldugu ic¢in,
elektron, x=f/a ‘'da tekrar ortaya g¢ikar. Burada k; m/a ‘dan
si1fira gittigi i¢in, egrinin sad par¢asil boyunca enerji azalir.
Son olarak elektron baglangi¢ noktasina varir ve bdylece bu si-
re¢ tekrarlanir. Bu kosullar altinda elektronun hareketi sali-
nimly olur (Zener osilasyonu) ve bu hareketi sanirlayacak meka-
nizma yoktur. Béylece elektronun bu hareketi sonsuz olarak de-
vam edecektir. EJer potansiyel tamamen parabolikse, elektron,
Jekil (5.16.)'da gosterilmis sekle sahip olacak yerde sonsuz haz
ve enerji kazanar. Her iki durumda, tamamen periyodik bir
potansiyelde serbest bir elektronun hareketinin, bir elektronun
hizini durduran veya geligigizel dagitan bizzat orginiin varliga
ile birlestirilmis sagilma mekanizmasinin olmadiga yoénde, odrgi
tarafindan engellenmedigi sonucuna varmaliyaiz.

Bununla birlikte, eger Orginin kusursuz periyodikliginden
bir sapma varsa artik bu somug dofru olmaz. Bu durumda, bant i-
¢inde k'nan bagka bir degeri ile birlestirilmis bir hale ani ge-
ligiglizel bir gegisin birka¢ olasiligil her zaman olacaktair. Or-
talama olarak bu gelisiglzel gegisler elektromu k=0'a geri geti-
rirler. Buradan, kusursuz periyodiklikten o&rgl potansiyelinin
ayrilisi ile birlesmis bir sagilma mekanizmasi var . oldufu sonu-
cuna variriz. Periyodiklikten sapma, Orginin, Onemsiz bir peri-
yodiksizlik baslatan termik titresimleri incelendiginde, mutlak
sifirdan daha yiksek bir sicaklikta oldufu ger¢egine neden olur.
Burada onemsiz bir periyodiksizlik ile denge durumlara periyodik
érgll 1le tam olarak uyan atomlarin bir an siren durumlaranr kas-
tediyoruz. Periyodiklikten sapmalara; oérgi bogluklari, ara-Orgi
atomlari, ' kaymalar ve kristal orginin dijer yapisal kusurlara
kadar katky atomlarin varligi da neden olabilir. Bu etkiler;
orgi sagilmasi, katki sagilmasi ve kusur sagilmasi olaylar: ile
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sonu¢lanarlar.

Bu sag¢ilma olaylari pratikte her zaman meydana geldidinden
Zener osilasyon hareketini onlerler. Gergekten bitiin deneysel
olarak gergeklestirilebilir durumlarda ne olur? Bitiin bu deney-
sel olarék gergeklestirilebilir durumlarda, $ekil (5.16.)'daki
O'dan baslayan bir elektronun, egdrinin parabolik alt bdlimi bo-
yunca kiigik bir mesafe olan herhangi bir A noktasina varana ka-
dar ivmelendirildigidir. Bu aralikta elektronun hareketi, (5.59)
denklemi ile verildigi gibi, kitlesi m* olan serbest bir elekt-
ronun hareketidir. A noktasinda elektron O'ya orta geriye dogru
gelerek sacilir ve ondan sonra devir tekrarlanir. O zaman elek-
tronun hareketi; Ohm yasasina, termik iletkenliye, termoelektrik
etkiye ve tek farki elektron kiitlesinin her yerde etkin kitle
ile degistigi olan metallerin serbest-elektron teorisinin biitin
diger sonue¢larina gdtiiren; hemen hemen serbest bir pargacigin
hareketidir. Sekil (5.16.)'da E'ye karsi k egrisi boyunca OA
mesafesi a¢iklik kazandirmak igin abartilmigtir ve pratikte or-
taya ¢ikan ¢odu durumlarda gergekten ¢ok daha kiigik olur.

Elektronlarin nispeten kilgik bir sayisini igeren bir bant
igin kicik bir voltaj tesir ettigi zaman elde edilen akim, bant-
taki bitin elektronlar Uzerine toplanmis (5.75) denklemi ile ¢ok
basit olarak verilir. Hemen hemen bos bir bantta elektronlar,
termik uyarmanin yoklujunda en disik meveut enerji durumlarina
igsgal ederler. Bu durum hemen hemen dolu bir bantta da dogrudur
ve isgal edilmemis durumlar bandin {istindedir. O zaman, nere-
deyse tamamen dolu bir bantta bos durumlar, ordinati bir elekt-
ronun enerjisini gosterdiginde, Sekil (5.15.)'in diyagrami gibi
bir diyagramda yukari dogru c¢ekilirler. Bununla birlikte, eger
bant hemen hemen doluysa ve (denge durumunda bandin hemen hemen
istiine tdplanan) sadece birka¢ bog durum varsa, (5.75) denkle-
mindeki akim yogunludu,

‘ ‘J=‘(—e1VH)§vi
=(-e/Vy) [% Vj—i: vl
=(+ef/Vy) 2 vy (5.76)
k
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seklinde yazilarak bagska bir yolla ifade edilir. Burada i flze-
rine toplam, elektronlar ile iggal edilmig biitin hiz durumlara
izerine toplami, j {lzerine toplam, banttaki bitin hiaz durumlara
lizerine toplami ve k ilizerine toplam ise, biitiin isgal edilmemis
hiz durumlari t{izerine toplami gdsterirler. Daha o&nce (5.75)
denklemi ile baglantili olarak gdérdigimiiz gibi, banttaki bitin
durumlar lzerine alinmis j Uzerine toplam sifir olmalidir. Is-
gal edilmemig durumlar {izerine geri kalan toplam, pozitif yik
tagiyicilarinin uygun bir sayisi ile ortaya ¢ikan bir akima te-
kabil eder. Bir akim, elektronlarin gergekten biylk bir sayi-
dan ¢ok, pozitif parcgaciklar gibi.harekét eden bos elektronik
durumlarin veya hollerin nispeten kiiglik bir sayisinin hareketin-
den tlredigi ig¢in, hemen hemen dolu bir bantta da akim ifade et-
mek, gérdigimiz gibi, avantajla ve olasidir. EgJer elektron e-
nerji bandinin hemen hemen istit olan bog enerji durumunu igsgal
ederse, o zaman hol ile ilgili hiz bir elektronun sahip oldugu
hizdir. Fakat E'ye karsi k bagintisi agadi dogru gukur oldugu
igin, d2E/dk2 degeri, (5.59) denkleminden dolayi negatif bir e-
lektron etkin kiitlesi veren negatif bir degerdir. Negatif et-
kin kiitle ile bir pargacik uygulanan kuvvetin yoéniine ters bir
yonde bir ivme goériir. Boylece negatif etkin kiitle ile negatif
bir pargacik, uygulanan alan gibi ayni yénde ivmelenecektir ve
bu nedenle pozitif kiitleli olan pozitif bir pargacik gibi ayma
dinamik davranisi gosterir. Buradan, hemen hemen dolu bir bant-
taki durumu, hizlari ve momentumlari banttaki isgal edilmemis e-
lektronik durumlara uygqun hizlar ve momentumlar olan, holler o-
larak bildigimiz, pozitif kiitleli pozitif parcaciklarin nispeten
kiigik bir sayisini igeren durum gibi goérebiliriz. Bazi mater-
yallerde hollerin fiziksel doZasi ve dinamik davranigi, en yakin
komgu atomlari baglayan ve kristali bir arada tutan kohezyon
kuvvetlerini saglayan elektronik valans baglarindaki kusurlara
gére ¢ok kolay olarak goézénine getirilebilir. Magnetik alanin
etkisini gozdénline aldigimizda ise, elektronlar ve holler, ali-
silmis q(v x B)/c magnetik kuvvetinin etkisi altanda, (5.59)
denklemi ile verildiyi gibi, m* etkin kitleli negatif ve pozitif
parcaciklar gibi hareket ederler.

5.8.5erbest Elektron Yaklagimi
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Yukaridaki bdlimlerde, Sekil (5.4.)'de gdsterilen tam pe-
ri?odik bir potansiyel modelin, Sekil (5.6.)'da gbsterilen E 'ye
karsi k baglntlslna ve izinli enerji bantlarinin olusumuna nasil
gétlirdiglni gérdik. Uygulanan kuvvet alanlarinda ise elektron-
larin dinamigi tamamen basit olarak anlatildir ve burada itk nice-
1ligi “kristal momentumu” olarak alandi. Etkin kitlenin serbest
elektron kittlesinin yerine ge¢tigi ve hemen hemen dolu bir bant-
ta yik tasiyicilarinin pozitif holler gibi gérildigi durumlar
harig, elektronik davranisin son gdsterimi, serbest-elektron
gésterimine tamamen benzerdi. Bu nitel somuglarin potansiyel
fonksiyonu periyodik olmak sartiyla, potansiyel fonksiyonun acik
seklinden bagimsiz oldugunu vurguladik. Ayraca $ekil (5.4.)'de-
ki potansiyel fonksiyonu, Schrédinger denkleminin tam bir ¢ézi-
mine izin:verdigi igin kabul edildi.

Gergek kristallerde kullanilan potansiyel fonksiyomu, iyon
¢gekirdeklerinden ve kristalin bitiin dijer elektronlaraindan dola-
y1; bir elektronun goérdigi gergek potansiyel ile ilgili olmala-
dir. Bu problemin tam bir ¢ézlimi tek-elektron yaklasiminda bile
olanaksizdir; bu nedenle ya serbest-elektron yaklasiminin ya da
siki-baglanma yaklasiminin gériig noktasindan probleme yaklasmak
aliskanlik haline gelmistir. Serbest-elektron yaklasimi ya da
siki-baglanma yaklasimindan hangisi eldeki o6zel duruma en uygun
gibi goériilirse, problemde o yaklagsim segilir.

Serbest-elektron yaklasiminda, elektromun toplam enerjisi-
nin periybdik potansiyel enerjiden her zaman biyik oldugu varsa-
yilar. Bu sartlar altinda izinli bantlar genis ve yasak enerji
bdélgeleri tamamen dar olacaktar. Bu kosullar, herhangi bir ger-
cek kristalde asla tamamen sadlanmaz, ¢inkdl potansiyel, iyon ¢e-
kirdeklerinde, her zaman -«'a gider. Fakat alkali metaller ige-

ren birgok basit metallerde en distaki elektronlar igin gerekli
sartlar, kristal hacminin son derece bliyik kisminda tamamen uy-
gun olarak yerine getirilir.

Basitlik igin tek-boyutlu bir kristal potansiyel modeli
kabul ederek, Bolim (5.3.)'den kp=(2m(E-V,)/%2)1/2=ik3 oldugunu
animsayarak ve V(x) periyodik potansiyelini,
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[-2mV (x) M52]=k3£ (x) (5.77)
seklinde yazarak, (5.22) denklemindeki Schrédinger denklemi,

(d2¢/dx2)+ (ko2+k3f(x) )¥(x)=0 (5.78)
olarak yazilabilir. Burada f(x); érginin periyodikligi ve kg;

E=12k,2/2m (5.79)

egitligine uyqun olarak E toplam enerjisi ile ilgili olur. £(x),
periyodik oldugu ic¢in,

m 3
f(x)._.zcne—Zﬂlnx/a (5.80)
n=-co
seklinde olan bir Fourier serisi gibi ifade edilebilir. Bu

denklemdeki op katsayisi ise,
op=(1/a) *f(x) e2Minx/a dx (5.81)

ile verilir. Burada a; kristalin 6rgi sabitidir. (5.77) denk-
leminden c, katsayilarinan,

Vp=(-H2k3/2m)cy, (5.82)

denklemine uygun olarak bizzat periyodik potansiyelin Fourier
agilim katsayilara ile ilgili oldugu acaktair. Burada V,; V(x)'in
Fourier agilim katsayilarini verir.

Dalga fonksiyonlara; elkx ug(x) Blooh gekline sahip oldugu
ve ug(x)., a periyotlu periyodik bir fonksiyon oldudu i¢in bir
Fourier serisi olarak ifade edilir. Sonug olarak, up(x) ve Y(x},

o
up (x)=3% by e—annx/a (5.83)
ve N=-co

¥(x)=elkX y (x)=e1kX T b e-2Minx/a (5.84)
n
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seklinde yazilabilir. Tamamen serbest elektronlar ig¢in k3=0'dar
ve buradan g¢ézimler,

¥(x)=b, e1koX (5.85)

seklinde olan serbest-par¢acik dalga fonksiyonlara olur. Onun
igin genel durumda, ug(x)-sby ve k—oky oldugu bu limitte, k3 si-
fira yaklastiga i¢in, b, harig bitidn by’ lerin sifira yaklastiga-
n1l beklemeliyiz. Bodylece ki'in kic¢ik degerleri i¢in dalga fonk-
siyonu,

‘F(x)=bo eikx + k3[eikX2bne—2ﬂinX/a] (586)
n=0

seklinde yaklasik bir ifade olarak yazilabilir. Bu dalga fonk-
siyonunun,

up(x)=by + k33 by e 2Ninx/a (5.87)
n=0

denklemi ile Bloch sekline gahip oldufunu gérmek kolaydair. Boy-
lece (5.78) denklemindeki Schrédinger denkleminde (5.86) denkle-
mini yerine koyarak,

bo(ko?-k2)e E* + k3 3 [(Ko?-kn?)bprboopletin® 4
. = 3
ks2 s Ebn,onel[k—(fun/a)—(mn 1a)1%20 (5.88)
n=0n'=0

elde edilir. Burada kg,
kp=k-{27n/a) (5.89)

ile verilir. k3—0 oldugu limitte ¢ozim ile ilgilendigimiz igin,
birinci yaklasim gibi (5.88) denklemindeki k32 terimini ihmal e-
debiliriz. O zaman, bu denklemi basindan sonuna kadar e~ikpx -
le garparak ve x=0'dan x=a'ya kadar birim hiicre izerine integra-
lini alarak,
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a
bo(ko2-k2) | ez"m/admksz{ukoz kn?)by+boen] -

] e[an(m—n)x/a]dx} =0 (5.90)

ifadesini buluruz. Eger m=0 ise, ikinci integral, toplamdaki
n'nin bitin degerleri igin sifar olur. Buradan,

bo{ko2-k3)a=0 veya k=k, (5.91)

elde ederiz. Oysa eger m=0 ise, ilk integral sifair olur ve i-
kinci integral, n=m oldudu durum hari¢, sifiri verir., Buradan,

k3[(Ko2-kn? )by + bocyla=0
veya
| by [boCm/ (kml-ko2) 1= [boom/ (kn2-k2) ] (5.92)

elde edilir. O zaman, (5.91) ve (5.79) denklemlerinden, E ve k
arasindaki bagainti, serbest bir pargacik i¢in olan baginti gibi
ayni olur. Son olarak, (5.86) denklemindeki bp igin, (5.92)
denklemindeki degeri yerine koyarak, dalga fonksiyonu igin,

¥(x)=boe kX [14k3¥ (op/ (k2-k,2) Je~2Minx/a} (5 93)
n=0

elde edilir.

Periyodik potansiyelden ileri gelen serbest-parcacik ener-
jisine birinci mertebe diizeltme, (5.91) denklemine uygqun olarak,
sifirdir. Bununla birlikte, ikinci mertebe bir enerji diizeltme-
5i, (5.88) denklemindeki k32 terimini alikoyarak elde edilir.
(5.88) denklemini e~1kX jile garparak ve x=0'dan x=a'ya kadar in-
tegralini alarak,

bo(ko2-k?)+k3 % [ (Ko2~kn?)by+boog] Jle 4MHAnX/A gy,

n=0 ) .
n=0n'=0

ifadesi elde edilir. Yukaridaki birinci integral n ‘nin bitin
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izinli degerleri igin sifirdair, oysa ikinci integral, n=-n' ol-
madikga, sifirdir. Boylece (5.94) denklemi,

bo(ko2-k2)a+k32Zhy e a=0 (5.95)
n'=0

denklemine indirgenir. Eger f(x); (5.80) denklemine uygun ola-

rak bir Fourier serisi gibi verilirse, o zaman, n yerine -n 'i
koyarak,

' <o
£(x)=2o_p edfiinx/a (5.96)

n=-00

denklemini elde ederiz. Oysa, (5.80) denkleminin her iki tara—
finin kompleks eglenigini alarak ve £(x), gergek bir fonksiyon
oldugu igin, £*(x)=f(x) oldujunu not ederek, {(5.96) denklemi,

oo
£(x)=X cn* elMinx/a {5.97)

n=-co

seklinde de yazilabilir. Verilen bir fonksiyonun gésterimi ile
birlesmig Fourier katsayilari tek oldugu igin,

C_p=Cp (5.98)

esitligine sahip oluruz. b, katsayialari igin; (5.92) denklemin-

deki birinci yaklagim ifadesini ve (5.98) bagintisini kullana-
rak, (5.95) denklemi,

ko2=k? + k32 Zo[on*cn/ (k2-kp2)]

pirg
=k2 + k32 % (o on/ {k2-(k-(2Mn/a))2}]  (5.99)
n=0

seklinde yazilabilir. E ve V,'e gére bu sonucu ifade etmek ig¢in,
(5.79) ve (5.82) denklemlerini kullanarak,

E=(2k2/2m) + 3 | V|27 { (12%2/ 2m)-
00 1 52/2m) (k- (2Mn/a))2]}  (5.100)

oldugunu goéstermek kolaydir,
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Bu ¢éztimler, ancak k2; kn2 degerlerinin ¢ézimlerine yak-
lagmamak gartiyle gecgerlidir. EgJer n'nin herhangi bir dederi i-
¢in kzskn2 ise, (5.93) denklemindeki toplama terimlerinden pay-
dalardaki kz—knz niceliklerinden biri (yani, n'nin herhangi bir
degeri ig¢in tekabiil eden k2~kn2 niceligi) sifaira vaklasacaktair
ve bu terim, k3'in ¢ok kicllk oldugu olgusuna ragdmen, olduk¢a bi-
yiuk kalacaktir. Bu durumda, (5.86) denkleminde varsayilan ifa-
de, dalga fonksiyonu ig¢in iyi bir yaklasim degildir ve baska bir
sekil kullanilmalidir. Eger k2zk,2 ise, o zaman,

k=tkp=+k+(2Min/a) (5.101)

denklemi gegerli olacaktar. Ustteki igaret igin bu denklem,
herhangi bir durumda (5.93) denkleminden gikarilan ve bu nedenle
ozel yarari olmayan, n=0'a verir; alttaki isaret igin ise bu
denklem, n hem pozitif hem de negatif dederler aldiga ig¢in, bi-
tin bant kenar noktalarini veren,

k=nnt/a (5.102)

dederini elde eder. Bu noktalar civarida k'nin degerleri igin
ayri bir iglemden yararlanmak zorunda kalacagaz.

gimdi kp=k-(27n/a)=-nn/a’'dan, kZnf/a oldugunu varsaydik.
O zaman knz’:‘k2 ve b ¢ok biylk olacaktair, onun ig¢in (5.93) denk-
lemindeki k3 by niceligi, k3 kigik oldugu halde bile, artak kiiclk
olacaktar. Bu durumda, n’'inciye gére karsilastirildiginda ihmal

edildigi halde; (5.93) denkleminin toplamindaki diger terimleri
gbézoniinde tutan,

W(X)=bo eikx ¥ k3 bn eikX e—-Zninx/a
=b, e1kX , k3b elknX (5.103)

seklinde Yaklaslk bir dalga fonksiyonu yazabiliriz. Bant kena-
rinda kp=-k oldugu ig¢in, (5.103) denklemindeki dalga fonksiyonu,

pozitif x-ekseni boyunca yayilan bir dalganin ve ters ydnde ya-
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yilan bir dalganin ustiste gelmesidir; bodylece bu dalga fonksi-
yonu, duran bir dalganin karakterine sahip olur. Bu fiziksel
durum, elektron dalga fonksiyonunun k=inft/a'da Bragg yansimasina
ugradigl gérisi ile uyum igindedir. Eger (5.103) denklemindeki
dalga fonksiyonu, (5.78) denklemindeki Schrédinger denkleminde
yerine konursa, (5.80) denklemini kullanarak,

bo(koz_kZ)eikx + k3bn(k°2_kn2)el(k—(27lnla))x +
k3by T op’ el(k-(20n' /a))x |
n'=0 . .
k32 bnz(’n' el(k—(Zﬂnla)—(Zﬂn /a))x=0 (5'104)
n'=0
elde edilir. (5.104) denklemini bagindan sonuna kadar e~ikX ile
garparak ve x=0'dan x=a'ya kadar integralini alarak, ikinci ve
iginol terimlerin hi¢ katkida bulunmadigi ve doérdiinci terimden
ise bir katkinin, ancak n'=-n oldudu zaman elde edildigi kolayca
gériiritlir; o zaman bu iglemin son neticesi,

(ko2-k2)bg + k32 ¢y by=0 (5.105)

olarak bulunur. Ayni sekilde, (5.104) denklemini basindan sonu-

‘—iknx=e—i(k—(2un/a))x

na kadar e ile carparak ve yukaridaki gibi

integralini alarak, sonucta,
cp bg + (kg2-kn2)bp=0 (5.106)

denklemini elde ederiz. Yukaridaki bu iki denklem, by ve bp'i
belirleyen homojen denklemlerin bir grubu gibi goérilebilir. As-
linda, bg=bp=0'dan baska g¢dziimler, sistemin determinantil amnocak
s1fir olursa, yani ancak,

=(ko2-k2) (ko2-kn3 )-k32 ¢p* op=0
0 o n 3" %n “n
Cn koz‘kn2
(5.107)

olursa bulunur. Bu denklem ko2 ile ikinci derecedendir ve so-
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nu¢ olarak, aligilmig yolla,

ko2=(1/2) [ (k2+kp2)2v (k2-kp2)2+4k320p " 0p ]
(5.108)

geklinde ¢dzllebilir. Buradan (5.79), (5.92), ve (5.89) denk-
lemlerini kullanarak, E(k),

E(k)=(12/4m) [k2+ (k- (27n/a) )2z

J{k2- (k- (20n/a))2} 2+ (4m| Vp | 112)2 ]
(5.109)

gibi ifade edilebilir.

k=kn=nfi/a’'daki bant kenarinda ve bu noktalarda (5.109)
denklemi,

E=Ej + | Vy| (5.110)
denklemine indirgenir. Burada Ey,
Ep=(1i2/2m) (nn/a)2 (5.111)

gibi verilen bant kenar noktalari ile birlesmis serbest-pargacik

enerjisini gbésterir. Ayrica, k=nt/a degerlerinde elektronlar
kiranima ugrar.

Daha onceki bolimlerden, k=+nfl/a bant kenar noktalaranda
i¢ Bragg yansimasinin yer aldigini ve E'ye karsi k egrisine bir
siireksizlik veya “enerji araligir” eslik ettigini gérdik. Bu
noktalarda elektronun grup hizi gergekten safardar. Bu olqu,
Bragg yansimasi ile her zaman birlesen duran dalgalar igin bek-
lenir ve (5.109) denkleminden saglanabilir. Bu nedenle, (5.110)
denklemi, genisligi 2|V,] olan bir enerji araliga veya yasak
bant anlamina geliyormusg gibi yorumlanacaktair. Burada V,; peri-

yodik orgii potansiyelinin Fourier seri agilamindaki n'inci Fou-
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rier katéaylsldlr. nft/a’dan blyiliklik olarak daha biyilk olan k
degerleri igin E(k)'nin, (5.110) denklemine gbre verilen degJer-
den daha biliyiltk oldugunu ve (5.92) ile (5.100) denklemlerine yol
gésteren islemin yerinde olmasi igin k2'nin; yeteri kadar kigik

E(k)
A

M N Yk AT EB* :X:s:
371Y3

Serbest pargacik egrisi:

£=52k2/2m Eg+ | V2l
I E2Y Ya sak AN NE, ~ |V

AN\
-3n/a -Zn/a —n/a Q n/a Zﬂ/a 3M/a k

Sekil 5.17. (5.100) ve (5.109) denklemlerinden elde
edildigi gibi serbest elektron yaklasi-
m1 i¢in E'ye karsi k bagantisinin sema-
tik gosterimi. Elektronun E enerjisi V'-
den biiyik oldugu zaman serbest elektron
yaklagima oluyor. Bant iginde elektron
serbest olarak davraniyor. Tam bant sa-
nirlarinda elektron gegemeyince kirani-

ma (i¢ Bragg yansimasina) u§ruyor.

k3 by vermek maksadiyla yeterli bir miktar ile knz'den farkla ol-
dufunda; (5.91) denklemi ile verilmis serbest elektron degerine
yaklastigini bekleriz. Ayni sekilde, nit/a'dan biyiklik olarak
daha kig¢ik olan k degerleri igin E(k) 'nin, (5.110) denklemine

gbére verilen degerden daha ki¢lk oldugu ve ayrica k2; yeterli -

bir miktar ile knz'den farkli oldugu zaman; daha odnce elde edi-
len ¢odzimlere vyaklastigi beklenmelidir. Bu kosullar, (5.109)
denklemindeki arti isaret k>nft/a igin ve eksi isaret k<nf/a ig¢in
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gse¢ilirse uyacaktir. Bant kenarina yakin bélgeler ig¢in (5.109)
denklemindeki ¢6ziim, bant kenarlari arasindaki bodlgeler igin
(5.91) denklemindeki ¢éziim veya (5.100) denklemindeki daha iyi
ikinoi yaklagim, yukarida tanimlandidi gibi se¢ilmig olan iga-
retler gdzdniine alinarak, Sekil (5.17.)'de agiklandaga gibi, E
ve k arasinda bir bagaintaya gotiiriirler.

Bu gekilden, E'ye karsi k egrilerinin bant kenar noktalari
yakininda gekil olarak takriben parabolik oldudu ag¢iktair. Etkin
kiitle, (5.109) denkleminin dogrudan dogruya tiirevini alarak,
(5.59) denkleminden kurulabilir. Bu hesaplama ¢ok karigiktir ve
burada, (5.109) denklemine,

k=(nf/a) + k' (5.112)
denklemini koyarak devam etmek az ¢ok daha kolaydar. (5.112)
denklemindeki k'; fi/a ile karsilastirildiginda kigiktir. O za-

man az bir cebirsel islemden sonra, (5.109) denklemi, (5.112)
denklemini kullanarak,

E(k)=(5%/2m) [(an/a) + k' 2 +

(mAE/B2) V1+4k" 2 (nn/a)2 (B2/mAE) | (5.113)
seklinde yazilabilir. Burada AE,

AE=2|Vy| (5.114)
seklinde olup, k=nfi/fa’da yasak enerji bdlgesinin genisligini
gosterir. Ustteki bandan altana yakin noktalar ig¢in k' ¢ok kii-
giktiir ve (5.113) denklemindeki kok, yaklasik olarak,

E(k)=Ep+{1/2)AE+(X2k'2/2m) [1+(4E,/AE)] (5.115)
denklemini vermek ig¢in binominal teoremine uygun olarak agilabi-

lir. Burada Ej; (5.111) denklemi ile verilir. E(k)'nan iki kez

tirevini alarak ve (5.59) denklemini kullanarak, etkin kitlenin,
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m*=H2/ (d2E/dk2)=112/ (d2E/dk ' 2)
=m/ (1+(4EL/AE)) (5.116)

seklinde bldugu kolaylikla goértlir. Daha asadi bandin iistine
yakin holler igin etkin kiitlenin, elektronlar igin (5.116) denk-
lemi ile verilen deger gibi ayna oldugu az ¢ok benzer bir sekil-
de gbsterilebilir.

5.9.51k1 Baglanma Yaklagima

Serbest-elektron yaklagsaminda, elektronun potansiyel ener-
jisinin,; elektronun toplam enerjisine goére karsilastirildiginda
ki¢ik oldugu varsayildi. Bu yaklasima, izinli ve yasak enerji
bantlari bulunan yaklagik bir iglem olarak ulasildi. Burada ya-
sak bantlarin genigligi, izinli bantlarain genigligi ile karsa-
lagtirildiginda ki¢ik olur. Siki badlanma yaklagimi ise zit goé—
riljgten, yani elektronun potansiyel enerjisinin; toplam enerjinin
hemen hemen timinden sorumlu oldugu gérisinden dogar. Bu kez i-
zinli enerji bantlari yasak bantlara kiyvasla dardir. Serbest e-
lektron modelinde kristalin atomlari, komsu atomlardaki elekt-
ronlar ig¢in dalga fonksiyonlari bilyitk bir genislige kadar lstis-
te gelen birbirine gok yakin atomlar olarak varsayilirlar. Boy-
lece komsu atomlar arasinda kuvvetli bir etkilesim vardir ve i-
leri gelen kristalin izinli enerji durumlari, kristali olusturan
ferdi atomlarin atomik dalga fonksiyonlari ile az bir benzerlik
tagir. Bununla birlikte, siki baglanma yaklasimi, kristalin a-
tomlari; komgu atomlar ile birlesmis elektronlar igin dalga
fonksiyonlari ancak kigik bir geniglifye kadar istiiste gelen gok
¢gok ayri atomlar oldugu varsayimi lzerine kurulur. Bu durumda
komsu atomlar arasindaki etkilegim nispeten zayif olacaktir ve
bir biutin olarak kristalin dalga fonksiyonlari ve izinli enerji
seviyeleri, izole edilmis atomlarin dalga fonksiyonlari ve ener-
ji seviyeleri ile yakindan ilgili olacaktir. ki yaklagimdan
hangisi sorusu, herhangi bir verilen durum i¢in dogrudur ve el-
bette, eldeki 6zel materyal lizerine bagli olur. Bazi maddelerde
serbest elektron yaklagimi oldukga iyidir, oysa diger maddeler
igin s1iki1 baglanma yaklagimi ¢ok daha yakindan dogrudur. Ayrica,
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her iki yaklagiminda ¢ok iyi olmadigi ve iki asari olay oldugu
kristaller de vardar.

9imdi izole edilmis nétral atomlarla baslayalim ve bu a-
tomlar bir kristal olusturacak sekilde bir araya getirildiginde
bitigik atomlarain yik dagilimlara idstiste tasarken atomik enerji
dizeylerindeki degismeleri gdzleyelim. Her bir elektronu 1ls ta-
ban durumunda olan iki hidrojen atomunu ele alalim. Izole edil-
mig atomlardaki W¥,,¥pg dalga fonksiyonlari Sekil (5.18.a.)'da
gbésterilmistir. Atomlar bir araya getirilirken ve dalga fonksi-
yonlari dUstiste tasarken iki Ya+¥p birlesimini ele alariz. Her-

bir birlesim elektronlara iki proton ile paylasir, ancak WYa+¥p
durumundaki bir elektronun ¥,-¥p durumundakinden biraz daha az
bir enerjisi olacaktir. $ekil (5.18.b.) deki Ya+¥p'de elektron

zamaninin bir kismini iki proton arasindaki orta bdlgede harcar
ve bu bélgede ayni zamanda her iki protonun g¢ekici potansiyeli
igindedir, buradan baglanma enerjisi artar. $Sekil (5.18.c.)'deki
Ya-¥p'de olasilik yoJunluju cekirdekler arasindaki orta bolgede
kaybolur; fazladan bir baglanma goérilmez. 1ki atom biraraya ge-
lince, ayrik tek atomun her bir dizeyi igin ayrilmig iki enerji
dizeyi olugur. N atom varsa, ayrik tek atomun herbir yéringesi
igin N yéringe olusur.

A v,
SN D

a -
vy By
() ()

Sekil 5.18. (a) Biylk uzaklikta iki hidrojen atomu
tizerindeki elektronlarin dalga fonksi-
yonlary gésterimi. (b) Yakin uzaklikta
taban durum dalga fonksiyonu. (¢} Uya-
rilms durum dalga fonksiyonu.
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Serbest atomlar biraraya getirilince, atom korlari ve e-
lektron arasaindaki Coulomb etkilesmesi enerji diizeylerini yarar
ve onlarax bantlar seklinde genigletir. Serbest atomun verilen
kuantum sayisinin her bir durumu kristalde bir enerjiler banda
geklinde genisler. Bu bandin genisligi, komsu atomlar arasinda-
ki iste tasma etkilesmesinin siddetiyle orantilidir. Serbest a-
tomlarin p, d durumlarindan (1=1,2,...) olugan bantlar olacak-
tir. Serbest atomdaki dejenere olmus durumlar farkli bantlar o-
lusturacaktir. Herbirinin, dalgavektorinin herhangi dnemli eri-
simi boyunca herhangi diger bir bant ile ayni enerjisi olmaya-
caktir. Bantlar, enerjiye goére Brillouin bélgesinde k'nin belli
degerlerinde gakigsabilir.

Siki baglanma yaklasimi, serbest atomlarin dalga fonksiyo-
nundan yola ¢ikan bir yaklasimdar. Bu yaklasim atomlarin ig
elektronlara igin oldukg¢a iyidir, ama ¢ofu kez iletim elektron-
larinin kendilerinin iyi bir betimlemesi degildir. Bu, ge¢is
metallerinin d bantlarini ve elmas benzeri ve asal gaz kristal-
lerinin degerlik bantlarini yaklagik olarak betimlemede kullani-
lar.

ekil 5.19. Sika baglanma yaklagsiminin hesapla-
masinda kullanilan vektdr geometri.

Yukarida, siki baglanma yaklasiminda kristal dalga fonksi-
yonlarainin, izole edilmis atomlarin dalga fonksiyonlari Uzerine
kuruldugunu séylemistik. Eger izole edilmis bir atomla birles-
mig potansiyel fonksiyonu V,(r) ise, o zaman Schrédinger denkle-
minin ¢oézimleri,

Hoy=V2y+ (2m/12) (E-Vo (r) )¥(r)=0 (5.117)
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denklemindeki gibi, atomun elektronik dalga fonksiyonlarini tem-
sil ederler. Taban durum dalga fonksiyonu ¥,'in dejenere olma-
digainiy ve taban durum enerjisi Epy'a uydugunu varsayalim. Eger
bu tipin atomlarinin biyik bir sayisi, taban-durum dalga fonksi-
yonunun biyik oldufu her bir ferdi atom etrafindaki bélgelerde
potansiyel deferinin komsu atomlarin varli§ina hemen hemen etki
etmedigi bu gibi bir yolla periyodik &rgiye birlegirse, o zaman
(her halde, bu son derece simsiki baglia durumlar ig¢in) kristal
dalga fonksiyonu, Sekil (5.19.)'da gésterildigi gibi bagdli olan
r ve ry vektérleri ile,

¥(r)=Z ap Y, (r-ry) (5.118)
n

seklinde olan atomik dalga fonksiyonlarinin bir lineer sliperpo-
zisyonu gibi yazilabilir. Burada P konumundaki dalga fonksiyo-—
nunu istiyoruz. Toplam, kolaylik ig¢gin blylklik olarak sonsuz
oldugunu varsaydigamiz kristalin bitin atomlari uUzerine alinmis-
tir. Kristalin bidtdn atomlari esdeger oldugu icin; bitiin ap
katsayilarinin mutlak dederi ayni olmalidir. Bu nedenle bu kat-

sayilar aeiwn seklinde ifade edilebilir, burada a ve Q, gercek
niceliklerdir. Ayni sebepten, herhangi bir verilen kristal ek-
seni boyunca komsu atomlarin her bir ¢ifti arasindaki @ faz far-
k1 ayni olmalidar, ancak bu @ faz farki her i¢ eksen boyunca ay-
n1 olmak zorunda degildir. Bu durum, sabit bir k vektori ile
0,=k.xy faz faktériinin segimine gotiirir. Son olarak, eder ¥,
fonksiyonlari, biitiin uzay lzerine alinan integrallerinin bir ol-
dugu gibi, normalize edilirse ve eder bu normalize etmeyi devam
ettirmek istersek, a=1 almaliyiz. O zaman, (5.118) denklemini,

Vi (r)=2 & Tn y (r-ry) (5.119)

n |

geklinde yazabiliriz. Gérildigld gibi bu denklem, (5.15) denkle-
minde verildigi gibi bir Bloch fonksiyon sekline sahip olur.

Bu dalga fonksiyonlari, $ekil (5.20.)'den gdriildigi gibi,
periyodik potansiyel fonksiyon ile bitin kristal igin Schrédin-
ger denklemine uyarlar, vyani,
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Potansiyel

:irn_vQér—rn)

S=====TT e eETT T w T T T

Sekil 5.20. Siki baglanma yaklagiminin hesaplamala-—
rainda kullanilan potansiyel fonksiyonlara.

H ¥p=[(-12/2m)V2 + V(x)] ¥3-E ¥y (5.120)
olur. Burada H Hamiltoniyeni, par¢acigjain toplam enerjisini tem-
sil eden kuantum operatériidir. Boéylece H#(JﬁZIZm)V2+V(r)'dir.
Burada sagdaki ilk terim kinetik enerjiyi, ikincoi terim ise po-
tansiyel enerjiyi temsil eder. Buna gére toplam Hamiltoniyen H,
H=H,+H' (5.121)

geklinde iki kismin toplam: olarak yazilabilir. Burada H, ve H',

Hy=(~1i2/2m)V2 + Vo (r-1p) (5.122)
H =V(x) - Vol(r-1p) (5.123)

ile verilirler. Ayrica, (5.117) denkleminden H, ¥,=E, ¥, oldu-
gu agiktir. Buradan, (5.119) denklemini kullanarak,

Ho ¥y=2 o1k *n Ho ¥o(r-rp)
n
=Eo 2 eik-Tn ¥o(r-rpn)
n
“Eo ¥y (5.124)

denklemini yazabiliriz., $imdi,
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<E>=<H>= [ W (x) eEU/H g y(x) 1BV gy
—00

= IP¥'(x) How(x) ax (5.125)

denklemine goére E enerjisi, Hamiltoniyen operatdriiniin beklenen
degerini ele alarak ve (5.121) ile (5.124) denklemlerini kulla-
narak,

Iﬂ ¥, (Ho+H') ¥, a9

lﬂ ¥, ¥, ad

[, WS e V) Vo (2rn)] ¥o(r-zp) @9
n

=E, +
Iﬁ v,y dd
(5.126)

seklinde bulunabilir. Farkla o6rgi yerlerinde merkezlenmis ato-
mik dalga fonksiyonlarinin kigik tstiste binmesini ihmal etmek
gartiyle, V¥, fonksiyonlarinin normalizasyon o6zellikleri ve
(5.119) denkleminin tanmimi, |y ¥ * ¥, &9 integralinin, kristal-
deki atomlarin sayisi N'e egit olmasini gerektirir. Bu olgudan
yararlanarak ve (5.126) denkleminin payindaki Wk* igin (5.119)
denklemi ile verilen degeri yerine kovyarak,

E<Eg+(1/N)Z {3 X (Tn~Tm)
n m

I13 ¥o ™ (r-Ip) [V(r)-Vo(r-ry)] ¥,(r-ry) a8}
(5.127)
denklemini elde ederiz. Bu denklemden, kristalin periyodikli-

ginden dolayi ve m'in biitiin deferleri ilzerine toplanmasindan do-
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laya, n dzerine toplamanin her bir teriminin ayni deger verdigi-
ni gérmek zor degildir. O zaman, n Uzerine toplamin degeri, sa-
dece toplamanin herhangi bir teriminin degerinin; (mesela, ko-
laylik ig¢in, n=0'a uygun degerinin); N olan toplamdaki terimle-
rin sayisiyla ¢arpimidir. Su halde, (5.127) denklemini,

E(k)=Eq+S, e 1K' Tm,
o | s Yo (r-rp) [V(r)-Vo(r)] ¥,(x) ad
(5.128)

seklinde yazabiliriz. Burada toplam, kristalin biitiin atomlari
Uzerine alinmistar, Bununla birlikte, toplamadaki terimlerin
katkilari, rp arttigr ioin c¢ok hizli olarak azalir. Cinki, ¥,
dalga fonksiyonu, mesafe ile genellikle ¢ok hizli olarak azalmak-
_tadar ve (5.128) denklemindeki integrallerin biiytiklikleri, esa-
sen rp mesafeleri ile ayrilmis atomlar {izerinde merkezlenmis iki
dalga fonksiyonu arasinda iistiiste bindirilen miktar ile dizen-
lenmektedir. Bu nedenle, sadece en yakin komsu terimleri dikka-
te almak ¢ofu kez oldukga iyi bir vyaklagimdar. Buna gére,
(5.128) denkleminde, en yakin komsu katkilarin disindaki bitin
terimleri ihmal edecegiz. Ayrica ¥, dalga fonksiyonlarinin, ki-

resel olarak simetrik oldugunu da varsayacadiz. Bu kosullar al-
tinda; bitin en yakin komsu katkilari ayni olacaktir. Izole
edilmis atomdaki taban durum elektronik konfigiirasyonunun p-du-
rumlarina yayilmasi olduk¢a kolay oldugu halde, yukaridaki isle-
mimiz, Ornedin,; alkali metallerde oldudu gibi, bir s-durumunun
elektronik konfiglirasyonuna sinirlanir.

m=0 durumu ig¢in, {(5.128) denklemindeki integral,

Iﬁ ¥o  (x) [V(r)-Vo(r)] ¥o(r) dd=-py (5.129)

seklinde olur. Oysa en yakin komsu atomlar ig¢in bu integral,

II9 Yo' (x-xp) [V(x)-Vo(r)] ¥o(x) dO=—ji, (5.130)
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seklinde olacaktir. Burada rp, en yakin bir komgu atom ile basg-
langi¢ noktasindaki atomu birlegtiren bir vektoérdir. m=0'da
atom kendi basina kabul edilir. Ustilste gelen integrallerin
gercek hesaplamasi oldukga zor ve sikici oldugu igin, -j; ve -ji,
olarak yukarida tanimlanan bu niceliklere gbre sonuglarimizi
ifade etmek daha kolaydir. Bu kosullar altinda (5.128) denklemi,

E(k)=Eq-f1-Ip3 e iK-Im (5.131)
m .

geklinde yazilabilir. Burada toplama, sadece en yakin komsu
atomlar dzerine alinmistir. Basit kibik bir kristalin durumunda,
ry vektorinin bilegenleri,

Ip=(+a,0,0) , (0,+a,0) , (0,0,xa) (5.132)

denklemi gibi ifade edilebilir. Burada a; drgqi sabitidir. 0
zaman (5.131) denklemi,

E(k)=Eo—1-21 (008 kya + cos kya + cos kza) (5.133)

geklinde verilir. Bu denklemde ky=ky=k,=0 oldujunda ancak kosi-
nisld terimlerin toplami en biyldk U¢ olur ve bu durumda enerji
minimumdur. Bu denklemden, kg, ky ve k; olan farkli degerlere
uygun izinli enerji degerlerinin bir aralidi bulundugu agaktar.
Boylece izinli durumlar, serbest elektron yaklasiminda verildigi
gibi hemen hemen ayni yolla, bir enerji bandi olustururlar.
(5.133) denklemindeki enerji, parantez igindeki terim +3 oldu-
dunda minimum ve -3 oldujunda maksimum olur.

Enerjinin minimum degeri, (5.133) denklemine uygun olarak
kxzky=kz=0 noktasinda, yani k-uzayinda (kx,ky,kz) ortogonal koor-
dinatlar ig¢eren bir grafigin baslangi¢ noktasinda olur. Maksi-
mum degerler, koordinatlari (iR/a,+M/a,+N/a) olan k uzayinda bir
kipin kdselerinde meydana gelir. Burada k-uzayinin koordinatla-
ri, sekiz kége noktasi meydana getirmek i¢gin alinmis olan d¢ ko-
ordinat arasindaki + ve - isaretlerin bltin permitasyonlarini
igermektedir. Bu noktalarda yukaridaki her bir kosinlls terimi -1
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degerini alir. Maksimum enerji noktalari ile minimum enerji ara-
sinda enerji farki, (5.133) denkleminden, 12§ olur. Bu fark,
izole edilmig atomun ilgili s-durumuna uygun enerji bandinin ge-
nisligidir. Eger en yakin komgu atomlar oldukga ayriysalar, o
zaman (5.130) denklemindeki integralde ¥,(r) ¥, (r-ry) carpani ile
ifade edildigi gibi ¥,(r) ve W¥,(r-ry) dalga fonksiyonlarinin
ustliste binmesi ¢ok kiigilk olur. Ginkt bu integral, (5.130)
denklemi ile verilen Jl, dejerini verir. Atomik mesafelerin bii-
yik oldugu sinirda (yani, siki-baglanma yaklagimi hesaplamalari-
nin gergekten iyi oldudu sinirda) izinli enerji bantlari dardar
ve aralik sonsuz oldugu zaman, atomik s-durumu enerji seviyesine
uygun olarak tek bir kesikli enerji degerine yaklagar. Atomik
mesafe ile bant genigliginin bu dedisimi, gematik olarak Sekil
(5.21,)'de gésterilmigtir.

E
N |
Atomik
Izinli < seviyeler
bantlar
>A’comlar arasi
mesafe a
a=Denge a=o0
mesafesi

Sekil 5.21. Izole edilmis atomlar kristal érgiye
baglandidi sirada kesikli atomik ener-
ji seviyelerinin bantlara yarilmasinin
gematik gdésterimi.

x~yoninde hareket eden bir elektron igin kY=kz=0'd1r.
Egyer momentum, k, « M/a oldujunda yeterince kigikse, elektron
enerji bandanin altina yakin olacaktir. Bu sartlarda, cos kya
terimini seri agarak, (5.133) denklemi,

E(ky)=Eq-q-2ftp(3-(ky2a2/2)) (5.134)
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ile verilir. Burada E'ye karsi ky bagintisinin parabolik oldugu

agiktar ve bu nedenle elektron, aslinda serbest bir elektron gi-

bi davranir. 4k, niceligi, her zaman oldufu gibi, bir kristal

momentum vektéri olan p=fik'nin x-bilegseni olarak yorumlanabilir.
Buradan, etkin kitle,

w52/ (a%E 1 di® )=/ (2p50%) (5.135)

ile wverilir. (5.133) denkleminin simetrisinden dolayi, kilciik
momentumlar igin y- ve z- yénindeki hareket ile birlesmis etkin
kittlenin, (5.135) denklemiyle verilen etkin kiitle ile ayni oldu-
Ju ag¢iktir. Bu nedenle etkin kiitle, yénden bagimsiz veya izot-
ropik olacaktir. Ozellikle, kilbik olmayan kristallerde her za-
man bdyle degildir. Etkin kitle, ¢ofu kez anizotropiktir ve bir
tensér gibi gérlilmelidir. Buradan, (5.135) denkleminde de g6-
rildigi gibi, a oérgli mesafesi arttidi sirada etkin kiitlenin de
azaldiga sonucu ortaya ¢ikar. Ayrica tamamen tersi de dogrudur.
Cinkid a arttiga sirada gakigma integrali [l; gok daha hizli azal-
digandan, iy a2 garpami, artan oérgli mesafeleri ile hazli olarak
azalir. Buna goére, asiri siki baglanma sinirinda, (5.135) denk-
lemine uygun olarak bir elektron g¢gok "agair" olur. Bu sonug,
elektronun bir atomdan bagka bir atoma kolaylikla transfer edi-
lemiyecedi gergedini ifade eder.

Buraya kadar, her bir serbest atomun bir yériingesini ele
aldik ve bir E(k) bandi elde ettik. Dejenere olmamis atomik di-
zeye karsil gelen bu banttaki yoéringelerin sayisi, N atom igin
2N'dir. Bunu gu gekilde gésterebiliriz: bildigimiz gibi birinci
Brillouin bdlgesindeki k'nin dederleri badimsiz dalga fonksiyon-
larinl tanimlar. Basit kitbik igin -M/a<ky<ft/a araligr birinci
Brillouin bélgesidir. Bu bdlge hacomi gn3/ad dir. k-uzayl birim
hacomi basina yériingeler sayisi, her iki spin yoénelmesini sayarak,
VHI4n3'dﬁr. Bu ikisinin g¢arpimindan yériingeler sayisi 2VH1a3'dﬁr.
Burada Vy. kristalin hacmi ve 1/a3; birim hacim basina atomlar
sayisidir. Boylece 2N yoéringe oldugu goérilir.

Sekiz en yakin komsusu olan "becec"” yapi igin,
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E(k)=E,—f1-8p[cos (1/2)kya.cos (1/2)kya.cos (1/2)kzal
olur. Oniki en yakin komgusu olan "fco” yapi i¢in ise,

E(k)=Eo-p1-4ln [cos (1/2)kya.cos (1/2)kza+
cos (1/2)kza.cos (1/2)kya+
cos (1/2)kya.cos (1/2)kYa]

denklemini elde ederiz.

Siki-baglanma yaklasiminin bu tartismasinda, bir atomik
dizeyin katidaki atomlar arasindaki etkilesmenin sonucu olarak
bir banda nasil genisledigini gérdik. Bu sekilde, herbir ato-
mik dizey, kendisine karsilik gelen banda yol agar ve herbir
bant, kaynaklandigi atomik dizeyin karakterini yansatair.

Sonugta, hem serbest-elektron yaklasim: hem de siki-bag-
lanma yaklasiminin ayni niteliksel sonuglara yol a¢tidy ve hbu
yaklasaimlarin tamamen zit gérislerden ortaya ¢iktigi gdérilmekte-
dir. Her iki yaklasimda ulasilan temel somug¢lar sunlardar:

(a) Enerji bosluklari bdélge sinirinda ortaya ¢ikar.

(b) Bant tabani yakinindaki elektron, pozitif etkin kiitle-
1i serbest bir parc¢acik gibi davranar,

(¢) Bant tepesi yakinindaki elektron, negatif etkin kiitle-
11 serbest bir parcacik gibi davranir,

5.10 .Magnetik Alanda Elektron Dinamigi

Magnetik alanin metale uygulanmasi iletim elektronlarindan
dogan ¢esitli ilging etkilere yol agar. Cyclotron rezonansi ve
Hall olaya, iletim elektronlarinin 6zelliklerini arastirmada kul-
lanacagimiz etkilerden ikisidir.

5.10.1.Cyolotron Rezonansi
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Serbest bir elektronun momentumu dalgavektérine mv=hk ile
bagliydir. Bir € elektrik ve B magnetik alaninda (-e) ylikli bir
elektron izerindeki F kuvveti -e(€ + v x B)'dir. Bundan dolaya,
Newton'un ikinci hareket yasasa,

F=m(dv/dt )=fi(dk/dt)=-e(€ + v x B) (5.136)

olur,

Elektronlar; safsizlaklar, oérgi eksiklikleri ve fononlar
ile garpigabilirler. EJer garpisma siiresi T ise, bu durumda, sa-
bit bir € elektrik alaninda elektronmun hizai,

v=—e € T/m (5.137)

olur. Bu alanda birim hacim basina g=-e yikli n elektron varsa,
elektrik akim yogunlugu,

Jenqv={ne2t/m)€ (5.138)

olur. Burada v ortalama elektron hizidir ve siiriiklenme hiza
olarak da adlandarailar.

Yukaridaki bu iki ifadeye gére, bir F kuvveti, carpismala-
rin etkisi de gézoéninde tutularak,

A[(d/dt)+{1/1) ]k=F (5.139)
seklinde yazilabilir. Serbest parcacik ivme terimi h(dk/dt)’'dir
ve garpismalarin etkisi de %(k/T) ile gdsterilir. Burada T ¢ar-
pisma zamanidir, $Simdi dizgin bir B magnetik alaninda dizgenin
hareketini ele alalim. Bir elektron fizerindeki Lorentz kuvveti,

F=-e(€ + v x B)

ile veriliyordu. Eger mv=hk ise, hareket denklemi,

m[(d/dt)+(1/1)]v=—e(E + v x B) (5.140)
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olur.

Durgun bir B magnetik alani z-ekseni boyunca uzandigi za-
man hareket denklemleri,

m[(dldt)+(llt)]vx=—e(€x+vYB)
m[(dldt)+(llt)]vy=-e(€y-va)
m[{d/dt)+(1/T)]v,=-eE, (5.141)

olur. Durgun bir elektrik alanindaki kararli durumlarda zaman
tirevleri safirdar. Béylece,:

Vy=(-eT/m)E -0 vy
vY=(—e'[Im)Ey+mbtvx
vz=(-el/m)E, (5.142)

olur. Burada @Wgz=eB/m olan oyolotron (siklotron) frekansidar.

v
€

(a) (b)

Jekil 5.22. (a) Cyclotron hareketi ve (b) absorb-
siyon katsayisi N'nin ® ile degisimi.

Jekil (5.22.) cyclotron rezonansi olayini gdsteriyor. Me-
talik dilime wuygulanan magnetik alan, elektronlarin alana dik
bir dizlemde saat yoninin tersi bir donme geklinde hareket etme-
lerine neden olur. Cyclotron frekansi olarak bilinen bu cyclot-

ron hareketinin frekansi, yukarida da belirtildigi gibi, @g=eB/m
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seklinde veriliyordu. Serbest-elektron kiitlesinin dederini yer-
lestirirsek, f,=00;/2R=2.8 B (GHz) buluruz. Burada B kilogauss
cinsinden alinair. Béylece B=1 kilogauss igin, cyclotron frekan-
s1 f,=2.8 (GHz), yani mikrodalga bdlgesinde bulunur. Sekilde
goésterildigi gibi, elektromagnetik sinyalin dilimden B'ye para-
lel dogrultuda gec¢tigini varsayalim. Sinyalin elektrik alani e-

lektronlara etkiyecek ve sinyaldeki enerjinin bir kismi soguru-
lacaktir. Sogurma oranai,

W= (5.143)

oldujunda, yani sinyal frekansi cyclotron frekansina esit iken
en bliylk dederde olacaktir. Bunun nedeni sudur: bu kosul ger-
geklendiginde, herbir elektron bir tam devir siresince dalgayla
e3 zamanli hareket eder ve bdylece sofjurma devir boyunca siirer.
0 halde (5.143) denklemi oyclotron rezonans kosuludur. Diger
taraftan, (5.143) denklemi gergeklenmediginde, elektronun dalga-
dan enerji sogurdugu tam devrin bir kisminda elektron dalgayla
aynir fazda olacaktir. Tam devrin kalan kiasminda elektron dal-
gayla zit fazda olup, dalgaya enerji geri verilecektir. Absorb-
siyon egrisinin sekli frekansin fonksiyonu olarak $ekil (5.22.-
b.)'deki gibidir.

Absorbsiyon egrisinin maksimumu farkedilebiliniyorsa ve
béylece cyclotron frekansi kesinlikle tanimlaniyorsa, ®;T » 1 ko-
sulu gergeklenmelidir. Bu ise, elektromun, tek bir ¢arpisma i-
¢in gegen sirede birgok cyclotron devri yapabilmesi demektir.
Bu kosul gergeklenmezse, ¢arpisma siresi egrisi, @, tek frekan-
sinin farkedilemeyecedi kadar genis olacaktir. ,T'yu mimkin ol-
dugu kadar arttirmak igin, vyaklasik 50 kilogauzs' luk g¢ok yiksek
magnetik alanlar kullanarak ®, arttirilir ve 109K gibi digik si-
caklikta numune sofutularak ¢arpisma siliresi arttirilir.

Cyclotron rezonansi genel olarak metallerde ve yariilet—--

kenlerde elektron kiitlesinin &lollmesinde kullanilir. Cyclotron
frekansi, absorbsiyon egrisinden tanamlanir ve bu deder etkin
kiitlenin hesaplanmasi ig¢in Wy=eB/m'de yerlestirilir. m'in ta-
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nimlanmasindaki dogruluk, ®y ve B'nin dogruluduna baglidir. g,
oyolotron frekansi, oézellikle laser demeti kullanilirsa, ol-
dukga dodru bir gekilde dlgllebilir ve bdéylece m dél¢iminin dog-
rulugu sadece magnetik alanin dlolminin dogrulugu ve numunenin
homojenligi ile sinirlandarilir.

5.10.2.Hall Olaya

Katilarda pozitif bosluk hareketinin oldugunu goésteren o-
laylardan biri Hall olayadir. Hall olayinin temelini olusturan
fiziksel igslem $5ekil (5.23.)'de gbsterilmektedir. Jy, elektrik
akiminin x-dogrultusunda g¢ubukta aktigini ve B, magnetik alani-
nin z-dojrultusunda ¢ubuga dik uygulandigaini varsayalam. Bunun
hem Jy'e hem de B,'ye dik, yani y-dogrultusunda ilave bir elekt-
rik alana yol acacagini gdsterecegiz.

Bunun nasil oldugunu goérmek igin ilk olarak magnetik alan
uygulanmadan énceki durumu ele alalim. Iletim elektronlaranin v
hiziyla negatif x-dogrultusunda slridklendigi pozitif x-dogrultu-
sunda akan bir elektrik akimi vardir. Magnetik alan uygulandi-
ginda F=e(v x B) Lorentz kuvveti, sekilde gosterildigi gibi e-
lektronlari asadiya dogru saptiracaktir. Yani bu durumda x-dog-
rultusunda hareket eden elektronlar magnetik alan etkisiyle g¢u-
bugun yizeyine dogru saparlar. Somug olarak elektronlar, net
bir negatif ylkiin bulundugu alt ylzeyde depolanacaktir. Ayni
zamanda elektronlarin azalmasindan dolayi ist yizeyde de pozitif
net yik ortaya ¢ikacaktar. Pozitif ve negatif yizey yiklerinin
bu birlesimi asagiya dogru bir elektrik alan olusturur, vyani
béylece alt ve iUst yizeyler arasinda bir potansiyel farka olu-
sur. DBu alana ise Hall alani denir. Kisaca Hall alani, bir
iletkenin iki yiizii arasinda gelisen bir elektrik alanadar.

Simdi bu Hall alanini hesaplayalim. 1Ilk konumda ytik biri-
kimini olusturan Fp Lorentz kuvveti negatif y-dogrultusundadar
ve degeri,

F1=-ev,B (5.144)
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(a)
—-bsx oB
+ +++t¢+++++,-F;
Hall M——Z —————— v /A—" Jx
alani (b)

Sekil 5.23. Hall alana ve Hall olayinin orjini.

Hall olaya ig¢in standart geometri.
dikdértgen kesitli c¢ubuk seklinde
bir érnek (a)'daki gibi bir B mag-
netik alanina yerlestirilir. Ug¢ e-
lektrodlara boyunca uygulanan bir
Ey elektrik alana gubuk boyunoa bir
Jy elektrik akim yodunlugu akmasina
neden olur. Elektrik alan uygulan-
diktan hemen sonra elektronlaran
siriklenme hizi (b)'de gbésterildigi
gibidir. Sapmaya magnetik alan ne-
den olur. Hall kuvveti Lorentz kuv-
vetini déngeleyinceye kadar, cubu-
gun bir yliziinde elektronlar birikir
ve Oteki ylzinde arta iyon fazlasa
olusur.

olur. $Sekle gére vy sola dogru, yani negatif oldugu igin (-)
isareti gelir. Yazey yiklerinin olusturdudu alan Lorentz kuvve-
tine zit ydénde bir kuvvet olusturur. Birikme islemi Hall kuvve-
ti Lorentz kuvvetini tamamen ortadan kaldaraincaya kadar siirer.
Yani olusan potansiyel farki odyle bir degere vyikselirki; daha
fazla elektron ylzeye dogru sapamaz. Boylece bir denge olusur.
Kararli halde elektrona etkiyen magnetik kuvvet, ylzeylerde olu-
gan elektriksel kuvvetle dengelenir, yani Hall kuvveti Lorentz
kuvvetine egit olur (Fy=F7). Buna gére Hall elektrik alana,

-efy=—evyB  veya  fy=v4B (5.145)
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seklinde tanimlanir. Olg¢llebilecek nicelikler cinsinden bu ala-
n1 tanimlamak yerinde olur. Bu amag¢la vy hizi, Jy akim yodunlu-
gu cinsinden tanimlanir. Jy akim yoJunlugu ise, (5.138) denkle-
mine gbre, Jy=n{-e)vy ile veriliyordu. Buna gdére Hall alana
igin,

§=vxB=[Jx/ (n(~e))]B=—(1/(ne))JyB (5.146)

gonuou ortaya g¢ikar. OUyleyse Hall alani hem akimla hem de mag-
netik alanla orantilidir. Oranti sabiti, yani §;/JyB, Hall sabi-
ti veya Hall katsayisi olarak adlandirilir ve Ry ile gdsterilir.
Buna gére Ry Hall sabiti,

Ry = -(1/(ne)) (5.147)

ile verilir. Ayrica € Hall alanini, @, cyclotron frekansi cin-

sinden de yazabiliriz. Bunun igin (5.138) denklemini kullanarak,

gy=—(1/(ne))JyB
=-(1/(ne)) (ne 1€,/m)B
=-(eB/m) T&,
=-Wq TEy (5.148)

elde ederiz.

{5.147) denklemi pratikte ¢ok kullanigly bir sonugtur.
Ry, n elektron yofgunluguyla ters orantili oldugundan, Hall alana
dlglilerek n tayin edilebilir. Tanimindan da goérilebilecegi gi-
bi, e arti oldugundan, serbest elektronlar 1i¢in Py eksidir.
Gergekte, elektron yojunlugunun tanimlanmasinda bu olay standart
bir tekniktir ve bu teknik oldukga degerlidir. Ginki n'den bas-
ka Ry'in bagli oldugu diger nicelik olan elektron yiki -e'de ol-
dukga dogrulukla bilinmesi gereken temel bir fiziksel sabittir.
Hall olaya ézellikle yariiletkenlerde dogrudan dogruya yik tasi-
yicilarinin yoJunlugunu bulmak ig¢in kullanilir. Cogunlukla ince
bir iletken alinir ve Hall potansiyel farki kisa kenarlar boyun-
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ca O0l¢tlir. Cizelge (5.1.), ¢esitli bilinen metallerden bazila-
rinin Hall sabitlerini veriyor.

Gizelge 5.1. Ry, Hall Sabitleri:
(Oda sicakliginda volt-m/amper-gauss olarak.)

METAL HALL SABITLERIx{10-10)
Li ~1.70
Na . -2.50
Cu ~0.55
Ag ~0.84
Au ~-0.72
Zn +0.30
cd ‘ +0.60
Al -0.30

Hall sabitinin diger bir vyararli tarafi isaretinin akam
tagiyicilarinin ylkinlin igaretine badli olusudur. Béylece nega-
tif yukld elektronlar negatif Hall sabitine neden olurlar. Ter-
31 durumunda pozitif yliklli holler tarafindan iletimden ortaya
¢ikan Hall sabiti pozitiftir. Boylece Ry’ in isareti, Ozellikle
variiletkenler halinde olduk¢a degerli bir bilgi olan tasivioci-
larin igaretini belirtmektedir. Ornegin, Zn ve Cd’un Hall sa-
bitleri bu elementlerde akimin holler tarafindan tagindigani
gosterecek gekilde pozitiftir.

Yukaridaki analiz, magnetik alanin mevcut olmasi halinde,
tasinim isleminin diger bir ilgin¢ goriniisiini sergilemektedir:
x~dogrultusunda akan akimin kendisi alan tarafindan etkilenmez.
Boylece elektriksel diren¢ magnetik alandan bag§imsizdir. Nega-
tif yonde olsa bile, bu sonug, beklenmemesi nedeniyle, ilging-
tir. Jy'i etkileme egilimindeki, alana ait Lorentz kuvveti, e-
lektronlarin numunenin ic¢inde yatay olarak, alani ortadan kaldi-
racak yoénde akmasi suretiyle Hall kuvveti tarafindan dengelene-
cektir.
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6.SONUG

Bugin kullandigimiz maddelerin ¢odunu katilar olusturmak-
tadir. Derinligine ozelliklerini anlayabildigimiz katilar ise
saf ve tek kristal yapida olanlardir. Bu gergedi gézéninde tu-
tarak basit kristal yapilardan karmasik yapilara dodru giderek
kristal yapi1 incelenebilir, :

Periyodik cetvele baktigimizda da katilarin onemli bir
kismini metallerin olusturdugunu gérmekteyiz. Bu nedenle, me-
tallerin ginlik yasantimizda birgok kullanim alanlari vardir ve
arastiricilar; metallerin 6zellikleri hakkinda birgok kuramsal
ve deneysel bulgular ortaya koymuslardar. Bu bulgularda ise,
kristal iginde hareket edebilen serbest elektronlaran ¢ok yiiksek
bir konsantrasyonunun mevcut oldugu varsayilmistir ve bu varsa-
yima dayanarak birgok teoriler gelistirilmistir. Bunlarin bir
gofu ise kuantum teorisine dayanmaktadar.

Bu calismada da, kristalde elektron dinamigini incelemek
igin ilk basta kristal yapinin anlami tzerinde durulmus ve yapi-
y1 tanimlamada kullanilan bazi temel matematiksel kavramlardan
bahsedilmistir. Daha sonra kristallerin baglanmalarina neden o-
lan atomlar arasi kuvvetler ele alinmis ve sonug olarak bu kuv-
vetlerin,; ¢ekici kuvvet ve itici kuvvet olmak lzere iki pargadan
meydana geldigi gérilmistir. Bunu takiben, metallerin 6zellik-
lerini agiklayan ve temel kuantum teorilerinden biri olan Som-
merfeld’'in serbest elektron teorisi incelenmistir. Bu teoride;
katilardaki elektronlarin hareketini incelerken; kristal potan-
siyeli gozoénine alinmamistir. Fakat, bazi etkileri ve deneysel
sonuglary niceliksel olarak a¢iklamak istersek, bu potansiyeli
tamamen ihmal edemiyecegimiz ifade edilmistir. Son bdlimde ise,
katilarda enerji bant kavrami ele alinmistir. Bunun ig¢in, ilk
énce atomlar bir katiyal olusturacak sekilde bir araya gelirler-
ken serbest atomun spektrumunun nasil bir degismeye ugradiga
goésterilmistir. Ardindan Sommerfeld’'in kuantum teorisinin ek-
siklerini tamamlayan ve Bloch tarafindan ileri siuriilen Bloch te-
oremi anlatilmistir. Daha sonra, katilarda bant kavramini ana-
litik olarak gosteren Kronig-Penney modeli islenmistir. Bu mo-
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del, gergege tam olarak uymamakla birlikte, periyodik érgiilerde
elektronlarin kuantum davraniginin énemli karakteristik o6zellik-
lerinin ¢odunu ag¢iklamaya yardim eder. Daha sonra, hem elektrik
alanda hem de magnetik alanda elektron dinamigi ayri ayri ele
alinmigtar. Ayrica, kristal momentumu, etkin kitle ve etkin
kiitlenin fiziksel orijini kavramlari ag¢iklanmigtir. Son olarak
da, tamamen zit goérislerden yola ¢ikan, fakat ayni niteliksel
sonuglara yol agan, bir atomik diizeyin katidaki atomlar arasin-
daki etkilesmelerin sonucu olarak bir banda nasil genisledigini
gbésteren serbest-elektron yaklasimi ile siki-baglanma yaklagim
incelenmistir. Bu yaklagimlarda, herbir atomik diizeyin kendisi-
ne karsilik gelen banda yol agtiga ve herbir bandin kaynaklandi-
g1 atomik diizeyin karakterini yansattaiga gorilmistir.
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