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OZET 

Makro~kopik bir si~tem, atomlar yada melektiller gibi bir­
çok mikroskopik parçacıktan oluşur. Istatistik fizik olarak bi­
linen bilim dalı, bir parçacıklar sisteminin makroskopik öze 1-
likleriyl~, mikroskopik özellikleri arasında baglantı kurar. 
Gerçekte, istatistik fizik, moleküler fizik ve klasik fizik ara­
sında bir , köprüdür. Bir sistemdeki parçacıkların hareket lerini 
tek tek incelemek çok.zordur. Bu yüzden istatistiksel bir yak­
laşım yapmak gereklidir. 

Istatistik fizik Boltzmann ve Maxwell tarafından 19.yy. da 
geliştirilmiştir. Bu bilim dalı, bir gaz sistemi gibi klasik 
problemlere bir metal içindeki serbest elektr0nlar gibi ve bir 
kutudaki fotonlar gibi kuantum mekaniksel problemlere uygulana­
bilir. Kuantum olasılık kavramları laser fiziğinde ve yarı 

iletkenler fiziginde çok önemlidir. Bir gazdaki moleküler hız­

ları hesaplamak için klasik dagılım daha etkilidir. Çünkü gaz 
parçacıkları, klasik dagılıma uygun davranış gösterirler. Elekt­
ronlar ve fotonlar kuantum istatistiksel dagılımına uygun davra­
nış gösterirler. 

Bu çalışmada, istatistik fizikteki temel kavramlar .açık­
lanmıştır, ve istatistiksel olasılık dagılım fonksiyonları elde 
edilmiştir. Daha sorıra istatistiksel yöntemlerin fiziksel sis­
temlere uygulamaları incelenmiştir. Sonuç olarak, istatistiksel 
dagılım fonksiyonları kıyaslanmıştır. 
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SUMMARY 

A macroscopic system consists of many microscopic partic­
les such as atoms or molecules. The branch of science called 

statistical physics is related between macroscopic and microsco­
pic properties of the particles in a system. Statistical phy­
sics, essentially, is a bridge between malecular physics and 

ı 

classical physics. To examine the matian of particles in a sys-
tem one by one is very difficult. Therefore, a statistical app­
roach is necessary. 

Stat,istical physics was developed in 19th. century by Max-
well and Boltzmann. This branch of science is applicable to 

classical .problems such as molecules in gases and to quantum 

mechanical. problems such as free electrons in metals and as well 

as photons in a box. The quantum mechanical probability con-
cepts are ' very important in laser and semiconductor physics. 
Classical probability concepts are more effective than the cal­

culation of malecular velocities in a gas. Because, particles 
of a gas behaviour according to classical distribution. Elect­
rens and 'photons behaviour according to quantum statistical 

distributions. 

In this study, basic oonoepts were explained in statisti­
cal physios, and statistical probability distribution functions 

w ere obtained. The n, applica tions of s ta tistical methods w ere 
expUüned 'for physical system. Consequently, probability dist­

ribution functions were comparedin this context. 



V 

TEŞEKKüR 

Bu çalışmayı, yüksek lisans tezi olarak veren ve bilgi ve 
tecrübeleriyle beni yönlendiren danışman hocam Sayın Yrd. Doç. 
Dr. Naci EKEM'e, çalışmalarım sırasında bana yardımcı olan bölüm 
başkanımız Sayın Prof. M.S. KILIÇKAYA'ya ,tezin yazılması sıra­

sında benden yardımlarını esirgemeyen arkadaşım Ercan UÇGUN'a ve 
teknisyen Zülkarni DEL1L'e teşekkür ederim. 



vi 

!Ç!NDEK!LER 

Sayfa 

OZET iii 

SUMMA.RY .. , ............................................. ; . . ıv 

ŞEK!LLER D!Z!N! ........................................... viii 

Ç!ZELGELER D!Z!N! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix 

s :tMGELER D!Z!N! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . X 

1. GIR!Ş ı 

2 . BAZI TEMEL TANIMLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 

2.1. İstatistiksel Denge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 

2.2. Makroskopik ve Mikroskopik Durum . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 

2. 3. Kuantum Durumları . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 

2.4. Girilebilir Durumlar 

2.5. Temel Postülatlar ....... . 

10 

ll 

2, 6. İstatistiksel Ağırlık . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ll 

2. 7. Mi~rodurum Yo<:Junluğu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 

2.8. Olasılıktaki Temel Kavramlar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 

2. 8. ı. Rassal Deney . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 

2. 8. 2. o'ıasılık Kavramı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 

2.8.3.Rassal Değişken Kavramı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 



vii 

!Ç!NDEK!LER (devam) 

2.8.4.0lasılık Fonksiyonları 18 

2.8.4.1.Kesikli Rassal Değişkenin Olasılık Fonksiyonu . . 19 

2.8.4.2.0lasılık Yogunluk Fonksiyonu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 

2.8.5.Dağılım Fonksiyonu 21 

3. DAGILIM FONKS!YONLARI 23 

3.1. Maxwell-Boltzmann Dağılımı 24 

3.2. Bose-Einstein Dağılımı 30 

3.3.Fermi-Dirac Dağılımı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 

4.ISTATISTIG1N FIZIKSEL SISTEMLERE UYGULANMASI 37 

4.1.İstatistiğin Gazlara Uygulanması . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 

4.2.Foton Gazı ve Siyah Cisim Işıması . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 

4.3.Elektron Gazı 50 

4.4.Enerji ve Basıncın Üleşim Fonksiyonundan 
Elde Edilmesi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 

5 . SONUÇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 7 

KAYNAKLAR DiZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 

EKLER 

EK l.Stirling Yaklaşımının Çıkarılması 
EK 2.Gauss !ntegralleri 
EK 3.Gama ve Zeta Fonksiyonları 



ŞEKİLLER DiZİNİ 

Şekil 

2.1. !ki ucundan sıkıştırılmış bir teldeki dalgalar 
2.2. X sürekli ve f(x) olasılık yoğunluk fonksiyonu 

vii i 

Sayfa 

6 

iken P{ a<xs:b} olasılığı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 
4.1. Kapalı bir kaptabulunan gazdaki moleküllerin 

hız değerlerinin hız uzayındaki gösterilişi . . . . . . . . . . 31 
4.2. Gaz malaküllerinin hız dağılım fonksiyonunun 

grafiği . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 
4.3. Maxwe1l-Boltzmann hız dağılım eğrisinin üç ayrı 

sıcak'lık için aldığı görünüm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 
4.4. Sabit bir sıcaklıkta hız dağılım eğrisi üzerindeki 

en olası hız ( V m), ortalama hız ( V) ve etkin hız 
(<V>) değerleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 

4. 5. Maxwell hız dağılım ilkesini deneyle doğrulamak 
Mnac.ı .i.le Lambert Uırafından kullr.ırul.oın düzon<~k :n 

4.6. Herbir kenarı L uzunluğunda iç yüzeyleri iyi 
yansıtıcı olan küpün kesiti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 

4. 7. Olasıiık fonksiyonunun T=OOK de enerjiye göre 
değış.ımı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 

4.8. Olasılık fonksiyonunun sıcaklıkla değişimi ............ 46 
4.9. Sıcaklığınartmasıyla metal içindeki serbest 

elektronlardan enerjisi Ef Fermi enerjisinden 
büyük olanların sayısı giderek artacağı için 
Fermi-Dirac dağılım eğrisinde meydana gelen 
değiş·im ..................... ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 7 



ıx 

ÇiZELGELER D!Z!N1 

Cizelge Sayfa 

2.1. Sıfır spinli bir parçacıkta enerji düzeyleri . . . . . . . . 10 
' EK 2. Gauss integrallerinin birkaç değeri ................ . 

EK 3. n nın yarıtamsayı değerleri için Gama fonksiyonlarının 
birkaç değeri ..... : . ................................ . 

EK 3. s nın bazı değerleri için Gama fonksiyonları ....... . 
EK 3. s nin bazı değerleri ıçın Zeta fonksiyonları 
EK 3. s nin bazı değerleri için (6) integralinin aldığı 

değerler ........................................... . 



Simgeler 

n· 
ı 

E 

H 

1Jf 

p 

m 

A. 
L 

gn 
O(E) 

p(E) 
<D (E) 

R 

V 

gi 
A 

a 
p 
k 

T 

V 

<V> 

SİMGELER D!Z!N! 

Acıklama 

Toplam parçacık sayısı 

Kuantalaştırılmış durumların enerjisi 

Kuantal~ştırılmış enerji durumundaki parçacık 

sayısı 

Toplam enerji 
ilamiltonyen 

Dalga fonksiyonu 
Moment um 
Kütle 

Dalgaboyu 
Uzunluk 
Kuantum sayıları 

Evrensel Planck sabiti 
Çakışma sayısı 

Mikrodurum sayısı 

Mikrodurum yo~nlu~ 

E enerjisinin altında bir enerJı degerine sahip 
mikrodurumların sayısı 

Küre yarıçapı 
Hacim 
İstatistiksel agırlık 

Lagrange çarpanı 

Lagrange çarpanı 

Lagrange çarpanı 
Boltzmann sabiti 
Sıcaklık 

Yörüngesel açısal momentum sayısı 

Fermi enerji düzeyi 
Kinetik enerji 

Basınç 

Hız 

Ortalama hız 
Etkin hız 

X 



Simgeler 

V m 
f ( V) 

Dı,D2 

qı 

w 
f 

t 
1) 

k 

(J 

z 
s 

S!MGELER D!Z!N!(devam) 

Acıklama 

En olası hız 
Hız dagılım fonksiyonu 
Metal diskler 

Faz açısı 
Açısal hız 

Dönme frekansı 
Zaman 
Işınım frekansı 

Dalganın yayılma vektörü 
Birim b.az vektörler 
Işık hızı 

Stefan-Boltzmann sabiti 
Üleşim fonksiyonu 
Entropi 

xı 



1 

1 .GİRİŞ: 

Bir sistemin makroskopik özelliklerinin, sistemi oluşturan 
pilrçı?ı.cıklaırın bireysel hareketlerine ilişkin yeni kavramların 

kullanılarak incelenmesi Istatistik Fizigi oluşturur. Eger par­
çacıkların bireysel hareketlerine dayalı yeni kavramlar klasik 
fizik yasalarına göre incelenmiş ise bu kavramların ku1lanılma­

sıyla türetilen istatistik fizik, Klasik İstatistik Fizik adını 
alır. Ote yandan kuantum mekaniksel yasalara dayalı olarak 
oluşturula,n istatistik fizige de Kuantum İstatistik Fizik adı 

verilir. 

Maddeyi oluşturan atomların ve moleküllerin davranışı ve 
mikroskopik özellikleri, kuantum mekanik yasalarınca, tüm ayrın­
tısı ile belirlenebilmektedir. Bu durumda atomların ve molekül­
lerin mikroskopik özelliklerini belirleyen aynı kuantum mekanik­
sel yasalar kullanılarak çok sayıda parçacıktan oluşan sistemle­
rin, makroskopik özelliklerinin de incelenebilecegi beklenebi­
lir. Bununla beraber, kuantum mekaniginde bir tek parçacık için 
hareket denklemi yazıp çözüme gidilebiliyorsa da, makroskopik 
sistemin çok sayıda par~acıktan oluşmasının yarattığı güçlük 
böyle bir incelerneyi oldukça zorlaştırır·. 

Bunun gibi nedenler, Avagadro sayısına yakın sayıda parça­
cıktan oluşan çok parçacıklı bir sistemin makroskopik özellikle­
rinin inc~lenmesinin çok zor olacagını göstermektedir. Bu soru­
nu çözmenin yolu, bir sistemin ölçülebilen makroskopik özellik-
lerine istatistiksel bir yapı kazandırmaktır. Yani bir siste-
min herhangi bir makroskopik davranışının, o sistemi meydana ge-
tiren parçacıkların her birinin mikroskopik davranışlarının 
talamasına karşı geldiğini düşünmektir. 

. 
or-

Bu şekilde çok sayıda parçacıktan oluşan bir sistemde öl­

çülebilen: makroskopik özelliklerin incelanebilmesi için siste­
me, kendi~ini oluşturan parçacıkların mikroskopik davranışları­
nın ayrı~tılarına inmeden, olasılık kavramlarının uygulannusı 

istatistik fizik yöntemini oluşturur. 
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Du iSLati.slik::ıul yöntem, çok scı.yıdaki atomlar ve molekül-
ı 

ler için geçerli oldu<ju gibi fotonlar, katılardaki esnek dalga-

lar ve kuantum mekaniğindaki dalga fonksiyonları için de geçer­

lidir. Bundan dolayı istatistiksel yöntem, klasik termedinamik 
yöntemden daha üstün ve daha çok uygulama alanına sahip olan bir 

yöntemdir. 

l:1akrqskopik niceliklerin istatistiksel yöntemlerle ince­

lenmesinde ele alınan kuantum durumları yerine, sistemi oluştu-
' ran parçacıkların hızlarını ele alarak yapılan inceleme Kinetik 

Teori adını. alır. Kinetik Teori, klasik fizik yasalarını siste­

min molekülsel yapısına uygulayıp, makroskopik niceliklerin bü­
yüklüklerini bulmaya çalışır. Daha sonra da bulunan nicelikler­
le moleküllerin hareketleri arasında ilişki kurar. 
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2.BAZI TEMEL TANIMLAR: 

2.1.1statistiksel Denge: 

!st~tistik Fizik, çok sayıda tanecikten oluşan sistemlerin 

makroskop~k özelliklerini, her bir taneciğin ayrıntılı hareke­

tini gözününe almaksızın, olasılık kavramlarını uygulamaya yö­

nelik yöntemleri içermekteydi. 

Çok sayıda tanecikten oluşan bir sistemi, istatistik fi­

zikle incelerken, herbir taneci~in kendine özgü bireysel hare­

keti incelenmese bile sahip oldu~ dinamik hal hakkında bazı 

varsayımlar yapmak gereklidir. Bunun içinde tanecikler in sahip 

olabilecekleri farklı dinamik hallere, nasıl da~ıtılabilecekle­

rinin ola:sılıqı gözönüne alınır. Böyle bir olasılık kavramını 
ı 

işin içine sokmak, sözkonusu taneciklerin hiçbir kurala uymaksı-

zın tümüyle rastgele hareket etmekte olduklarını ifade etmek de­

ğildir. Bu yalnızca, sistemi oluşturan taneciklerin mümkün ku­

antum durumlarını değerlendirmeye ilişkin yöntemle ilgilidir. 

Büyük bir sayıda N tane parçacıktan oluşan bir sistemi gö­

zönüne alalım. Her bir parçacığın E1,E2,E3, ... gibi ayrık ve ku­

antalaştırılmış enerji durumlarında bulunması mümkün olsun. Be­

lirli bir t anında nı tane parçacık Eı enerjisini, n2 tane par-

çacık E2 enerjisini, n3 tane parçacık E3 enerjisini içeriyorsa, 

toplam paEçacık sayısı için 

( 2. ı) 

ve sistemin toplam enerjisi için de 

(2.2) 

yazabiliriz. Eş. ( 2. 2), sistem içinde tanecikler arasında etki­

leşma olm~dığı zaman geçerlidir. Eğer. sistemi oluşturan tane­

cikler arasında, sistemin enerjisine katkıda bulunan bir etki-
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leşme olsaydı 

E-')n·"·ı)r. · 1·,_,J· 
-~ .l'-l JLl.J , ... ( 2. 3) 

yazmak gerekecekti. 

Yalıtılmış bir sistemi gozonune alırsak, yani dışarısıy­

la. hiçbir 'ısı alışverişi bulunmuyorsa, enerjinin korunumu ilke­

sine göre :sistemin enerjisi sabit kalır. Ancak, sistemi oluştu:_ 

ran parçabıkların birbirleriyle çarpışmalarından parçacıkların 

enerjileri degişir. Parçacıklar arasındaki çarpışmalar, bunların 

bir kuantum durumundan başka bir kuantum durumuna geçişlerine ve 
aynı kuantum durumunda bulunan parçacıkların da sayısının de­

gişmesine ;neden olur. Bu durumda parçacıkların mümkün kuantum 

durumlarına da~ıtımı da zamanla de~işebilecektir. Bununla 

beraber sistemin, makroskopik fiziksel büyüklüklerle belirlenen 

makroskopik durumuna bir da~ılım karşılık gelmelidir. Yani bir 

parçacık sistemi verildi~inde bunun parçacık sayısı, toplam 

enerjisi ~e her bir parçacı~ın yapısı ile belirlenen en muhtemel 

da~ılım vardır. Bu da~ılımla ifade edilen sistem, dışarıdan 

herhangi bir etkiyle karşılaşmadı~ı sür-ace denge durumunu korur. 

Sistemde her bir parçacı~ın bu en muhtemel da~ılım uyarınca, bir 

kuantum durumunda bulunması halinde sistemin istatistiksel den­

gede oldu~u söylenir. 

Her · bir e ne rj i düzeyinde kaç tane parçacıgın bulunduğunu 

gösteren nı,n2, ..... dagıtım sayıları, en olası dagılıma karşılık 

gelen istatistiksel denge durumunda sahip oldukları değerler et­

rafında küçük sapmalar gösterebilirler. Fakat bu makroskopik öl­

çekte çok • küçüktür. İstatistiksel dengeye etkisi dikkate alın-

maz. 

2.2.Makroskopik ve Mikroskopik Durum: 

!statistik fiziğin ele aldıgı bir sistem, çok sayıda atom 

ya da molekülden oluştuğu için, çoğu zaman çok sayıda dinamik 

serbestlik derecesine sahiptir. Böyle bir sistemde, sadece sı­

caklık, enerji ve basınç gibi fiziksel niceliklerin ölçülmesi 
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ile belirlenen duruma o sistemin makroskopik durumu adı verilir. 

Diğer yandan, bu sistemi oluşturan parçacıklardan her bi­

rinin konı.im ve momentumunun ayrı ayrı belirlenmesi o sistemin 

mikroskopik durumunu oluşturur. Enerji gibi bir nicelig-in be­

lirlenmesinde sistemin mikroskopik durumlarının ayrıntılı olarak 

bilinmesi gerekmemektedir. örneg-in sistemin enerjisi, sistemi . 
oluşturan parçacıkların enerjilerinin toplamı olacaktır. 

Enerjiyi bulmak için, sistemin mikroskopik durumlarının 

bilinmesin'e gerek kalmadan, belli bir enerji deg-erine sahip olan 

kaç tane parçacık bulundug-unu bilmek yeterli olacaktır. Başka 

bir deyiş~e, bir sistemde parçacıkların özelliklerine bakılmak­

sızın her enerji durumunda kaç tane parçacık oldugunu saptamak, 

o sistemin makroskopik durumunu oluşturmak demektir. 

2.3.Kuantum Durumları: 

Kuantum mekanig-inde, Heisenberg belirsizlik ilkesine göre 

konum ve ,momentum aynı anda belirlenemedig-inden, klasik fizik 

anlamını yitirir. Bu nedenle kuantum istatistik fizikte geçerli 

olan mikroskopik durum tanımı, tamamen kuantum mekanik. ilkeleri-
, 

ne göre yapılır. 

Kuantum mekanig-ine göre, bir sistemin durumu 

(2.4) 

denklemi ile uyuşan kuantum durumlarından biridir. Burada, H 

sistemin enerji hamiltonyeni; V n kuantum durumunu belirleyen n, 
dalga fonksiyonu ve En de n kuantum durumuna karşı gelen enerji 

değeridir.' Buna göre kuantum istatistik fizikte mikroskopik du­

rumlar, n kuantum sayısının belirlediği kuantum durumlan.na kar­

şılık gelmektedir. Kütlesi m, momentumu p oları bir parçacığın 

enerji hamilt.onyeni 
ı 



6 
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dir. (Özemre. 1978). Bu parçacı~ın kuantum durumunu inceleyelim. 

Sch~ödinger denklemi, iki ucundan sıkıştırılmış bir telde­
ki enine d;,lgilbr.·:ın yay1.lrnasını ifade eden dalga denklemine ben­

zer(Şekil 2.1) 

E 

9 t----+---+----1 

o L 

Şekil 2.1. İki ucundan sıkıştırılmış bir 
teldeki dalqalar. 

Şekle göre durgun dalgaların olası dalga boyu 

An=2L/n 

dir. Bur.;;ı.da 

n=l, 2, 3 .... 

(2.6) 

(2.7) 

gibi tamsayı degerler alır ve karın noktalarının sayısını be..:. 
lirler. 

Bir durgun dalga, .ters yönlerde yayılan iki dalganın telin 
uç kısım],arında yarısımasından oluşur. Buna göre, bir serbest 
parçacıgın bir dogru üzerinde ileri geri hareket etmesi ve uç 
noktalarda esnek çarpışma yapması tam olarak bir durgun dalgaya 
karşılık gelir. Başka bir deyişle, kuantum mekaniginde bir par-
çacık demek, Schrödinger dalgası demektir. 
çaçıgın momenturuunu 

Bu durumda par-
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P =hiA n n 

Pn=(h/2L)n (2.8) 

şeklinde ifade edebiliriz. (Erbil. 1989). 

Eğer parçacık kenar uzunlugu L olan bir küp içinde hareket 
ediyorsa, bu harekete karşı gelen momentumun, küpün kenarlarına 

ı 

panı.lel olan bir (X,Y,Z) dik kartezyen koordinat sistemindeki 
bileşenleri 

Px=(h/2L)rıx (2.9a) 

Py=(h/2L)ny (2.9b) 

P2 =(h/2L)n2 (2._9c) 

bağıntıları ile verilebilir. Burada nx, ny, nz kuantum sayıları­

dır ve herbiri 1,2,3, ... gibi değerler alır. Öte yandan parçacı­

ğın bileşke momentumu 

(2.10) 

dir. Burada 

(2.11) 

olarak d;üşünülmüştür. Buna göre parçacıgın enerjisi (2. 5) ba­

ğıntısırıa göre 

( 2. 12) 
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olacaktır. Bu bağıntı gösteriyor ki, parçacığın enerjisi n2 ye 
bağlı olduğu için, momentum vektörünün doğrultusuna değil, sade­
ce büyüklü9üne bağlıdır. 

Par~acığın hareket ettiği kabın hacmi Y=L3 ise, 

şeklinde de ifade edilebilir. Bu bagıntı herhangi bir şekle sa­
hip başka bir kap içinde de geçerlidir. Ancak kabın boyutları 

Schrödinger dalga boyundan büyük olmalıdır. Örnegin kenarları 

Lx,Ly,Lz olan dikdörtgen şeklindeki bir kap için, 

( 2 ' 14) 

olarak yazQlabilir. 

Bu ~on bağıntıdaki nx,ny,nz kuantum sayıları, enerjisi En 

olan parçacığın enerji durumlarını belirler. Buna göre n2 nin 
L:ukLı clege.ı:le1.iııu kıu:şı gelen enerji degerleı:i p<HÇltGJ.gın 

enerji düzıeylerine karşı gelir. 

Ayq.oa momentum vektörü, rıx, ny ve nz kuantum sayılarına 

bağlı old~gu için, momentum vektörünün farklı doğrultuları, par­
çacığın farklı enerji durumlarını belirler.Bir parçacığın farklı 

ı 

enerji du~umlarından bazıları aynı enerji değerine sahip olabi-
lir. YanJ.. bir enerji düzeyi birden fazla durumdan oluşabilir. 

Böyle enerji düzeylerine çakışık enerji düzeyleri denir. Çakı­

şık enerji. düzeyini oluşturan enerji durumlarının sayısına da 
çakışma sayısı denir ve gn ile gösterilir. 9n=O, 1, 2 ... gibi de­

ğerler alır. 

Buna göre, bir parçacığın n inci enerji düzeyi 9n-katlı 

çakışık i~e, bu parçacığın En enerji değerine karşı gelen 9n ta-
' ne farklı,enerji durumu vardır denir. 

' ' 

çakışık olmayan enerji düzeyi denir. 
tek enerj)i durumundan oluşmuştur. 

enerji dü~eyi de denir. 

gn=l olan enerji düzeyine 
Yani bu enerji düzeyi bir 
B~na çogu kez, tek-katlı 
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Enerıji düzeylerinin çakışık olmasını daha iyi anlamak için 

Çizelge (2 1.1). deki örne~i ele alalım. Örnekte, kenar uzunluk-
ı 

ları L ola;n bir kap içindeki, sıfır spinli bir parçacı~ın enerji 

düzeylerin~n, nx,ny,nz kuantum sayılarıliın alaca~ı de~erlere gö­

re nasıl de9"işti9"i görülmektedir. (Apaydın. 1988). 

Çizelgede görüldüğü gibi parçacı~ın en düşük enerji düze­

yi, nx=nylnz=l olan kuantum sayılarına karşı gelen taban enerji 

düzeyidir, ve tek katlıdır, yani çakışık de~ildir. Fakat par­

çacı9"ın bırinci uyarılmış enerji düzeyi, 3h2/4mL2 lik bir ener-
i iye sahiptir. Bu enerji degerine sahip olan, 

(nx=2, ny=l, nz=l) 

(nx"=l, ny=2, nz=l) 

(nx.:hı, ny=l, nz=2) 

gibi üç ayrı kuantum durumu vardır. Bu kuantum durumlarının 

herbiri bir mikroskopik duruma karşı gelir. Böylece parçacı~ın 

3h2/4mL2 enerji de~erine sahip en olası makroskopik durumu çi­

zelgedekiımikroskopik durumlardan oluşmaktadır. 

Eğeır incelenen parçacık, sıfırdan farklı bir spine sahip 
J.se enerji düzeylerinin herbiri fazladan (2J+l) katlı çakışık 

olabilir.Burada J parçacığın spin kuantum sayısıdır. (Ekem. 1987) 

De~ge durumunda bulunan bir sistemin, yapılan makroskopik 

gözlemleri süresince degişmez oldu~nu söylemek, sistemin mikros­

kopik özeillikleri yönünden de~işmez oldu~nu söylemek demek de­

ğildir. 'Yani makroskopik özellikleri yönünden denge· durumunda 

olan bir sistemin hangi mikroskopik durumunda bulundu~nu kesin­

likle söylemek olanaksızdır. Böyle bir sistemde yapılabilecek 

tek şey, isistemin tüm olası durumları için bir olasılık tanımla­
maktır. :Bu durum bizi, istatistik fiziğin temel postülatlarına 

götürür 
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Çizelge 2.1. Sıfır Spinli Bir Parçaoıkta Enerji Düzeyleri 

. ' 
ı 

nx ny i nz 

. ----------·----·---·--·-·--------------------~--------

1 
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1 ! 1 

1 1 

2 2 

ı ! 2 

--------
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2 
') 
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2 
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3 

2 ı 2 

0 
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1 
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ı 

2 

2 

3 

3 

ı 

3 1 Tek-katlı enerji düzeyi 

6 3 Üç-katlı ı. uyarılmış enerji düzeyi 

9 3 Üç-katlı 2. uyarılmış enerji düzeyi 

ll 3 Üç-katlı 3. uyarılmış enerji düzeyi 

ı2 ı Tek-katlı 4. uyarılmış enerji düzeyi 

ı4 6 Altı-katlı 5 .. uyarılmış enerJı düzeyi 

--- -'- --------------------
3 2 

2 3 

2 2 

2 

2 
3 

ı7 3 

2.4.Giril~bilir Durumlar: 

Üç-katlı 6. uyarılmış enerji düzeyi 

Çiz;elgede yapılan incelemeden "N tane parçacıktan oluşan 

bir sistemde çok sayıda kuantum durumu vardır" sonucuna varı-
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labilir. Sistemin, bu kuantum durumlarından hangisinde bulundu­
ğunu söylemenin hiçbir yolu yoktur. Ancak incelenen sistem hak­
kında baz:ı, bilgilerin önceden bilinmesi, kuantum durumları hak­
kında, da~a kesin olmaya yarayabilir. Orne~in sistemin enerjisi 
önceden biliniyorsa, sistemin bu enerji ile uyum içinde olan ku­
antı.;ım durumlarının herhangi birinde bulunabileceği söylenebilir. 
İşte bu tür kuantum durumlarına, sistemin girilebilir kuantum 
durumları 'denir. 

2. 5. Temel 'Postülatlar: 

Birinci Postülat:Girilebilir durumların herbirinde eşit 

olasılıkla bulunabilen bir sistem denge durumundadır. 

!kinci Postülat:Bir sistem başlangıçta girilebilir du­
rumların ;herbirinde eşit olasılıkla bulunamıyorsa, bu sistem 
dengede de~ildir. Sistem zamanla girilebilir durumların her­
birinde eşit olasılıkla bulunabilir ve denge durumuna gelebilir. 

Üçüncü· Postülat: Eğer yalıtık bir sistem denge durumunda 
ı'ıc, giriılebilir durumların herbirinde eşit olasılıkla buluna­
bilir. 

2.6.1statistiksel Ağırlık: 

1st;atistik Fiziğin ele aldıgı ve denge durumunda bulunan 
i 

makroskopik sistemlerin temel özelli~i, sistemi oluşturan parça-
cıkların ,enerji durumlarında en olası gelişigüzel bir dağılım 

göstermesidir. Bir parçacıklar sisteminin en olası gelişigüzel 
dağılımı,: o sistemin makroskopik durumunu belirler. Makroskopik 
durumda çbk sayıda mikroskopik durumdan oluşmaktadır. 

Bir sistemin herhangi bir makroskopik durumuna karşı gelen 
eşit ola~ılıklı mikroskopik durumların sayısına bu İnakroskopik 
durumun i!statistiksel ağırlığı denir. 

i 



2.7.Mikrodurum YoğunluğU: 
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Çokj sayıda parçacıktan oluşan bir sistem, kuantum fiziği 

içinde tanımlanabilir. Bunun içinde, sistemin hamiltonyen ope­

ratörü H 1nin tanımlanması ve daha sonrada H özde<jerleri ve öz­

fonksiyonlarının saptanması gerekmektedir. H nin özde<jerleri, 

sistemin ~labileceği mümkün enerji düzeylerini verir. Bunların 

tümü bir 1 sistemin kuantalaştırılmış enerji spektrumunu oluş­

turur. ~umkün enerji düzeylerinin ayrık olması, bunların sayı-
ı 

labilmelepine olanak sağlar. 

Kuantum fiziğinde, birkaç parçacıktan oluşen bir sistemin 
' ! • 

spektrumunun tanımladığı enerJı düzeylerinin, kuantalaştırma 

olayını zı:çık olarak yansıtacak şekilde ayrık olmalarına karşı­

lık, çok ;sayıda parçacıktan oluşan büyük sistemlerde de enerji­

lerin ku~ntalaştırılması varolmakla beraber peşpeşe iki enerji 

düzeyi arasındaki fark gitgide o kadar azalır ki spektrum ayrık 

durumdan 1 farklı olarak parçacık sayısı N arttıkça adeta sürekli 

bir spekt:rum durumu gösterir. 

Di~er yandan Heisenberg' in belirsizlik bağıntılarına göre 

belirli bir enerji düzeyi ile bu düzeyi ölçmek için geçen zaman 

arasında 

bağıntısi vardır. (Sproull. 1980). Bu belirsizlik bağıntısı bir 

sistemin: özenerjilerinin kesinlikle ölç·\ilebilmesine engel olur. 

Bundan dıblayı, çok sayıda parçacıktan oluşan bir sistemin mümkün 

enerji düzeylerinin sayımını kolaylaştırmak için;ÖE makroskopik 

ölçeğe g~re çok küçük fakat mikroskopik ölçeğe göre ise peşpeşe 
iki enerji düzeyi arasındaki farktan çok büyük bir eneq ı ara­

lığı ol~k üzere, sistemin bütün spektrumunu aynı ÖE genişliğine 

sahip aralıklara bölelim. Bu durumda ÖE aralığı, böyle bir sis-
ı 

temin mür~ün enerji düzeylerinden pekçoğUnu içerebilecektir. 

Eğier E ile E+ÖE enerjileri arasında kalan enerji düzeyle­

rinin sayısını, ya da başka bir deyişle sistemin mikrodurumları-
ı 

nın say~sını O(E) ile gösterirs~k, ÖE nin makroskopik yönden 
ı 
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çok küçük 9lması nedeniyle, bu sayı ÖE ile orantılı olacaktır. 

i O (E ) =P ( E ) o E (2.15) 

Bu ifaded~ki p(E) ye mikrodurum yo~nlu~ adı verilir. p(E), 

belirli bi~ E enerjisi için, birim enerji başına düşen durum sa­
yısını gösterir. 

o(E)i nin çok sayıda özenerji düzeyi içermesi nedeniyle bir 
ô(E) aralı~ından daha sonraki o(E) aralığına geçildiğinde, O(E) 
çok az degiiı;;miş oJaoakLu. Bu yüzden, O(E:) ye E orıcrji degiş­

keninin sürekli bir fonksiyonu gözüyle bakılabilir. 

i 

Şim9i eğer ~(E) ile E nin altında bir enerji değerine sa-

hip mikrodiurumların sayısını gösterirsek, E ile E+ÖE enerji dü­

zeyleri atasındaki mikrodurumların sayısı olan O(E) nin, ~(E) 

cinsinden 

'O(E)=~(E+ÖE)-~(E) 
! 

: O (E)= (d <lı 1 dE) öE 

ifadesiyle! verilebileceği kolaylıkla görülebilir . 

(2.16) 

. Eş(2.15) ile (2.16) nın kıyaslanmasından mikrodurum yo~n­
lu~nun 

: p (E)= ( d<l> 1 dE) (2.17) 

oldugu anJ!aşılmaktadır. ( Ozemre. 1987). 
' 

O(E) yi <l>(E) aracılıgıyla iki basit örnekle elde etmeye 
çalışalım.: 

i 

One+ L uzunlugundaki tek boyutlu bir kutuda bulunan m küt-
ı 

leli tek 9ir parçacıgı gözönüne alalım. Kuantum fiziğinde, böy-
le basit bir sistemin mümkün enerji düzeylerinin n=l, 2, ... olmak 

i 

ı 



üzere, 

ile verileibilece~ini Eş ( 2. 12) ile göstermiştik. 
lirli bir [ enerjisi için n nin de~eri, 

: 

'n=(2Lih) (2mE) 112 

14 

Bu durumda be-

(2.18) 

dir. Peşp~şe gelen kuantum durumları, birbirlerinden sadece bir 
birim fark~den n değerlerine karşılık geldiği için,belirli bir E 
enerjisind~n ya da bu enerjiye karşılık gelen n=(2L/(2mE)1/2)/h · 
kuantum sayısından daha alt düzeydeki bütün enerji düzeylerinin 

<I>(E) sayıs,ı, bu durumda n den ibaret olacaktır: 

• <I> (E) =n 

<I>(E)=(2L/h)(2mE)l/2 ( 2. 19) 

Buna: göre, tek boyutlu bir kutuya hapsedilmiş parçacığın 

bir ÖE enefji aralığında kalan bütün mümkün özenerji düzeylerinin 
sayısı 

:O (E)= (d ıl> 1 dE) ÖE 

O ( E ) = (Li h ) ( 2m 1 E ) 1 1 2 ÖE (2.20) 

olacaktır. 

!kinpi örnekte de, herbir kenarı L ye eşit olan üç boyutlu 

bir küp içindeki. m kütleli parçacı~ın bir ÖE enerji aralığında 

kalan bütün mümkün özenerji düzeylerinin O(E) sayısını hesap­
layalım. ,Kuantum fizi~inden, böyle bir parçacı~ın sahip ola­
bilece~i e~erjinin nx,ny,n2 =1,2, ... olmak üzere 
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ile veri~ebilecegini Eş(2.14) ile göstermiştik. Eksenleri 
ı 

nx,ny,nz ~le gösterilen dik kartezyen koordinat sistemi sayılar 

uzayını o~uşturur. Bu uzayda sözkonusu üç kuantum sayısının ka­
relerinin toplamının 

1 

(2.21) 

olması ge~ektigi, yani belirli bir E degerine karşılık gelen üç 
kuantum sQyısının 

, R = ( 211 h) ( 2mE) 112 (2.22) 

yarıçaplı i bir kürenin yüzeyi üzerinde bulunacakları görül­
mektedir. 

Bun~ göre enerjileri E den küçük olan durumların ~(E) sa­
yısı, bu ~ yarıçaplı küre içinde nx, ny, nz nin pozitif degerle­
rine karş:ı-lık gelen ve dolayısıyla hacminin (1/8) inde bulunan 
birim küp]erin sayısına eşittir. 

<l>(E)=(1/8) ((4i3)(1tR3)). 

(2.23) 

dir. Buna ;göre, üçı boyutlu bir kutuya hapsedilmiş bir parçıaoıgın 
bir E enefji aralıgında kalan bütün mümkün durumların sayısının 

da, V=L3 ~lmak üzere 

O(E)=(d<l>/dE)ÖE 

ı O ( E ) = ( ( 21tV 1 h 3 ) ( 2m) 3/ 2 ( E ) 1/ 2 ) ÖE (2.24) 

olacagı belirlenmiş olur. 



2.8.0lasılıktaki Temel Kavramlar 

2.8.1.Rass~l Deney 
ı 
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Bir )sistemdeki gözlemlere dayanarak yapılan genellemeler­

den sonra !sonuçların doğruluğunu kanıtlamak için deneyler yapı­
ı 

lır. Deneyleme, ya bütün koşullar hazırlanıp fiziksel ortamda 
ı 

ob.yın c).kıbı gözlenerek, ya da geliştirilen matematiksel model-

lerle sistemin davranışı incelerek yapılır. 

İşt~ gerek fiziksel ortamda, gerekse matematiksel model 
ı 

üzerinde bir olayın akışının gösterilma işlemine deney denir. 

Fiziksel ortamın hazırlanmasına karşın, bir deneyle değiş-
ı 

meyen koşJ.llar altında aynı sonucu elde etmek mümkün olmayabi-

lir. Bu nedenle, fiziksel ortamda ya da matematiksel modellerle 

yapılan de:neyleri de belirli ve belirli olmayan deneyler olarak 

sınıflayaqiliriz. 

En 'Fenel anlamda değişmeyen koşullar altında farklı sonuç­

lar veren ,deneylere rassal (tesadüfi) deneyler denir. 

Rassal deneyleme ile açıklanabilen sistemlere rassal sis­

tem ve bu. sistemlerde karşılaşılan karar problemlerine belirsiz­

lik ortaminda karar problemi denir. 
i 

i 

2.8.2.0la~ılık Kavramı 

Bir; olayın ortaya çıkma olasılığına ilişkin değişik ta­

nımlar yapılmıştır. Zaman içindeki gelişim sırasına göre aşağı­

daki bu t~nımlara değinelim. 

Ki~isel Tanım: Olasılık, gelecekteki bir olay için birey­

lerin umutlarının bir. ölçüsüdür. Ortak bir dil oluşturabilmek 

ıçın, bi~ olc).yın ortc).ya çıkma olasılığı P(o) şeklinde gösteril­

miş ve ö]çüye sıfır ile bir araaında bir değer verilmiştir. 
! 
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Kla:sik Tanım: Bir rassal deney sonucu karşılaşılabilir her 
olayın o~taya çıkma şansı aynı olsun. Eş olası lı olaylardan 

i 
oluşan b9yle bir örnek uzayında, karşılaşılabilir birim sayısı 

s (S) ve ~lgilenilen Oi olayına ilişkin birim sayısı S (Oi) ise, 
ı 

Oi olayın~n ortaya çıkma olasılı~ı P(Oi) şeklinde gösterilir, ve 

P(Oi)=İ~gilenilen sonuç sayısı 1 Karşılaşılabilir sonuç sayısı 

olarak ta~ımlanır. Oı ~ S oldu~undan, s(Oı) ~ s(S) eşitsizli~ine 
ba<jlı ola:rak; 

ı 

ve 

s(Oi) ~ O, s(S) > O eşitsizliklerinden, 

P(Oi) ~ O ve P(s) = 1 

i 

elde edilir. 

Görüldüğü gibi, bu tanımda bir olayın ortaya çıkma olası­

lığı O ile 1 arasında bir değer almaktadır. 

Klasik tanım, örnek uzayının sonlu sayıda birimden oluş­

ması ve l:ier olayın eşolasılıkla ortaya·çıkması karşısında kulla­
nılabilir. Gerçek hayatta eşolasılı olaylarla zor (nadir) kar­
şılaşılffi4sının yanında, örnek uzayındaki birim sayısı s(S) yete-

ı 

rince büfütüldüğünde, s(Oi)/s(S) oranının matematiksel işlemlere 

elverişli olmadıgıda açıktır. 
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2.8.3.Rassdl Değişken Kavramı 

S ör1ek uzayının herbir basit olayını yalnız gerçek değere 
dönüştüren 1

, X fonksiyonuna rassal (tesadüfi) değişken denir. Bu 

tanıma göre: 

s A 

X: O ı x=X(Oı) 

veya,X:S~ A cR olup, her basit Oi olayı için x=X(Oi) dir. 

Görüldüqü gibi "rassal değişken" gerçekte bir fonksiyon 

olup, örne~ uzayından gerçek sayı kümesine bir dönüşüm olarak 

karşımıza ~ıkmaktadır. 

Örne~ uzayından gerçek sayı kümesine tanımlanan bir fonk­

siyon olan; rassal değişken, aldığı sayısal değerlere göre iki 

farklı şekilde olabilir. 

X rassal değişkeninin R'deki değer kümesi olan A sayılabi­

lir veya ı:ıayılabilir olarak sonsuz bir küme ise X' e kesikli 

(süreksiz) ~rassal değişken denir. 

X ra$sal değişkeninin R'deki değer kümesi A, sayılamaz bir 
ı 

küme ise, X'e sürekli rassal değişken denir. 

2.8.4.0lasilık Fonksiyonları 
ı 

Örne~ uzayında tanımlanabilen her olay, X rassal değişkeni 
cinsinden yazılabildiğine göre, ilgilenilen tüm olasılıklar X' e 

baqlı bir !fonksiyonun (matematiksel model) kullanımıyla kolay-- ' 

lık la bulur~abilecektir. Bu amaçla, rassal değişkenin özelliğide 

gözönüne aliınarak tanımlan.::ı.n fonksiyonlar aşağıda incelenmiştir. 
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2.8.4.l.K~sikli Rassal Degişkenin Olasılık Fonksiyonu 

X kesikli bir rassal değişken ve bunun değer kümesi 

A =i { xi ı i=l, 2, 3, ... } 

olsun. Xi E A için P{X=xi} = p(xi) ve xi J A için p(xi)=O 

şeklinde tanımlanan p(x)'e X'in olasılık fonksiyonu denir. 

ı 

Görpldüğü gibi, X rassal değişkeni tanımlandıktan sonra, 

bunun olaisılık fonksiyonu olan p(x) bulunabilirse, ilgilerıilen 
her türlü olasılıklar, doğrudan p(x) kullanılarak bulunabilir. 

2.~.4.2.0lasılık Yoğunluk Fonksiyonu 

Ke~ikli rassal değişken için tanımlanan olasılık fonk­

siyonu, ~lgili tüm olasılıkları kolaylıkla hesaplama olanağı 

sağlamakt?dır. Ele alınan sistem veya örnek uzayında tanımlanan 

rassal d~ğişken, R ·nin belirli alt kümelerinde (aralıklarında) 

tüm değe~leri alabilir olduğu zaman, yani X sürekli bir rassal 

değişken !iken, benzer kolaylıkları sağlayan fonksiyona gereksi­

nim vardı;ı:-. 

X değer kümesi A olan sürekli bir rassal değişken iken, 
ı 

x'/.A ıçın ~(x)=O olmak üzere, her Ai=(a,b)CAiçin; 

' 

' b 
P ( 4 E Ai ) = l f ( x ) dx 

a 

özelliğirh gerçekleyen f (x) e X' in olasılık yoğunluk fonksiyonu 

denir. 

f( ) bir rassal değ'işkenin olasılık fonksiyonu ise, aşagı­

daki öze]likleri sağlar: 

i) terilen fonksiyon matematiksel olarak her xER için bir 

değer alabilir. Ancak, tanım gereği xf-A, için f(x)=O olarak ele 

alınacaktiır. 
! 



ı 
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ii)!ier Aic A için P(Ai):2:0 olması gerektiğine göre, (a,b] 
ı 

aralığı yeterince küçültüldügü zamanda; 
ı 

b 
P [ a < X :ı: b) = J f ( x ) dx ::ı: O · 

a 

olabilmesi: için, her xEA ıçın f(x):::ı:O gerçekleşir. 

iii)IX rassal değişkeni, S örnek uzayını A kümesine dönüş­
türdüğüne göre; 

ı 
' 

P (s )i=P ( XEA) =J f ( x )dx=l 
1 A 
ı 

i 

olur. 

iv)H~r (a,b] CA için; 
i b 
iP[a<X:ı:b)=J f(x)dx 
ı a 

integralintn hesaplanabilir olması gerektiğine göre, A üzerinde 
f(x) sonlu:sayıda noktalar dışında süreklidir. 

X r~ssal degişkeni için yukarıda sıralanan özellikleri 
sağlayan b~r f (x) fonksiyonu bulunabilirse, X' e sürekli rassal 
degişken ve f (x)' e X' in olasılık yoğunluk fonksiyonu denir şek-

ı 

linde tanı~lamada yapılmaktadır. 
ı 

f ( x H bir X r-a s sal değişkeninin olasılık yoğunluk 
i 

fonksiyonu iken, xE(a,b] olasılığı, 

' Jb P(a<x:ı:b}= f(x)dx 
• a 
i 

şeklinde b~lunabildiğine ve xEA için. f(x):::ı:O olduğuna göre, ilgi-
lenilen ol4sılık şekilde görüldüğü gibi f(x) in. grafiğiyle, x=a, 
x=b doğruları ve x ekseni arasında kalan alan olmaktadır. 

Şek ii 2. 3. X sürekli ve f ( x) olasılık yoqunluk 
fonksiyonu iken P{a<x~b}olasılığı. 
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Ote iyandan, 

' ra · f(x)dx=O 
ıa 
ı 

oldui)urıdarı/, X sürekli b.ir rassal degişken iken, X' in verilerı bir 

değere eşit çıkma olasılığı 

P{X=X 0 }=0 

olacaktır .!X rassal değişkeni sürekli iken, değer kümesi A sayı­

lamaz bir i küme olduğundan, bir anlamda bu sonuç olasılığın kla­

sik tanım~nın bir gerektirmesidir. Bu nedenle, X sürekli bir 

rassal değişken iken, (a,b] ile ilgili olasılık, 

P(a<b~b)=P{a~X~b}=P{a<x<b} 

şeklinde yazılabilir. 

2.8.5.Dağ~lım Fonksiyonu 

Ornek uzayı X rassal değişkeni ile gerçek değerlere dönüş­

türüldüktEm sonra, X' e bağlı olasılık yada olasılık yogunluk 

fonksiyon~ bulunduğunda, ilgilenilen olaylara ilişkin olasılık­
lar doğrudan hesaplanabilmekteydi. !lgilenilen olasılıkları bul­

manın yan~nda, olasılık fonksiyonu veya olasılık yoğUnluk fonk­

siyonuyla! doğrudan ilişkili ve özellikle rassal değişkenierin 

fonksiyonlarının olasılıkları yada modelleriyle ilgilenildi-
' ğinde, çoik yönlü kullanım alanı olan X' in diğer bir özel fonk-

siyonu daha vardır. 

X:S!~A, 

A1~{tlt~x} ve ACR iken, 
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' 

ilişkisineikarşı gelen F(x)'e, dagılım fonksiyonu (birikimli da-
gılım fonk~iyonu) denir. 

! 

Tanı~da görüldüğü gibi, X'in verilen birdegere eşit veya 
küçük çık~ olasılıgıyla ilgilenildiginde, dogrudan F(x) fonksi­
yonunun v~rilen x için degerini hesaplama yeterlidir. F ( x), 
x'in veril$n birdegerden küçük veya eşit çıkma olasılıgını ver­
diginden, F(x)'e birikinıli dagılım fonksiyonoda denmektedir. 

ı 

i 

X' e :bag lı bir fonksiyon olan F(x), x~ için bulunur. Ot e 
yandan, F(lx) ilgilanilen olasılıkları verdigina göre, alabile­
cegi dege~ler sıfır ile bir arasındadır.Yani F(x) in, deger 
kümesi [O.R] dir. 

Dagı:ıım fonksiyonu X· in verilen bir degere eşit veya küçük 
çıkma olas~lıgını veren bir fonksi~on olduguna göre bununla ola­
sılık yada' olasılık yogunluk fonksiyonu arasındaki ilişki 

' )( 

iF(x)=_~ P(t) (x-kesikli) 
ve 

! F(x )= JX f ( t) dt 
-oC 

(x-sürekli) 

olur. 
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3. DAGILIM FONKSİYONLARI: 
ı 

! 

İsta~istik fiziQi, sabit bir toplam enerji miktarının bir 
özdeş parç~cıklar toplulugunun çeşitli bireyleri arasında en 

ı 

muhtemel yqlla nasıl dagıldıgını belirlemek için kullanacagız. 
ı 

Sistem içi~deki parçacıkların, topluluktaki ısıl dengeyi sagla-
yacak kadarj etkileştikleri, fakat bu etkileşmenin parçacıkların 

bireysel ha~eketlerine etkimeyeoek şekilde oldukları kabul edil­
miştir. Üç~ çeşit parçacıklar toplulu~nu ele alacağız: 

ı 

1) A~ırdedilebilir olması için, yeterince birbirinden ay-
' 

rı, herhang!i spin değerine sahip özdeş parçacıklar. Bir gazın 
ı 

molekülleri 
1 

bu tür parçacıklardır. Böyle parçacıklar için Max-
well-Boltz~nn dağılım kanunu geçerlidir. 

2) Bi!rbirinden ayırd-edilemeyecek, .sıfır veya tamsayı spin 
degerine sapip özdeş parçacıklar. ·Bu parçacıklar dışarıama il­
kesine uymarlar. Böyle parçacıklara için Bose-Einstein daQılım 
kanunu geçe~lidir. Bu tür parçacıklara Bose parçacıkları veya 
besonlar adı verilir. 

i 
Fotonlar, besonlara örnek olarak gösteri-

lebilir. Bfr siyah cismin ışıma spektrumunu açıklayabilmek için 
ı 

Bose-Einstein dağılım kanunu da kullanılabilir. 

cıklar. 

3) Birbirinden ayırdedilemeyecek 1/2 spinli özdeş parça­
Bu:, parçacıklar dışarıama ilkesine uyarlar. Böyle par­
i~in Fermi -Oirac dağılım kanunu geçerlidir. Bu · tür çacıklar 

ı 

parçacıklar~ Fermi parçacıkları veya fermiyon adı verilir. 
metaldeki serbest elektronların davranışını açıklayabilmek 

Fermi-Dirac dağılım kanunu kullanılabilir. 

Bir 
için 

Şimdi üç gruba ayırdığımız bu parçacıklar için geçerli 
olan Maxwell-Boltzmann, Fermi-Dirac ve Bose-Einstein istatistik­

ı 

lerini inceileyip, sırasıyla bu istatistiklere ilişkin daQılım 
ı 

fonksiyonla~ını elde etmeye çalışacaQız. 



3.1. Maxw~ll-Boltzmann Da~ılımı: 
ı 

1 

i 
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Bu /istatistik yönteminde ele alınan sistemdeki parçacık-

lar özdeştirler, fakat birbirlerinden ayırdedilebilirler. Ayrı­
i ca, aynı fUantum durumunda bulunan parçacıkların sayıları sınır-

lı değild~r. 
! 

i 

Bu ~öntem J. C. Maxwell ( 1860) ve L. Boltzmann ( 1877) tara-
fından yapılan çalışmalarla, aslında kapalı bir kap içindeki gaz 

ı 

molekülleiinin hız dağılımlarını tayin etmek amacıyla ortaya 
' !ı 

konmuştur: 
! 

i 

Şim~i O sayısını hesaplamak üzere, önce birbirlerınden 
! 

ayırdedil~bilen N tane parçacıgın mümkün olan düzenlemelerinin 
ı 

(permütastonlarının) sayısının N! oldugunu düşünelim. 
! 

Özd~ş olmakla birlikte, birbirlerinden yine de ayırdedile­
bilen ve ~u nedenle herbirini ayrı bir rakamla gösterebilecegi­

ı 
miz N tan~ parçacıktan oluşan bir sistemdeki bütün parçacıkları; 

herbiri ~1,E2,E3, .... enerji düzeylerine karşılık gelmek üzere 
i 

nı, n2, n3, i .••. tane parçacıktan oluşan gruplara ayıralım. 

Sis!temdeki herhangi iki parçacı~ı yer değiştirsek, yapılan 
bu işlem !sistemin N toplam parçacık sayısını da, E toplam ener­
jisini deldeğiştirmeyen yeni bir durum ortaya çıkarır. Ancak bu 
yeni durufu, herbir parçacı~ın farklı enerji durumlarına karşılık 
gelmeleri! halinde eskisinden farklı olur. O halde, aynı enerji 
düzeyine !karşılık gelen bir gruptaki herhangi iki taneciğj. yer 

ı 

değiştirifsek, eskisinden farklı bir durum elde edilmiş olmaz. 
Bunu bir örnekle ele alalım. A,B,C,D gibi dört molekülümüz ol­
sun. 4! in değeri, 

4!=1.2.3.4=24 

dür. Gerçekten de bunları düzenlemenin 24 yolu vardır. 



ABCD 
ABDC 
ACBD 
ıACDB 

IADBC 
ı 

IADCD 
! 

BACD 
BADC 
BCAD 
BCDA 
BDAC 
ODCA 
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CABD DABC 
CADB DACB 
CBAD DBAC 
CBDA DBCA 
CDAB DCAB 
CDBA DCBA 

! 

Eğer! A, B ve C molekülleri aynı düzeyde bulunuyorlarsa, 

bunları ABq, ACB, BCA, .BAC, CAB veya CBA şeklinde düzenlernemizin 
hiçbir öne~i yoktur. Bu altı dağılım birbirine özdeştir. Çünkü 
parçacık s~yısı n=3 'dür ve bu düzeydeki enerji değişmemektedir. 
Buradan a~nı enerJı seviyesindeki parçacıkları düzenlemenin, 
böyle duru~da önemi yoktur sonucuna varabiliriz. (Beiser. 1982). 

ı 

ı 

Bu yi,izden ve aynı i inci gruptaki ni tane parçacığın kendi 

aralarında~i toplam ni! tane yer değiştirmesi farklı bir durum 

vermeyeceğ~nden; N tane parçacığın mümkün bütün enerji ·grupları­
ı 

na farklı ~urum oluşturacak şekilde dağıtımlarının toplam sayısı 

olacaktır. ı 

Anca~ herbir Ei eneqısıne karşılık gelen grupta gi tane 

kuantum du~umuna ayrışmış bulunmaktadır. Buna göre aradığımız 
' 

farklı duru~ların toplam sayısı, her Ei enerjisine karşılık gelen 

Di tane pa.riçacığın birbirlerinden farklı gi tane kuantum durum­

larına far~lı dağı tılmalarının sayısıyla orantılı olarak arta­
! 

1 

caktır. 
'ı 

ı in~i gruptaki ni tane parçacığın herbirinin gi tane 
! 

kuantum durtımundan birine isabet etme olasılığı gi tanedir. Bu-

d ı k . . ( )Di d 1 1 na göre e,', ni tane parça cı ıçın gi tane ağı ım o anağı 

vardır. Bu 1, durumda toplam mikrodurum sayısının 



ı 
! 
ı 

(3. ı) 
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oli'lccH)ı diiişünülohilir. Yalmzc.:ı far.klı numaralara sahip, fakat 
ı 

özdeş ikil parçacığın yerdeğiştirilmesiyle birbirlerinden farklı 

iki mikrodurumun özdes olmaları qerekir. 
! -

! 

Bun~an dolayı Eş. ( 3. 1) ifadesini sistemdeki bütün parça-
cıkların düzenlemelerini veren sayı ile bölersek aynı bir sevi-

ı 

yeye karşilık gelen mikrodurum sayısı olarak 

(3.2) 

bulunur. 

Sistemin denge durumu önceden açıklamasını yaptığımız şe­

kilde, n ~arklı mikrodurum sayısının 

ı N= I ni=sabit 
i 

(3.3a) 

(3.3b) 

şartları laıtında, maksimum olmasına karşılık gelir.Eş.(3.2)'yi 
! 

maksimum yapan ni değerleri aynı zamanda lnn 'yı da maksimum ya-

pan değer~erdir. Kolaylık sağlamasından dolayı n 'nın maksimu-
ı 

munu tesbit etmek yerine lnn 'nın maksimumunu tesbit edelim. 

ı 
X ç!ok büyük bir sayı olduğunda 

! 

ln(X! )::: XlnX-X 

i 

Stirling yaklaşımı (Bkz. EK 1) kullanılabilir. Bu yaklaşımı göz­
ı önüne alarak Eş. (3.2) ifadesini ele alırsak 

n· lnO= 11 (ln(gi) ı- ln ni!) 
j 
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1 lnO = + ni ln(gi/ni)+ N 
ı ı 

( 3. 4) 

ı 

şeklinde ~fade elde ederiz. 

Biz.:j.m amacımız Eş(3.3a) ve (3.3b) şartları altında 

Eş ( 3. 4) ü~ maksimumunu bulmaktır. Bunun için de Lagrange çar-
ı 

panları y~ntemini kullanacağız (Ozemre.1983). Eş.(3.4), (3.3a) ve 

(3.3b) if~delerinin diferansiyellerini alıp d(lnO) = O işlemini 
ı 

yaparsak 

sonuçlarıra ulaşırız. 
ı 
ı 

(3.5) 

( 3. 6) 

( 3. 7) 

Şi~di A ve P iki Lagrange çarpanı olmak üzere Eş. ( 3. 6) 'yı 
lnA ve E~. ( 3. 7) 'yi de -P ile çarparak her üç denklemi de taraf 

i 
tarafa t~plarsak 

! 

ı 
olur. Btlunan ifadenin sıfıra eşit olabilmesi için i üzerinden 
yapıları ~er toplamda pararıtez içindeki ifadenin sıfır olması ge­
rekir. Bu işlem yapıldığında 

ı 
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baqıntısı !elde edilir. Bu ba9"ıntıya göre her Ei enerji düze-
ı 

yindeki nii parçacık sayısının, enerji düzeyinin istatistik ağır-
' lıg-ı ile olrzı.ntılı oldug-u ve düzeyin enerjisiyle de üstel olarak 

değiştiği ~örülmektedir. 

Şimdli Eş. ( 3. 9) ifadesindeki A ve -P parametrelerini belir­
lemeye çalişalım. Eş. (3.9) bağıntısının her iki tarafının i üze­

ı 
rinden top~amı yapılırsa 

olur. Burada eşitliğin sağ tarafındaki 
ı 

...,_ "" g. e-PEi 
ı...- ~ ı 

1 

(3.10) 

(3.11) 

ile teınımıbnan bağıntı ya Üleşim Fonksiyonu adı verilir. Eş. ( 3. 10) 

ve (3.11} ktadelerinden 

IA=N/Z 

olduğu görplmektedir. P 
nu belirlehmiş olacaktır. 

'nın değeri bulunursa üleşim fonksiya­
Bunları gözönünde tutarak 

(3.12) 

şeklinde b~r ifade yazılabilir. 



29 

EÇJet i inci enerji düzeyindeki parçacıkların sayısının j 
ı 

inci enerji düzeyindeki parçacıkların sayısına oranı hesaplanmak 
istenirse,i Eş. ( 3.12) 'den bunun 

şeklinde olacagı kolaylıkla görülmektedir. 

Şimdi P parametresini belirleyeceğiz. 
rıncı Kanunu ve entropi kavramına göre 

dE = dO - P dV = T dS - P dV 

(3.13) 

Termodinamiğin Bi-

yazılabileceğinden, bu termedinamik ·işlemin sabit hacimde meyda­
na gelmesi durumunda 

, (ı3S/ı3E)v = 1/T ( 3. 14) 

baqıntısı geçerli olur. (Salinger.1975).Eş. (3.8) den ve (3.5) den - ' 

, d( lnO) = )' ( ln( gi /ni) )dni ... 
i 

d ( lnO) = I BE·dn ·-. ı ı lnA f dni 
1 1 

d( lnO) = p d(~ Eini)- lnA d(~ Di) 
ı 1 

d( lnO) = p dE 

ve buradan da Eş. (3.4) 'ü gözönünde tutarak 

p = d ( lnO) 1 dE = ( 11 k ) d (k ınn) 1 dE = ( 11 k ) (as 1 o E ) v 

sonucu bulunur. Bu sonucun Eş. (3.14) ile karşılaştırılmasıyla 

p = 1/ kT (3.15) 

bulunur. (Şenvar. 1982). 
! 
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Bu $ayıyı belirlemek için önce,nı· tane bosonu tek bir sı-
ı . 

ra halind~ dizelim. Aralarına (gi-1) tane perde koyarak bunları 
i 

9i tane gfuba ayıralım. Herbir gruptaki aynı bir Ci enerjisine 
sahip, fa~at farklı 9i tane kuantik durumdan bir tanesine karşı­
lık gelenjboson bulunacaktır. 

Böy~ece ni tane boson ile (gi-1) tane perdenin mümkün bü-
tün düzenlıemelerinin 
(ni+gi-1) 1 nesnenın 

1 

sayısı, bir satır üzerine dizilmiş bulunan 
düzenlemelerinin sayısı olan (ni +gi -ı) ! 

olacaktır; 

F'.'l k \:ı t bütün [)()son Lu özde ş ve birbir lerinden ayJ.rdedi Jemez 

oldukları~dan, birbirlerinden yalnızca besonların sırası dolayı­
sıyla farlkeden bütün. düzenlemeler farklı bir mikroduruma kar-

ı 

şılık gelmiş olmayacaklardır. Bu yüzden (ni+gi-1)! sayısını ni! 
ı 

ile bölmef gereklidir. 

i 
Ayiıca, besonlar birbirlerinden ayırdedilemedikleri ıçın 

(gi-1) ta,be perdenin bütün mümkün düzenlemeleri de yine aynı ve 

farksız b~r mikroduruma karşılık gelecektir. Bu durumda, ni ta­

ne bosonuh 9i tane kuantum durumuna farklı da~ıtımlarının sayısı 

(3.18) 

olacaktır1 . 

ı 

ı 
Buna göre Cı, f:2, f:3, . . . enerji düzeylerindeki nı, n2, n3, ... 

! 

tane bos9nun farklı da~ılım şekilerinin toplam sayısı da 
ı 

( 3. 19) 

ı 

ı 

olacaktı~·. 

Boson sisteminin 
de~erleri, yine 

istatistiksel denge durumuna karşılık ge-

ı 

N = 2: n· = sabit i ı 



i 

E = ~ ni Ei = sabit 
ı 
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şeklinde ~fade edilen Eş.(3.3a) ve (3.3b) şartları altında O nın 
maksimumu~u sa(jlayan de(jerler olacaktır. Eş. ( 3. 19) bağıntısını 

maksimum iapan Di değerleri aynı zamanda lnO yı da maksimum ya-
! 

pan. değerilerdir. Önce lnO yı bulmaya çalışalım. Eş.(3.19) ba-
sı-ıntısındJki (ni +gi -1) ifadesi yerine ni +gi ifadesi 1' den çok 
büyük old~ğundan 1 ihmal edilebilir. Bu durumda ifade (ni+9i) 

i 

şeklini alır. Bu durumda Eş. (3.19) bağıntısını yazarsak 

ve bu ifadeye de Stirling yaklaşımını uygularsak 

(3.20) 

1 

şeklinde bir ifade elde ederiz. 

ı 
i 

lnO nın maksimumunu bulmak için Eş.(3.20) nın diferansiye-
lini alıp! sıfıra eşitlersak 

' 

(3.21) 

ifadesini! buluruz. 

Şi~di a ve~ iki Lagrange çarpanı olmak üzere Eş. (3.6) yı 
~a ve E~. (3.7) yı -~ ile çarparak bu ifadelerle birlikte 

' 

Eş. ( 3. 21 )! ifadesini taraf tarafa toplarsak 

+ (ln(l+(gi/ni)) - a- ~Ei)dni =O (3.22) 
ı • 

olur. Bunun sıfıra eşit olabilmesi için i üzerinden yapılan her 
ı 

toplamda !parantez içindeki ifadenin sıfır olması gerekir.Böylece 
ı 
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ln(1+(gi/ni))- a- ~Ei= O 
. a. AE. 

gi/ni = e eP ı - 1 

(3.23) 

bagıntısı elde edilir. Bu bagıntıy~ Bose-Einstein dagılım fonk­
siyonu ya da Boson dagılım fonksiyonu adı verilir. Bagıntıdaki 

parametre~erden a nın özel bir anlamı yoktur. ni ler negatif 
ı 

olamayaca*ları için cı > Ei/kT olmalıdır. T sıcaklıg-ı çok büyük 

degerler ~labildigi için a > O diyebiliriz. ~ = 1/kT oldugunu da 
daha öncelbulmuştuk. 

! 

3.3. Fermi-Dirac Dağılımı: 

! 

Bu !istatistik yönteminde, birbirlerinden ayırdedilemeyen 
ı 

ve Pauli'tin dışarıama ilkesi uyarınca aynı bir kuantum durumun-
da birdenl fazla parçacığın bulunamayacağı parçacıklardan oluşan 

sistemler i incelenir. Bu özelliğe sahip parçacıklar yarı tamsayı 
i 

spin deg~rlerine sahiptir. Bu parçacıklar antisimetrik dalga 
fonksiyontarıyla temsil edilirler. (Toda et al 1983). 

Biri elektron qazı içindeki elektronların hız ve enerji da­
ğılımları~ı bulmak- amacıyla E.Fermi (1926) ve P.A.M.Dirac 
( 1926)' ın 11 yaptıkları çalışmalar sonucunda ortaya çıkan bu yönte­
me Fermi-~irac istatistiği adı verilir. Bu istatistik yöntemi-

ı 

nin ele a+dığı parçacıklara fermiyon denir.Sahip oldukları özel-
' lik~eri d4layısıyla, elektron bir fermiyondur. 

li 

Şim~i cı.ynı bir Ei enerjisine, gi ·tcı.ne kucı.ntum durumu kcı.r-
ı . 

şılık gel<P.igini düşünelim. Örnegin ele aldığımız fermiyonlar, 
1 

eger bir magnetik alan içinde bulunuyorlarsa, bunların aynı bir 
özenerji 4egeri için spinleri ya +1/2 ya da -1/2 olacaktır. Bu 
durumda, ~u özenerji düzeyine karşılık gelen istatistik agırlık 

ı 

gi=2 olac~ktır. Merkezi bir alanda bulunan bir tanecigin hare­
ı 

keti sözk!onusu 
ı i . 

açısa momentın 

ı 
1, 

oldugunda, bu parçacıgın enerjisi, yörüngesel 
sahip olabilecegi (21+1) tane mümkün yönden ba-
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gımsızdırj Bu yüzden parçacıgın aynı bir Ei özenerjisine 9i=21+1 

tane kuantum durumu karşılık gelmektedir. Eğer gözönüne 

aldığımız[ parçacık fermiyon ise, bunun aynı bir Eı enerjisine 
karşılık ~elen mümkün kuantum durumu sayısı spinlerin yönlerinin 
de dikkat~ alınmasıyla gı=2(21+1) olur. 

Pajli dışarıama ilkesi uyarınca, aynı bir kuantum durumun­
da aynı Jnerjili iki fermiyon bulunamayacağından, gi istatistik­

sel ağırljığı, aslında bu ilkeyi çiğnemeden aynı bir enerji düze­
yinde buılunabilecek fermiyonların maksimum sayısını göstermekte­
dir. Bu !durumda, fermiyonlar sözkonusu olduğunda, i inci enerji 
düzeyind,ki fermiyonların sayısı, bu düzeye karşılık gelen gi 

istatistıksel agırlıgından daha büyük olamaz. Yani ni S gi dir. 

Bufa göre 9i tane, kuantum durumunun nı tane fermiyona kaç 

türlü kanşılık getirilabileceğinin sayısı, gi nesnenin ni şer ni 

şer komblnezonlarından ibaret olacaktır: 

(3.24) 

Bu durumda herbir enerji düzeyine karşılık gelen nı,nz, ... 

parçacık sayılarını gözönüne alarak, aynı bir makroduruma karşı­
lık gelen mikrodurumların sayısının 

(3.25) 

olduğu gorülmektedir. 
! 

sistemin istatistiksel denge durumuna karşılık gelen dagı­
lımlar, !O nın Eş. ( 3. 3a) ve ( 3. 3b) yan· şartları altında maksimum 
olmasıni sağlayan nı değerleridir. 

S irling yaklaşımı aracılığıyla Eş. (3.25) den 



(3.26) 

ı 

bulunur. Bunun diferansiyelini alıp -d(lnO) = O diyelim: 
! 

ı 

(3.27) 
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ı 

Eş.(3.3a) ve (3.3b) nin de diferansiyelleri, Eş.(3.6) ve (3.7) 
deki gibi 

dN T d n i -~ O 

şeklindedi!rler. 

! 

! 
ı 

av~ P iki Lagrange çarpanı olmak üzere, Eş. (3.6) yı a ve 
ı 

(3.7) yi P ile çarparak, elde edilen bu ifadelerle Eş.(3.27) yi 
: 

taraf tara~a toplarsak 
ı 

(3.28) 

sonucu bulunur. Bu eşitliğin de gerçekleşmesi için 

olmalıdır. Buradan da ni dağılımının istatistiksel denge duru­

muna karşı'lık gelen değerinin 

. a+RE. 
ni = gi/e P ı + 1 (3.29) 
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şeklinde 9lması gerektig-i belirlenmiş olur. Bulunan bu ifadeye 

Fermi-Dirajc dag-ılım fonksiyonu veya Fermiyon dag-ılım fonksiyonu 

adı verililr. 

ı 
Burddaki P parametresi önceki dagılım fonksiyonlarında el-

de ettigi~iz gibi P=l/kT dir. a parametresi ise boyutları ener­

Jı boyutla!rı olan ve 

a = -€tlkT 

diye tanımlanan bir büyüklük alınır. Buna göre dagılım fonksi­

yonu 

(3.30) 

olur. Bagıntıdaki €f, Fermi enerjisidir. Fiziksel uygulamalar­
ı 

da genell~kle katı cisimlerin elektronik teorisinde çok önemli 
! 

bir rol oYinar. 
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4.1STATİS11G1N FİZİKSEL S!STEMLERE UYGULANMASI: --- · 
ı 

ı 
Bu pölümde, bir önceki bölümde elde ettığımız istatistik­

ı 

sel dagılıım fonksiyonlarından yara.rlanarak fiziksel sisLt:rıılen: 

ilişkin çJşitli nicelikleri elde etmeye çalışacağız. 
ı 
! 

4.1.!stat~stiğin Gazlara Uygulanması: 
ı 

! 

Kap~lı bir kap içinde T sıcaklığında, ısıl denge durumun­
ı 

daki bir lgaz sistemini ele alalım. Gaz molekülleri, birbirle-
ı 

rinden fa~klı hızlarda, çeşitli yönlerde hareket halindedirler 
Birim hac~mdeki moleküllerin sayısı n, bir molekülün kütlesi m 

ı 

ile göstefilirse, moleküllerin ortalama kinetik enerjisi ve kap 
içindeki ~az basıncı için sırasıyla 

( 4 . 1) 

P=2nEk/3=nkT (4.2) 

eşitlikleti yazılabilir. (Kılıçkaya.l987).Bu bağıntıdaki k,Boltz­
mann sabi~i ve 

( 4. 3) 

molekülün etkin hızıdır. Gözönüne alınan bir kartezyen koordi­
nat sisteı;nine göre hız, bileşenleri cinsinden şöyle yazılabilir: 

ı v2~vx2+ Vy2+ Vz2 (4.4) 

! 

Belirli l:hr eksen, örnegin X-ekseni dogrultusundaki hız bileşeni 

ı se 

dir. 

V 2 = V 2 !3= kT/m X (4.5) 
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Şimdi her moleküle ait hız de<)erlerini, eksenleri Vx, Vy, Vz 
1 . 

olan biri koordinat sisteminde, Şekil (4.1) deki gibi işaretli 
ı 

olduğunu lkabul edelim. 

Vy 

Şekil 4.1. Kapalı bir kaptabulunan gaz­
daki moleküllerin hız değer­
lerinin hız uzayındaki göste­
rilişi{Gündüz.E.1988). 

B~yle bir koordinat sistemini, hız uzayı olarak tanımlaya-
l 

biliriz ·1 Malaküllerin birbirleriyle çarpışmaları, bunların hız-

larını f'e bundan dolayı hız uzayındaki konumlarını degiştir­
mektedii. Ancak ısıl denge durumu degişmedi<)i sürece, gözönüne 
alınan ~erhangi bir bölge içindeki moleküllerin sayısı daima sa­
bit kal~ktadır. Konum ve hız degişimleri uzaydaki her yön için 
eşit olfsılık taşıdıgından dolayı, hız uzayı küresel bir simet­
riye sahiptir. Bunun gibi bir uzay parçası için, birim hacim­
deki moı~ekül sayısı n, hızları V ile V +d V arasındaki molekül­
lerin s~yısı dn ile gösterilirse, ortaya çıkan durumu, hız uza­
yındakil V ile V +d V yarıçaplı iki küresel yüzey arasında kaları 

ı 
hacim i~indeki noktaların sayısını bularak belirlemek mümkündür. 

ı 
~özü edilen sayım 

ı 

dn=nf(V)dV ( 4. 6) 

ya da 
dn/n=f( V)d V ( 4. 7) 
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ı 
bağıntılartyla ifade edilebilir. Burada dn/n, hızları rr ile 

V+dV aras~nda kalan moleküllerin toplam molekül sayısı içindeki 

oranını, f ı( V) ise bu olasılığı veren da~ılım fonksiyonunu gös­

termektedir. Başka bir deyişle, dn/n , birim hacimdeki gaz mo­

leküllerin~en herhangi birinin V hızı civarındaki d V gibi bir 
! 

hı7. arcılıqp.ndu buhınnı.-ı· olcısılığını göstermektedir. f( V) ise bu 

ola.sı lığı ~elirleyen hız dağılım fonksiyonudur. Mzı.xwell bu hız 
da~ılım fohksiyonunun 

ı 
i 

ı 

f( vl)={dn/n)dV=4(Jl)-l/2(m/2kT)3/2 v2 e(-mV2 /2kT) (4.8) 
ı 

1 

ifadesi ille verilebilece~ini göstermiştir. (Longair. 1986). Buna 

göre Eş(4.~) ile belirtilen olasılık için 

! 

(dnl/n)=4(n)-l/2(m/2kT)3/2 v2 e(-mV2t2kT) dV (4.9) 
ı 
!i 

yazabiliriız. 

Eş d. 8) ile verilen hız dağılım fonksiyonunun grafiğine 
ı 

bakarsak, iŞekil ( 4. 2) deki gibi bir durumla karşılaşırız. 

f (V) 

~~----~~--------~~------~v o Vm 
Şekil 4.2. Gaz moleküllerinin hız dağılım 

tanksiyonunun gratiQi. 

ı 
V=O için sıfır de~erinden başlayan fonksiyon, bir maksi-

ı • 

rnum değer 1b ulaştıktan sonra hız sonsuza do~ru giderken sıfır de-

ğerine a~imtot kalacak şekilde de~işmektedir, Gaz içinde hızı 
sıfır vey~ sonsuz olan bir molekül bulunamayacağı düşünülürse bu 

1 

1 
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ı 

1 

sonuç manttı.klıdır. Fonksiyonun maksimum olduğu V= Vm degerine 
1 . 

en olası h;ı.z denır. Şekilde de görüldüg-ü gibi, moleküllerin bü-

yük bir kıŞınının hızı Vm ye çok yakın degerlere sahiptir. ·Başka 
ı 

bir deyişl~, herhangi bir molekül gözönüne alındıgında, bu male­
ı 

külün Vm 1ivarındaki bir hıza sahip .olma olasılıgı en büyüktür. 

Üçünicü bölümde elde ettigirniz Maxwell-Boltzmann dagılım 
fonksiyonul ısıl denge durumundaki gaz malaküllerinin Üç boyutlu 

bir uzay iiçindeki hız dagılımlarını belirlemek amacıyla da kul­
ı 

lanılabili;r. Bunun yanında, gözönüne alınan E.ı ve E.2 gibi iki 
ı 

ayrı enerj~ durumu için, bu enerjilere sahip moleküllerin sayı-

ları arasıhdaki oran da belirlenebilir: 

( 4 . 10) 

Bu bagıntı,, Eş ( 4. 8) ile verilen dağılım fonksiyonunun üst el te­

rimi içind!e yeraldığından, f ( V) fonksiyonu Maxwell-Boltzmann hız 
dagılım fo,bksiyonu olarak anılmaktadır. 

Eş(~.8) deki f( V) dagılım fonksiyonu incelenirse; fonksi­

yonun, gazlın m molekül kütlesine ve T sıcaklıgına baglı oldugunu 

goruruz. ! Fonksiyonun grafiği farklı sıcaklıklarda incelenirse 

Şekil ( 4. 3 )i dekine benzer bir durumla karşılaşırız. 
i: 

i 

Düş\).k sıcaklıklarda, oldukça dik bir görünüme sahip olan 

eğri, sıciaklığın yükselmesiyle giderek basıklaşmakta, şıddet 
maksimumlalrının değeri giderek küçülürken buna karşı gelen V m 

ı 
ı 

hız değer~eri (en olası hız) yüksek hızlara dogru kaymaktadır.Bu 
i 

durum Şekfl ( 4. 3) de sıcak1ıgın üç ayrı· değeri için çizilen eğ-

ri lerden ~çıkca görülmektedir. E9ri tarafından sınırıanan alan 
ı 

birim hac~mdeki toplam molekül 
ı 

çıkan sonuç mantığa uygundur. 
ı 

sayısını gösterdigina göre ortaya 

Düşük sıcaklıklarda, moleküllerin 

çeşitli hizlara sahip olmakla birlikte, hızı V m ye eşit ve bu 
ı 

değere yaj{.ın olanların sayısı, 
ı 

toplam molekül sayısı için ol-

dukça büy0,k bir oran gösterir. Bu durum, T=73°K için çizilmiş 
ı . 

olan egrihin V m civarında keskin bir duruma sahip olmasından 

açıkca gö~ülmektedir. Sıcaklık arttıkça, moleküllerin çeşitli 

ı 
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hız. deijerferine daha fazla dagıldıkları, bunun yanında, V m de­

gerınde bıı.r artış görülmekle beraber bu hıza sahip moleküllerin 
ı 

sayısınınlgiderek azaldıgı gözlenmektedir. 

i 
ı 

f (V) 

{f\-T 
ılı 1 

ı'\ ,ı 

ıl \ Ji\T2 ı \ ı T } ı \ ı - "" 
1 ı ı ·"!''.. 3 

ı ".ı.. ..........__.~ ! \... ...... _ 
1 ~~--~ . """"'---
--~~---+--~~4-------------~v 

Vm1 Vm2 Vm3 
Şekil 4.3. Haxwell-Boltzmann hız dağılım 

eğrisinin üç ayrı sıcaklık için 
aldığı görünüm (Gündüz,E.1988). 

Mafwell-Boltzmann hız daijılım ifadesinden yararlanılarak, 

molekül hızları hesaplanabilir. Şimdi bu molekül hızlarını in­
celeyeliiı. 

ı 

Oritalama Hız ( V .L.Birim hacimdeki moleküller-in hızlarının 
ı 

aritmeti!k toplamının, bu hacim içindeki molekül sayısı oranına 
ı 

aritmeti~ ortalama hız yada kısaca ortalama hız denir ve V ile 
ı 

gösteril/ir. Birim hacimdeki hızları V ile V +d V arasında olan 

molekülılerin sayısı n f ( V )d V, bütün moleküllere ilişkin hız-
ı 

ların t~plamı V n f( V )d V dir. Ele alının moleküllerin hız-

larının/toplamını bulabilmek için, bu ifadenin sıfır ile sonsuz 
değ'erleni arasında kalan sınırlar içindeki integralini almamız 

ı 
gerekiri 

! 

Bul 

1 

ı 

'f d .l . ı a esı

1
nı 

1 

1 

durumda ortalama hız için 

V==(lln) 100 
V n f( V)dV o 

(4.11) 

yazabiliriz. f( V) dagılım fonksiyonu için Eş. (4.8) de 
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verilen bağıntıyı kullanarak integral işlemini yaptığımızda 

(Bkz. EK ?), ortalama hızı 
1 

i 

1 

V= (BkT/1tm)1/2 

! 

buluruz. Görüldüğü gibi ortalama hız, 
i 

(4.12) 

sisteme verilen şeklinde 

kT ısıl 

arttıkça 

!enerjisinin kareköküyle artarken, parçacığın kütlesi 
punun kareköküyle azalmaktadır. 

ı 

ı 

Etklin Hız (<V~ Birim hacimde yeralan moleküllere iliş-
kin hızıakın kareleri toplamı v2n f ( V) d V dir. Ele aldığımız 

ı 

birim hac~mdeki hızların kareleri toplamını bulabilmek için, bu 
ifadeyi s~fır ile sonsuz değerleri arasında kalan sınırlar için­
deki inte~ralini almamız gerekir. 

! 

1 

Bu 'durumda kare ortalama hız için 

v2 =(1/n) Joo v2 n f( V) dV 
o 

v2 = Joo y2 f ( V) d V 
o 

(4.13) 

eşit liğind. yazabiliriz. Aynı şekilde f ( V) dağılım fonksiyonu 
için Eş. (~.8) de verilen bağıntıyı kullanarak, integral aldığı­

i 
mızda (Bkz. EK 2) kare ortalama hızı 

ı 

y2 = 3kT/m ( 4. 14) 
i 

. ı 
şeklınde !buluruz. Kare ortalama hızın kareköküne etkin hız de­

V > ifadeleriyle gösterilir. Bu durumda, et-nir. Vkok ya da < 

kin hız 

<V> = (3kT/m)1/2 ( 4. 15) 

olacaktırı. 

küyle 
bağlı 

i 

artiar. 
ı 

olairak 

ı 

Etkin hız da sisteme verilen ısıl enerjinin karekö­
rakat parçacığın kütlesi arttıkça bunun kareköküne 

azalmaktadır. 
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En olası hız ( Vın.L En fazla molekülün sahip oldugu hıza 

en olası ya da maksimum hız adı verilir. Kısaca Vm ile gösteri­

lir. Ma~well-Boltzmann olasılık dagılım fonksiyonunun maksimum 
ı 

degerine !karşılık gelen hız degeri en olası hız ya da maksimum 
ı 

hızdır (B~z. Şekil (4.3)). Bu hız degerini hesaplamak için, da­
ı 

9'ılım fon~siyonu f ( V) nin d V ye göre diferansiyelini alarak ve 
bu ifadey~ sıfıra eşitleyerek, 

(d/dV)(f( V))= O 

(d/dV)(4(1t)-l/2 (m/2kT)3/2 e-mV2/2kT) =O 

(4.16) 

sonucuna ~laşırız. Bu ifadeyi sıfır yapabilecek hız değeri 

Vm = (2kT/m)l/2 (4.17) 

ı 
dir. Iş~e bu hız değerine en olası hız ya da maksimum hız de­

nir. Bu lhız değeri de önceki hız değerleri gibi, sisteme veri­

len ısıl ı enerjinir~ kareköküyle artarken, parçacığın kütlesinin 

kareköküy!le azalmaktadır. 

ı 
Bu]duğumuz üç hız değeri arasındaki bağıl oranlar 

V = O. 886 V m 

Vm = 0.816 <V> 

V = O. 912 <V> 

(4.18a) 

(4.18b) 

(4.18c) 

şeklinded!ir. Dikkat ·edersek, üç hız ifadesi de birbirine çok 
ı 

yakındır ·1 Azot gazı moleküllerinde hız değerlerinin T=273°K sı-

caklığındb görünen sıralanışı Şekil (4.4) deki gibidir. Ortala-
i ma hız ve etkin hız değerleri, en olası hıza oldukça yakındır-
i 

lar. ı 
ı 

ı 



dn/dV r'irı. 

(
Ç---V 
1 ~-----<V> 
ı 1 ı 
ı ı ı 
1 1 ı 
ı lı 
1 ı ı 
lı 1 
ı ı ı 
ı ı ı 
ı ı ı 

ı 1 

V (ıa/s) 
Şıekil 4. 4. Sabit bir sıcaklıkta. hız dağılım. eğ­

risi üzerindeki en olası hız(~),or-

talama hız (V) ve etkin hız (<V>) de­
ğerleri. 
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11axyell-Boltzr:ııann hız dagılım ilkesini deneyle dogrular:ııak 
ı 

amacıyla lambert tarafından kullanılan deney düzeneğinin basit-

leştirilm~ş şeması Şekil (4.5) de görülmektedir. 
crv1 buharr metal dis.kler 

' \ 

cam hedef metaqk 
c ıva 

1 

ı ~~g,~-J..!.U,.....-.....:.---.....__~,.......-. 

J~~~~~i~i~~f~~~ -pompaya 

Ş~kil 4.5. 

L~ 

Haxwell hız dağılım ilkesini deney­
le doğrulamak amacı ile Lambert ta­
rafından kullanılan düzenek (Gün­
düz, E. 1988). 

! 

' 

Elektrikli bir fırın içinde buharlaştırılan civa atomları, 
ı 

fırınla balglarıtılı oları bir silindir içine gönderilmekte, yolla-
' rı üzerinqe dör@ekte olan Dı ve D2 dairesel metal diskler üze-

rindeki d~r aralıklardan ince bir demet şeklinde geçebilenler, 

sıvı azot i sıcaklığında tutulan bir dedektör üzerine düşürülmek-
ı 

tedir. Dıi ve D2 diskleri, üzerlerindeki aralıklar birbirleriyle 

sabit bir i<p açısı yapacak şekilde, ortak bir motor miline bağh 
ı 

olarak, w 1 açısal hızıyla döndürülmektedir. Diskler harekete iz 

kaldığı sü1rece, civa atomları, dedektörü oluşturan camdan yapıl-
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mış hedef 1~zerine ulaşamazlar. Motor mili W açısal hızıyla dö­

nerse, sad~ce belirli bir hıza sahip olan civa atomları D2 yi de 

geçip ded~ktöre ulaşabilir. Bu civa atomlarının hızı, iki disk 

arasındakil L yolunun geçilmesi için geçen süre, disk üzerindeki 

yarıklarıni aynı hizadan geçmeleri için geçen süreye eşit olması-
l 

nı gerekti!ren bir hızdır. U):::21tf ve <fl=Wt=21tft olup, L uzaklığı­
! 

nın V gibf bir hızla geçildiği düşünülürse, t=LI V, Cj)=Wt ya da 
ı 

<p = 21tfL/ V dir . Buradan 

V = 2nfL/ <p ( 4. 19) 

bulunur. 

Kul]anılan düzenekte, gerek L uzaklığı ve gerekse <p açısı 
ı 

belirli o+duğuna göre, moleküllerin hız değerlerini belirlemek 

için diskllerin dönme frekansını bilmek yeterli olacaktır. W nın 
ı 

çeşitli d~ğerleri için tekrarlanan deneyler, moleküllerin hız 
d;,.g.ılıml;u!ının M;,.xwell-Boltzmann bagıntısına uygun oldugunu gös­

termiştir. 

4.2. Foto~ Gazı ve Siyah Cisim Işıması: 

Burdda fotonların bazı temel özelliklerini ve siyah cisim 

ışımasını iele alacagız. 

1 

Fotqnlar spini 1 olan bosbn parçacıklarıdır. Boson parça-

cıkları o~dugu için, verilen bir enerji durumundaki foton sayı­
ı 

sırıda bir 1 kısıtlama yoktur. Foton sisteminde toplam parçacık 
! 

sayısının 1 korunurolu olması gerekmez. Çünkü, oyuk içindeki fo-

tonlar, o-tJ.k duvarları tarafından sürekli olarak sağurulur ve 
ı 

yeniden scilınırlar. Bu durumda, bir oyuk içindeki foton s;,.yısı 
ı 

korunurolu !değildir, duvar ların sıcaklığına bağlı olarak değişir. 
ı 

ı 
Bazt cisimler, yüksek sıcaklıklara kadar ısıtıldıkları za-

man akkor ! duruma gelirler. Bu akkorluk ısıl ışıma adını alır. 
ı 

Cisimleriri bu tür ısıl ışımaları, cisim içindeki atom ve elekt-
ı . 

ranların ~elişigüzel hareketlerinden kaynaklanmaktadır. Isıl 

i 



ış ıma 

fından 

runmuş 
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cismin yüzeyine ulaşmadan önce atom ve elektronlar tara­
l 

bitçok kez sağurulur ve salınır. Sonunda ısıl denge ko­
l 

ol1r. 
ı 

lçihde ısıl ışım~ oluşan bir cismin yüzeyinden bu ışımanın 
yalnızca iir kısmı dışarıya salınır. Ayrıca bir cismin yüzeyine 
dışarıdanigelen ısıl ışımanın yalnızca bir kısmı yüzey tarafın­
dan soğur~lur ve geri kal~n yansır. Ancak bir cismin yüzeyinin 

ı 

soğurduquıısıl ışıma saldığı ısıl ışımaya eşittir. 

Sani derece iyi bir soğurucu ve aynı zamanda ıyı bir salıcı 
yüzeye saiip olan bir cisme siyah cisim denir. Siyah cisim ola-

ı 

rak, çoğulkez içi boş ve duvarlarından birinin üzerine küçük bir 
delik açı~mış küp biçimindeki bir kutu alınır. Bu durumda, du­

ı 
varları Ti sıcaklığında tutulan kutunun içinde oluşan ısıl ışıma 

bir foto~ gazı olarak düşünülebilir. Bu nedenle siyah cisim 
ı 

ışıması ya da oyuk ışıması eş anlamlı olarak alınır. 
ı 
ı 

Şi~di her bir kenarı L uzunlu<junda ve iç yüzeyleri de iyi 
ı 

yansıtıcıi olan bir küpün içinde sabit bir E enerjisinin Şekil 
ı 

( 4. 6) dak~ gibi tu tu lduğunu düşünelim. Küpün içindeki fotonla-
r 

Şekil 4.6. Herbir kenarı L uzunluğunda iç 
yüzeyleri iyi yansıtıcı olan 
küpün kesiti. 

rın ısıl dengenin meydana gelmiş olması şartı altında, mümkün 
enerji dGfeylerine nası.l dağılacaklarını hesaplayalırn: 

ı 

V Jrekanslı bir elektromagnetik dalgaya karşılık gelen fo-
ı . 

tonun ene!rjisi bilindiği gibi E = hV şeklindedir. Sözkonusu fo-
i 
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ton gazınJ incelerken fotonların birbirleriyle etkileşmedikleri. 

fakat iç yüzeyler tarafından sogurulup yayınlandıklarını düşü­

necegiz. Bu yüzden, dagılımların hesaplanmasında 

E = r Ei Di = t hV nv = sabit (4.20) 

şartı geç1rli olmasına ragmen, f.otonle:i.rın tüm N sayısı sabit 

kalmaz. · 

1 

ı 

Bunu!n yanında, eger fotonların bulundugu küpün boyutları 
ı 

ışınımın oFtalama dalgaboyuna göre çok büyükse, fotonların ener­
ı 

ji düzeyl1ri arasındaki fark çok küçük olaca<jından fotonların 

spektrumu lsürekliymiş gibi de düşünülebilir. N nin sabit olma-
ı 

ması nedeniyle 0=0 olacağından 

dn = (g(V)dV)/(ehV/kT_l) (4.21) 

yazılabili,r. 
! 

g(V)I istatistiksel ağırlığını, ya da başka bir deyişle ku­

antum durJm yogunlu<junu hesaplamak için, her bir kenar ı L olan 
ı 

küp içindeki duragan bir elektromagnetik dalga ifadesinin 

\jl{x,y,z) =C sin(kx1t{x/L))sin(ky1t(y/L))sin(kz1t(z/L)) 

şeklinde qılduğuna dikkat edelim. 

gösteren Bir sabit ve 

Burada C, dalganın genligini 

ile de da1.ganın yayılma vektörü gösterilmiştir. 1 ki ile A dal­

gaboyu ar4sında ba<jıntı, dalganın yüzeyleri üzerinde dügüm nok­

taları olJşturması gere<jinden ortaya çıkar: 
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Iki /21 = 1/A =V/c = €/he (4.22) 

1 

Herf fotonun sahip oldugu kuantum durumu, kendisine karşı-
lık geleni elektroınagnetik dalganın k yayılına vektörünün bileşen­
lerinin 9e(jerleriyle belirlenir. Eş.(4.22) bağıntısı aynı bir 

C=hV foto~ enerjisine kx,ky,kz nin alacagı degerlere göre oo 3 ku-
ı 

arıtum dur~ınu karşılık gelebilece(jini göstermektedir. 

i 
Şi~di (kx,ky,kz) uzayında Iki ile lkl+dlkl arasında kalan 

ı 

kurcccl Wa~ık içindeki hfitün pozitif kx,ky,kz degerlerinin sayı-

sını, ya~i djkj ya karşılık gelen dV frekans aralığındaki kuantum 
duruınlar~nın sayısını hesaplamaya çalışalım. Bizi yalnızca kxZO, 

ı 
kv~O, kz~O degerleri ilgilendirdiginden sözkonusu küresel kabu-

• ı 

gun yalniızca 1/8 ini hesaba ka taeağız. Buna göre aradığımız 

sayı, 

(4.23) 

olacaktır. Elektromagnetik dalgaların hızı c, A=c/V oldugundan 

V=c/A = (c/2L)jkj (4.24a) 

dV=( c /2L )di :t.l (4.24b) 

yazılabi~eceğinden 

( 11 8) ( 41tj kl 2 d 1 ki ) = ( 1/ 8) 41t ( 2LV 1 c) 2 ( 2LdV 1 c) 

(4.25) 

olur. 

Ancak, herhangi bir yayılına doğrultusu verildiğinde, foto­
na karşllık gelen elektromagnetik dalganın yayılma dogrultusuna 

dik iki/ polarizasyorı düzlemi olacağından belirli bir C=hV fotorı 

1 
ı 
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ı 
enerjisin~ karşılık 
sayısı dal Eş. {4.25) 

gelen fotonların mümkün kuantum durumlarının 
in iki katı olacaktır. Bu durumda, 

! 

1 g ( v) d V== ( 8nv 1 c 3 ) v2dv ( 4 . 2 6 ) 

ı 
elde edil~r. Buna göre foton sayısı da Eş. (4.21) bağıntısından 

ı 
1 dnv=(8nV/c3)(v2dv/ehv/kT_l) (4.27) 
ı 

olacaktır/. Buradan da birim hacim başına V frekanslı ışıma 

enerjisinlin, yani ışıma enerjisi yoğunluğunun 

3 3 hV/kT dEv=(Ey/V)dnv=(8nh/c )(V dV/e -1) (4.28) 

ile veri~ebilecegi görülmektedir.. Buna Planck Işıma Kanunu adı 

'ı. ı verı ır. 
1 

ı 
Şi~di birim hacim başına düşen toplam ışıma enerjisini he­

saplayab~liriz. x=hV/kT dersek, 

integralıne ulaşılır. Bu integral işlemi sonucunda (Bkz. EK 3), 

(4.29) 

elde edilir. Bu ifade, bir siyah cismin toplam ışıma yoğunluğu­
nun, cis~in sıcaklığının dördüncü kuvvetiyle orantılı olduğunu 
belirteni Stefan-Boltzmann Kanunu'dur. o sabitine de Stefan­
Boltzmanh sabiti adı verilir, değeri 0=(8n5k4/15h3c3)=7.56xl0-16 

ı 

j m-3 düt. Bose-Einstein !statistigi denel olarak ölçülmüş olan 
bu sabitk teorik olarak da başarılı bir şekilde bulmuştur. 

1 
ı 
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4.3. Elektron Gazı: 

Fermi-Dirac dağılım ilkesi, belirli bir T sıcaklığında, 

hızları V ile V +d V, enerjileri ise E ile E+dE arasında değişen 
birim hacimdeki serbest elektronların sayısının, toplam serbest 
elektron sayısı içindeki oranını bulmayı amaçlar. Metaller için­
deki serbest elektronlar ile gaz molekülleri arasında bazı dav­
ranış farklılıkları vardır. Bu farkları şöyle sıralayabiliriz: 

i) Gaz moleküllerinin aksine, elektronlar yalnız belirli 
ve sonlu enerji degerierine sahip olabilirler. 

ii) Metal içinde, serbest elektronların çeşitli enerji dü­
zeylerine karşılık gelen sayıları .kısıtlı olup, Pauli ilkesine 
uygun olarak her düzeye, spinleri birbirlerine antiparalel olan 
en çok iki elektron yerleşebilir. 

iii) Serbest elektronların enerji düzeylerine dağılımında, 
en kararlı olan en düşük enerjili düzey ilk önce, diger düzeyler 
ise sırasıyla daha sonra doldurulacak şekilde bir seçim kuralı 
vardır. 

Serbest elektronların enerji düzeylerine dağılımında, yu­
karıdaki şartların geçerli oldugu bu durumu, 

şeklinde Eş(3.30) ile göstermiştik. Bu bagıntıda Ef ile 

gösterdigirniz enerji değerine Fermi enerjisi adı verilmektedir. 
Fermi enerjisi, metallerin elektriksel özelliklerinin saptanma­
sında çok önemli bir kavramdır. 

Şimdi bir metal içindeki serbest elektronları gözönüne 
alalım. Bunlara karşılık gelen enerji seviyelerinin istatistik­
sel agırlıgı, belirli bir V hacminde tutulan parçacıkların ener­
ji seviyelerinin istatistiksel ağırlığı gibidir. Fakat metal 
içinde zıt yönlü spinli iki grup elektron olduğUndan bunların 
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istatistiksel ağırlığı, V hacmindeki parçacıklarınkinden iki kat 
fazla olacaktır. Böylece Eş ( 2. 24) ifadesini gözönünde bulundu­
rup, fermiyonların Pauli ilkesine uymaları dolayısıyla, her du­
rumda bir elektron bulunması gerektiğinden, metalde enerji­
lerinin sürekli olduğu kabul edilebilen üst iletim bandları için 

( 4. 30) 

oldug-u, yani fermiyonların istatistiksel ağırlığının, enerjile­
rinin kareköküyle orantılı olarak artacağı görülmektedir. E ile 
E+6E enerjileri arasındaki aralıkta bulunan elektr·onların Lın sa­
yısı için 

yazılabilir. Buradan ôn ve ôCnin sonsuz küçük olduklarını düşü­
nerek diferansiyel formda yazarsak 

(4.31) 

olur. Bu ifade, serbest elektronların enerji dağılımları için 
Fermi-Dirac denklemidir. Fermi enerjisi T=0°K sıcaklığında 

elektronların bulunabileceği maksimum enerji düzeyi idi. Dola-

yısıyla Eş ( 4. 31) ifadesini sıfır ile Cf Fermi enerji düzeyleri 

arasında integre edersek, toplam parçacık sayısını Ef ye bağlı 

olarak 

( 4. 32) 

şeklinde buluruz. Buradan Fermi enerjisinin 

( 4. 33) 

olduğu, yani metaldeki elektronların N/V-yoğunluğu bilindiğinde, 
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bu elektronların Fermi enerjisinin saptanabileceği ortaya konmuş 
olur. 

Şimdi Eş. (3.30) ile gösterdiğimiz olasılık dağılım fonksi­
yonunu inceleyelim. Her kuantum durumunda tek parçacık oldu~unu 
düşünürsek, fonksiyon 

şeklini alır. Bu fonksiyonun T=OOK deki durumunu incelersek 

ıçın ( 4 . 34a) 

için ( 4 '34b) 

ve bunun sonucu olarak da olasılık fonksiyonunun biçimi Şe­

kil(4.7) deki gibidir. 

~~~~~~L4~~----~E 
o 

Şekil 4. 7. Olasılık fonksiyonunun T=0°K 
de enerjiye göre değişimi. 

Şekilden de gb~fildUgU gibi mutlak sıfır sıcaklıgında bulu­
nan bir metalde, metal içindeki elektronların hepsi de Fermi 
enerji değerinin altındaki enerji değerlerine sahiptir. Enerji-

leri €<Ef olan bütün kuantum durumları dolu, E>€f olan bütün ku­

antum durumları boştur. 
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Olasılık fonksiyonunun T~0°K sıcaklıklarındaki durumunu 
inceleyelim. Metalin. sıcaklıgının mutlak sıfırdan başlayarak, 

giderek arttıgını düşünürsek, her sıcaklık değeri için elektron­
lara kT kadar bir ısıl enerji ilave etmiş oluruz. Fermi düzeyi­
nin yeterince altında, belirli enerji düzeylerine Pauli ilkesine 
uygun olarak tamamen doldurmuş bulunan elektronlar, civarda gi­
debilecekleri hiçbir boş enerji düzeyi (kuantum durumu) bulunma­
dığı için. kendilerine verilen ek enerjiyi kabul edemezler. Ve­
rilen ilave enerji, yalnız Fermi düzeyi civarında kT kadar bir 
enerji aralıgında bulunan serbest elektronlar tarafından alına­

bilir. Böylece bu elektronların Fermi düzeyinin dışına çıkmala­
rı saglanır. Bu durumda, metal içindeki elektronların sayısı N 

sabit oldugundan, nı(E) olasılık dagılım fonksiyonunun eğrisi, 

sıcaklık arttıkça eski keskin biçimini kaybedecektir. (Şekil 4.8) 
Aynı nedenle, bir kısım elektronun Fermi enerji düzeyinin üzeri­
ne çıkmaları sonucu, Fermi-Dirac dagılım fonksiyonu da giderek 
biçim değiştirecektir. 

ni(E) kT 

1 ~------------~~~k---. ....... ~ -T=0°K 

T=300°K 

~'·/ T=1000°K 
~·~./ . 

-tl lt-. E o 
kT 

Şekil 4.8. Olasılık fonksiyonunun 
sıcaklıkla değişimi. 

· Metallerin elektriksel ve ısıl özelliklerini, metal için­
deki serbest elektronların. tümü değil, enerjisi Fermi sınır ener­
Jısı değerinden büyük olan,· çok küçük bir bölümü yansıtır. Ör­
neğin, T=3000K de Şekil (4.8) ve (4.9) da taranmış bölgelerdeki 
elektronlar bu özellikleri yansıtırlar. Oda sıcaklıgında, elek­
triksel ve ısıl iletimleri sağlayan bu elektronların toplam 
elektron sayısı içindeki oranını bulmaya bulmaya çalışalım. Fer­
mi düzeyine kadar olan enerji düzeylerinin sayısını N/2 olarak 



N(E) 

. ..,._ -T=0°K ..... .... 
. ,\ - T=300°K 

o 
\~T=1000 K 

.... 
~----------------~--~~~. ~----~ E 

o 
Şekil 4. 9. 

Et 
Sıcaklığın artmasıyla metal için­
deki serbest elektronlardan ener­
jisi Ef Fermi enerjisinden büyük 
olanların sayısı giderek artacağı 
için, Fermi-Dirac dağılım eğrisin­
de meydana gelen değişim. 
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kabul edersek, düzeyler arasındaki farkları birbirine eşit ve ~~ 
ile gösterirsek, 

yazılabilir. Isıl uyarımlardan, sadece Fermi düzeyine yakın kT 
enerjisini alabilecek elektronlar etkilendiklerinden, sözkonusu 

enerji aralıgındaki enerji düzeylerinin sayısı,kT/~kTN/2Cf dir. 

Bu düzeydeki serbest elektronların sayısı ise kTN /Ef kadardır. 

Bu elektronların yarısının Fermi düzeyinin üstüne çıktıklarını 

kabul edersek 

~IN :: kT/2~f 

bağıntısından hesaplayabiliriz.Oda sıcaklığı civarında (T=300°K) 

kT:: 0.025 eV, metaller için Fermi enerji değeri Lf=3-10eV oldu­

ğundan, 

~IN:: 0.01 

bulunur. Yani, ısıl iletime katkıda bulunan elektron sayısı top­
lam elektron sayısının yüzde biri kadardır. Başka bir deyişle, 
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oda sıcaklıqındaki bir metalde, her yüz elektrondan ancak biri­
si, Fermi sınırını geçerek, metalin elektriksel veya ısıl karak­
teri üzerinde etkili olabilmektedir. Sıcaklıqı art tır ır sak, bu 
sayı bir miktar daha yükselir. Fakat toplam elektron sayısı 

içindeki oranları yine çok azdır. Örneğin, T=1000°K gibi yüksek 

sıcaklıklarda bile ôN/N = 0.02-0.03 mert0besindedir. 

4.4. Enerji ve Basıncın Üleşim Fonksiyonuyla Elde Edilmesi: 

Üleşim fonksiyonuna Eş. (3.11) ile 

şeklinde göstermiştik. Üleşim fonksiyonu ele alınan sistemin 
özellikleri hakkında önemli bilgileri içermektedir. Bu sistemin 
E toplam iç enerjisi, S entropisi ve P basıncını üleşim fonksi­
yonuna bağlı olarak ifade edebiliriz. 

V yi sabit tutarak Eş.(3.11) inT ye göre kısmi türevini 
alalım. Bu işlemi yaparsak 

(oZJaT)v = 1: gi(E:i/kT2) -E:i/kT e 
i 

(az;aT)v = (1/kT2) ~ g·E:· -E:i/kT 
. ı ı e 

ı 

(az;aT)v ( llkT2) 1: (Z/N)E:ini 
i 

(az;aT)v = (Z/NkT2) 1: Cini 
i 

(aZ/aT)y = ZE/NkT2 

olur. Buradan toplam iç enerjiyi 

E = NkT2(olnZ/oT)y (4.35) 
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şeklinde buluruz. Ayrıca parçacık başına düşen enerji gözönüne 
alınırsa 

( 4. 36) 

eşitliğini elde ederiz. 

Şimdi de entropinin istatistiksel ifadesi S=klnO eşitli­

ğini dikkate alırsak, Eş. (3.4) bağıntısından yararlanarak 

(4.37) 

yazabiliriz. Diğer yandan ni 1 gi nin değerini de Eş. ( 3. 12) den 
bularak yukarıdaki eşitlikte yerine koyarsak 

S=Nkln(Z/N)+EIT+Nk (4.38) 

olur. 

Şimdi de basıncı, üleşim fonksiyonuna bağlı olarak ifade 
edebilmek için, termodinamiğin birinci kanunundan 

P=-dE/dV+T(dS/dV)=-(3(E-TS)/3V)T 

yazabiliriz. Eş. (4.38) den 

E-TS=-NkTln(Z/N)-NkT 

oldugundan sonuç olarak basınç için 

P=NkT(olnZ/3V)T (4.39) 

bağıntısını buluruz. 

Böylece, sistemin mikroskopik özelliklerinin bir özeti 
olarak ifade edilebilecek olan bir üleşim fonksiyonu bilinirse, 
sistemin toplam iç enerjisi ve basıncı gibi niceliklerini T sı­
caklığına bağlı olarak belirlemenin mümkün olduğu görülmektedir. 
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5. SONUÇ: 

Çeşitli parçacıkların birbirleriyle etkileşirken ele al­

dıgımız kurallar içinde, bir sistemin fiziksel özellikleri, içer­

diği parçacıkların tek tek hareketlerine degil, büyük bir bölü­

münün ortaya koydugu ortak davranışlara bağlıdır. Bu davranış­

lar istatistik fizik tarafından belirli bazı olasılık ve dagılım 
ilkelerine uygun olarak açıklanabilir. Bu davranışları açıkla-

yabilmek için yapılan çalışmalar sonucunda, 3 üncü bölümde ınce­

ledigimiz istatistiksel dağılım ilkeleri ortaya çıkmıştır. 

Kuantlaşmamış durumlar için geçerli olan 

şeklinde gösterdiğimiz Maxwell-Boltzmann dağılım fonksiyonu, gaz 

moleküllerinin hız dağılımlarını tayin etmekte başarılı olmuş­

tur. 

Fotonların enerji dağılımı ve metallerdeki serbest elekt­

ronların enerji düzeylerine olan dagılımları gibi bazı kuant-
1.'1;;>mJş durumlard.'1 Maxwe 1 1-Bol tzmann dağılım fonksiyonunun yeter­
Biz kalışı, yeni araştırmalara çıgır açmıştır. Foton gazı için 

klasik dağılım fonksiyonunun başarılı olamamasının nedenlerini 

araştırırken Bose ile Einstein birbirlerinden bağımsız olarak 

çalışmışlar ve 

olarak ifade edilen Bose-Einsteirı dagılım fonksiyonunu türetmiş­

lerdir. Bu bagıntı siyah cisim ışımasının açık lanabilmesinde 

çok önemli katkılar saglamıştır. 

Herbir kuantum durumunda, sadece tek bir parçacığın bulun­

duğu sistemlerdeki, örneğin bir metaldeki elektronların davranı­

şında, fiziksel olayların incelenebilmesi için Fermi ve Dirac 

tarafından 
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eşit li<jiyle verilen Fermi-Dirac da~ılım fonksiyonu, metallerin 
ısıl ve elektriksel özelliklerini incelerken çok önemli bir rol 
oynar. Bu da~ılım fonksiyonu katı hal fizi~inde yapılan çalış­

malarda, özellikle yarıiletkenler üzerinde yapılan araştırmalar­
da önemli bir parametredir. 

Bu üç istatistiksel.da~ılım fonksiyonu 

olmak üzere 

(MB) 

(BE) 

(FD) 

şeklinde tek bir ifade de toplanabilir (Resnick et al 1980). 

(gi/ni) ifadesi 1 den çok büyük oldugunda yani 9i 

istatistiksel a~ırlı~ı ni den çok büyük oldugu sistemlerde her 

üç da~ılım fonksiyonucia benzer sonuçlar verir. Bu yüksek sıcak-

lıklar için geçerlidir. Böyle durumlarda, kuantum istatisti~i-
nin ortaya koydu~ etkiler ihmal edilebilir. Yani yüksek sıcak­
lıklarda klasik da~ılım fonksiyonu daha başarılıdır. Sıcaklık 

düştükce özellikle mutlak sıfır sıcaklı~ına yakın sıcaklıklarda 

kuantlaşmış durumlar için geçerli olan da~ılım fonksiyonları da­
ha başarılıdır. 
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EK 1. ST1RLİNG YAKLAŞIMININ ÇIKARILMASI: 

istatistik fizikte, parçacık sayısının çok büyük, örne~in 

Avagadro sayısına yakın oldugu durumlarda N! gibi bir niceli~i 

hesaplamak uzun işlemler gerektirir. Bu nedenle. N nin büyük 
oldu~u durumlarda N! i hesaplamak için, bir yaklaşım yapılabi­
lir.' 

N! ın de~eri 

N!=lx2x3x ...... x(N-l)xN 

dir. Buradan her iki tarafın ln' ine geçilirse 

lnN!=lnl+ln2+ ...... +ln(N-l)+ln N 

"' lnN!= ~ ln r 
r:t 

ya:uLır. lJuradaki r. nuı bir birim degişmesi lrı r yi degiştir­

meyece~i için yukarıdaki toplama işlemi yerine, integral işlemi 

yapılabilir. Yani, 

lnN!= ~N ln r dr=(r ln r-r)l; 

yazılır. Burada N»l oldugu için alt sınır 1 den O a götürülebi­
lir. Böylece 

lnN!=N lnN~N 

bulunur. Bu bagıntı Stirling Yaklaşımı adını alır. 



EK 2. GAUSS !NTEGRALLER!: 

x bir degişken, cx degişroez bir nicelik ve n»O olmak üze-

re, 

J
oo -cxx2 

I (n)= 
0 

xn e dx 

integraline Gauss integrali denir. Bu integralin dec)eri üstel 

fonksiyonların özellikleri kullanılarak· bulunur. Gauss integra­

li, n nin birkaç değeri için aşağıdaki gibidir. 

Çizelge Gauss integrallerinin Birkaç Değeri: 

n I(n) I' (n) 

o ( -....rn/2) (nq-112 -1 n(cq-11 2 

ı (1/2)(cx)-1 o 

2 (Vn/4) (cx)-3/2 (Vn/2) (a)-3/2 

') (l/2)(a)-2 o J 

4 (3·fn/8) (a)-5/2 (3-ln/4) (a)-5/2 

5 (a)-3 o 

6 (15Vn/16)(a)-7/2 (15Vn/8)(a)-7/2 

Bu değerlere bağlı olarak 

· Joo -ax2 I (n)= xn e dx 
.;..cc 

integralinin değerleri de yukarıda gösterildiği gibi I (n) nin 

altı.ndzı toplzınmıştı.r. I (n) nin integralleri, n=L 3, 5,.. gibi 

değerler için sıfırdır. 



EK 3. GAMA VE ZETA FONKS!YONLARI: 

X degişken ve n bir pozitif tam sayı olmak üzere 

(1) 

integraline gama fonksiyonu denir. Bu integrali oluşturmak için, 

integralini ele alalım. Bu integral, kısmi integral yöntemiyle 

J
oo -x n oo Joo e x dx=- ( e-X xnj + n e-x xn-1 dx 
o o o 

yazılır. Burada birinci terim sıfır olduğu için, 

00 00 

f
0 

e-x xn dx=n 1
0 

e-x xn-1 dx 

ifadesi bulunur. Bu ifadenin sa9 tarafına 

şeklinde arka arkaya kısmi integral uygulanırsa 

Joo e-x xn dx=n (n-1) ( n-2) ..... ( 2) ( 1) 
o 

eşitliği bulunur. Yani, 

00 
J e-X xn dx=n! 
o 

( 2) 

( 3) 

dir. Ayrıca Eş ( 1} ile verilen gama fonksiyonu tanımı, Eş ( 2) ve 
(3) bağıntılarında kullanılırsa 

f(n+1)=n f(n)=n! (4) 



bulunur.Bu bağıntı n nin pozitif yada yarı tamsayı olması durum­
larına karşı gelen gama fonksiyonlarının de~erlerini bulmaya ye­
terlidir. Örneğin n pozitif tamsayı olma.k üzere, (4) bağıntısı­

nın son iki eşitliğinden 

f(n)=(n-1)! n >0 (5) 

bulunur. 

n=1,2,3,4 değerleri için, Eş(ll) e göre 

f(l)=f(2)=1, f(3)=2, f(4)=6 

olchı(Ju görülmektedir.Aksine n pozitif yarı tam sayı ıse, Eş(4) 

bağıntısının ilk iki eşitliğinden, 

f(n+l)=n f(n) n=l/2,3/2,5/2, ... 

yazılır. Bu eşitlikten bulunan gama fonksiyonu n nın yarı tam­
sayı değerlerinden birkaçı için aşağıdaki çizelgede verilmiştir. 

Çizelge n nin Yarıtamsayı Değerleri !çin Gama Fonksiyonla­
rının Birkaç Değeri: 

n(yarıtamsayı) f(n+l) 

1/2 f(3t2)=(1t2)f(lt2)=vrntz 

3/2 f(St2)=(3/2)f(3t2)=(3/4)f(lt2)=3vrnt4 

5/2 f(7t2)=(5t2)f(5/2)=(15t8)f(lt2)=ı5vrnts 

7/2 f(9/2)=(7/2)f(7/2)=(105/16}f(l/2}=105ifnf16 

9/2 f(llt2)=(9t2)f(9/2)=(945t32)f(lt2)=945vrnt32 

Burada f(l/2)=vrn olarak alınmıştır. Gerçekte Eş(l) de n=l/2 alı-
n ır sa 



bulunur-. Burada y=x2 alınırsa, 

elde edilir. Bu integralin degeri EK 2. de vrn ye eşittir.O halde 

f(l/2)=Vn 

olacaktır. 

Zeta Fonksiyonu: 

S >0 olmak üzere, 

gibi bir integrali ele alalım. Burada, 

yazılırsa, 

( 7) 

bulunur. Eğer, xr=y değişken değiştirmesi yapılırsa, 

( 8) 

elde edilir. Eş(7) deki integral Eş(l) uyarınca gama fonksiyo­
nudur. Bu durumda, 



00 
f(s+l)= ~ e-Y ys dy 

biçiminde yazı labilir ve degeri s nin a lacagı deqer ler e göre 
aşaqıdaki çizelgeden bulunur. 

Çizelge s nin Bazı Deqerleri İçin Gama Fonksiyonları: 

s 1/2 ı 3/2 2 5/2 3 7/2 4 

S+l 3/2 2 5/2 3 7/2 4 9/2 5 

f(s+l) vn/2 ı 3vn/4 2 ısvn1s 6 ıosv ni 16 24 

Eş(7) deki toplama ise Rieman Zeta fonksiyonudur ve, 

( 9) 

yazılır. Z nın birkaç deqerine karşılık gelen zeta fonksiyonu­
nun deqerı aşağıdaki çizelgede verilmiştir. 

Çizelge s nın Bazı Degerleri !çin Zeta Fonksiyonları: 

s 1/2 ı 3/2 2 3 

S+l 3/2 2 5/2 3 4 

Ç(s+l) 2.612 ı. 341 1.202 

O halde Eş(6) ile verilen integralin değeri, gama fonksi­
yonuyla zeta fonksiyonunun çarpımıdır: 

( 10) 

Bu baqıntılardan yararlanarak bulunan Is değerleri aşaqı­

daki çizelgede verilmiştir. 



Çizelge s nin Bazı Değerleri !~in (6) 1ntegralinin Aldığı 
Değerler: 

~s ________________________ ~I8------------------------

1/2 

1 

3/2 

2 

3 

~00 (x112dx)/(ex-1)=f(3/2)s(3/2)=2.612(vrn/2)=1.845 

J
00

(x2dx)/(ex-1)=f(3)Ç(3)=2x1.202=2.404 o 




