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‘ OZET

Makroskopik bir sistem, atomlar yada molekiiller gibi bir-
gok mikroskopik pargaciktan olusur. Istatistik fizik olarak bi-
linen bilim dali, bir parcaciklar sisteminin makroskopik ozel-
likleriyle, mikroskopik o6zellikleri arasinda baglanta kurar.
Gercekte, distatistik fizik, molekliler fizik ve klasik fizik ara-
sinda bir képridir. Bir sistemdeki pargaciklarin hareketlerini
tek tek iﬁcelemek gok zordur. Bu ylzden istatistiksel bir yak-
lagim yapmak gereklidir.

Istatistik fizik Boltzmann ve Maxwell tarafindan 19.yy. da
gelistirilmistir. Bu bilim dali, bir gaz sistemi gibi klasik
problemlere bir metal igindeki serbest elektronlar gibi ve bir
kutudaki fotonlar gibi kuantum mekaniksel problemlere uygulana-
bilir. Kuantum olasilik kavramlari laser fiziginde ve vyara
iletkenler fiziginde ¢ok onemlidir. Bir gazdaki molekiiler hiz-
lara hesaplamak ig¢in klasik dagilim daha etkilidir. Cinki gaz

pargaciklari, klasik dagilima uygun davranis gosterirler. Elekt-
ronlar ve fotonlar kuantum istatistiksel dagilimina uygun davra-
nis gbsterirler. '

Bu‘gallsmada, istatistik fizikteki temel kavramlar .agik-
lanmistir' ve istatistiksel olasilik dagilim fonksiyonlari elde
edilmistir. Daha sonra istatistiksel yontemlerin fiziksel sis-
temlere uygulamalar: incelemmistir. Sonug olarak, istatistiksel
dagilim fonksiyonlari kiyaslanmistir.
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SUMMARY

A mdcroscopio system consists of many microscopic partic—
les such as atoms or molecules. The branch of science called
statistical physics is related between macroscopic and microsco-—
pic properties of the particles in a system. Statistical phy-
sics, essentially, is a bridge between molecular physics and
classical bhysics[ To examine the motion of particles in a sys—
‘tem one by one is very difficult. Therefore, a statistical app-
roach 1s necessary.

Statistical physics was developed in 19th. century by Max-
well and Boltzmann. This branch of science is applicable to
classical.jproblems such as molecules in gases and to quantum
mechanical problems such as free electrons in metals and as well
as photons in a box. The quantum mechanical probability con-
cepts are very important in laser and semiconductor physics.
Classical probability concepts are more effective than the cal-
culation of molecular velocities in a gas. Because, particles
of a gas behaviour according to classical distribution. Elect-
rons and photons behaviour according to quantum statistical
distributions.

In this study, basic concepts were explained in statisti-
cal physios, and statistical probability distribution functions
were obtained. Then, applications of statistical methods were
explained for physical system. Consequently, probability dist-
ribution functions were compared in this context.
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1.GIRIS: —

Bir sistemin makroskopik ¢zelliklerinin, sistemi olusturan
pargaciklarin bireysel hareketlerine iliskin yeni kavramlarin
kullanilarak incelenmesi Istatistik Fizigi olusturur. Eger par-
gaciklarin bireysel hareketlerine dayali yeni kavramlar klasik
fizik yasalarina goére incelenmis ise bu kavramlarin kullanilma-
siyla tliretilen istatistik fizik, Klasik Istatistik Fizik adani
alir. Otei yandan kuantum mekaniksel vyasalara dayali olarak
olusturulaﬁ istatistik fizige de Kuantum Istatistik Fizik ada
verilir.

Maddeyi olusturan atomlarin ve molekullerin davranisi ve
mikroskopik ozellikleri, kuantum mekanik yasalarinca, tim ayrin-
tisi ile belirlenebilmektedir. Bu durumda atomlaran ve molekil-
lerin mikroskopik o6zelliklerini belirleyen ayni kuantum mekanik-
sel yasalar kullanilarak ¢ok sayida pargaciktan olusan sistemle-
rin, makroskopik ozelliklerinin de incelenebileceyi beklenebi-
lir. Bununla beraber, kuantum mekaniginde bir tek pargacik ig¢in
hareket denklemi yazip c¢ozlme gidilebiliyorsa da, makroskopik
sistemin ¢ok sayida pargaciktan olusmasinin yarattlgl guglik

boyle bir incelemeyi oldukga zorlastarar.

Bunun gibi nedenler, Avagadro sayisina yakin sayida parga-
ciktan olusan ¢ok pargacikli bir sistemin makroskopik dézellikle-
rinin incelenmesinin ¢ok zor olacadini gbstermektedir. Bu soru-
nu gézmenin yolu, bir sistemin o6lglilebilen makroskopik ozellik-
lerine istatistiksel bir yapi kazandirmaktir. Yani bir siste-
min herhaﬂgi bir makroskopik davranisinin, o sistemi meydana ge-
tiren paréac1k1ar1n her birinin mikroskopik davranislarinin or-
talamasina karsi geldigini distinmektir.

Bu sekilde ¢ok sayida pargaciktan olusan bir sistemde dl-
¢ilebilen makroskopik o¢zelliklerin incelensbilmesi igin siste-
me, kendiéini olusturan parg¢aciklarin mikroskopik davranislari-
nin ayrantilarina inmeden, olasilik kavramlarinin uygulanmasa

istatistik fizik yéntemini olusturur.



Bu istatistiksel yoéntem, ¢ok sayidaki atomlar ve molekiil-
ler icin gégerli oldugu gibi fotonlar, katilardaki esnek dalga-
lar ve kuantum mekanigindeki dalga fonksiyonlara igin de geger-
lidir. Bundan dolay:i istatistiksel yoéntem, klasik termodinamik
yontemden daha dstin ve daha ¢ok uygulama alanina sahip olan bir
yontemdir. '

Makroskopik niceliklerin istatistiksel yodntemlerle ince-
lenmesinde ele alinan kuantum durumlari yerine, sistemi olustu-
ran parGaciklarln hazlarini ele alarak yapilan inceleme Kinetik
Teori adinmi alar. Kinetik Teori, klasik fizik yasalarini siste-
min molekiilsel yaplsina uygulayip, makroskopik niceliklerin bi-
yikliklerini bulmaya calisir. Daha sonra da bulunan nicelikler-
le molekiillerin hareketleri arasinda iliski kurar.



2 .BAZI TEMEL TANIMLAR:
2.1 Istatistiksel Denge:

Istatistik Fizik, c¢ok sayida tanecikten olusan sistemlerin
makroskopik o6zelliklerini, her bir tanecigin ayraintili hareke-
tini gdzanﬁne almaksizain, olasilik kavramlarini uygulamaya yo-
nelik yéntemleri igermekteydi.

Cokisaylda tanecikten olusan bir sistemi, istatistik fi-
zikle incelerken, herbir tanecigin kendine o6zgii bireysel hare-
keti incelenmese bile sahip oldugu dinamik hal hakkinda bazi
varsaylmlér yapmak gereklidir. Buﬁun iginde taneciklerin sahip
olabilecekleri farkli dinamik hallere, nasil dagitilabilecekle-
rinin olasiligi gézdénine alinir. Boyle bir olasilik kavramini
isin igine sokmak, sozkonusu taneciklerin higbir kurala uymaksi-
. zln tumﬁyie rastgele hareket etmekte olduklarini ifade etmek de-
gildir. Bu yalnizca, sistemi olusturan taneciklerin miimkin ku-
antum durumlarini dederlendirmeye iliskin yontemle ilgilidir.

Bayik bir sayida N tane parcaciktan olusan bir sistemi go-
zoniine alalim. Her bir pargacigin &;,€,,&,, ... gibi ayrik ve ku-
antalastirilmis enerji durumlarinda bulunmasi mimkin olsun. Be-
lirli bir t ananda n, tane parcacik €, enerjisini, np tane par-
gacik &, enerjisini, nj3 tane pargacik &4 enerjisini igeriyorsa,

roplam paﬁgac1k sayisi igin
| N=nq+np+n3+...... =§ni (2.1)

ve sistemin toplam enerjisi igin de

- E=nj1€y+ng&+naty+. ... .. =Zn4&y (2.2}

1 i
yazabiliriz. Es. (2.2), sistem i¢inde tanecikler arasinda etki-
lesme olmadidi zaman gegerlidir. Eger sistemi olusturan tane-

cikler arasinda, sistemin enerjisine katkida bulupan bir etki-



lesme olsa&dl

CR=Yn €. 15F.
: D’Tnlcl ] .J_l‘

Sy . ie) (2.3)

yazmak gerekecekti.

Yalitllmls bir sistemi goézdnine alirsak, yani disarisiy-
la . higbir !1s1 alisverisi bulunmuyorsa, enerjinin korunumu ilke-
sine gbre sistemin enerjisi sabit kalir. Ancak, sistemi olustu-
ran parcablklarln birbirleriyle ¢arpismalarindan pargaciklaran
enerjileri degisir. Parcaciklar arasaindaki g¢arpasmalar, bunlarain
bir kuantum durumundan baska bir kuantum durumuna gegislerine ve
aynl kuantum durumunda bulunan pargaciklarin da sayilsinin de-
gismesineineden olur. Bu durumda parg¢aciklarin mimkin kuantum
durumlarina dagitima da zamanla dedisebilecektir. Bununla
beraber sistemin, makroskopik fiziksel biiyllkliklerle belirlenen
umkroskopik durumuna bir dagalam karsilik gelmelidir. Yani bir
pargacik éistemi verildiginde bunun pargacik sayisi, toplam
enerjisi ve her bir parcacidin yapisi ile belirlenen en muhtemel
dagilim vardir. Bu dagilimla ifade edilen sistem, disaridan
herhangi bir etkiyle karsilasmadlgl sirece denge durumunu korur.
Sistemde her bir pargacigin bu en muhtemel dagilim uyaranca, bir
kuantum durumunda bulummasi halinde sistemin istatistiksel den-
gede oldugu séylenir.

Herﬁbir.enerji dizeyinde kag¢ tane par¢acigin bulundudunu
gbsteren nj,ng, ..... dagitim sayilari, en olasi dagilima karsilik
gelen istatistiksel denge durumunda sahip olduklara degerler et-

gekte ¢ok kigiktir. Istatistiksel dengeye etkisi dikkate alin-
maz .

Z.Z.Makroékopik ve Mikroskopik Durum:

Istétistik'fizigin ele aldigi bir sistem, ¢ok sayida atom
ya da molekiilden olustudu igin, c¢odu zaman ¢ok sayida dinamik
serbestlik derecesine sahiptir. Boyle bir sistemde, sadece si-
caklik, enerji ve basing gibi fiziksel niceliklerin 6l¢llmesi



ile belirlenen duruma o sistemin makroskopik durumu adi verilir.

Diger yandan, bu sistemi olusturan parcaciklardan her bi-
rinin konum ve momentumunun ayri ayri belirlenmesi o sistemin
mikroskopik durumunu olusturur. Enerji gibi bir niceligin be-
lirlenmesinde sistemin mikroskopik durumlarinin ayrintili olarak
bilinmesi gerekmemektedir. Ornegin sistemin enerjisi, sistemi
olusturan pargaciklaran eﬁerjilerinin toplami olacaktar.

Enerjiyi bulmak i¢in, sistemin mikroskopik durumlarinain
bilinmesine gerek kalmadan, belli bir enerji degerine sahip olan
ka¢ tane pargacik bulundugunu bilmek yeterli olacaktir. Bagka
bir deyisle, bir sistemde pargaciklarin ozelliklerine bakilmak-
sizin her enerji durumunda kag tane parcacik oldufunu saptamak,
o sistemin makroskopik durumunu olusturmak demektir.

2.3.Kuantum Durumlarz:

Kuantum mekaniginde, Heisenberg belirsizlik ilkesine godre
konum ve momentum ayni anda belirlenemediginden, klasik £fizik
anlamini yitirir. Bu nedenle kuantum istatistik fizikte gegerli
olan mikroskopik durum tanimi, tamamen kuantum mekanik. ilkeleri-
ne godre ydplllr.

Kuantum mekanigine godre, bir sistemin durumu

4

HY =Ep Y, ; n=l,2,... (2.4)

denklemi ile uyusan kuantum durumlarindan biridir. Burada, H

sistemin enerji hamiltonyeni; Y, n kuantum durumunu belirleyen
: 4

dalga fonksiyonu ve E, de n kuantum durumuna karsi gelen enerji
degeridir. Buna gére kuvantum istatistik fizikte mikroskopik du-
rumlar, n kuantum sayisinin belirledigi kuvantum durumlarina kar-
s1lik gelﬁektedir( Kitlesi m, momentumu p olan bir pargacidan
enerji ha@iltonyeni '



H=PZ/2m (

[
8]
e

dir.{Ozemre. 1978). Bu pargacigin kuantum durumunu inceleyelim.

Schfbdinger denklemi, iki ucundan sikistirilmis bir telde-

ki enine dalgalarin yayilmasini ifade eden dalga denklemine ben-
zer (Sekil 2.1)

o

Sekll 2.1. Iki ucundan 31k13t1r11m1$ bir
: teldeki dalgalar.

Sekle gére durgun dalgalaran olasai dalga boyu

 Ap=2L/n (2.6)
dir. Burada
n=1,2,3.... (2.7)

gibi tam&ayl degerler alir ve karin noktalarinin sayisini be-
lirler. |

Bir durgun dalga, .ters ydénlerde yayilan iki dalganin telin
ug¢ lelmiarlnda yansimasindan olusur. Buna gére, bir serbest
pargaciginh bir dogru Uzerinde ileri geri hareket etmesi ve ug
noktalarda esnek carplsma yapmasl tam olarak bir durgun dalgaya
karsilik gelir. Baska bir deyisle, kuantum mekaniginde bir par-
cacik demek, Schrodinger dalgasi demektir. Bu durumda par-
¢gacigin momentumunu



P _=h/A
; n n

- Pp=(h/2L)n (2.8)
seklinde ifade edebiliriz. (Erbil. 1989).
Ege% parcacik kenar uzunlugdu L olan bir kiip iginde hareket

ediyorsa, bu harekete karsi gelen momentumun, kiipin kenarlaraina
paralel olan bir (X,Y,Z) dik kartezyen koordinat sistemindeki

bilesenleri
Py=(h/2L)ny ' ‘ | (2.9a)
Py=(h/2L)ny | ~ (2.9b)
P,=(h/2L)n, {2.9¢c)
bagintilari ile verilebilir. Burada Ny, Ny Dz kuantum sayilari-

dir ve herbiri 1,2,3,...gibi degerler alair. Ote yandan pargaci-

gin bileske momentumu-

pn2=px2+p 2+p22

y
Pn2=(h2/4L2)(nx2+nY2+n22)
P, 2=n2(h2/412) (2.10)
dir. Bu;ada
n2=(nX2+nY2+nZZ) : (2.11)

olarak diustniilmistir. Buna gbére parcacigin enerjisi (2.5) ba-
gintisina gére

Ep=(h?/8ml2)n2 (2.12)



olaoaktlr.l Bu baginti gésteriyor ki, parc¢acifin enerjisi n2 ye
bagla oldugu igin, momentum vektdrinin dogrultusuna degil, sade-
ce buyuklugline bagladar.

ParQa01g1n hareket ettigi kabin hacmi V=L3 ise,
Ep=(h2/8mv2/3)n2 (2.13)

seklinde de ifade edilebilir. Bu baginti herhangi bir sekle sa-
hip baska bir kap ig¢inde de gegerlidir. Ancak kabain boyutlara
Schrédingef dalga boyundan biyik olmalidar. Ornegin kenarlara
Ly, Ly, Ly olan dikdértgen seklindeki bir kap igin,

En=(h2/8m){ (ny2/Ly2)+ (ng2/Ly2) 4 (0,2/0,2))  (2.14)
olarak yazﬁlabilir.

Bu éon bagintidaki ny,ny,ny kuantum sayilari, enerjisi Ep
olan pargacigin enerji durumlarini belirler. Buna gore n? nin
tarklay degerlerine karsy gelen enerji degerleri pargacigan

enerji dizeylerine karsi gelir.

A@rica momentum vektorld, ny,ny ve nz kuantum sayilarina
bagla OLdugu igin, momentum vektérinin farkli dofrultulari, par-
gacigin f?rkll enerji durumlarini belirler.Bir parcacigin farkla
enerji durumlarindan bazilari ayni enerji degerine sahip olabi-
lir. Yani bir enerji dizeyi birden fazla durumdan olusabilir.
Boyle eneﬁji dizeylerine c¢akisik enerji dizeyleri denir. (Caka-
sik enerji dizeyini olusturan enerji durumlarinin sayisina da
gakisma sgylsl denir ve gp ile gésterilir. gn=0,1,2...gibi de-

gerler alir.

Buné gdére, bir parcacigin n 1inci enerji dizeyi gp-katla
cakisak iée, bu parcacigin E, enerji deferine karsi gelen g, ta-
ne farkll%enerji durumu vardir denir. gp=1 olan enerji dizeyine
gakigak olmayan enerji dizeyi denir. Yani bu enerji dizeyi bir
tek enerjl durumundan OLusmustur Buna ¢ogu kez, tek-katla
enerji duzeyl de denir.



Enerﬁi dizeylerinin ¢akisik olmasini daha iyi anlamak ic¢in
Cizelge (2.1). deki o6rnegi ele alalim. Ornekte, kenar uzunluk-
lara L olah bir kap igindeki, sifar spinli bir pargacigin eneriji
duzeylerinin, Ny, Dy, Ny kuantum sayilarinin alacagi degerlere go-
re nasil d?gistigi gorilmektedir. (Apaydan. 1988).

Cizélgede gérildigli gibi pargacigin en disiik enerji dize-
vi, nxznyﬁnz=l clan kuantum sayilarina kargi gelen taban enerji
dizeyidir, ve tek katladir, yani g¢akisik degildir Fakat par-
gacigin birinci uyarilmis enerji dizeyi, 3h2/4ml2 1ik bir ener-
jiye sahiptir. Bu enerji degerine sahip olan,

(ny=1, ny=2, n,=1)
(ng=1, ny=1, n,=2)

gibi U¢ ayri kuantum durumu vardar. Bu kuantum durumlarinin
herbiri bir mikroskopik duruma kars:a gelir. Boylece pargacigan
3h2/4ml2 énerji degerine sahip en olasi makroskopik durumu ¢i-
zelgedeki mikroskopik durumlardan olusmaktadair.

Egei incelenen parcacik,saifirdan farkli bir spine sahip
1s€e enerji dizeylerinin herbiri fazladan (2J+1) katli c¢akisik
olabilir.gurada J pargacigin spin kuantum sayisidir.(Ekem. 1987)

Denge durumunda bulunan bir sistemin, yapilan nakroékopik
gozlemler suresince degismez oldugunu séylemek, sistemin mikros-
kopik bzdllikleri yoniinden degismez oldugunu soéylemek demek de-
gildir. Yani makroskopik ézellikleri yéninden denge durumunda
olan birfsistemin hangi mikroskopik durumunda bulundugunu kesin-
likle sdéylemek olanaksizdar, Béyle bir sistemde yapilabilecek
tek sey,}sistemin tim olasa durumlara ig¢in bir olasilik tanimla-
maktir. (Bu durum bizi, istatistik fizigin temel postilatlarina
gdtirir
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Cizélge 2.1, Safair Spinli Bir Pargacikta Enerji Dizeyleri

ny ny nz " Ep gp

11 1 3 1 Tek-katli enerji dizeyi
2 1 .1
1 2 2 6 3 Ug-katla 1. uyarilmis enerji dizeyi
1 12
2 2 1 |
2 1 } 2 9 3 Ug-katly 2. uyarilmis enerji dizeyi
1 2
301 |
1 11 3 Ug-katli 3. uyarilmis enerji diizeyi
2 2 2 121 Tek-katla 4. uyarilmis enerji dizeyi
3 2 1
3 1 2
1 3 2 ,
1 2 3 14 6  Alta-katli 5. uyarilmis emerji dizeyi
2 1 3
2 3,1
s o202
2 3 2 17 3 Ug-katli 6. uyarilmis enerji dizeyi
2 203

2.4.Girilebilir Durumlar:
Ciielgede vapilan incelemeden "N tane pargaciktan olusan
bir sistemde g¢ok sayida kuantum durumu vardir” sonucuna vari-
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labilir. Sistemin, bu kuantum durumlarindan hangisinde bulundu-
gunu séylebenin higbir yolu yoktur. Ancak incelenen sistem hak-
kinda bazi bilgilerin ¢nceden bilinmesi, kuantum durumlara hak-
kinda, daha kesin olmaya yarayabilir. Ornegin sistemin enerjisi
dnceden biliniyorsa, sistemin bu enerji ile uyum iginde olan ku-
antum durumlarinin herhangi birinde bulunabilecegyi soéylenebilir.
Iste bu ﬂﬁr kuantum durumlarina, sistemin girilebilir kuantum
durumlara jdenir.

2.5.Temel Postilatlar:

Birinci Postiilat :Girilebilir durumlarin herbirinde esit

olasilikla bulunabilen bir sistem denge durumundadir.

Ikiﬁci Postilat:Bir sistem baslangigta girilebilir du-

rumlarain ;herbirinde esit olasilikla bulunamiyorsa, bu sistem
dengede degildir. Sistem zamanla girilebilir durumlaran her-
birinde esit olasilikla bulunabilir ve denge durumuna gelebilir.

Ugﬁﬁcﬁ' Postilat:Eger yalitik bir sistem denge durumunda

ise, girilebilir durumlarain herbirinde esit olasalikla buluna-
bilir.

2.6.Istatistiksel Agarlak:

Isthtistik Fizigin ele aldigi ve denge durumunda bulunan
makroskopik sistemlerin temel 6zelligi, sistemi olusturan parga-
ciklarin enerji durumlarinda en olasi gelisiglzel bir dagilim
gostermesidir. Bir pargaciklar sisteminin en olasi gelisiglizel
dagilami,’ o sistemin makroskopik durumunu belirler. Makroskopik

durumda ¢ok sayida mikroskopik durumdan olusmaktadir.

Bif sistemin herhangi bir makroskopik durumuna karsi gelen
esit olasilakli mikroskopik durumlarin sayisina bu makroskopik
durumun istatistiksel agairlaga denir.
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2.?.Mikroﬁurum YoZunlugu:

Cokjsaylda pargaciktan olusan bir sistem, kuantum fizigi
ig¢ginde tablmlanabilir. Bunun iginde, sistemin hamiltonyen ope-
ratori anin tanimlanmasi ve daha sonrada H dzdegerleri ve oz-
fonksiyoniarlnln saptanmasl gerekmektedir. H nin &zdegerleri,
sistemin élabilecegi mimkiin enerji diizeylerini verir. Bunlarin
t i birj sistemin kuantalastiralmis enerji spektrumunu olus-
turur. Mﬁmkﬁn enerji dizeylerinin ayrak olmasi, bunlarin sayi-
labilmele%ine olanak saglar.

Ku&ntum fiziginde, birkac¢ parcaciktan olusen bir sistemin
spektrumuiun tanimladigl enerji diizeylerinin, kuantalastirma
olayina i¢1k olarak yansitacak sekilde ayrik olmalarina karsi-
1ak, cokisaylda parcaciktan olusan biyik sistemlerde de enerji-
lerin kuéntalastlrllma31 varolmakla beraber pespese iki enerji
diizeyi aﬁa51ndaki fark gitgide o kadar azalir ki spektrum ayrak
durumdan farkla olarak pargacik sayisi N arttikca adeta siirekli
bir spektrum durumu gésterir.

Diger yandan Heisenberg'in belirsizlik bagintilarina gore
belirli bir enerji dizeyi ile bu diizeyi 6l¢mek igin gegen zaman
arasinda

AEAt =2 &8

baglntlsi vardar. (Sproull. 1980). Bu belirsizlik bagintasa bir
sistemin}bzenerjilerinin kesinlikle o6lgilebilmesine engel olur.
Bundan délayl,gok sayrda pargaciktan olusan bir sistemin mimkin
enerji dﬁzeylerinin sayimini kolaylastirmak igin;8E makroskopik
6lgege gére ¢ok kigik fakat mikroskopik o&lgede gbre ise pespese
1ki enerji dizeyi arasindaki farktan g¢ok buylk bir enerji ara-
1142 olmék iizere, sistemin biitin spektrumunu ayni 8E genisligine
sahip aréllklara bslélim. Bu durumda OE araliga, bodyle bir sis-
temin mimkin enerji dizeylerinden pek¢ojunu icerebilecektir.

Eger E ile E+8E enerjileri arasanda kalan enerji dizeyle-

rinin sayisini, ya da baska bir devyisle sistemin mikrodurumlari-
nin sayisini Q(E) ile gdsterirsek, OE nin makroskopik yénden
|
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cok kicgik Slma81 nedeniyle, bu sayi OE ile orantili olacaktair.

Q(E)=p(E) OE 4 ' (2.15)

Bu ifadedéki pP(E) ye mikrodurum yodunlugu adi wverilir. p(E),
belirli bir E enerjisi igin, birim enerji basina disen durum sa-
yisini gbsferir.

5(E)§nin gok sayida ozenerji diizeyi igermesi nedeniyle bir
d(E) arallélndan daha sonraki 8(E) araladina gegildiginde, Q(E)
¢ok au degﬁsmis olacaktir. Bu ylzden, Q(E) ye E enerji degisg-
keninin sﬁ%ekli bir fonksiyonu goéziyle bakilabilir.

Simii eger ®(E) ile E nin altinda bir enerji deerine sa-
hip mikrodurumlarin sayisinl gdsterirsek, E ile E+8E enerji di-

zeyleri arasindaki mikrodurumlarin sayisi olan Q(E) nin, @(E)

cinsinden

1Q(E)=<D(E+5E)—<D(E)

Q(E)=(d®/dE) 8E (2.16)

ifadesivle verilebilecedi kolaylikla gorilebilir.

‘ \Es(é.lS) ile (2.16) nin kiyaslanmasindan mikrodurum yogun-
lugunun

p(E)=(d®/dE) (2.17)
+ oldugu anlasilmaktadar. (Ozemre. 1987).

Q(E) yi ®(E) aracailagayla iki basit oOrnekle elde etmeye

¢alisalaim.
|

Oncé L uzunlugundaki tek boyutlu bir kutuda bulunan m kit-

leli tek Hir pargacifl gbzodénine alalim. Kuantum fiziginde, boy-

le basit bir sistemin mimkin enerji diizeylerinin n=1,2,.. olmak
|



dzere,
E=(hZ2/8mL2)n2

ile verilebilecegini E$(2.12) ile gostermistik. Bu durumda be-
lirli bir E enerjisi i¢in n nin degeri,

n=(2L/h) (2mE) 1/ ? (2.18)

dir. Pesp?se gelen kuantum durumlara, birbirlerinden sadece bir
birim farkéden n degerlerine karsilik geldigi ig¢in,belirli bir E
enerjisinden ya da bu enerjiye karsilik gelen n=(2L/(2mE)1/2)/h"

kuantum saylslndan daha alt dizeydeki bitin enerji diizeylerinin

O (E) saylél, bu durumda n den ibaret olacaktar:
®(E)=n
®(E)=(2L/h) (2mE)1/2 (2.19)
Buna gére, tek boyutlu bir kutuya hapsedilmis parcacigan

bir OE eneiji araliginda kalan bitin mimkin dzenerji dizeylerinin
sayilsi

%Q(E):(d@/dE)SE

il

Q(E)=(Lih)(2m/E)1/2 8E (2.20)

olacaktair.

Ikinﬁi drnekte de, herbir kenari L ye esit olan ig¢ boyutlu
bir kip icﬁndeki, m kittleli pargacigan bir 6E enerji araliginda
kalan bﬁtﬁb mumkin bzenerji dizeylerinin (E) sayisini hesap-
layalam. ;Kuantunl fiziginden, bdyle bir pargacigin sahip ola-

bilecegi emerjinin ny,ny,ng=1,2, ... olmak lzere

E=(h2/8mL2) (ny2+ny2+n,2)
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ile wverilebilecegini Es(2.14) ile gdstermistik. Eksenleri
‘Iy,Dy,N; ile gbsterilen dik kartezyen koordinat sistemi sayilar
uzayini olusturur. Bu uzayda sézkonusu li¢ kuantum sayisinin ka-

relerinin toplaminin

ny2+ny?+n;2 =(L/h)28nE = R? (2.21)

olmasi gerektigi, yani belirli bir E degerine karsilik gelen i
kuantum sayisinin

'R = (2L/h)(2mE) M2 (2.22)

yarlgap11§ bir kiirenin vylzeyi d1zerinde bulunacaklari godril-
mektedir. |

Buna goére enerjileri E den kicik olan durumlarin ®(E) sa-
yis1, bu R yarigapli kire iginde ng,ny,ny nin pozitif degerle-
rine karsilik gelen ve dolayisiyla hacminin (1/8) inde bulunan
birim kiplerin sayisina esittir.

C®(E)=(1/8) ((4/3)(nR3))
§ @ (E)=(4nL3/3h3) (2mE)3/2 (2.23)
dir. Buna}gére, ¢ boyutlu bir kutuya hapsedilmiz bir pargacigan
bir E ene#ji araliginda kalan bitdn mimkin durumlarin sayisinin
da, V=L3 élmak iizere
Q(E)=(d®/dE)SE

§ Q(E)=((2nv/h3) (2m)3/2 (E)1/2 )8k (2.24)

olacaga bélirlenmis olur.




2.8.0lasiliktaki Temel Kavramlar  —
|

2. 8.1 Rassal Deney
|

Birjsistemdeki gozlemlere dayanarak yapilan genellemeler-
den sonra Eonuglarln dogrulugunu kanitlamak icin deneyler yapi-
iair. Den%yleme, ya bitdn kosullar hazirlanip fiziksel ortamda
olayin aklbl gozlenerek, ya da gelistirilen matematiksel model-
lerle sistémin davranigsi incelerek yapilair.

Isté‘ gerek fiziksel ortamda, gerekse matematiksel model
izerinde bﬁr olayin akisinin gdsterilme islemine deney denir.

Fiziksel ortamin hazirlanmasina karsin, bir deneyle degis-
meyen kos@llar altinda ayni sonucu elde etmek mimkiin olmayabi-
lir. Bu nedenle, fiziksel ortamda ya da matematiksel modellerle
yapilan déneyleri de belirli ve belirli olmayan deneyler olarak
81n1flaya§iliriz.

En §enel anlamda defismeyen kosullar altinda farkli zonug-
lar veren;deneylere rassal (tesadifi) deneyler denir.

Rassal deneyleme ile agiklanabilen sistemlere rassal sis-—
tem ve bu sistemlerde karsilasilan karar problemlerine belirsiz-
lik ortam#nda karar problemi denir.

2.8.2.0lasilik Kavram

Birﬁ olayin ortaya ¢ikma olasiligina iliskin degisik ta-
nimlar yabllmlstlr. Zaman ig¢indeki gelisim sirasina gore asagi-
daki bu t%nlmlara deginelim.

i

Kiéisel Tanim:0Olasilik, gelecekteki bir olay igin birey-
lerin umutlarinin bir dlglstdir. Ortak bir dil olusturabilmek
igin, biﬁ olayin ortaya ¢ikma olasiligy P(o) seklinde goésteril-

mis ve olgliye sifir ile bir arasinda bir deder verilmistir.
J
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Klasik Tanim:Bir rassal deney sonucu karsilasilabilir her
olayin ortaya cgikma sansi ayni olsun. Es olasili olaylardan
clusan bdyle bir o6rnek uzayinda, karsilasilabilir birim sayisi
s(8) ve ilgilenilen 0; olayina iliskin birim sayisi S({0;) ise,

04 olaylnhn ortaya ¢ikma olasiliga P(Oi) seklinde gdsterilir, ve

P(03) = S(04)/s(S)

P(Oi)=1ﬂgilenilen sonu¢ sayisi / Karsilasilabilir sdnug sayilsi

olarak taﬁlmlanlr. 04 £ S oldufundan, s{04) < s({S) esitsizligine
bagla olaFak;

P(05) = s(03) / s(5) < 1
ve

5{01) = O, s{S) > 0 esitsizliklerinden,

P(0i) = 0 ve P(s) = 1
elde edilir.

Géiﬁldﬁgﬁ gibi, bu tanimda bir olayain ortaya c¢ikma olasi-
11g1 0 ile 1 arasinda bir deger almaktadir.

Klésik tanim, ornek uzayinin sonlu sayida birimden olus-
masl ve ﬂer olayin esolasilikla ortaya ¢ikmasi karsisinda kulla-
nllabilif. Ger¢ek havatta esolasili olaylarla zor (nadir) kar-
sllasllmé81nln yaninda, &rnek uzayindaki birim sayisi s(S) yete-
rince blyittldiginde, s(0j)/s(S) oraninin matematiksel islemlere

elverisli olmadigida acaktar.
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2.8.3.Rassal Degisken Kavrama

S érhek uzayinin herbir basit olayini yalniz gergek degere
dontistiiren X fonksiyonuna rassal (tesadifi) degisken denir. Bu
tanima gore:

A

S B x=X(04)

veya,X:S—é%A C R olup, her basit 0j olaya ig¢in x=X(05) dir.

Gbrﬁidugﬁ gibi "rassal de§isken" gergekte bir fonksiyon
olup, o¢rnek uzayindan gergek sayi kimesine bir donisim olarak
karsimiza dlkmaktadlr. ‘

Ornek uzayindan gergek sayl kimesine tanamlanan bir fonk-
siyon olanirassal defjisken, aldifi sayisal degerlere gore iki
farkli sekilde olabilir.

X raésal degiskeninin R'deki deger kimesi olan A sayilabi-
lir wvevya éayllabilir olarak sonsuz bir kime ise X'e kesikli
(sﬁreksiz)%rassal defisken denir.

X rassal degiskeninin R'deki deyer kimesi A, sayilamaz bir
kime ise, X'e sirekli rassal dedisken denir.

2.8.4.0las1l1k Fonksiyonlari

Orneﬁ uzayinda tanimlanabilen her olay, X rassal degiskeni
cinsinden yazilabildigine gbdre, ilgilenilen tim olasiliklar X'e
bagli bir fonksiyonun (matematiksel model) kullanimiyla kolay-
likla bulunabilecektir. Bu amagla, rassal degiskenin ozelligide
gozdnine alinarak tanimlanan fonksiyonlar asagida incelenmistir.
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2.8.4.1.K%sikli Rassal Degiskenin Olasilik Fonksiyonu

X késikli bir rassal degisken ve bunun defer kimesi
i

A={ X i=1,2,3,...}

olsun. xl € A digin P{¥=xj} = p(x;) ve xj ﬂ A igin p{xi)=0

seklinde ianlmlanan p(x)'e X'in olasalak fonksiyonu denir.

Gér?ldﬁgﬁ gibi, Z rassal degiskeni tanimlandiktan sonra,
bunun ola$1llk fonksiyonu olan p(x) bulunabilirse, ilgilenilen
her tﬂrlﬁﬁola3111klar, dogrudan p(x) kullanilarak bulunabilir.

2.8,4.2.0&&5111k Yogunluk'Fonksiyonu

Kesﬁkli rassal degisken igin tanimlanan olasilik fonk-
siyonu, ilgili tim olasiliklari kolaylikla hesaplama olanada
saglamaktédlr. Ele alinan sistem veya o6rnek uzayinda tanimlanan
rassal dégisken, R'nin belirli alt kumelerinde (araliklarinda)
tig degeﬁleri alabilir oldugu zaman, yani X slirekli bir rassal
degisken;iken, benzer kolayliklara saglayan fonksiyona gereksi-
nim vardli.

X éeger kimesi A olan slirekli bir rassal degisken iken,
xfA icin f£(x)=0 olmak iizere, her Aj=(a,b]C A igin;
b
J

a

P(X €A;) = | £(x) dx

bzelligini gergekleyen f(x) e X'in olasilik yogunluk fonksiyonu

denir.

f(%} bir rassal dediskenin olasilik fonksiyonu ise, asagdi-
daki 6zellikleri saglar:

i)?erilen fonksiyon matematiksel olarak her xzER igin bir
deger alébilir. Ancak, tanim geredi xﬁA igin f(x)=0 olarak ele
allnacakﬁlr.
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ii)Her A{C A igin P{A{)20 olmasi gerektigine goére, (a,b]
araliga yeterince kiiciltlildigl zamanda,
b
J
a

Plalk X = b] = f(x)dx > 0
olabilmesi igin, her x€A ig¢in f(x)20 gergeklesir.

111)X rassal degiskeni, S oOrnek uzayini A kimesine donls-
tirdigine gore;

P(s)=P(XEA)=[f (x)dx=1
A

olur.
iviHer (a,b] C A igin;

P[a<xgb]=J: £(x)dx

integralinin hesaplanabilir olmasi gerektigine gdre, A f{zerinde

f(x) sonlu sayida noktalar disinda streklidir.

¥ rassal degiskeni i¢in yukarida siralanan ozellikleri
saglayan bir f(x) fonksiyonu bulunabilirse, X'e sirekli rassal
degisken ve f(x)'e X'in olasilak yogunluk fonksiyonu denir sek-
linde tanlﬁlamada yapilmaktadar.
i
f(x); bir X rassal degiskeninin olasilik yofunluk
fonksiyonu iken, x€{a,b] olasiligi,
P{a<$csb}=!: £(x)dx
!
seklinde bﬁlunabildigine ve xEA igin f(x)>0 olduguna goére, ilgi-
lenilen olasilik sekilde gériildigi gibi £(x) in grafigiyle, x=a,
x=b dogrulérl ve x ekseni arasinda kalan alan olmaktadar.

X

a b
Sekil 2.3. X sirekli ve £{x) olasilik vofunluk
fonksiyonu iken P{a<xgb}olas1liga.
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Oteiyandan,

| Ia“ £ (x)dx=0

oldugundar, X sirekli bir rassal degisken iken, X'in verilen bir
degere esit ¢ikma olasiliga

‘ P{X=Xo}=0

olacaktir X rassal degiskeni sirekli iken, deger kimesi A sayi-
lamaz birikﬁme oldugundan, bir anlamda bu sonu¢ olasiligin kla-
sik tanlmﬁnln. bir gerektirmesidir. Bu nedenle, X siirekli bir
rassal deéisken iken, {a,b] ile ilgili olasalik,

- P(ac<bsb)=P{a<X<b}=P{acx<b}

geklinde §a211abilir.

2.8.5.Dagi11m Fonksiyonu

Ornék uzayl X rassal defiskeni ile gergek dederlere donls-
tﬁrﬁldﬁktén sonra, X'e bagli olasilik vyada olasilik yogunluk
fonksiyonﬁ bulundugunda, ilgilenilen olaylara iliskin olasilik-
lar dogruaan hesaplanabilmekteydi. Ilgilenilen olasiliklari bul-
manin yan#nda, olas1ilik fonksiyonu veya olasilik yodunluk fonk-
siyonuylaj'dogrudan iliskili ve oOzellikle rassal degiskenlerin
fonksiyoniarlnln olasiliklari vyada modelleriyle ilgilenildi-
ginde, co& yonli kullanim alani olan X'in diger bir ozel fonk-
siyonu daha vardir.

X:5—A4,

Al={t|tsx} ve ACR iken,

P(XEA, }=P{X#x]=F(x)




iligkisine

g1lam fonks

Tan
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karsi gelen F(x)'e, dagilam fonksiyonu (birikimli da-
siyonu) denir.

@da gérildigld gibi, X'in verilen bir degere esit veya

kigik clkmé olasilagiyla ilgilenildiginde, dogrudan F{x) fonksi-

yonunun verilen x i¢in degerini hesaplama yeterlidir.

F{x},

¥x'in verilén bir degerden kigik veya esit gikma olasiligini ver-
diginden, F(x)'e birikimli dagilim fonksiyonuda denmektedir.

X'e
yvandan, F(
cedl
kumesi {0,
Daga
¢ikma olas
si1lik vyada

ve

olur.

deger

Ote .
alabile-
deger

bagli bir fonksiyon olan F(x), xfA igin bulunur.
x) 1lgilenilen olasilaiklarai verdigine godre,
ler saifar in,
1] dir.

ile bir arasindadar.Yani F(x)

lim fonksivornu X'in verilen bir deJere esit veya kiclk
111gin1 veren bir fonksi&on olduguna gdre bununla ola-

olasilaik yogunluk fonksiyonu arasindaki iliskz1
X

F(x)=§P(t) . (x-kesikli)

F(x)= E:f(t)dt ,  {x-sirekli)
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Istat
ozdes parg:
muhtemel vyo
Sistem igin
yacak kadar
bireysel ha
mistir. Uc

1) Ay
ri, herhang
molekilleri

well-Boltzm:

rciklar
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DAGILIM FONKS1YONLARI :

istik fizigi, sabit bir toplam enerji miktarinin bir

toplulugunun g¢esitli bireyleri arasinda en
lla nasil dagildigini belirlemek i¢in kullanacagiz.
deki pargaciklaran, topluluktaki i1s1l dengeyi sayla-
etkilestikleri, fakat bu etkilesmenin pargaciklarain
reketlerine etkimeyecek sekilde olduklari kabul edil-

gesit pargaciklar toplulugunu ele alacagiz:

irdedilebilir olmasi ig¢in, yeterince birbirinden ay-
1 spin degerine sahip odzdes pargaciklar. Bir gazain
bu tir pargaciklardir. Boyle pargaciklar igin Max-

ann dagilim kanunu gegerlidir.

2) Bi

rbirinden ayirdedilemeyecek, sifir veya tamsayl spin

deferine sabip bzdes pargacaklar. 'Bu parc¢aciklar disarlama il-

kesine uymazlar.

kanunu gege

bosonlar adi verilir.

lebilir.

Béyle pargaciklara igin Bose-Einstein dagilam
#lidir. Bu tir pargacaiklara Bose pargaciklari veya

Fotonlar, bosonlara ornek olarak godsteri-

Bir siyah cismin 1sima spektrumunu agiklayabilmek igin

Bose—Einstein dagilim kanunu da kullanilabilir.

n
-

ciklar. Bu

gaciklar idin Fermi-Dirac dagilim kanunu gegerlidir.
pargaciklara Fermi pargaciklari veya fermiyon adi verilir.

metaldeki s
Fermi-Dirac

Simdi
olan Maxwel

|
lerini ince
fonksiyonlar

) Birbirinden ayirdedilemeyecek 1/2 spinli odzdes parga-

iparga01k1ar disarlama ilkesine uyarlar. Boéyle par-

Bu tir
Bir
erbest elektronlarin davranisini agiklayabilmek igin
dagilim kamunu kullanilabilir.

U¢ gruba ayirdigimiz bu pargaciklar igin degerli
1-Boltzmann, Fermi-Dirac ve Bose-Einstein istatistik-
leyip, sirasiyla bu istatistiklere iliskin dagilim

rin1 elde etmeye ¢alisacagiz.
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3.1. Maxwell-Boltzmann Dagalima:

Bu istatistik yonteminde ele alinan sistemdeki parcacik-
lar bzdesﬁirler, fakat birbirlerinden ayairdedilebilirler. Ayri-
ca, ayni kuantum durumunda bulunan pargaciklaran sayilari sinir-
11 degild%r.

Bu yontem J.C.Maxwell (1860) ve L.Boltzmann (1877) tara-
findan yapllan calismalarla, aslinda kapali bir kap igindeki gaz
molekiillerinin hiz dagilimlarini tayin etmek amaciyla ortaya
konmusturi

|

Simdi (} sayisini hesaplamak tzere, ¢nce birbirlerinden
avlrdedilébilen N tane parcacigin mimkin olan dizenlemelerinin
(

permﬁtas?onlarlnln) sayisinin N! oldufunu disinelim.

Ozdbs olmakla birlikte, birbirlerinden yine de ayirdedile-
bilen ve bu nedenle herbirini ayri bir rakamla goésterebilecedi-
miz N tane pargaciktan olusan bir sistemdeki butun pargaciklari;
herbiri $1,€2,83,‘...enerji dizeylerine karsilik gelmek {zere

n1,n»,n4,.... tane pargaciktan olusan gruplara ayiralam.
1.02,03 p grup y

Sistemdeki herhangi iki parcgaci§i yer degistirsek, vapilan

bu islem sistemin N toplam parcacik sayisini da, E toplam ener-

M

Jisini de deistirmeyen yeni bir durum ortaya ¢ikarir. Ancak bu
yeni duruﬁ, herbir pargacigin farkli enerji durumlaraina karsilak
gelmeleri%halinde eskisinden farkli olur. O halde, ayni enerji
dizeyine karsilak gelen bir gruptaki herhangi iki tanecidi vyer
degistirirsek, eskisinden farkla bir durum elde edilmis olmaz.
Bunu bir | 6rnekle ele alalim. A,B,C,D gibi dért molekilimiz ol-
sun. 4! "in degeri,

41=1.2.3.4=24

dir. Gerbekten de bunlari diizenlemenin 24 yolu vardir.
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ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB
ADCB BDCA CDBA DCBA

Eger A,B ve C molekiilleri ayni dluzeyde bulunuyorlarsa,
bunlara ABC, ACB, BCA, BAC, CAB veya CBA seklinde dizenlememizin
hicbir 6neﬁi yoktur. Bu alti dagilim birbirine dzdestir. Cinkd

pargacik séylsl n=3 'dir ve bu diizeydeki enerji degismemektedir.
Buradan aﬁnl enerji seviyesindeki pargaciklari diizenlemenin,
bdyle duruﬂda énemi yoktur sonucuna varabiliriz.(Beiser. 1982).

Bu yﬁzden ve ayni 1 inci gruptaki n4 tane parg¢acigan kendi
aralarlndaﬁi toplam hi! tane yer degistirmesi farkli bir durum
vermeyecegﬂnden; N tane pargacigin mimkiin biitin enerji ‘gruplari-
na farkli durum olusturacak sekilde dagitimlarinin toplam sayisi

N!/nl!nz!n3!..
|
olacaktar.

Ancaﬁ herbir €, enerjisine karsilik gelen grupta gi tane
kuantum durnumuna ayrismis bulunmaktadir. Buna gére aradigimiz
farkli durumlarin toplam sayisi, her € enerjisine karsilik gelen
n; tane pargacigin birbirlerinden farkli gj tane kuantum durum-

larina farkli dagitilmalaranin sayisiyla orantili olarak arta-
caktir. |

1 in¢i gruptaki ny tane parcgacigin herbirinin g4 tane
kuantum durumundan birine isabet etme olasiligi g; tanedir. Bu-

na gére de, nj tane pargacik igin (gi)ni tane dagilim clanagda

vardir. Bu durumda toplam mikrodurum sayisinin

!
Q'=(N!/nging!...) g™l gzP2. ..

|



olacagr di

dzdes iki
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Q'=Nt 1T ((g1)"/ny1)
1

(3.1)

fakat
parcacigin yerdegistirilmesiyle birbirlerinden farkla

igiinilebilir. Yalnizca farkli numaralara sahip,

ikl mikrodurumun ozdes olmalari gerekir.

Bun
ciklarin

dan dolayi Es.(3.1) ifadesini sistemdeki biitin parca-
dizenlemelerini veren sayi ile boélersek ayni bir sevi-

yeye karsilik gelen mikrodurum sayisi olarak

bulunur.

Sis

kilde, Q)

sartlarz

0= TI((g5) t/ns!)

i

(3.2)

temin denge durumu onceden ac¢iklamasini yaptifimiz se-—

farkla mikrodurum sayisinin

N= ¥ nj=sabit (3.3a)
!

E= ¥ nif =sabit {3.3b)
i

ialtlnda, maksimum olmasina karsilik gelir.Es.(3.2)'vy1

maksimum vapan n; dederleri ayni zamanda 1ln{) 'yi da maksimum ya-

pan deger

munu tesb

X ¢

lerdir. KXolaylik saglamasindan dolayi 0 'nin maksimu-

it etmek yerine In() 'nin maksimumunu tesbit edelim.

ok biylik bir sayar oldugunda

In(X!)= XlnX—X.

Stirling yaklagimi (Bkz. EK 1) kullanilabilir. Bu yaklasimi gbéz-

onine ala

rak Es.(3.2) ifadesini ele alirsak

1n0=II (1n(g;)™ - 1n njy)
1

InQ} = 2 niin gi- 2 nj ln nj+ Z nj
i i i
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100 = I nj In(gi/nj)+ N (3.4)
i H

J
seklinde ifade elde ederiz.
|
|
Bizim amacimiz Es(3.3a) ve (3.3b) wsartlaray altinda
Es(3.4) ﬁﬁ maksimumunu bulmaktir. Bunun ic¢in de Lagrange car-
|
panlara y?ntemini kullanacagiz (Ozemre.1983). Es.(3.4),(3.3a) ve
(3.3b) if#delerinin diferansiyellerini alip d(1InQ)) = 0 islemini

yaparsak

d(1n0)= 3 (d(nsln(gi/ng))+ A(N))

(In(gi/n))dng+ 3 ((ni%/gy)(~gi/ni2))dn;

-

d(1nQ)=

d(1nQ)= % (In(gi/nj))dnj- d(Z nj)
]

 d(1n0)= ¥ (In(gji/nj))dnj =0 (3.5)

 dN= I dnji=0 (3.6)

i ]

| dE= 3 €;dn;=0 (3.7)
1

sonuglarina ulasiriz.
|

Siﬁdi A ve B iki Lagrange carpani olmak lzere Es.(3.6)'va
1nA ve Eé.(B.?)‘yi de -B ile garparak her ii¢ denklemi de taraf

tarafa t@plarsak

~evg

(In(gi/nj))dnj+ lpA Zdnj+ (-B) T £4dnj=0
i S

2 (In(gi/ni)+ 1nA-BE;)dn;=0 (3.8)
! {
|
olur. Bhlunan ifadenin saifira esit olabilmesi ig¢in 1 {dzerinden

yapilan her toplamda parantez igindeki ifadenin sifir olmasi ge-
rekir. $u islem yapildigainda

i

|



bagintisa
yvindeki nj
111 ile o
degistigi

$imd
lemeye ¢al

rinden top

olur. Bur

ile taniml
ve (3.11)

oldufiu goér
nu belirle:

N= Z
i

A=N/Z

ilmektedir.

ni= & gj e DL

elde edilir. -

ni= 4 X g o PE

Z= % gi o P
1

ni= N (gie PEi)/z
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In(gi/ni)+ lnA- BE;=0
In g;- 1n nj+ 1lnA- BEi=0

In ni=In(A gj)- PE;

(3.9)

Bu bagantiya goére her &; enerji dize-

parcacik sayisinin, enerji diizeyinin istatistik agir-
ranti1li oldu@u ve diizeyin enerjisiyle de ustel olarak
yorilmektedir.

i E5.(3.9) ifadesindeki A ve -P parametrelerini belir-
1salim. Es.(3.9) bagaintisinin her iki tarafinin i lze-
lam1 yapilarsa

(3.10)

ada esitligin sad tarafindaki

(3.11)

anan bagintiya Ulesim Fonksiyonu adi verilir.Es.(3.10)
ifadelerinden

B 'nin deferi bulunursa tlesim fonksiyo-

nmis olacaktair. ‘Bunlarl gézoninde tutarak

(3.12)

seklinde bir ifade yazilabilir.
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Eger i inci enerji dizeyindeki parga01klar1n sayisinin J
inci enerjl dizeyindeki parcacaklarin sayisina orani hesaplanmak
istenirse, Es.(3.12) 'den bunun

j ni/nj= (giigj) e_B(Ei_Ej) {3.13)
seklinde olacaga kolaylikla gérilmektedir.

$imai P parametresini belirleyecediz. Termodinamigin-Bi—

rinci Kanunu ve entropi kavramina gére
" dE=d0 ~-PdV=T4dS -PdVv

yazilabilecegdinden, bu termodinamik igslemin sabit hacimde meyda-
na gelmesi durumunda

. {9S/0E)y = 1/T (3.14)
baglntlslfgegerli olur. (Salinger.1975) .Es.(3.8) den ve (3.5) den

d(1nQ) = ¥ (In{gi/n4i))dnj
1

d(1nQ) = I PE€idns— 1nA I dnj
! !
d(1n0) = B d(3 €4nj)- 1nA d(3 nj)
1 ]

d(1nQl} = B dE
ve buradan da Es.(3.4) '4 gozdéninde tutarak
B = d(1nQ)/dE = (1/k) d(k 1nQ)/dE = (1/k)(9S/9E)y
sonucu buiunur. Bu sonucun Es.(3.14) ile karsilastirilmasaiyla
B =1/ kT (3.15)

bulunur. (Senvar. 1982).
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sahip, fak

11k gelen

Boy

tin dizen

(nj+gi-1)

olacaktair,
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§ay1y1 belirlemek igin o6nce,n; tane bosonu tek bir si-
Aralarina (gi-1) tane perde koyarak bunlara
Herbir gruptaki ayni bir £ enerjisine
at farkli g tane kuantik durumdan bir tanesine karsi-
boson bulunacaktir.

lece n{ tane boson ile {gj—-1) tane perdenin mimkin bi-
lemelerinin sayisi,bir satair Uzerine dizilmis bulunan
nesnenin olan (nmj+g;-1)!

dizenlemelerinin sayisi

at bitin bosonlar ©dzdes ve birbirlerinden ayirdedilemez

olduklarindan, birbirlerinden yalnizca bosonlarin sirasi dolaya-

keden butin dizenlemeler farkli bir mikreduruma kar-

sayla far

s1lak gelmis olmayacaklardar.

Bu yizden (nj+gi-1)! sayisini nj!

ile bélme# gereklidir.

|

Ayr
(gi-1) ta
farksiz b

ne bosonu

olacaktair.

Bun

tane boso

olacaktair.

Bo%

ir mikroduruma karsilik gelecektir.

1ca, bosonlar birbirlerinden ayirdedilemedikleri igin

ne perdenin bitin mimkin diizenlemeleri de yine ayni ve

Bu durumda, n; ta-

n gi tane kuantum durumuna farkli dagitimlarinin sayisi

Q; = (ny+g;-1)!/n;!(g;-1)! (3.18)

a gére €1,€5,€3,... enerji dizeylerindeki njg,np,n3, ..

nun farklia dagalim sekilerinin toplam sayisi da

Q= EI()i = E[(ni+gi—l)!fni!(gi—l)! (3.19)

on sisteminin istatistiksel denge durumuna karsilik ge-

len nj dégerleri, yine

N = 2 n; = sabit

1
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E =2 nq{ € = sabit
i

seklinde ifade edilen Es.(3.3a) ve (3.3b) sartlari altinda { nan
maksimumunu saglayan degerler olacaktair. Es.(3.19) bagintasana

maksimum ?apan n; dederleri ayni zamanda 1n{} yi da maksimum ya-
pan degerlerdir. OUnce 1nQ yi bulmaya g¢alisalim. Es.(3.19) ba-
glntlSlnd%ki (n;+g;-1) ifadesi yerine nj+g; ifadesi 1l'den c¢ok
bliyik oldﬁgundan 1 ibmal "edilebilir. Bu durumda ifade (nj+gj)
seklini ailr. Bu durumda Eé.(3.19) bagantisini yazarsak

Q =11 (nj+gj)!/n;!(gi-1)!

ve bu ifadeye de Stirling yaklasimini uygularsak

InQ= % ({nj+g91)In(gi+ni)-(ni+gi)-njln nj+n4

| -{9i-1)1In{gi-1)+(gi-1)) (3.20)
seklinde bir ifade elde ederiz.

1nQ nin maksimumunu bulmak icin Es.(3.20) nin diferansiye-
lini alip sifira egitlersek

d(1lnQ)) = X (In(l+(gi/nj)))dn; = 0 (3.21)
i

ifadesini buluruz.

Simdi @ ve P iki Lagrange ¢arpani olmak tzere Es.(3.6) ya
-0 ve Es.(3.7) yi -B ile carparak bu ifadelerle birlikte
Es.(3.21) ifadesini taraf tarafa toplarsak

3 (In{1l+(gi/ny)) - @ -~ PEj)dny = O (3.22)
i [}

olur. Bunun sifira esit olabilmesi ic¢in 1 Uzerinden yapilan her
toplamda parantez i¢indeki ifadenin safir olmasi gerekir Boylece
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In(1+(gi/ni)) - a - & =0

giing = ea eﬁgi -1

ny =gg / &+ BE | (3.23)

bagintisi|elde edilir. Bu bagaintiya Bose-Einstein dagalim fonk-
siyonu ya da Boson dagilim fonksiyonu adi verilir. Bagintadaki
parametrelerden @ nin 6zel bir anlami yoktur. n{ ler negatif

olamayacaklari i¢in @ > E;/kT olmaladar. T sacakligi ¢ok buyuk

degerler alabildigi igin @ > 0 diyebiliriz. f = 1/kT oldugunu da
daha d6nce|bulmustuk.

3.3. Ferm}—Dirac Dagilima:

Bu iistatistik yénteminde, birbirlerinden ayirdedilemeyen
ve Pauli'+in disarlama ilkesi uyarinca ayni bir kuantum durumun-
da birden fazla parcacidin bulunamayacadi parcaciklardan olusan
sistemler incelenir. Bu 6zellife sahip pargacaiklar yari tamsaya
spin degerlerine sahiptir. Bu pargaciklar antisimetrik dalga

fonksiyoniarlyla temsil edilirler.{Toda et al 1983).

Bir| elektron gazi i¢indeki elektronlarain hiz ve enerji da-
gilimlarina bulmak amaciyla E.Fermi (1926) wve P.A.M Dirac

(1926)"1n |yaptaklari ¢aligmalar sonucunda ortaya g¢ikan bu yénte-
me Fermi-Dirac istatistigi adi verilir. Bu istatistik yéntemi-
nin ele aidlgl parcaciklara fermiyon denir.Sahip olduklari ozel-
likleri d#laylslyla, elektron bir fermiyondur.

Siméi ayni bir &5 eherjisine, gi ‘tane kuantum durumu kar-
s1lik gel@igini disinelim. Ornegin ele aldigimiz fermiyonlar,
gger bir @agnetik alan iginde bulunuyorlarsa, bunlarin ayni bir
dzenerji ﬁegeri igin spinleri ya +1/2 ya da -1/2 olacaktir. Bu
durumda, ﬁu dzenerji dizeyine karsilik gelen istatistik agarlik
gi=a olacéktlr. Merkezi bir alanda bulunan bir tanecigin hare-
keti sézkknusu oldugunda, bu parcacidin enerjisi, vyodringesel

agisal moﬁentin sahip olabilecegi (21+1) tane mimkin yénden ba-
|
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g1m812d1r} Bu ylizden pargacigin ayni bir €] 6zenerjisine gi=21+1
tane kuantum durumu karsilak gelmektedir. EJer gdzoéntne
aldigamiz| pargacik fermiyon ise, bunun ayni bir €; enerjisine
karsilik gelen mimkin kuantum durumu sayisi spinlerin yénlerinin
de dikkat? alinmasiyla g;=2(21+1) olur.

Pa

da ayni nerjlll iki fermiyon bulunamayacadindan, gi istatistik-

sel dglrﬂlgl, aslinda bu ilkeyi Qighemeden ayni bir enerji diize-

1i disarlama ilkesi uyarinca, ayni bir kuantum durumun-

vinde bulunabilecek fermivonlarin maksimum sayisini gdstermekte-
dir. Jdurumda fermiyonlar sdzkonusu oldufunda, i inci enerji
dizeyindeki fermiyonlarin sayisi, bu dizeye karsilik gelen g4

istatist Psel agirligindan daha bliyik olamaz. Yani n; £ g; dir.

Buna gére g{ tane kuantum durumunun ni tane fermiyona kag
tlirld karsilik getirilebileceginin sayisi, g nesnenin nj §er ny
ser kombinezonlarandan ibaret olacaktar:

gi
Qi = ( )= gi!/ni'(gi-ni)! (3.24)

nj

By durumda herbir enerji dizeyine karsilik gelen ni,njp, ...
parcacik| sayilarini gozonine alarak, ayni bir makroduruma karsai-
11k gelen mikrodurumlarin sayisinin

\
f =11 Q4 = g gi'/nit{gi-ni)! (3.25)
{

oldugu gbrﬁlmektedir.

.S;stemln 1statlst1ksel denge durumuna karsilik gelen dagdi-
llmlar,iﬂ nan Es. (3. 3a) ve (3.3b) yan sartlara altinda maksimum
olma81ni saglayan n; degerleridir.

S#irling yaklasimi araciligiyla Es.(3.25) den



bulunur.

Es.{3.3a)
deki gibi

seklindedi

Q ve
(3.7) yi B

taraf tara

sonucu bul

olmalidar.

muna karsa

rler.

InQ = 3 (gilngj-gi-piln nj+ni-
1

{gi-nj)1In{gi-nj)+{gi-ni})

-d(1nQ) = ? (In{nj/(gi-nj)))dnj = 0

ve (3.3b) nin de diferansiyelleri,

dN = ¥ dnj = 0

dE = 2 €idn{ = 0
i

In{nj/(gi-ni)) + o + P&y = 0

lik gelen degerinin

N 1 1]

1401

Es.(3.6)

? ((In(nj/(gi-nj))) + @ + BEj)dnj = 0

unur. Bu esitligin de gergeklesmesi ig¢in

35

(3.26)

Bunun diferansiyelini alip -d(1n{}l) = 0 diyelim:

(3.27)

ve (3.7)

> B iki Lagrange carpani olmak izere, Es.(3.6) yi1 @ ve
ile c¢arparak, elde edilen bu ifadelerle Es.({(3.27) vyi
fa toplarsak

Buradan da n; dagilaminin istatistiksel denge duru-

(3.29)
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seklinde olmasi gerektigi belirlenmis olur. Bulunan bu ifadeye
Fermi-Dirac dagilim fonksiyonu veya Fermiyon dagilim fonksiyonu

adil verilir.

Buradaki B parametresi onceki dagilim fonksiyonlarinda el-
de ettigimiz gibi B=1/kT dir. @ parametresi ise boyutlari ener-

Ji boyutlari olan ve
a = -E£/kT

diye tanimlanan bir biyiklik alinir. Buna gére dagilim fonksi-

yonu

ng = gile CAEENET Ly (3.30)

olur. Bagintidaki €¢, Fermi enerjisidir. Fiziksel uygulamalar-
da genellikle kata cisimlerin elektronik teorisinde ¢ok onemli

bir rol oynar.
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4 ISTATISTIGIN FIZIKSEL SISTEMLERE UYGULANMASI: —

Bu bélimde, bir onceki bdlimde elde ettigimiz istatistik-
se¢l dagalhm fonksiyonlarindan yararlanarak fiziksel sistlemlere
iliskin g¢esitli nicelikleri elde etmeye galisacadiz.

4.1.Istatistigin Gazlara Uygulanmasi:

Kap
daki bir
rinden fa
Birim hac

ile gbésterilirse,

igindeki ¢

esitlikle:

mann sabit

molekilin
nat sister

Belirli b
ise

dir.

ali bir kap ig¢inde T sicakliginda, 1sil denge durumun-
gaz sistemini ele alalim.
rkli hizlarda,

imdeki moleklllerin sayisi n,

Gaz molekilleri, birbirle-
gesitli yonlerde hareket halindedirler
bir molekiilin kitlesi m
molekillerin ortalama kinetik enerjisi ve kap

yaz basinci igin sirasiyla

E=mF2/2 (4.1)

P=2nE), / 3=nkT (4.2)

ri yazilabilir. (Kilagkaya.1987).Bu bagintidaki k,Boltz-
ti ve
V2=3kT/m (4.3)

etkin hizidir. Gozbdnine alinan bir kartezyen koordi-

mine gdére hiz, bilesenleri cinsinden soéyle yazilabilir:

Vo= py24 V24 V2 (4.4)

ir eksen, érnegin X-ekseni dogrultusundaki hiz bileseni

72/3= kT/m

V2 (4.5)
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|

|

|

|

|

5imdi her molekile ait hiz degerlerini,eksenleri¥x, Vy, Vz

olan birfkoordinat sisteminde, $ekil (4.1) deki gibi isaretli

|
oldugunuﬁkabul edelim.

| Sekil 4.1. Kapalil bir kepta bulunan gaz-
| daki molekillerin hiz dejer-
j lerinin hiz uzayindaki gdste-
| riligi(Gunduz E.1988).

\

Béyle bir koordinat sistemini, hiz uzayi olarak tanimlaya-
bilirizi Molekiillerin birbirleriyle c¢arpismalari, bunlarin haz-
larina &e bundan dolay:r hiz wuzayindaki konumlarini degistir-
mektediﬁ. Ancak 1s11 denge durumu deyismedigi slirece, gdzdnine
alinan ﬁerhangi bir bélge igindeki molekiillerin sayisi daima sa-
bit kal@aktadlr. Konum ve hiz degisimleri uzaydaki her yoén igin
esit 01?5111k tagsidigindan dolayi, hiz uzayi kiresel bir simet-
riye sahiptir. Bunun gibi bir uzay pargasi i¢in, birim hacim-
deki molekﬁl sayisy n,hizlara ¥ ile ¥V+d¥ arasindaki molekiil-
lerin shylsl dn ile gosterilirse, ortaya ¢ikan durumu, hiz uza-
ylndakiJ V ile VF+d}V vyaraigapli iki klresel ylzey arasinda kalan

hacim igindeki noktalarin sayisini bularak belirlemek mimkindir.

50zi edilen sayim
|

' dnen £(V)av (4.6)

dn/n=f( ¥)d ¥ ' (4.7)
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baglntllariyla ifade edilebilir. Burada dn/n, hizlari FV ile
F+d ¥V arashnda kalan molekillerin toplam molekll sayisi ig¢indeki
oranini, fK}’) ise bu olasiligi veren dagailim fonksiyonunu gos-
termektedir. Baska bir deyisle, dn/n , birim hacimdeki gaz mo-
1ekﬁllerinéen herhangi birinin ¥ hizi civaraindaki d¥ gibi bir
haiz arallqhnda bulunma olasiligaini gdstermektedir. £(F) ise bu
olasiliga belirleyen hiz dagalim fonksiyonudur. Maxwell bu haz

dagilim fonksiyonunun
£(¥)=(dn/n)d F=4(n)~1/2(m/2kT)3/2 V2 e(-mF2/2kT) (4 g)

ifadesi ile verilebilecedini gdstermistir.(Longair. 1986). DBuna
goére Es(4.7) ile belirtilen olasilik ig¢in

(dn/n)=4(n)-1/2(n/2kT)3/2 y2 ¢(-mF2/2kT) d¥ (4.9)

yazabiliriz.

Es(4.8) ile verilen hiz dadilim fonksiyonunun grafigine
|
bakarsak, |Sekil(4.2) deki gibi bir durumla karsilagsiraiz.

t{¥)

»

+ ¥
|

Sekil 4.2. Gaz molekiillerinin hiz dafilim
fonksiyonunun gratidi.

| 0 ?m

V=0 ig¢in sifir degerinden baslayan fonksiyon, bir maksi-
mum dejere ulastiktan sonra hiz sonsuza dogru giderken sifir de-
Ferine a%imtot kalacak sekilde degismektedir. Gaz iginde haza
s

1fir veya sonsuz olan bir molekiil bulunamayacaga disinilirse bu .
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sonug mantnklidair.

Fonksiyonun maksimum oldugu F=¥m degerine
Sekilde de goéruldiugi gibi, molekillerin bi-
yik bir kisminin hizi Fm ye ¢ok yakin degerlere sahiptir. "Baska
bir deyislé, herhangi bir molekil gézoénine alindiginda, bu mole-
kilin Vm qivarlndaki bir hiza sahip olma olasiligil en biyiktur.

en olasi hiz denir.

Ucﬁnhﬁ bslimde elde ettigimiz Maxwell-Boltzmann dagdilim
fonksiycnuL 1511 denge durumundaki gaz moleklillerinin t¢ boyutlu
bir uzay ipindeki hiz dagailimlarini belirlemek amaciyla da kul-

C A ) R - o
lanilabilir. Bunun yaninda, gozénine alinan £; ve &€ gibi iki
durumu icin,

ayri enerj bu enerjilere sahip molektillerin sayi-

i
lara ara51hdaki oran da belirlenebilir:
|

nying = e(€2-€1)/kT {(4.10)

Bu baginti
rimi ig¢ind
dagilim fo

Es(4.

yonun, gaz

, Es(4.8) ile verilen dagilim fonksiyonunun istel te-

e yveraldigindan, f( V) fonksiyonu Maxwell-Boltzmann hiz
nksiyonu olarak anilmaktadair.

8) deki f(V) dagilim fonksiyvonu incelenirse; fonksi-
in m molekil kiitlesine ve T sicakligina bagli oldugunu

goéririz.
Sekil(4.3)

Fonksiyonun grafigi farkli sicakliklarda incelenirse
dekine benzer bir durumla karsilasiraz.

|
Distk sicakliklarda, cldukoa dik bir gorinime sahip olan
siddet
rinin dederi giderek kigllirken buna karsi gelen Fp

egri, sicakligan vyikselmesiyle giderek basiklasmakta,

maksimumla

hiz deferleri (en olasi hiz) ylksek hizlara dofru kaymaktadir.Bu
durum $ekil(4.3) de 51cak1;qln ¢ ayri degeri igin g¢izilen eg-
rilerden %¢1kca gériulmektedir. Eyri tarafindan sinirlanan alan
birim hacimdeki toplam molekiil sayisinl gdésterdigine gdbre ortaya
Disiik sacakliklarda,
gesitli hazlara sahip olmakla birlikte, haza Vp ye esit ve bu

\
degere yakin olanlarin sayisi, toplam molekil sayisi igin ol-

¢ikan son&c mantiga uygundur. molekiillerin

dukca bﬁyﬁk bir oran goésterir. Bu durum, T=73% i¢in c¢izilmis

olan egrinin Fp civarinda keskin bir duruma sahip olmasindan

agikca ¢gorilmektedir. Sicaklik arttikga, molekillerin ¢esitli
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|

|

|

haz degerderine daha fazla dagildiklari, bunun yaninda, FVp de-
erinde bir artis goérilmekle beraber bu hiza sahip molekiillerin

sayisinin giderek azaldidi gozlenmektedir.
|

()
1

T —

T
I
‘ 1; \ =T
‘ o M 2 T
| " l 5 { - '\—- 3
| ! ~ f o~
{ iﬁi/// t}H:>&“*a_

| Yn1  m2 u
| Sekil 4.3. Maxwell-Boltzmann hiz dadilim

eJrisinin ¢ ayri sicaklik igin
aldi§i gdorinim (Gindidz E.1988).

(

Ma%well—Boltzmann hiz dagilim ifadesinden yararlanilarak,
molekil hizlari hesaplanabilir. $imdi bu molekiil hizlaripi in-
celeyeli#. '

O%talama Hiz({ ¥):Birim hacimdeki molekillerin hizlarimin
aritmetik toplaminin, bu hacim igindeki molekil sayisi oranina
aritmeti& ortalama hiz yada kisaca ortalama hiz denir ve 7 oile
gésteriﬂir. Birim hacimdeki hizlarr ¥ ile F+dV arasinda clan
moleki'xllferin sayis: n f£(F)dF, blitin molekillere iliskin hiz-
larain téplaml F n £(V)d¥V dir. Ele alinin molekillerin haiz-
bu ifadenin saifair ile sonsuz
igindeki integralini almamiz

larinin [toplamini bulabilmek ig¢in,
degerleri arasinda kalan sinirlar

1
gerekirf
|
Bu durumda ortalama hiz ig¢in

! ¥

I

(1/n) Ig" oo f(7)d¥
- 7 rong(rar (4.11)

ifadesiLi yazabiliriz. £(F) dagilim fonksiyonu ig¢in Es.(4.8) de
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Faglntlyl kullanarak integral islemini vyaptigimizda

(Bkz. EK 2), ortalama hizi

seklinde
kT 132l

2

o

7 = (8kT/nm)l/2 (4.12)

1
buluruz. Goérildigl gibi ortalama hiz, sisteme verilen
|

enerjisinin karekokiyle

| artarken,

pargacagain kitlesi

arttikga bunun karekokiyle azalmaktadir.

Etkhn Hiz {<¥V>): Birim hacimde yeralan molekiillere ilis-

kin hizla
birim hac
ifadeyl s

%1n kareleri toplami ¥2p f(FV) dF dir. Ele aldigimiz
bu
1fir ile sonsuz dederleri arasanda kalan sinirlar igin-

imdeki hizlarin kareleri toplamini bulabilmek ig¢in,

deki integralini almamiz gerekir.

Bu

~esitligin
igin Es.{
mizda (Bk

seklinde
Vo
kin haz

nir.

olacaktix.

kiyle art
bagla ola

durumda kare ortalama hiz igin
P2 =(1/n) lo°° ¥2 n £(F) d¥

(4.1

72 = L°° ¥2 £(¥) a¥ |

i vazabiliriz. Ayna gekilde £(V) dagjilim fonksiyonu

4.8) de verilen bagantiyi kullanarak, integral aldiga-
z. EK 2) kare ortalama hiza
V2 = 3kT/m (4.14)
buluruz. Kare ortalama hizin karekoékiine etkin hiz de-
x va da < ¥V > ifadeleriyle gosterilir. Bu durumda, et-
<¥> = (3kT/m)l/2 (4.15)
Etkin hiz da sisteme verilen 1sil enerjinin kareko-
ar. Fakat parcacigin kiitlesi arttikga bunun karekokine

rak azalmaktadair.
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olasi hiz {¥m): En fazla moleklilin sahip oldugu hiza

en olasi
lir. Max
degerine

hizdar (B
g1lim fon
bu ifadey

gonucuna

dir.
nir.

Ist
Bu
len a1sal

karekokiy

Bul

seklinded
vakindar.
cakligaind
ma hiz ve
"~ lar.

va da maksimum hiz adi verilir.
cwell-Boltzmann olasilik dagilim fonksiyonunun maksimum
kargilik gelen hiz dederi en olasi hiz ya da maksimum
k
ksiyonu f(¥) nin dV ye gére diferansiyelini alarak ve

ulasiraz.

Kisaca Fp ile gosteri-

z. $ekil (4.3)). Bu haz deferini hesaplamak ig¢in, da-

i sifira egitleyerek,

(dIAF)(£(¥V)) = 0

-m¥2/2kT

(d/d ¥y (4a(n)-12 (mr2kT)3/2 o ) =0

—m V2
R my4/2kT (4.16)

2F (1-(m¥22kT)) = 0

Bu ifadeyi sifir yapabilecek hiz degeri

Fp = (2kT/m)1/2 (4.17)

e bu hiz deferine en olasi hiz ya da maksimum hiz de-
hiz deferi de onceki hiz deferleri gibi, sisteme veri-
pargacigin

enerjinin karekoklyle artarken, kiitlesinin

le azalmaktadar.

dugumuz U¢ hiz degeri arasindaki bagil oranlar

Vm=0.886F (4.18a)

1l

Vp=0.816 <F> (4.18b)

Il

V = 0.912 <¥V>» (4.18c)

ir. Dikkat ‘edersek, iU¢ hiz ifadesi de birbirine ¢ok
Azot gazi molekillerinde hiz dederlerinin T=273% si-
a gorinen siralanisi Sekil (4.4) deki gibidir. Ortala-

> etkin hiz degerleri, en olasi hiza oldukca yakindar-
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b &4
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|
!I
‘ * 7 {m/s)
Sekil 4.4. Sabit bir sicaklikta hiz dagilim ef-

risi lUzerindeki en olasi hlztgh),or—

telama hiz(P) ve etkin hiz (< ¥>)de-
gerleri.

Maxwell-Boltzmann hiz dagilim ilkesini deneyle dogrulamak

|

amaciyla I
lestirilmi
CIye

metali
civa

\

motora W

2 buharn
A

Lambert tarafindan kullanilan deney dizeneginin basit-

$ semas1 Sekil (4.5) de goérllmektedir.
elektrikii metal diskler

k - Jo——cam hedef

-s1vi azot igine
konulmus dedektor

— pompaya

Sekll 4.5, laxwell hiz dagilim ilkeaini deney-

Elsk
firinla baj
ri uzeriné
rindeki da
§1vi azot
Dy
sahit bir
clarak, ®
kaldiga st

tedir.

le dofrulamak amaci ile Lambert ta-

rafindan kullanilan dizenek {(Gin-

duz, E. 1988).
trikli bir fairain iginde buharlastirilan civa atomlari,
glantili olan bir silindir ic¢ine gdénderilmekte, yolla-
le donmekte olan Dy ve Dy dairesel metal diskler ilze-
r araliklardan ince bir demet seklinde gecgebilenler,
sicakliginda tutulan bir dedektdr Uzerine duslUriulmek-
ve Dy diskleri, Uzerlerindeki araliklar birbirleriyle
¢ agisi yapacak sekilde, ortak bir motor miline bagla
a¢isal hizayla doéndirilmektedir. Diskler hareketsiz

rece, civa atomlari, dedektdri olusturan camdan yapil-




mis hedef
nerse, sad
gegip ded
arasaindaki
yariklaran

ni gerekti
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Uzerine ulasamazlar. Motor mili ® agisal hiziyla do-
ece belirli bir hiza sahip olan civa atomlari Dy yi de
iki disk
disk tzerindeki
ayni hizadan geg¢meleri ig¢in gegen slreye esit olmasi-

W=27f ve (=0t=2nft olup, L uzakliga-

ektére ulasabilir. Bu civa atomlarinin hiza,

'L yolunmun gegilmesi igin gegen siire,

ren bir hizdar.
|

nan V'gibj bir hizla ge¢ildigi disunilarse, t=L/V, @=0t ya da
|

@ = 2nfL/ ¥ dir.

bulunur.

Buradan

v = 2niL/Q (4.19)

Kullanilan dizenekte, gerek L uzakligia ve gerekse @ agisa

belirli olduguna goére,

i¢in diskl

gesitli degerleri ig¢in

dagilimlar

termistir.

4 2. Foton

Bura
151masinl

molekillerin hiz degerlerini belirlemek
erin dénme frekansini bilmek yeterli olacaktir. ® nin
tekrarlanan deneyler, molekillerin hiz

1nan Maxwell-Boltzmann bagintisina uygun oldugunu gos-

Gazi ve Siyah Cisim Isimasa:

da fotonlarain bazi temel d6zelliklerini ve siyah cisim
ele alacagiz.

i
Fotonlar spini 1 olan boson pargaciklaradir. Boson parcga-

ciklari ol
sinda bir

dugu ig¢in, verilen bir enerji durumundaki foton saya-

kisitlama yoktur. Foton sisteminde toplam pargacik

$ay1sinin |

korunumlu olmasi gerekmez. Cinkd, oyuk igindeki fo-

| . .
tonlar, oyuk duvarlari tarafindan slrekli olarak sofurulur ve

: 1
yeniden salanirlar.

\
korunumlu |

Bu durumda, bir oyuk igindeki foton sayisa
degildir, duvarlarain sicakligina bagli olarak degisir.

Bazi cisimler, yiksek sicakliklara kadar isitildiklari za-

\
man akkori

duruma gelirler. Bu akkorluk 1sil i1sima adini alar.

Cisimlerin bu tir 1sil i1simalari, cisim igindeki atom ve elekt-
|

ronlarin @elisigﬁzel hareketlerinden kaynaklanmaktadar.

Isal



-
1s1ma cism
findan birgok kez sogurulur ve salanir.
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in yizeyine ulasmadan o6énce atom ve elektronlar tara-
Sonunda 1s1l denge ko-

runmus olur.

fci

valnizca &

disaridan

dan sogury

sogurdugu

Son

yizeye sal

rak, codu
delik aga

varlarl1 T

bir fotod gazl olarak dusinilebilir.

nde 1s1l isima olusan bir cismin yizeyinden bu isimanin

bir kismi disaraya salanir. Ayrica bir cismin ylzeyine
gelen 1s1l 1simanin vyalnizca bir kismi yiuzey tarafin-
ulur ve geri kalan yansir. Ancak bir cismin ylzeyinin

1511 1si1ma saldidi 1sil isimaya esittir.

derece 1yl bir sofurucu ve ayni zamanda 1yl bir salica
11p olan bir cisme siyah cisim denir. Siyah cisim ola-
kez i¢i bos ve duvarlarindan birinin dzerine kucik bir
Bu durumda, du-
sicakliginda tutulan kutunun ig¢inde olusan 1sil 1sima

Bu nedenle siyah cisim

Imis kiip bi¢imindeki bir kutu alinar.

151masl y% da oyuk 1simasi es anlamli olarak alinar.
|

Simdi her bir kemari L uzunlugunda ve ig¢ yizeyleri de iyi

yansitica
(4.6) dak

ran 1sil

enerji di

v f

tonun enerjisi bilindigi gibi € = hv geklindedir.

olan bir kipin iginde sabit bir E enerjisinin Sekil

i gibi tutuldugunu disinelim. Kipin ic¢indeki fotonla-

AN ARURCRCATURNONNRCONN N |

N N N N

3 VTS AL SIS LA A A

N

L

N

Sekil 4.6. Herbir kenari L uzunlufunda i¢
viuzeyleri iyi yansitici olan
kupin kesiti.

dengenin meydana gelmis olmasi sarti altinda, mimkin

zeylerine nasil dagilacaklarini hesaplayalim:

rekansly bir elektromagnetik dalgaya kargilik gelen fo-

Sozkonusu fo-



ton gazini
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incelerken fotonlaran birbirleriyle etkilesmedikleri,

fakat ig¢ yﬁzeyler tarafindan sogurulup yayanlandiklarani disi-

necegiz. Bu yizden, dagalimlarin hesaplanmasinda

E=3¢& ny = g hV ny = sabit (4.20)
!
sarti gegerli olmasina ragmen, fotonlaran tim N sayisi sabit
kalmaz.
Bunun vyaninda, eger fotonlarin bulundugu kipin boyutlarz

151n1min o
ji dizeyle
spektrum

masi neden

yazilabilir.

g(V)
antum dury
kiip ig¢inde

seklinde olduguna dikkat edelim.

gtsteren B

ile de dalganin yayilma vektortl goésterilmistir.

rtalama dalgaboyuna gére gok blylkse,

fotonlarin ener-
ri arasindaki fark ¢ok kigik olacagindan fotonlaran

sirekliymis gibi de dustntlebilir. N nin sabit olma-

iyle =0 olabaglndan

hv/kT
e —

dn 1) (4.21)

(g(v)dv)/(

istatistiksel agirligini, ya da baska bir deyisle ku-

im yogunlugunu hesaplamak ig¢in,her bir kenari L olan
ki duragan bir elektromagnetik dalga ifadesinin

k R

yR(y/L))sin(k R(z/L})

Yix,y.z) = C sin(kyM(x/L))sin(

Burada C, dalganin genligini

ir sabit ve
k = kyey + kyeg + kyey

|| ile A dal-

gaboyu ar$s1nda baginti, dalganin ylzeyleri lzerinde digim nok-

talara oly

sturmasi gereginden ortaya gikar:

1/2/

|| /2L = (ky? + ky? + k;2)7 %/2L
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|
) | k| /2L

2, myg . m22)1/2

1]

J | x| /2L
Her| fotonun sahip oldugu kuantum durumu, kendisine karsi-
11k gelen‘elektromagnetik dalganin k yayilma vektdrinin bilesen-
lerinin deqerlprlyle belirlenir. Es.{4.22) bhagaintisi ayni bir
£€=hv foton enerjisine kx,ky,k nin alacadi deferlere goére 003 ky-
antum durumu karsilik gelebilecegini gostermektedir.
|
|
Qiﬂdi (kx.ky.kz) uzayinda x| ile lk]+d!k| arasinda kalan
kuresel Kabuk Jc1ndrk1 bitin pozitif ky kY k, degerlerinin sayi-
sini, yani dlkl ya karsilik gelen dV frekans araligindaki kuantum

durumlarinin sayisini hesaplamaya ¢alisalim. Bizi yalmizca k420,

1/A = vlc = €the (4.22)

!

kVZO,kZ%O degerleri ilgilendirdiginden sodzkonusu kiiresel kabu-
gun yalqlzca 1/8 ini hesaba katacadiz. Buna goére aradigimiz

sayi, |
|
1

g (1/8) (4am| k| 2d|k]|) (4.23)
olacaktlﬁ. Elektromagnetik dalgalarain hiza ¢, A=c/V oldugundan
|

| v=¢/A = (c/2L)|K| (4.242)
|
| dv=(c/2L)d|X| (4.24b)
|

yazllabiheceginden

| '
| (l/8)(4n|k|2 d| k| )=(1/8)4n(2Lv/c)2(2Ldvic)

(1) (4n] x| % a|k|)=(4nv/c3)v2ay (4.25)

olur.
|
Ancak, herhangi bir yayilma dogrultusu verildiginde, foto-

\
na kargilik gelen elektromagnetik dalganin yayilma dogdrultusuna

dik iki| polarizasyon dizlemi olacagindan belirli bir &€=hv foton



enerjisin
sayisi da

elde edil

olacaktar

enerjisin

ile veril
verilir.

Sin
saplayabi

integraline ulagilar.
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s

-7

karsilik gelen fotonlarin mimkin kuantum durumlarinan

Es.(4.25) in iki kata olacaktir. Bu durumda,

g(V)dv=(8nv/c3)v2av (4.26)

ﬁr. Buna gére foton sayisi da Es.(4.21) bagintisindan

hv/kT_

dny=(81V/¢3) (v2dv/e 1) (4.27)

Buradan da birim hacim basina Vv frekansli isima
in, yani isima enerjisi yoJunlugunun
|

hV/kT

dEy=(Ey/V)dny=( 8Mth/c3) (v3dv/e 1) (4.28)

ebilecedi gbrilmektedir. Buna Planck Isima Kanunu ada

ndi birim hacim basina disen toplam 1sima enerjisini he-
liriz. x=hV/kT dersek,
E<E/V=)" (6/7) (dny/dv)av =(8mh/o%) [ (v3avs ™ KT 1)

B=(8nk4/h363) 14 [° (x3dx/e%-1)
Bu integral islemi sonucunda (Bkz. EK 3},
E=(8n°k4/15n303)T4

E= 0 T4 (4.29)

elde edilir.

Bu ifade, bir siyah cismin toplam igsima yodunludu-

nun, cishin sicakliginin doérdincd kuvvetiyle orantil: oldugunu

belirten
Boltzmani
j w3 du
bu sabit

r.
i teorik olarak da basarili bir sekilde bulmustur.

Stefan~-Boltzmann Kanunu'dur. O sabitine de Stefan-

n sabiti adi verilir, degeri 0=(8n5k4/15h3c3)=7,56x10_16

Bose-Einstein Istatistigi denel olarak &lgilmis olan
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4.3. Elektron Gazai:

Fermi-Dirac dagilim ilkesi, belirli bir T sicakligainda,
hizlara ¥V ile F+dV, enerjileri ise E ile E+dE arasinda degisen
birim hacimdeki serbest elektronlarin sayisinin, toplam serbest
e¢lektron sayisi igindeki oranini bulmayl amaglar. Metaller igin-
deki serbest elektronlar ile gaz molekiilleri arasinda bazi dav-
ranis farkliliklara vardir. Bu farklari sdyle siralayabiliriz:

1) Gaz molekillerinin aksine, elektronlar yalniz belirli
ve sonlu enerji degerlerine sahip olabilirler.

ii) Metal iginde, serbest elektronlarin ¢esitli enerji di-
zeylerine karsilik gelen sayilari kasitlia olup, Pauli ilkesine
uygun olarak her dlizeye, spinleri birbirlerine antiparalel olan
en ¢ok iki elektron yerlesebilir.

1ii) Serbest elektronlarin enerji diizeylerine dadiliminda,
enr kararli olan en disik enerjili dizey ilk o6nce, diger dizeyler
ise sirasiyla daha sonra doldurulacak sekilde bir segim kurala
vardar. '

Serbest elektronlarin enerji dizeylerine dadilimanda, yu-
karadaki sartlarin gegerli oldugu bu durumu,

ni:(gi/e(gi—cf)jkT+l

)
seklinde Es(3.30) 1ile gdstermistik. Bu bagantida €&€f ile
gosterdigimiz enerji deferine Fermi enerjisi ada verilmektedir.
Fermi enerjisi, metallerin elektriksel o6zelliklerinin saptanma-
sinda ¢ok dnemli bir kavramdir.

Jimdi bir metal igindeki serbest elektronlari goézoniine
alalim. Bunlara kargilik gelen enerji seviyelerinin istatistik-
sel agirliga, belirli bir V hacminde tutulan parg¢aciklarin ener-
ji seviyelerinin istatistiksel agairliga gibidir. Fakat metal
iginde zit yénlli spinli iki grup elektron oldufundan bunlarin



istatistiksel agairligi, V hacmindeki pargaciklarinkinden iki kat
fazla olacaktir. Bdylece Es(2.24) ifadesini gézoéniinde bulundu-
rup, fermiyonlarin Pauli ilkesine uymalari dolayisiyla, her du-
rumda bir elektron bulumnmasi gerektiginden, metalde enerji-
lerinin siirekli oldugu kabul edilebilen ist iletim bandlari i¢in

Q(E)=Ag(E)=2(2nV/h3) (2m)3/2(E)1/2AE (4.30)

oldugu, yani fermiyonlarin istatistiksel agirliginin, enerjile-
rinin karekokilyle orantili olarak artacagi goérilmektedir. E ile
E+AE enerjileri arasindaki aralikta bulunan elektronlarin An sa-
y1s1 ic¢in

€5-E¢) /KT,

An=(Ag(E) /e 1)

yazilabilir. Buradan An ve AfLnin sonsuz kiigik olduklarana digi-
nerek diferansiyel formda vyazarsak

£i-E¢) IkT,

dn=(4nV/h3) (2m) 3/ 2 ((E) L/ 24K/ & 1) (4.31)

olur. Bu ifade, serbest elektronlarin enerji dagilimlari igin
Fermi-Dirac denklemidir. Fermi enerjisi T=0°K sicakliginda

elektronlarin bulunabilecegi maksimum enerji dizeyi idi. Dola-
yisiyla Es{4.31) ifadesini sifir ile & Fermi enerji dizeyleri

arasinda integre edersek, toplam pargacik sayisini €& ye bagla

olarak

N=JEE dn=(anv (2m)3/2) /n3 lgf

(E)llsz
N=( (8RV(2m)3/2)/3n3) (g¢)3/2 (4.32)
geklinde buluruz. Buradan Fermi enerjisinin

€¢=(h2/8m) (3N/nV)2/3 (4.33)

oldugu, yani metaldeki elektronlarln N/V yofunlugdu bilindiginde,
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bu elektronlarin Fermi enerjisinin saptanabilecegi ortaya konmus
olur.

Simdi Es.{3.30) ile gésterdigimiz olasilik dagilim fonksi-
yonunu inceleyelim. Her kuantum durumunda tek parcacik oldugunu
distunirsek, fonksiyon

ny=1/ (e EEEIKT,

1)

seklini alir. Bu fonksiyonun T=00K deki durumunu incelersek
€<€¢ igin nj(E€)=1 (4.34a)
Ex€s  dgin  ni(€)=0 | (4.34b}

ve bunun sonucu olarak da oclasilik fonksiyonunun bigimi §$e-

kil(4.7) deki gibidir.

ni(€)

>

)/

0 £,

Sekil 4.7. Olasilik fonksivonunun T=0°K
de enerjiye gdre defisimi.

Sekilden de gorildigd gibi mutlak sifir sacakliginda bulu-
nan bir metalde, metal ic¢indeki elektronlarin hepsi de Fermi
enerji degerinin altindaki enerji dederlerine sahiptir. Enerji-
leri €<&f olan biitin kuantum durumlari dolu,&*&f olan butin ku-

antum durumlari bostur.



Olasilak fonksiyonunun T=209K sicakliklarindaki durumunu
inceleyelim. Metalin. sicakliginin mutlak sifardan baslayarak,
giderek arttigina disunirsek, her sicaklik degeri i¢in elektron-
lara kT kadar bir 1sil enerji ilave etmis oluruz. Fermi dizeyi-
nin yeterince altanda, belirli enerji dizeylerine Pauli ilkesine
uygun olarak tamamen doldurmus bulunan elektronlar, civarda gi-
debilecekleri higbir bos enerji dizeyi (kuantum durumu) bulunma-
digar icin, kendilerine verilen ek enerjiyi kabul edemezler. Ve-
rilen ilave emnerji, yalniz Fermi dizeyi civarinda kT kadar bir
enerjl araliginda bulunan serbest elektronlar tarafindan alina-
bilir. Bodylece bu elektronlarin Fermi dizeyinin disina ¢ikmala-
ri1 saglanir. Bu durumda, metal igindeki elektronlaran sayisi N
sabit oldugundan, n;(€) olasilik dagilim fonksiyonunun egrisi,
sicaklak arttikca eski keskin bigimini kaybedecektir.($ekil 4.8)
Ayni nedenle, bir kisim elektronun Fermi enerji dizeyinin {zeri-
ne ¢ikmalara sonucu, Fermi-Dirac dagilim fonksiyonu da giderek
bigim dedistirecektir.

ni(E)
4
1

Sekil 4.8. 0Olasilik fonksivonunun
sicaklikla defigimi.

Metallerin elektriksel ve isil dzelliklerini, metal igin-
deki serbest elektronlarin timi deyil, enerjisi Fermi sinir ener-
jisi de§erinden buyik olan, gok kiigik bir bslimi yansatir. Or-
negin, T=3009K de Sekil (4.8) ve (4.9) da taranmis bdlgelerdeki
elektronlar bu 6zellikleri vyansitirlar. Oda sicakliginda, elek-
triksel ve 1sil iletimleri saglayan bu elektronlarain toplam
elektron sayisil igindeki oranini bulmaya bulmaya c¢alisalam. Fer-
mi diizeyine kadar olan enerji dizeylerinin sayisini N/2 olarak
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N(E)
} g — T=0%%
- T=300°K
. _~T=1000"K
e
0 £ ¢

oekil 4.9. Sicaklifin artmasiyla metal icin-
deki serbest elektronlardan ener-
jisi Ef Fermi enerjisinden biyik
olanlarin sayisi giderek artacagdi
igin, Fermi-Dirac dadilim edrisin-
de meydana gelen defisim.

kabui edersek, dlizeyler arasandaki farklara birbirine esit ve AE
‘ile gosterirsek,

NEZEgf (N12)=2€E¢ /N

yvazilabilir. Isal uyaramlardan, sadece Fermi dizeyine yakin kT
enerjisini alabilecek elektronlar etkilendiklerinden, sozkonusu

enerji araligindaki enerji dizeylerinin sayisi, kT/E€<kTN/2€f dir.

Bu dizeydeki serbest elektronlarin sayisi ise kTN/E€¢ kadardar.

Bu elektronlarin yarisinin Fermi dizeyinin iistine g¢iktiklarama
kabul edersek

ANIN = kT/2€¢

bagintisindan hesaplayabiliriz.Oda sicakligi civarainda (T=300°K)
kT = 0.025 eV, metaller igin Fermi enerji dederi E£¢=3-10eV oldu-

Jundan,
AN/N = 0.01

bulunur. Yani, 1sil iletime katkida bulunan elektron sayisi top-
lam elektron sayisinin yuizde biri kadardir. Baska bir deyisle,
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oda sicakligindaki bir metalde, her'yﬁz elektrondan ancak biri-
si, Fermi sinirini gegerek, metalin elektriksel wveya 1sil karak-
teri Uzerinde etkili olabilmektedir. Sacakligya arttararsak, bu
sayl bir miktar daha vyilkselir. Fakat toplam elektron sayisi
igindeki oranlari yine g¢ok azdar. Ornegin, T=1000°K gibi yiksek
sicakliklarda bile AN/N = 0.02-0.03 mertebesindedir.

4.4. Enerji ve Basincin Ulesim Fonksiyonuyla Elde Edilmesi:

Ulesim fonksiyonuna Es.(3.11) ile

R e—Si/kT
. 1

seklinde géstermistik. Ulesim fonksiyonu ele alinan sistemin
6zellikleri hakkinda &énemli bilgileri igermektedir. Bu sistemin
E toplam i¢ enerjisi, S entropisi ve P basincini Ulesim fonksi-
yonuna bagli olarak ifade edebiliriz.

V yi sabit tutarak Es.(3.11) in T ye gére kismi tlirevini
alalim. Bu iglemi yaparsak

(32/3T)y = 3 gj(€4/kT2) e TilkT
: .

(3Z/3T)y = (L/KT2) T gi&; e Ci/KT

!
(9Z/9T)y = (1/kT2) £ (Z/N)€in;

1
(9Z/3T)y = (Z/INKT2) I €inj

'

(92/9T)y = ZE/NkT2

olur. Buradan toplam i¢ enerjiyi

E = NKTZ(81nZ/dT)y (4.35)
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seklinde buluruz. Ayrica pargacik basina diisen enerji gézoniine
alinirsa

<€> = E/N = kT2(81nZ/3T) (4.36)
esitligini elde ederiz.

2imdli de entropinin istatistiksel ifadesi S=kIn{) esitli-
gini dikkate alirsak, Es.(3.4) bagintisindan yararlanarak

S=-k Z nj 1n{ni/gj)+kN {4.37)
i

vazabiliriz. Diger yandan ni/gj nin deerini de Es.(3.12) den
bularak yukaridaki esitlikte yerine kovarsak

S=Nkln(Z/N)+E/T+Nk (4.38)
olur.

Simdi de basinci, illesim fonksiyonuna bagli olarak ifade
edebilmek igin, termodinamidin birinci kanunundan

P=—dE!dV+T(dSldV):—(a(E—Té)/aV)T
yazabiliriz. Es.(4.38) den

E-TS=-NkTln{Z/N)-NkT
oldugundan sonu¢ colarak basing ig¢in

P=NkT{d1nZ/oV)T (4.39)
bagaintisini buluruz.

Béylece, sistemin mikroskopik &dzelliklerinin bir &zeti

olarak ifade edilebilecek olan bir Ulesim fonksiyonu bilinirse,

sistemin toplam i¢ enerjisi ve basinci gibi niceliklerini T sa-
cakligina bagli olarak belirlemenin mimkin oldufju gérilmektedir.
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5. SONUC:

Gesitli pargaciklarin birbirleriyle etkilesirken ele al-
digamiz kurallar iginde, bir sistemin fiziksel ozellikleri,iger-
digi pargaciklarin tek tek hareketlerine degil, biyik bir bdli-

miniin ortaya koydugu ortak davranigslara bagliadir. =~ Bu davranig-
lar istatistik fizik tarafindan belirli bazi olasilik ve dagilam
ilkelerine uygun olarak agaklanabilir. Bu davranislari agikla-

yabilmek igin yapilan c¢aligmalar somucunda, 3 Unci bdlimde ince-
ledigimiz istatistiksel dagalam ilkeleri ortaya ¢akmistar,

Kuantlasmamis durumlar ig¢gin gegerli olan

ni=h g; o CilKT

seklinde gdsterdigimiz Maxwell-Boltzmann dagilim fonksiyonu, gaz
molekillerinin hiz dagilimlarini tayin etmekte basarili olmus-
tur.

Fotonlarin enerji dagilimi ve metallerdeki serbest elekt-
ronlarin enerji dizeylerine olan dadalimlari gibi bazi kuant-
lagmis durumlarda Maxwell-Boltzmann dagilim fonksiyonunun yeter-
siz kalisi, yeni arastirmalara ¢igir agmistir. - Foton gazi igin
klasik dagilim fonksiyonunun basarili olamamasinin nedenlerini
arastirirken Bose ile Einstein birbirlerinden bafimsiz olarak
calismislar ve

(0+E4 /KT
ni=(gj/e  #HKT) )
olarak ifade edilen Bose-Einstein dadilim fonksiyonunu tlretmig-
lerdir. Bu baginti siyah cisim 1simasainin agiklanabilmesinde
¢gok oSnemli katkilar saglamistar.

Herbir kuantum durumunda, sadece tek bir pargacigin bulun-
dugu sistemlerdeki, ornedin bir metaldeki elektronlarin davrani-
sanda, fiziksel olaylarin incelenebilmesi igin Fermi ve Dirac
tarafindan
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(€5-€£) /KT,

ni=(gj/e 1)

esitligiyle verilen Fermi-Dirac dagilim fonksiyonu, metallerin
1s1l ve elektriksel oézelliklerini incelerken c¢ok énemli bir rol
oynar. Bu da§ailim fonksiyonu katai hal fiziginde yapilan calig-
malarda, ozellikle yariiletkenler Uzerinde yapilan arastirmalar-
da o¢nemli bir parametredir.

Bu U¢ istatistiksel dagilim fonksiyonu

o (MB)
§ =¢+1  (BE)
-1 (FD)

olmak Uzere

(gifnj) + 5'= o (0+E5 /KT)

seklinde tek bir ifade de toplanabilir (Resnick et al 1980}).

(gi/nj) ifadesi 1 den g¢ok biylk oldugunda vyani g
istatistiksel agirligi n; den g¢ok biylk oldugu sistemlerde her
¢ dagilim fonksiyonuda benzer sonug¢lar verir. Bu viikksek sicak-
liklar igin gegerlidir. Boyle durumlarda, kuantum istatistigi-
nin ortaya koydugu etkiler ihmal edilebilir. Yani ylksek sicak-
laklarda klasik dagalim fonksiyonu daha basarilidar. Saicaklik
distikce ozellikle mutlak sifar sicakligina yakin sicakliklarda
kuantlasmis durumlar ig¢in gegerli olan dadilim fonksiyonlari da-
ha bagaralidar. ' |
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EK 1. STIRLING YAKLASIMININ CIKARILMASI:

Istatistik fizikte, parcacik sayisinin ¢ok biyik, érnegin
Avagadro sayisina yakin oldufu durumlarda N! gibi bir niceligi
hesaplamak uzun islemler gerektirir. Bu nedenle, N nin biyik

oldugu durumlarda N! 1 hesaplamak ig¢in, bir yaklasim yapilabi-
lir.

N! in degeri
NI=1x2x3x...... x(N-1)xN

dir. Buradan her iki tarafin In' ine gec¢ilirse

InN!=1Inl+1n2+. ... .. +1n(N-1)+1n N
N
InN!= 2 In r
r=1
vazilir., Buradakl r nin bir birim degismesi 1In r yi defistir-

meyecedi ig¢in yukaridaki toplama islemi yerine, integral iglemi
yapilabilir. Yani,

InNi= [N

) N
) In r dr={r 1n r—r)b

vazilar. Burada N»1 oldudu ig¢in alt sinir 1 den 0 a gétiirilebi-
lir. Boylece

1oN!=N 1nH-N

bulunur. Bu baginti Stirling Yaklasimi adaini alar.



EK 2. GAUSS INTEGRALLERI:

X bir degisken, O degismez bir nicelik ve nX»»0 olmak dze-

re,

integraline Gauss integrali denir. Bu integralin degeri istel
fonksiyonlaran o6zellikleri kullanilarak bulunur. Gauss integra-
11, n nin birkac¢ degeri ig¢in asagidaki gibidir.

Cizelge Gauss Integrallerinin Birkac¢ Degeri:

n I(,n} I'(n)

0 (vmre)(o)-1/2 Va)-1/2

1 12y ()l 0

2 (¥Ymi4)(@)-3/2 (¥n/2)(@)-3/2

3 (1/2)(0)=2 0

4 (3v¥m/8) (@)=>/2 (3vR74) (@)-5/2
5 (@)~3 0

6 (iw'n/lﬁ)(a)-“z (15vn/8) ()= 7/2

Bu degerlere bagli olarak

n e-axzdx

- o0
I {(n)= L” X
integralinin degerleri de yukarida gosterildigi gibi I'(n) nin
altinda toplanmistir. I (n) nin integralleri, n=1,3,5, .. . gibi
degerler igin sifirdar.



EK 3. GAMA VE ZETA FONKSIYONLARI:
¥ degisken ve n bir pozitif tam sayi olmak uzere
T(n)= g”e—x «0-1 gy (1)

integraline gama fonksiyonu denir. Bu integrali olusturmak ig¢in,

e ¥ x™ dx
integralini ele alalim. Bu integral, kismi integral ydntemiyle

© . 4 00 o0
I e~ x dx=—(e™¥ xP| +n [ e~X xb-1 gx
0 0 0

yazilir. Burada birinci terim sifir oldugu igin,

o]

]O

e~* xI dx=n L % xn-1 gx (2)

ifadesi bulunur. Bu ifadenin sag tarafaina

0o oo (00
n Io e * x0-1 dgy=—n(e~X xn“lIo + [o e~X x0~2 dx

seklinde arka arkaya kismi integral uygulanirsa

oo

L eX xB dx=n(n-1){n-2)..... (2)(1)
esitligi bulunur. Yani.

o0

|7 e=x x0 dy=n! (3)

dir. Ayrica Es(l) ile verilen gama fonksiyonu tanim:, Es(2) ve
(3) bagintilarinda kullanilirsa

[(n+l)=n I'(n)=n! (4)



bulunur.Bu baginti n nin pozitif yada yari tamsayi olmasi durum-
larina karsi gelen gama fonksiyonlarinin dederlerini bulmaya ye-
terlidir. Ornedin n pozitif tamsayi olmak {zere, (4) bagintisi-
nin son 1iki esitliginden
F({n)=(n-1)! ; =n >0 (5)
pbulunur.
n=1,2,3,4 dedgerleri ig¢in, Es(ll} e gdre

[(1)=(2)=1, T(3)=2, T(4)=6

oldugu gdéritlmektedir. Aksine n pozitif yara tam sayi ise, Eg(4)
bagaintisinain ilk iki esitliginden,

I{n+l)=n I'(n) , n=1/2,3712,5/2,. ..

yazilar. Bu esitlikten bulunan gama fonksiyonu n nin yara tam-
sayi degerlerinden birka¢i i¢in asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge n nin Yaritamsaya Degérleri I¢in Gama Fonksiyonla-
rinain Birkag¢ Degeri:

n{yaritamsayi) [{n+1)
1/2 T(3/2)=(1/2)T(1/2)=41/2
3/2 T(5/2)=(3/2)T(3/2)=(3/4)T(1/2)=3¥n/4
5/2 T(7/2)=(5/2)T(5/2)=(15/8)T(1/2)=15¥7/8
712 T(9/2)=(7/2)T(7/2)=(105/16)T(1/2)=105¥ 1/ 16
9/2 T(11/2)=(9/2)T(9/2)=(945/32)T (1/2)=945¥ 1/ 32

Burada T (1/2)=¥T olarak alinmistir. Gergekte Es(l) de n=1/2 ali-

nirsa



bulunur. Burada y=x2 alinirsa,
00 2
r(1/2)=2[0 eV% dy

elde edilir. Bu integralin degeri EK 2. de YT ye esittir.O halde

olacaktair.
Zeta Fonksiyonu:

S >0 olmak tzere,

L= 7 (x5 dxrex-1) (6)

gibi bir integrali ele alalam. Burada,
(xS/e¥~1)=(x5 e X/1-e7%)=x5 e X(l+e X+e=3%s )

0
e

yazilarsa,
.= I 8 e~IX ¢ 7
s%% lg X7 € X (7

bulunur . Eger, xr=y degisken degistirmesi yapilirsa,

o0 (L . -
| - s+1 - s
s=Z (L/rs+1) |, &Y 8 ay (8)
elde edilir. Esg(7) deki integral Es(l) uyarinca gama fonksiyo-

nudur. Bu durumda,



00
T(s+l)= L e Y y¥ dy

bigiminde vyazilabilir ve degeri s nin alacayi dederlere gore
asagidaki ¢izelgeden bulunur.

Cizelge s nin Bazi Degerleri Igin Gama Fonksiyonlari:

142 4

(]

s 112 1 312 2 202

s+1 312 2 512 3 112 4 972 5

T(s+1) Vw2 1 Wni4 o 2 15¥'n/8 6 105¥ /16 24
Es{7) deki toplama ise Rieman Zeta fonksiyonudur ve,

1 d 4 ! C‘+1
C(s+1)=g (1/x5*%) ‘ (9)

vazilir. Z nin birkac¢ degerine karsilik gelen zeta fonksiyonu-
nun degeri asagidaki cizelgede verilmistir.

Cizelge s nin Bazi Degerleri Ig¢in Zeta Fonksiyonlara:

s 1/2 1 312 2 3

NN

s+1 302 2 5/2 3

Cis+1) 2.612 n2/6 1.341 1.202 w4790

0O halde Eg(6) ile verilen integralin degeri, gama fonksi-

yonuyla zeta fonksiyonunun g¢arpimadir:

Is=T(s+1) f(s+1) (10)

Bu bagintilardan yararlanarak bulunan Ig degerleri asagi-

daki ¢izelgede verilmistir.



Cizelge s nin Bazi De@erleri Ig¢in (6) Integralinin Aldiga
Degerler:

S IS

12 [ (x1/2ax) 1 (£*-1)=T (3/2)(3/2)=2. 612(¥'1/2)=1. 845
1 Iam(xdx)/(ex—l)=1"(2)§(2)=n2/6=l.645

312 [ (x3/2ax) 1 (€¥-1)=T (5/2)4(5/2)=1. 341 (¥ M/ 4)=1.783
2 [** (x2ax) 1 (5-1)=T (3)4(3)=2x1. 202=2. 404

3 [ (x3dx) 1 (*-1)=T (4)t(4)=6x (14/90)=n4/ 15=6. 404






