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öZET 

Tensörel ifadeler, fizigl.n her dalında oldugu gibi mühendislik dalla

rının bir çağuna geniş uygulama alanı olarak girmiştir. Tensör analizi yar

dımıyla her koordinat sisteminde kullanabileceğimiz denklemler elde edile

bilir. Bu denklemler kullanım kolaylığı sagladığı için,çözülebilecek prob

lem·sayısını da artıracaktır. 

Bu çalışmada,tensör tanımından yola çıkarak , tensör cebri incelenmiş 

tir. Uygulamada karşımıza çıkabilecek yalın ve her koordinat sisteminde ge

çerli genel ifadeler elde edilmiştir .. Bunlardan yararlanarak Lagrange ve 

Harnilton denklemlerinin tensörel formda nasıl ifade edildiği bir uygulama 

alanı olarak ele alınmıştır. Ayrıca elastisite teorisinin temel kavramları 

olan stress ve strain, diger bir uygulama olarak tensörel formda ifade e

dilmiştir. 



SUJırnARY 

Tensors have been applied besides,in every branch of physics,widely 

in engineering. By using tensor analysis,we can obtain the equations that 

can be used in every coordinate system. These equations, because of their 

easy usage,increase the number of sol~ble problems. 

In tbis study, fir:::;t tensors were deseribed and tensor algebra was 

discussed. Then,general expressions,which are flame and valid in every 

coordinate system and, could be our concerning· in the applications, were 

obtained. By using these equations, the expressian of Lagrange and Harnilton 

equations were .discussed as an application. In addi tion, the basic concepts 

of the elasticity theory,stres::; and strain.,were expressed in tensor torm as 

an anather application. 
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1 ,GtRtŞ 

Tensörler,skalar ve vektörlerin bir genelleştirilmiş şeklidir. Ten

sörel denklemlerle elde edilen fizik yasaları yalın ve her koordinat siste

minde geçerlidir. Çünkü tensör analizi,koordinat dönüşümlerine rahatlıkla 

uygulandığı için problemlerin her referans çerçevesinde çözülmesine imkan 

sağlar. Genel olarak n-boyutlu uzaydan inci mertebe bir tensör,n tane bi

leşene sahiptir. Bu bileşenler göz önüne alındığında karşımıza,tensörün 

mertebesine göre,bir sayı,bir vektör veya bir matris çıkabilir. 

Tensör analizi yöntemleri,fiziğin mekanik <Bradbury, 1968),Akışkanlar 

mekaniği <Lai,Rubin and Krempl, 1978),elektromagnetik teori <Schwartz, 1972), 

yüksek enerji fiziği <Nishijima, 1974),termodinamik <Nye, 1957),katıhal fizi

ği CHarrison,1970),kuantum fiziği (Schiff,1968) dallarında yaygın olarak 

kullanılmaktadır. Günümüzde pek çok uygulamalı araştırmada da tensör hesa-

bına da baş vurulmaktadır. örneğin tensör hesabı kulllanılarak robot kolla

rının hareketi analiz edilmiş <Bae and Haug, 1987) ,li tyum un spektrometrik 

parametreleri hesaplanarak deney sonuçlarıyla karşılaştırılmış <Kostritskii 

and Semenov,1984),dielektrik kristallerde jirasyon ve elektrojrasyon etki

leri arasındaki bağıntı verilmiş <Stasyuk and Kotsur, 1985),elastisite teo

risinin lineer olmayan problemlerinin çözümleri tensörel olarak ele alın

mıştır <Nikolskii,1986). 

Bu çalışmada şu sıra izlenmiştir : Bölüm 2 de,tensör tanımı ele alı

narak, bileşenler tanıtılmıştır. Bölüm 3 de,baz vektörler ve bunların direkt 

ve ters dönüşümleri ve aralarındaki dönüşüm bağıntıları,bölüm 4 de ise ten

sör kavramına giriş yapılarak sıfırıncı,birinci,ikinci ve yüksek mertebeli 

tensörler anlatılmıştır. Bölüm 5 te tensör denklemlerinin invaryanslığı,bö

lüm 6 da ise bazlar ve koordinat eksenleri anlatılmıştır. Bir tensörün ko-
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varyant,kontravaryant ve karma bileşenlerinin ele alındığı bölüm 7 de,met

rik tensör de tanıtılmıştır. Bölüm B de tensör cebri ele alınmış ve tensör

lerde toplama,çarpma,daraltma,simetrik ve antisimetrik .tensörlerle,tensö

rün invaryantları tncelenmiştir. Bölüm 9 da birinci mertebe tensör olarak 

ele alınan vektörlerin cebri anlatılmıştır. Bölüm 10 da diferansiyel vektör 

operatörleri tensörel bir yaklaşımla ele alınmış ve bölüm 11, bölüm 12,bölüm 

13 de sırasıyla Lagrange ve Harnilton denklemleri ile stress ve strain,ten

sör hesabının uygulamaları olarak incelenmiştir . 

• 
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2,TENSöR 

2. ı. Tanım 

Herhangi bir vektörü başka vektöre dönüştüren bir T dönüşümünü ele 

alalım. Eğer T; cı, i b1 e, a.ı yi de b2 ye dönüştürüyorsa, 

T a.Q. = b'2.-

yazabiliriz. Buradaki T dönüşümü ;~ ve a~ herhangi iki vektör ve ~ keyfi 

bir skalar sayı olmak üzere, 

gibi lineer özelliklere sahipse,lineer dönüşüm veya kabaca tensör olarak 

adlandırılır <Lai,Rubin and Krempl,1978). 

2.2.Bir Tensörün Bilesenleri 

-Kartezyen koordinat sisteminde x
1 

,x~ ve x3 -eksenleri doğrultusun-

d k b kt ı i ı ıA=e" A -'1 ~ A a i irim ve ör er sırasıy a 
1 

, J=e.2.. ,,.,.=e3 

törünün kartezyen bileşenleri, 

A 

a =a ·e 
!L :ı_ :2. 

olarak alalım. Bir a vek-



veya_kompakt olarak, 

a =a • ~ 
3 3 

4 
a ~ =a ·i .. 
~ ~ 

i=1,2,3 

şeklinde yazılır. Buna göre,a Vt::!ktörü bileşenleri cinsinden; 

a = a1 ~1 + a~ ~.ı...+ a3 «13 

= a, e!, 
t ( 

i=1,2,3 

dir. 

4 

(2. 1) 

(2.2) 

Şimdi lineer dönüşüm tanımını kullanarak,herhangi bir a vektörünü, 

b = T a şeklinde bir b vektörüne dönüştüren T tensöiünün bileşenlerini bu-

lalım. Dönüşümün açık ifadesi, 

" T 
'\ 

T "" b = T a -- a1 T ei + a:z. e + a3 e 
;ı_ .3 

a.T "" i=1,2,3 (2. 3) ::: e. 
( ( 

-
şeklindedir. b vektörünün bileşenleri ise, 

1ı· ~ = 
-1 .Ai .--1 TA .A: 

·T 
~ 

bt= a e. T e1 + a-2. e" •. e-2- + a e e 
1 ~ 1 j 1 3 

A A A -1 T -1 -" T __.( 

bı.= b-~= a
1 

e:ı... T e1 + a:ı.. e:ı __ : e + a,3 e:ı.. .. e-3 2.. 

b-~ = a ~ . T A A 
~ ~ . T ~ b = ~ + a e · T + 

3 3 1 3 a_ s :ı. a3 3 • 3 
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veya kompakt olarak, 

-'\ A 
b.= a. e .• T e.. 

{ .) L J 
(2. 4) 

dir.-1 Buradaki 
.,( 

~.terimi, 1T 
A 

nin 
,fo 

bileşenidir. 
-1 -'\ e. • T e. e. örnegin e1 • T e{ te-

{ J j t 

rimi, T A in; ~1 bileşenidir. Bu bileşenleri T.fl 
-1 T A 

\1 
1\ A 

e-ı = e-f. e..ı • = e.2..' T e1 

ve T~Q: = ~.-1 • T ~a.. v. s. olarak yazmayı kabul edersek, T tensörünün Til bileşen

leri, 

T••. 
~ 

/\ ~ = e. • T e· 
t J 

(2. 5) 

olarak yazılır. Buna göre b = T a vektör denklemini bileşenleri cinsinden, 

b.{ - T ~+ T-12.. a2 + 113 a3 .11 

bı. = T,_l a1 + T-2.2- aı.. + T.ı3 a 3 

b~ = T -ı :31 a1 - 1'32.. a2 + 133 a3 

veya genel olarak, 

f Burada Eınstain in toplam kuralı kullanılmıet~r. Bu 
.3 

nan indis üzerinden toplam alınacaktır. Yani, b/ =[ 
f ı J 
{;J::::' 

nin yazılımı bı 
< 

;\ A = a, e .. T e.., 
J ı j 

dir. 

(2. 6) 

kurala göre tekrarla-

a. ~··T ~. ifadesi-
J t j 
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şeklinde yazabiliriz. Bu ifadenin matris formu ise, 

b.( 

b.ı = (2. 7) 

b~ 

olarak yazılır. Buradaki, 

-i 
matrisi e

1 
ll A 

, e~ , ~ baz vektörlerine göre T tensörünün matris formu adını 

alır: 

:Matrisin birinci, ikinci ve üçüncü sütunlarındaki bileşenlerinin sı-

rasıyla T 
/{ A T ~3 vektörlerinin bileşenleri oldugunu kabul ed e-e{ ' T eı. ve 

li m. Buna göre; "" T 
-1' 

T 
A'· vektörlerini, Te" e2. ve e3 

T 
"\' 

111 
@ ~i 

A 

T3-l 
...: 

3'1 @, 
e1 = + e.2. + e. = 1 $ .J 

~ 
A .-\ -'\ 

~~ T = T-<2- e 1 + Txı_ Q2. + T.s:z. e3 = 

A <1 .-\ A T• ~. T e3 = 1
13 e: ..ı + r23 e2. + r33 

e
3 

= ct3 J 

veya kompakt olarak, 

;{ 
T e. = 

ı 
T•• @' 
Jl J 

(2. 8) 
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seklinde yazabiliriz. 

3.BAZLAR VE BAZ VEKTöRLER 

üç boyutlu uzayda bir baz denildiginde, ~1 , ~ , ~~ lineer bagımsız 

vektörlerin bir kümesini anlarız. ~ vektörlerinin herbiri bir 

baz vektör olarak adlandırılır-. ~ , ~2.. , ~ baz vektörleri verilsin, her 

A vektörü; 

A = m ~1 + n ~2 + p ~3 

şeklinde tek bir ifadeye sahiptir. 

A .-\ -'\ Farz edelimki; ~ , e
2 

, e
3 

baz vektörlerinin hepsi aynı O orijinin-

den çizilsin ve Oxk ; ~k vektörünü içeren ctoeruyu göstersin. Burada k,ı.den 

3 e kadar değer alır. Bu, şekil 3. ı deki gibi O orijinli ve eksenleri Ox1 , 

O~ ve ox3 olan yatık koordinat sistemini verir. 

o 
ll 

Şekil 3. ı (e~ bazlı yatık koordinat sistemi 
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Kartezyen olsun veya olmasın verilen bir koordinat sistemine göre 

bir M noktasının konumu r = r (M) yer vektörüyle belirlidir <Şekil 3. 1 ve 

Şekil 3.2). Yani yer vektörü M. noktasına,koordinat sisteminin orijininden 

çizilen bir vektörle gösterilir. Farz edelim ki kartezyen koordinat siste-

mi nde M noktası x1. , x.ı ve x
3 

koordinatları na sahip olsun. x
1 

, x.2.. ve x3 

koordinatları, M ile xı. x
3 

, x
3 

x
1 

ve x
1 

x
2 

- düzlemleri arasındaki mesafe

lerdir. Böylece yer vektörü kartezyen bileşenleri cinsinden, 

r - X f t X.., İ,, t X, t
3 -11 "-"-' .;> 

olarak. yaz ı 1 ır. 

Şekil 3.2 i~ t2.. , f
3 

bazlarıyla bir kartezyen koordinat 

sistemi 

Vektör ve tensörlerin en önemli özelligi fiziksel olayları tanımla-

yan denklemleri herhangi bir koordinat sisteriüne bağlı olmaksızın ifade e-

debilmesidir. Bununla beraber verilen bir problemi çözmek için gereken he-
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sapların yapılmasında problem yalnızca skalarları içeren bir forma dönüştü

rülür. Bu işlem uygun bir koordinat sistemi meydana getirildikten sonra ve

rilen vektör (veya tensör> denklemleri eşdeğer skalar denklem sistemiy ile 

yer değiştirtlerek yapılır. Skalar denklem sistemi yalnız sayıları içerir 

ve bilinen aritı~tik kurallara tabi olur. Bunu yapmak için anahtar adım bir 

vektörü (veya tensörü) seçilen koordinat sistemine karşı gelen uygun bir 

baza göre açmaktır. 

örnek olarak iki boyutlu durumu ele alalım. Düzlemde bir M noktası

nın konumu,koordinat sisteminden bağıms~z ve keyfi olarak seçilen sabit O 

noktasına göre bir t yer vektörüyle belirtilir. Bununia beraber,herhangi 

bir hesaplama yapmadan önce,koordinat sistemine bir giriş yapmalıyız. Düz

lemde M noktasının konumu,onun koordinatları olarak adlandırılan p ve q sa

sayılarıyla verilir,bunlar ölçme birimlerine ve koordinat sistemine bağlı

dır. Kartezyen koordinat sisteminde, bu p = x
1 

ve q ;; x
2 

koordinatları M ile 

orijinden geçen dik iki doğru arasındaki mesafelerdir. Bir koordinatı sabit 

tutup digerini sürekli olarak degiştirdiğimizde bir koordinat eğrisi elde 

ederiz. Bu durumda düzlernin her noktasından geçen iki koordinat egrisi var

dır. Kartezyen koordinat sisteminde bu eğriler koordinat eksenlerine para

lel dogrulardır. p ve q koordinatlarına karşı gelen baz vektörler olarak M 

noktasında koordinat eğrilerine teget birim vektörleri seçeriz. Kartezyen 

koordinatlarda bunlar, koordinat eksenlerine paralel 1
1 

ve {2. birim vektör

leridir. 

Aşikar olarak kartezyen koordinat sisteminin t..f ve i:ı.. baz vektörleri 

M noktasından bağımsız olup daima birbirlerine diktirler. M nin konumu kar

tezyen koordinatlar yerine polar koordinatlarda da ifade edilebilir. Bu du-
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rumda koordinatlar M noktası ile sabit O noktası <kutup noktası) arasındaki 

R mesafesi ile O dan geçen ve polar eksen adını alan ışın ile OM dogru par-

çası arasındaki f açısıdır. Polar koordinatlardaki koordinat eğrileri R 

yarıçaplı daireler ile O noktasından geçen ışınlardır. Bu koordinat eğrile

rine karşı gelen baz vektörler şekil 3. 3a da gösterilen ~((. ve €iıp birim vek

törleridir. Bu baz vektörler kartezyen baz vektörlerinin aksine noktadan 

noktaya değişir. Ancak daima birbirine dik kalır. Bir koordinat sisteminin 

baz vektörleri her noktada daima birbirlerine dik iseler böyle koordinat 

sistemlerine ortogon.al lı:oordinat sistemleri adı verilir. Uygulamada en çok 

kullanılan koordinat sistemleri bunlardır. Bir koordinat sisteminin koordi-

nat eğrileri doğru çizgiler değilseler böyle koordinat sistemlerine eğrisel 

koordinat sistemleri adı verilir. 

( a ) b 
Şekil 3.3 Düzlemde egrisel koordinatlar 

Ca) Polar koordinatlar Cb) Genelleştirilmis polar koordinatlar 

Kutup noktası O olan bir R~ -polar koordinat sistemi ve orijini yine 

ko-O olan x
1 

x2 -kartezyen koordinat sistemi verilsin,varsayalım kipolar 

ordinat sisteminin polar ekseni ile kartezyen koordinat sisteminin x1 -ek-
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seni çakışsın. Bu durumda x
1 

x.Q. -kartezyen koordinatları ve R f-polar koor

dinatları arasındaki dönüşüm ve ters dönüşüm bagıntıları, 

ve 

x
1 

= R cas~· 

xı = R sin f 

R=! x/" + x,r 
tan~ = x.t. 1 x1 

<O~ R <ro) 

(0~ f < 21\" ) 

formülleriyle verilir (Şekil 3 .. 3). 

Daha genel olarak koordinat egrileri, 

u=/ <x}- /a.z ) + <x: !la.~ ) CO~ u <ro) 

(3. 1) 

şeklinde elipsler olan ~-genel koordinat sistemi düşünelim. Burada <a> O, 

b~O,ajb) olup diğer koordinat eğrileri, 

(0~ -&<21f) 

şeklinde verilen ışınlardır. u,v genel polar koordinatları x1 ,x.2. kartezyen 

koordinatları arasındaki dönüşüm bağıntıları, 
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x.Z = b u sin-& 

dir. Sistemin baz vektörleri ~4 ve~ ~irim vektörleridir <Şekil 3.3b). ~u 
.-\ ve ~ tıpkı polar baz vektörler gibi noktadan noktaya değisir. Ancak her 

zaman ortogonal değildir. Bu yüzden u~-genel polar koordinat sistemi orto-

gonal değildir. 

3.1. Baz Vektörlerin Direk ve Ters Dönüşümü 

-1 .-{' -'\' -1ı M ...< / 
Aynı O noktasından çizilen iki e~ ,eQ... ,e3 ve e1 ,e-2- ·~ bazını ele 

ı' 5 

"' ~~------~~--------~~ 

Şekil 
<1 !\ -1 3.4 E?1 , e;.ı , E) vektörlerine 

göre Af e, vektörünün dağılımı. 
.( 

veya kompakt olarak, 

alalım. Birinci bazın her vektörü 

ikinci bazın vektörleri cinsinden 

ifade edilebilir <Şekil 3.4). 

/1 .-\ A 
Q1 ,e.2. ,e3 vektörlerine göre 

A/ -1 2 3 e. nin açılım katsayıları o<./ c<., ot. 
' { J .{. J .{./ 

olsun. Buna göre, 

i=1,2,3 (3' 2) 



13 

k 
dir. Buradaki dokuz ~-1 Ci,k=1,2,3) katsayısı üssüz sistemdenüslü sisteme 

~ 

direk dönüşüm katsayıları olarak adlandırılır. 

B ı ı A / A l A / kt .. l ' . . ~ l k t l l enzer yo a,e
1 

,et ,e3 ve- or erıne gore e; açı ım a sayı arı o a-

rak leri alırsak, 

3 

~i = L. i=1,2,3 (3. 3) 

k--<'1 

1 . 

dir. Buradaki dokuz ~.k katsayısı ise üslü sistemden üssüz sisteme ters dö
< 

nüsüm katsayıları olarak adlandırılır. 

Direk,ft~ dönüşüm katsayıları arasında basit bağıntı vardır. Denklem 

(3.3) yi denklem (3.2) de yerine koyarak düzenlersek, 

denklemi elde ederiz. Aynı yolla, diğer dönüşüm: 

.el 3 
o(,, o<,, 

(· ' 
' 

(3. 5) 

olarak elde edilir. Denklem <3.4) ve denklem (3.5) bize asağıdaki on sekiz 

bağıntıyı verir: 
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( 

3 
o({ 

'1 { ~er tfrJ 
I ~·· i' V 1 ,. 

l=l eJer l=:J 
(3.6) 

3 l 1 

{: 0er tl=} L 0(, ~/ 
~ /~j .(.,.(< l l 

4,TENSöR KAVRAMI 

Bir skalar,herhangi ~bir koordinat sisteminde tek bir sayı ile be-

Iirtilebilen bir niceliktir. Bir vektör 3-boyutlu koordinat sisteminde,her-

hangi bir baza göre Uç sayı ile belirtilebilen bir niceliktir. Skalarlar ve 

vektörlerin her ikisi, n inci mertebe 'tensör olarak adlandırılan daha genel 

niceliklerin özel halleridir. Bir n inci mertebe tensör,verilen herhangi 

bir 3-boyutlu koordinat sisteminde,tensörün bileşenleri adı verilen 3n tane 

o 
sayı ile tayin edilir. Skalarlar 3 =1 bilişene sahip sıfırıncı mertebe ten-

sörler, vektörler ise 3~ =3 bile:~ene sahip birinci mertebe tensörlerdir. 

Bir tensörUn anahtar özelli8i,bileşenlerinin dönüşüm yasasıdır. Yani 

tensörün bir koordinat sistemindeki bilesenlerinin diger koordinat siste-

mindeki bileşenlerine nasıl bağlı olduğudur. 

4.1. Sıfırıncı Mertebe Tensörler--Skalarlar 

Pozitif,negatif veya sıfır olabilen tek bir sayıyla ifade edilebilen 

niceliklere skalar adı verilir. Skalarlar ancak aynı fiziksel boyuta sahip-

seler birbiriyle karsılastırılabilirler. Aynı birim sisteminde ölçüler iki 

skaların eşit olabilmesi için bunların aynı büyüklUk ve işarete sahip olma-

ları gerekir. Bir skalar herhangi bir koordinat sisteminde tek bir reel sa-
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yıyla ifade edilebilen bir niceliktir. Skaların degeri veya bileseni deni-

len bir reel sayı koordinat sisteminin degişimleri altında invaryant kalır. 

Yani,koordinat sistemi değiştiği zaman skaların degeri değişmez. Bu yüzden 

herhangi bir koordinat sisteminde bir skaların degeri ~ ve diğerinde ~ise 

~ = ~
1 

dir. 

4.2. Birinci Mertebe Tensörler-Vektörler 

3-boyutlu uzayda bir vektör üç skalar ile meydana getirilir. Bu ska-

larıara vektörün bileşenleri adı verilir. örneğin üç boyutlu uzayda bir yer 

değiştirme üç skalarla belirtilir. Yerdeğiştirme vektörünün bileşenleri o-

lan bu skalarlar koordinat değişimleri altında belirli bir yasaya göre dö-

nüşürler. Daha genel olarak bir vektörün üç bileSeni uzayda belirli bir ya-

saya g·öre dönüştügünde yeni bileşenler daima aynı vektörü belirtir. 

Şimdi vektörlerin dönüşüm yasasını bulalım :A ve B noktalarının ko-

ordina.tları arasındaki fark K sisteminde ı1x{ 

O zaman bunlar a~ındaki dönüşüm bagıntısı 

• / 

1 
,K A ...,.1 sistemi nde '-1 ,... 

t 
olsun. 

(4. 1) 

dir. Buradaki c(fk ;K sisteminin i inci ekseni ile K sisteminin k ıncı 

ekseni arasındaki açının kosinüsüdür. 

Benzer olarak bir A vektörünün K sistemindeki bileşenlerininA 'KckA; 
tl 

1 

olduğunu varsayalım (Şekil 4. 1. ). Al ve A; bileşenleri tıpkı L)xt ve b~ 

koordinat farkları gibi dönüşür. Bu durum şu tanıma yol açar : Bir vektör 
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herhangi bir koordinat sisteminde,vekt6rUn bile~enleri adını aJan ~ç reRl 

sayıyla ifade edilir. Bu reel sayılar koordinat sisteminin degieimleri al-

tında, 

<4.2) 

yasasına uygun olarak dcintisilr. 

Şekil 4.1 Koordinat sistemlerinin degisimi,altında,bir vektbrtin 

bileşenlerjnin de~isimi 

4. 3. ikinci .M.ertebe Tc"!ns;öı·J•.?r 

ikinci mertebe tensorler,skalarlar ve vektbrlerden daha y0ksek mer-

tebeye sahip tensörlerin ~n basit1dir. Bir ihnci mertebe tensör,Liç boyutlu 

uzayda,dokuz reel sayı tararından tek bir şekilde ifade edilir. Tensör0n 
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bileşenleri adını alan bu reel sayılar koordinat sisteminin değişimleri al-

tında, 

' A·k =o<.,, o<k.t A 1 <4.3) 
' t t IY\ \.I'Y\ 

yasasına uygun olarak dönüşürler. Buradaki A{I'Y\;tensörün K sistemindeki bi-

' 1 1 
leşenleri, A(ı. ; tensörün K sistemindeki bileşenleridir. o< ı 1 ; K nin i inci 

ı<.. t-{ 

ekseni ile K nın l ıncı ekseni arasındaki açının 

k incı ekseni ile K nın m inci ekseni arasındaki 

4.4. Yüksek Mertebe Tensörler 

1 
kosinüsü, o<krrYJ ise K nı n 

kosinüsüdür~ 

Mertebesi sıfır, bir, i.ki olan tensörlerin dönüşüm yasalarının; 

,. 
A. = ?'{,, A, 

l C{ (. 
(4. 4) 

şeklinde oldugu ifade edilmiştir. Denldem <4. 3) in doğal genelleştirilmesi 

aşağıdaki gibi yapılır. 3-boyutlu uzayda bir n inci mertebe tensör,tensörün 

bileşenleri adını alan 3n reel sayıyla meydana getirilir. Bu n inci mertebe 

~Bir ikinci mertebe tensörün herhangi bir kartezyen koordinat sistemindeki 

bileşenleri verildiğinde,diğer herhangi sistemdeki bileşenleri denklem 

(4.3) kurularak bulunabilir. 
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tensörün bileşenleri koordinat değişimleri altında, 

j 

A; 1 ' 
l( (.2.. ... tyt 

(4. 5) 

yasasına uygun olarak dönüşürler. Buradaki Aı" .' ;tensörün K sisteminde 
"1 l<..z •• "'" 

1 
bileşenleri, A. ı : 

tı 11 ···'n 
1 

ise tensörün K' sistemindeki bileşenl.eridir. 0\•'ı. • 
\{ "' { ' 

; 
K nin i 1 inci ekseni ile K nı n k

1 
ekseni arasındaki açının kosinüsüdür 

<Diğer o(,, 1, katsayıları da benzer şekilde). 
l n "-ıı 

5, TENSöR DENKLEMLERıNıN tNVARYANSLI5I 

Bir K kartezyen koordinat sisteminde;~ , ~, ... skalarlarına,at 

bt , ... vektörlerini,c{~ ,dik, ... tensörlerini v.s. içine alan, 

F< f , ... , aı 
L 

, bl , ... , c (k. , d tk... , ... ) =O (5. 1) 

denklemini ele alalım.Farzedelimki K sistemi döndürülüp ve kaydırılarak ye-

,; 
ni bir K kartezyen koordinat sistemi elde edilsin. O zaman denklem <5. 1), 

1 
'b 1 

{ 

1 

' ... , c{k 
f 

,dik ' ... )=0 (5. 2) 

denklemi ile yer değiştirilir. Burada skalarların,vektöı-lerin ve tensörle-

rin bütün bileşenleri K' de yazılmıştır. Genelde, denklem (5. 1) ve denklem 

(5.2) aynı formda değUdir yani,Fft G dJ.r. Bununla beraber denklem <5.2) nin 

denklem <5.1) ile aynı formasahip olduğunu varsayalım,öyleki;denklem (5.2) 
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·f fl 1 1 1 

F ( lf •Af 'at 'bt ' ... 'c ik.' dtk. ' ... ) =O <5. 3) 

1 
olsun. Bu durumda denklem (5.1) in K dan,K ye dönüşüm altında invaryant 

olduğu söylenir~ Fizik yasalarını ifade eden formüller,kaymalar ve dönmeler 

altında invaryant olmalıdır. çünkü gerçek uzay homojen ve izotropiktir. Bir 

fizik yasasını ifade eden bir denklemdeki bütün tensÇ)r terimleri aynı mer-

tebeden ol:ıı:İa.lıdır. Ayrıca fizik yasalarını ifade eden denklemlerin seçilen 

birimlerden bağımsız olması gerekir. 

6,BAZLAR VE KOORD!NAT EKSENLERt 

q~ , q2
·, q3 genelleştirilmiş koordinatları na sahi-p bir sistemin baz ı 

sözüyle koordinat eğrilerinin pozitif yönlerine doğru yönelmiş ~{ , ~2 , ~.3 sa

bit uzunluklu vektörleri n kümesini anlarız. ~1 , ~.e. ve g!l vektörleri baz vek

törler olarak adlandırılırlar. Böylece ~1 , Cq1 ) koordinat eğrisine tegettir 

ve artan Cq.f ) in yönüne yönelmiştir. ·~ ..i 
'e.z ve ~.:ı bazı, şekil 6. la da gö-

rüldüğü gibi noktadan noktaya değiştiğinden "Local" dir. Şunu da belirtmek 

gerekir ki,baz vektörler genelde ne dik ne de birim uzunluktadır. 

t: r;;i, 
/' 

/' 

~ 

A 
l~'t 

e2. i 1 

(O) (b) 

Şekil 6.1 "Local" bazlar 
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t 'ı 

<q'> koordinat egrisine teget olan dogru,q< -ekseni(i=l,2,3) olarak 
ı ' 

adlandırılır ve qL -ekseni boyunca pozitif yön,g1 baz vektBrilniln yönildilr. 

Kartezyen ve yatık koordinatlarda baz vektörler noktadan noktaya de-

degişmezler<Şekil 6.16). Bir koordinat sisteminin koordinat egrileri doğru 

çizgiler değilse, böyle koordinat sistemlerine eğrisel koordinat sistemi de-

nir. Bu yilzden bir eğrisel koordinat sisteminin bazı lokaldir. Yani baz 

vektörler noktadan noktaya deği$ir. Baz vektörleri birbirine dik olan koor--

dinat sistemlerine ortegonal koordinat sistemleri denir. Bu yüzden kartez-

yen,kilresel ve silindirik koordinat sistemleri ortegonal dir. Uygulamada 

kullanılan koordinat sistemlerinin çoğu ortogonaldir. 

7,B!R TENS6RON KOVARYANT,KONTRAVARYANT VE KARMA 81LEŞENLER! 

Genelleştirilmiş koordinat sisteminde, birinci mertebe bir A tensörü, 
., 

ilç tane A: kovaryant bileşen veya ilç tane Al kontravaryant bileşen cinsin
ı 

l 
den tek bir ifadeye sahiptir. Baz değişimleri altında Ai nicelikleri,A ni-

eelikierinden farklı olarak dönilşilr : 

1 k 
A• = o(., AlL 1 t 

t:< 
•1 (?. 1) 

= o(~ Ak 
k ı 

Kovaryant ve kontravaryant bileşenler bağımsız değillerdir ve bir-

birlerine ; 

A ı · Ak. , - gı ' 
~ ık. (7. 2) 
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) 

formülleriyle bağ lı dırlar. Burada g;~c_ , gık katsayıları A tensörünün yaz ı ldı-

ğı koordinat sisteminin bazı tarafından tayin edilir. 

ikinci mertebe veya daha yüksek mertebeden tensörler bir genelleşti-

rilmiş koordinat sisteminde çeşitli tipte bileşenlere sahip olabilir. Vek-

törler halinde,bileşenlerin çeşitli tiplerini birbirine bağlayan formüller 

vardır. Bir ikinci mertebe tensör kartezyen koordinat sisteminde dokuz sa-

tk. 
yıyla tek bir şekilde ifade edilebilir. Bu bileşenler A;l kovaryant, A kont-

·k ; 
ravaryant veya At ,A,kkarma bileşenler olabilir ve bunlar, 

(7. 3) 

formüllerine göre dönüşürler. Buradaki ·k IL
1 

~~ ve ~i lar direk ve ters dönüşüm 

katsayılarıdır. Bir tensörün değişik bileşenleri arasındaki bağıntı,me-lr(gı' 

(dsf- = glk. dx~ dxk olan bir koordinat sisteminde aşag ı daki formüllerle veri-

lir : 

A~YVI A'.l 
( 

A{k. = gıı gk.M = g~( = gl.l A,k ( 

J~ 
' 

gil gb., gi< A'k. gl.!! ~ 

= A(M = = A1{ 
ı (7. 4) 

A'~ = gkl A(l = gl{ A!,l<. 
t . 'i i A:k. = g' A~{{ = gk! 
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Karma bilesenlerde görülen nokta,indisin meydana geliş sırasını belirtir. 

Bu Yu .. zden, A'
1
k.· b ' de irinci indis 'kovaryant" ve ikincisi "kontravaryant" tır. 

A
( 

ve ·k. dt ise birinci indis "kontravaryant" ve ikincisi "kovaryant" tır. Bu-

ik radaki g;k. , g ve g;~ nicelikleri bir ikinci mertebe tensörün bileşenleridir 

ve metrik tensör olarak adlandırılır. 

ik 7. 1 gik , g ve gt nin Tensör Karakterleri 

Şimdi;g;k. ,gtk ve gik. niceliklerinin,metrik tensör olarak adlandırı-

lan,gerçekte bir ikinci mertebe tensörün bileşenleri olduğunu gösterelim. 

ilk olarak,denklem C3.2l,denklem (3.3) ve 

.A " ei er.: = 'öDe.= gki' 

.-~' e' ~k. = gik. = gkt' 
(7.5) 

g;" ={ 
o e ger ii k ise 

A ~k. e. . = 
{ 

1 eğer i=k ise 

formüllerini içine alan, bazların değişimi altında g~lc. .g~k ,g;ı.: için dönüşüm 

yasalarını gözleyelim : 

1 A 1 "'1 f "' "" ..\ rYI l A -'\ ( M 

glk. = e,. ek. = o<.(' e( • o<. k/ e =o<.v o( '1 e . ~ ·= o<.. i' o<.. k' g(Y>\ ' , l { ,.., 
; 1 k.' 

., 
k.' g("" t"ı. = A/( Alk_ "'( ~M o<.. ı (7. 6) e .e = o<.l cX-.f\1 e . = ( o("" 

g?' = _.1 Atk O([ o<k.' .A ~,., = 1 cx.k' '""' e··e. = e • D{_., 
h1 g( l ~ ı' m t ' 

Burada, g !k baz ı tensörlerin kovaryant bilesenleri, g :k. bazı tensörlerin 
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kontravaryant bile$enleri ve g·:l bazı tensörlerin karma bileşenleridir. Bü
c 

tün bu nicelikler aynı tensörün bileşenleri olduğunu gerçekleştirmek için 

bunların denklem (7.4) formundaki bağıntılarla bağıntılı olduğunu göstermek 

kı • k .tl ,A A Ae.[ -'2. A 3 gere idır. Fa at glk nın tanımı ve e1 ,e.ı ,e
3 

bazı ile bunun ,e. ,e. 

ters bazının özelliklerinden, 

dir. Onun için, 

.A A .... , 
gik. = e., • e.k = g<t e . 

gtk. = gtı 

/ı[ e. 

gl.::wı 
~m = 

Al· .-1 e . e.~.:_ 

g(( 

= 

A( A""' crlm 
gk'M e..e = gil gkm Cı 

g (t 
( 

g_k' 

dir. Buradaki g;k nın bileşenleritıpkı Kronecker deltanın bileşenleri gibi
t 

dir <Borisenko and Tarapov,1968) : 

o eğer if-j ise 

g;k. = 
( 

(7' 7) 

ı e ger i=j ise 

8,TENSöR CEBRt 

8.1.Tensörlerde Toplama 

Aik. ve B(k. olarak iki ikinci mertebe tensörün bileşenlerini ele ala-

lı m ve, 
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olsun. Tu.: lar bir ikinci mertebe tensörün bileşenleridir ve Aik:, B;~ bi le-

şenli tensörlerin toplamı olarak adlandırılır. Atkve Bı~, 

1 

A(k. = o<.(r{ ~ı/rn A{~ 

B(k. = o<i'e o<'ıim Btm 

formüllerine göre dönüşür. Til.:. ise benzer yolla, 

1 1 1 
Ttıc. = A(ı.::. + B ik. 

= o<: i'{ o(k1m <A~""+ Bt,.,) (8. ı) 

= o<..J..'t o( k~ T (m 

şeklinde dönüşür. 

Aynı mertebeli iki veya daha fazla tensörün toplamı da benzer şekil-

de tanımlanır. Yani aynı mertebeli iki veya daha fazla sayıda tensörün top-

lamı,tensörlerin karşılıklı bileşenlerinin toplanmasıyla elde edilir. Fark-

lı mertebeden tensörler toplanamazlar. Aynı mertebeli tensörlerin çı karı ı--

ması da benzer yolla meydana g·etirilir. 

Genelleştirilmişkoordinatlar halinde tensörlerin toplanıp çıkarıla-

bilmeleri için tensörlerin hem aynı mertebeden hem de aynı yapıda olmaları 

gerekir. Yani,kovaryant ve kontravaryant indisler aynı sayıda ve aynı yerde 

olmalıdır. örnegin, 

• 
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T(k = i<- + B'ıl 

r:" = A'k + B'.~ 
( 1 ( 

yik. ı. B tk. 
(8.2) 

= A •• ~ + .. / .. { 

<A~k: g k:! Aa Atk. A A ) A !k ) -- = ga =(ei. e< t 

toplamlarında oldugu gibi sol taraf ile sag taraftaki tensörler aynı merte-

bede ve aynı yapıda olmalıdır. Bu durum bir tensör için dönüşüm yasasının 

katsayıları cinsinden homojen ve tensörün bileşenleri cinsinden lineer ol-

masının bir sonucudur. 

8.2.Tensörlerde çarpma 

A~ ve Bı~ iki ikinci mertete tensörün bileşenleri olsun. 

(8. 3) 

formundaki mümkün bütün çarpımıarı göz önüne alalım. Bu durumda T~k.{"' nice-

likleri dördüncü mertebe bir tensörün bileşenleri olup bileşenleri Aik ve 

Bik olan tensörlerin (dış) çarpımı olarak adlandırılır. Gerçekten, 

(8.4) 

oldugundan Tlldt'YI nin bir dördüncü mertebe tensörün bileşenleri oldugu belli

dir. Tensör çarpımının degisme özelliğinin olmadığını görmek kolaydır: 
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Herhangi sayıdaki keyfi mertebeli tensörlerin çarpımı da benzer yolla mey-

dana getirilir. Yani iki veya daha fazla tensörün çarpımı da bir tensördür. 

Bu tensörün bileşenleri,çarpanların bileşenlerinin çarpımlarıdır. Aşikar o-

larak tensör çarpımının mertebesi,çarpanların mertebelerinin toplamına e-

şi ttir. 

Genelleştirilmiş koordinatlar cinsinden niceliklerin biri kovaryant 

digerl~ri kontravaryant olabilir. örneğin,A~k{ ve B:k bileşenli tensörlerin 

çarpımı, bileşenleri 

. 
t = A.ı.:t 

olan tensördür. Burada gösterilen 
1 
~.mn 

T.k( ,belirtilen yapıda beşinci merte-

ve B;k nın dönüşüm yasalarının dogrudan bir 
1 

be bir tensördür. Bu durum A.L( 

sonucudur. Buradan görüldüğü gibi keyfi mertebeli tensörler çarpılabilir a-

ma toplanamazlar. 

8.3.Tensörlerin Daraltılması 

n Cn~ 2) mertebeli bir tensörün iki bileşeni üzerinden toplama iş-

le mi daraltma alarak adlandırılır. örneğin üçüncü mert e be A,u.:.( tensörünün 

birinci ve ikinci bileşenlerinin daraltılması, 

3 

= I + A .J.2t + A 33 ( , <l = 1 , 2 , 3) (8. 5) 
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niceligini verir. Alkt nin diğer mümkün iki daraltılması A~kt ve Ai.u dir. 

Böyle herbir daraltma bir birinci mertebe tensör yani bir vektördür. Ger-

çekten A tk.t , üçüncü mertebe tensörü, 

(8.6) 

formülüne uygun olarak dönüşür. Burada k=i alınıp,i üzerinden toplam yapı-

lırsa, 

t r 
A : 1•ı = o<.•, o<..•t e><.. t A = On O( 1 A , 4"1 LY\ i,.... ,.,,,.... mn ı.r·fflnr 

1 
A ''( lt 

(8. 7) 

1 
oldugu görülür. Yani Atil nicelikleri,beklendiği gibi bir vektör dönüşümü 

olarak elde edilmiştir. Daha g·enelde n <n:? 2) mertebeli bir tensörün daral-

tılması (n-2) mertebeli bir tensörü verir. <n-2) mertebeli bir tensör tek-

rar daraltılabilir. Bu durumda <n-4) mertebeli bir tensörü elde ederiz. Da-

raltma işlemi 2 den daha az mertebeli bir tensör elde edilineeye kadar sü-

rebilir. Neticede n inci mertebe bir tensörün tekrarlanan daraltılmaları e-

ğer n çift ise bir skaları,eger n tek ise bir vektörü verir. 

İki veya daha fazla tensörün çarpımı ve sonra farklı çarpaulara ait 

indisler üzerinden daraltma işlemi verilen tensörlerin iç çarpımı olarak 

adlandırılır. örneğin, A~l Ek ve ?lik(m B-tm ifadelerinin her ikisi birer iç 

çarpımdır. A ve B gibi iki vektörün Ai Bt skalar çarpımı da bir iç çarpım-

dır. 

Genelleştirilmis koordinatlar durumunda daraltma işleminin yalnızca 
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farklı pozisyonlardaki indis çiftleri üzerinden yapılabilecegine dikkat et-

rnek önem taşır. Yani daraltma indisierinden biri kovaryant iken diğeri 

kontravaryant olmalıdır. Başka türlü daraltmanın sonucu bir tensör olmaya

caktır. Farz edelim ki, i ve k indisleri üzerinden Aik( tensörünü daralttık. 

A/ bir tensördür, çünkü 

. ;(;tt 
( 

'( 
o<..t 

rı 

dir. Bununla beraber k ve ı indisleri üzerinden A .. ke 
l 

yasası 

.kk 
A· ( 

M 
= o<..,. 

\ 

<8. 8) 

daraltılması dönüşüm 

(8. 9) 

olan bir niceliği verir ki bu bir birinci rnertebe tensör (bir vektör) de-

gildir. Benzer şekilde,genelleştirilmiş koordinatlarda iç çarpımı oluştu-

; k ?ı .• fm y·l •1>) 

rulması nda A Bi , A (ı.:_ B , ik:. B-ll>) , ik-nı B( ye benzer ifadeleri n farklı 

konurnlardaki indisler üzerinden toplam yapabiliriz. 

8.4. Simetrik ve Antisimetrik Tensörler 

iki veya daha yüksek mertebeli bir Tik( ... tensörü eger; 

ise bu tensörün i ve k indisierine e·öre simetrik oldugu söylenir. Buna gö-
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re simetrik bir tensörde komşu iki indisin yer degiştirmesi,tensörün karşı 

gelen bileşenini degiştirmez. Bu yüzden, 

T .(!2.( ••• T = T 23L. 32( ••• 

dir. 

örnek 1. 

x.., ,x..ı ,x.J kartezyen koordinat sisteminde ~ 
.( Jl , ı1 , i

3 
ortanormal baz 

ları ile yay uzunluğu elemanı Kronecker delta cinsinden, 

olarak verilir. Buradaki, cf/.1:.= ~· 4;Kronecker deltaveya birim tensör ola-

rak adlandırılan bir ikinci mertebe simetrik tensördür. 

Aynı şekilde iki veya. daha yüksek mertebeli A·, tensörü; 
~<::-1.·•· 

A· = -A tkt .•. L::.lL. 

ise o zaman A(k.L.. tensörünün i ve k indislerine göre antisimetrik olduğu 

söylenir. Yani Aikt .. ; i ve k indislerine göre antisimetrik ise i ve k in-

dislerinin yer değiştirmesiyle,karşı gelen tensör bileşeninin işareti de-

ğisir. Bu yüzden, 

A = -A 
12(... .2{( ... 

A = -A 
4.3(... -.Jae ••• 
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olur. Eğer Aikt ... ;bir indi:;; ç::if!;inr~ ~.;örı:! antishtetr-ik ts~.:: bu .iııdlsl(~rin e· 

şitl0.rtm(>.:::;iyle t::ldr?. edilen b:i1.ı::··~crı}~::ı-- '"ıfıı" olrrı..?.lıdır. Yani A·HL •. =-AN( •.• 

olur ki, bu da A11~... =O olması demektir. 

örnek 2. 

Bileşenleri A; ve Bl olan A ve B vektörleri verilmis olsun. O zaman 

bileşenleri, 

seklinde tanımlanan bir ikinci mertebe tensör antisimetriktir. 

Bir tensör verilen herhangi bir koordinat sisteminde simetrik (veya 

antisimetrik) ise diğer bütün koordinat sistemlerinde de simetriktir <veya 

antisimetriktir). 

örneğin Tı~t.. verilen. bir sistemde simetrik yani T;k. = Tı.:.t olsun. O za 

man diğer bütün sistemde, 

olur ki,bu da bu tensörün yeni sistemde de simetrik olması demektir. Simet

rik bir ikinci mertebe S[k tensörü, 

s 12. s .2e. S:ıs 

S.fJ S.23 SS3 

şeklinde bir matris formuna sahiptir. Antisimetrik bir ikinci mertebe Aik 
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tensörü ise, 

O Aıı 

-Alt O 

-A13 -A'23 

şeklinde bir ıwtris formuna sahiptir. Bu yüzden simetrik bir ikinci mertebe 

tensör bağımsız 6 bileşene sahipken antisimetri.k bir ikinci mertebe tensör 

3 bağımsız bileşene sahiptir. 

Herhangi bir ikinci mertebe Ilk tensörü bir simetrik tensör ile bir 

antisimetrik tensörün toplamı olarak, 

şeklinde temsil edilebilir. Burada, 

s11::. = 112 <Ttk. + Tk./ >, 

A(k_ = 112 <Tti::. - 1'k_; ) , 

simetrik 

antisimetrik 

dir ve s;k. ;T<'k nın simetrik kısmı,A;ı: ise Ttk nın antisimetrik kısmı ola

rak adlandırılır. 

Keyfi bir T~ tensörünü ele alalım. Bu tensörden bileşenleri T~ + Tk; 

olan bir tensör elde etmek işlemine ~imetrizasyon, bileşenleri Tik - T.oolan 

bir tensör elde etme işlemine ise antisimetrizasyon işlemi denir. 

Genelde simetri ve antisimetri kavramları aynı konumdaki indis çift

lerine uygulanir. Bu yüzden, 



ise 

ise 

A •• t 
ik 

ik 
B .. t 

A •• t 
t'k. 

simetrik, 

Bc'k.. .. ( 

antisimetriktir. 

.. ( 
= Akl 

k( 
= -B .. t 

8.5. Bir TensBrtin invaryantları 

32 

Verilen bir A vektörünün bir K kartezyen koordinat sistemindeki bi-

" leşenieri At ve diğer bir K kartezyen koordinat sistemindeki bileşenleri 

• 1 " ıse At olsun. K dan K ye geçildiğinde A nın bilesenleri değisir. Ancak bu 

dönüşüm altında değişmeyen bir ifade bulabiliriz. Bu ifade A nın uzunlugu-

nun karesidir : 

Bir koordinat sisteminden digerine dBnüşümler altında değişmeyen 

A;Aj şeklindeki bir ifade A vektörünün invaryantı olarak adlandırılır. ör-

neğin, ikinci ınertebe Tık. tensörüntin; 

T,t - ~ T_,s 

T2.t T.z.t -?\ =O 
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veya, 

-J?- (1.2. <Tti +T.22 +Ts3 ) 

+ ?1 
T2.z Tsz.. Tn T~ıt T" r, 1 ( + + 
T2J T33 T/2.. T.t~ TJI T33 

T11 T,z. T!3 

121 T2t T.23 =O (8. 10) 

TJI T3.2 T33 

karakteristik denklemini ele alalım CBorisenko and Tarapov,1968). Buradaki 

)ı, i , i sayıları koordinat sisteminin seçiminden bağımsızdır ve bu. yüz-

den bunlar denklem <8.10) de katsayı durumundadır. öyleyse, 

I1 = T4( +T.ıı. + T33 

T.ıı 13z Tft T21 

1+ 1 
T11 T31 

1 
I.2 = + (8. ı 1) 

T.23 T33 TIZ. 12ı T,J TJJ 

111 Tr:ı. T/3 

I3 = T2.t T.l-2. T21 

TJI T3'2. T3.3 

nicelikleri T;k tensörünün tüm invaryantlarıdır. Denklem CB. ll) i kullanarak 

başka birçok invaryant oluşturulabilir. örnegin, 
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ifadeleri,denklem (8.11) den elde edilen diğer invaryantların birkaçıdır. 

r1 invaryantının sıfır oldugu bir tensör "deviator" olarak adlandı

rılır. Herhang~ bir 1~k tensörü "deviator" ve bir izotropik tensörün toplamı 

olarak yazılabilir : 

Burada 1/3 {.k;_ 1t aşikar olarak izotropiktir ve Dt~ 

olduğundan bir "deviator" dur. 

9, BtRtNCt MERTEBE TENSöRLER OLARAK,VEKTöRLERDE çARPMA t$LEMt 

9.1. Skalar çarpım 

Herhangi A ve B vektörlerini ele alalım. Skalar,iç veya nokta çarpım 

A. B sembolüyle gösterilir ve, 

(9. 1) 

ile ifade edilir. Nokta çarpım invaryanttır 
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1 1 
Ai B( = o<...~"{Xi'k: Aj Bk 

= i'k. Aj Bk (9. 2) 

= Ak Bk. 

Bir vektörün uzunlugunun karesi vektörün kendisi ile nokta çarpımı-

dır. İki vektör verildiginde bu vektörlerle oluşturulabilen yalnız iç in-

varyant vardır. Bunların ikisi vektörlerin uzunlukları üçüncüsü de iki vek-

törün nokta çarpımıdır. Farklı görünüste diger bütün invaryantlar bu ~çünün 

fonksiyonları dır. 

Nokta çarpım basit bir geometrik yoruma sahiptir. A ve B ortak bir 

noktadan çıkan iki vektör olsun. A ve B nin olusturdugu düzlemle,x1x2 - düz-

lemi çakısan bir koordinat sistemi seçelim <Şekil 9.1). Geometriden, 

A . B = A1 B1 + A.z. B2 

= AB coso< cosp +AB sine\:' sinp 
(9. 3) 

= AB cos (e<:- ft) 

= AB c os e 

oldugu görülür. Bu yüzden nokta çarpım,aralarındaki açının kosinüsü kere 

iki vektörün uzunluklarının çarpımı büyüklügünde bir invaryanttır. Eger iki 

vektör ortogonal ise 8=90° ve nokta çarpım sıfırdır. 

Şekil 9.1 A ve B vektörlerinin o-

luşturduğu düzlemle,x 1 x~- düzlemi 

çakısan koordinat sistemi 
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Denklem <9.3),A. B bir invaryant oldugundan seçilen koordinat siste-

miden bağımsızdır. 

Kartezyen koordinat sistemi arasındaki mümkün dönüşümler üç grupta e-

le alınabilir. Bunların birincisi şekil 9.2a da görülen eksenlerin basit ö-

telenmesidir. İkincisi 9. 2b de görülen bir dönmedir. üçüncüsü ise şekil 

9.2c de görülen ayna yansımasıdır. Sonuncusunda x/ = -x1 olacak şekilde bir 

dönüşüm vardır. Bu türlü dönüşümlere "imporeper" dönüşümler denir. Basit ö-

telerne ve dönme halinde yeni K/ çerçevesi orijinal K çerçevesinin sürekli 

" hareketi ile elde edilebilir. Fakat ayna yansıması halinde K dan K ye sü-

rekli bir harekete geçmek mümkün değildir. En genel dönüşüm bu üç basit tip 

teki dönüşümün bir lineer kombinasyonudur. 

(a)öteleme Cb) Dönme (c)Ayna yansıması 

Şekil 9.2 Kartezyen koordinat sistemindeki dönüşümler 

9.2.Permütasyon Sembolü 

Permütasyon sembolü,çoğu zaman Levi-Civita tensörü olarak adlandırı-

lır ve, 
+1 eğer i' j 'k ; 1' 2 ve 3 ün çift permütasyonu ise 

f:/jJt -ı eğer i,j,k ; 1, 2 ve 3 ün tek permütasyonu ise (9. 4) 

o eğer en az iki indi s eşit ise 
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ile ifade ed~lir. Yani, 

(.t<>3= tu, =t 112. = +1 

t;32. = [.21.3 =f3'2J = -1 

(~.2_ =E22 z.. =E Jrr = o 

dir. Bir determinant açılımı,permütasyon sembolünü kullanarak, 

at.f a/2. a,J 

det a•• = a:ır a22. a.2.3 = a1ı' a.2' a~flj'f:. t.J u 
(9. 5) 

a31 ası aJ3 

seklinde ifade edilebilir. Denklem <9.5) den tekrarlanan indisler üzerinden 

toplam yapı 1 ıp [. ,,,_ lar yeri ne degerieri konuldugunda, beklenildiğ i gibi, 
IJK. 

d et 
(9.6) 

olduğu görülür. 

Permütasyon sembolünün özelliklerinden,bir determinantın iki sırası 

yer değistirildiğinde determinantın isaretinin degisecegi ispatlanabilir. 

Eğer denklem <9. 5) de a1: ve a.2J yer degistirilirse, 

det a .. 
lj 

<9. 7) 

olur. Permütasyon sembolü üzerinde i ve j nin yer degiştirilmesiyle onun 
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işareti de degiseceginden, 

(9. 8) 

olur. Bu ifade determinantın 1. ve 2. sıralarının yer değiştirmesine eş de

ğerdir. 

Bir determinant açılımı, 

(9. 9) 

olarak ifade edilebilir. Eğer sıralar bir tek sayı veya bir çift sayı kere 

yer değiştirilirse otomatikmen doğru işareti sağlar. Eğer denklem 

(9.9) dan ati ler bir ortogonal dönüşümün katsayılarıyla yer değiştirilirse, 

(9. 1 o) 

olur. Burada deto<y = =ı kullanılmıştır. Eğer dönüşüm " imp-reper " ise 

dett?ly =-1 dir. Denklem (9. 10) dan E:ijk. nın "proper" dönüşümler altında bir 

üçüncü mertebe tensör olduğu söylenir. Eger dönüşüm "improper" ise o zaman 

dönüşüm denklem (9. 10) da eksi işareti kullanılmalıdır. Böyle tensörler 

pseudo tensörler olarak adlandırılır. Permütasyon sembolerinin bilesenleri 

bütün koordinat sistemlerinde Kronecker deltası gibi aynı nümerik değerlere 

sahiptir. Permütasyon sembolü bu yüzden izotropik tensördür. Kronecker del

tası ile permütasyon sembolü arasındaki bir önemli eşitlik, 



('1. '11) 

dir. Bunun denel ispatı zordur ~nc~k bu eeitlik indisierin belirli dHgeı·le-

nın tunımı uyarınczı. ::::;ıfır .. ıır-. Aynı :':':~!d.ldı~ ~">ağ yarıında !:;ıfır oldugunu gös-

terınok kolayd ı, .. vı:,:ya, j :·o 1-:1. ve k=m=2 ise, 

= o + o + ı 

=ı 

ve 

= ı-o = ı 

oldugundan eşitlik yine dogrulanmış olur. 

9.3. Vektörel çarpım 

A ve B vektörleri verilsin,permütasyop sembolünü kullanarak,bunlar-

dan bir pseudo vektör oluşturmak mümkündür : 

t- (;_ .. , 
1 - (Ji<.. (9. 12) 

Bir pseudo vektör axial vektör olarak ve bir adi vektör de polar 
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vektör ol aral~ adlandırılır. "İmproper" dönüşümler hariç tutulursa, "t bir adi 

vektörün bütün özelliklerine sahiptir.~ nın bileşenleri, 

(9. 13) 

ve 

(9. 14) 

dir. Sıkça kullanılan bir gösterim, 

t = A X B (9. 15) 

dir ve 't ;A ve B nin vektörel çarpımı olarak adlandırılır. Vektörel çarpım 

komütatif degildir. Denklem (9.12) ye göre B x Anın bileşenleri, 

E~'l:. Bj Aı.:. = - f<kj ~ Ak= - E;Uk Bk: fJ·. 
= - E.Vk Py Bk 

dir. Bu yüzden, 

B X A = -A X B 

dir. Çok kull~nılan bir vektör özdeşliği, 

A x CB x C) = B CA· C)-C <A · B) 

(9. 16) 

(9. ı 7) 

(9. 18) 
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dir. Bu özdeelik denklem (9. ll> in kullanılmasıyla kurulur. A x <B x C) nin 

bileşenleri,önce t= <B x C> elde edilir. Sonra A x t hesaplanarak bulunur. 

Bu yfizden A x <B x C> nin i inci bileseni, 

<A x <s x c>>~. = Guı. Aj Ek~ B( c,.,.,= e-k.!.f Ekt,AJ Br c, 

= (Wl cfJ"ı - cQ, ~( ) Py Bl c IYI 

= AmBfCtr~- c1 A1 B1 

= B(CA·C>-C1 <A·B) 

olur. Denklem (9.17) ve denldem (9.18) den vektörel çarpımın birleşme özel-

liğinin olmadığı görfilür : 

CA x B> x C = -C x CA x B) = -A CC • B> + B CC • A> 

Bu yüzden, 

A X <B X C>-<A X B) X c= A cc ·B)-C (A. B) 

dir. 

Dikkat edelim ki,A x cs·x C) nin bileşenleri permfitasyon sembolünil 

iki kez içerirler. Bundan dolayı A,B ve C polar vektörler ise,A x <B x C) 

öyledir. Benzer olarak eğer B bir axial vektör ve A da bir polar vektör ise 

A x E bir polar vektördür. 

Vektörel çarpım basit bir geometrik yoruma sahiptir. Aynı orijinli 

A ve B vektörlerini ele alalım. x 1 x2 - düzlemi,A ve B vektörlerinin oluştur-
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duğu·düzlemle çakışan bir koordinat sistemi tanımlayalım <Şekil 9.3). 

A3 = B3 = O olduğundan, denklem (9. 13) ve denklem C9. 14) de A ve B nin vek-

rel çarpımı yalnız bir bileşene sahiptir 

t = A X 8 

Şekil 9.3 A ve B vektörlerinin o-

çakışan koordinat sistemi. 

Şekil 9.3 ün geometrisinden, 

A
1 
B~- A

2 
B1 = ABCcos~sin~- sin~cos~ 

= AB sin <t -c:( )=AB sin '9 

dir. Böylece A x B,A ve B ile oluşturulan düzleme dik bir yöndedir ve vek-

törlerin aralarındaki açının sinüsü kere vektörlerin uzunluklarının çarpı-

mına eşit bir büyüklüktür. Vektörel çarpımın büyüklüğü A ve B ile oluşturu-

lan paralel kenarınalanına eşittir. 

Şekil 9.3 de ki gibi koordinat sisteminde;t,j,k birim vektörleri, 

İ X J 

l X l 

" = k 

" = o 

A 

J X k = 1 

j. X j 
.\ 

= o 

k X İ = j 

" " k X X 
.( 

= o 
(9. 19) 



43 

denklemleriyle birbirlerine bağlıdırlar. 

A J\ ..-1 1 ..-t """ Birim vektörler için vektörel çarpım bagıntıları,e1 = ı,e 2 = J,a
3 

=k 

denilmesiyle kompakt olarak, 

~ X ~ = E.,v''k e"~. 
""~ "'''J ' ... <9.20) 

şeklinde ifade edilir <Bradbury,1968). 

10; DıFFERANS!YEL VEKTöR OPERATöRLERININ TENSöREL FORMU 

10.1 Gradyent 

Sıfırıncı mertebe tensör alanı,konumun basit skalar fonksiyonudur. 

"f <x1 , X.ı.• x3 ) skalar fonksiyonundan üç kısmi türev formüle edilebilir. Bun-

lar, 

dir. Bir vektörün bileşenlerini gösteren üç kısmi türev ortogonal dönüşümün 

yardımıyla eskilerinden elde edilen yeni x[ koordinatları cinsinden ~ nin 

fonksiyonu olarak aşağıdaki gibi kurulur 

1 1 1 
Cxf , x

2 
, x-3)) 

Zincir kuralını kullanarak, 
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(10. 1) 

elde edilir. Buradaki kısmi türevler, 

x1 <p> = c<ır/Xi 
1 1 (p)) x1 - - Xr 

' 
X - x2. <p> = V\.1\ <x[ - X~ (p)) (10.2) 

.ı { 

x:ı - x3 Cp> =o(,/ <x: - x: (p)) 
t 3 ' ' 

dönüşüro denklerolerinden elde edilir. Burada x. - x. <p);değisken noktaya,u-
c ( 

zaydaki sabit bir p noktasından olan r yer vektörünün bilesenleridir. 

Denklem (10.2) nin x~ e göre türevi alındığında, 

ox, 
Jx' 

1 

:o<'/ 
f3 

bulunur, Eğer denklem (10.3) ü,denklem <10. 1) de yerine koyarsak, 

(10.3) 

olur. x: ve x; ye göre kısmi türevler için de benzer türevler alınabilir. 

Sonuçta,x{ e göre kısmi türev için, 

<10. 4) 
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elde edilir. Burada, 

ve 

gösterimi kullanılmıştır. Denklem (10.4) de o{~ ,bir vektörün bilesenle-

ridir. Bu vektör Y nin g-radyenti olarak adlandırılır ve \71\j' olarak yazı-

lır. V ise vektör operatörünün sembolüdür. Bu operatör bazen del veya nabla 

olarak adlandırılır. Burada 17; 

dir. Bir skalar fonksiyonu üzerinde del in etkisi; 

<10. 5) 

şeklindedir. Kartezyen koodinatlarda ifade edilen skalar fonksiyonun grad-

yenti ise, 

(/'{1 = ?:ı"/1 
ôx 1 

(10.6) 

olur. Burada i,j,k ile birim kartezyen vektörler ifade edilmektedir. Key-

fi eğrisel koordinat sistemlerinde V operatörünü nasıl göstereceğiz? Vry 

yi eğrisel koordinatlar cinsinden ifade edecek olursak; 

(10.7) 
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dir. Fakat, Vqk ters baz vektörlerdir. Böylece, 

şeklinde yazılır. Demek ki V sembolünü, 

(10.8) 

olarak gösterebiliriz. Her eğrisel koordinat sisteminde gradyent vektörü, 

(10.9) 

şeklinde ifade edilebilmektedir. 

10.2. Diverjans 

Eger A bir vektör alanı· ise,A nın üç bileseni koordinatlarının fonk-

siyonudur. A nın bileşenlerinden matris formunda dokuz kısmi türev kurmak 

mümkündür : 

<10. 10) 

Ô• A· ler ikinci mertebe bir tensörün bileşenleridir. Bununla beraber,kıs
l J 
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mi türev fikrini sonuç bir ikinci mertebe tensör olacak şekilde genelleş-

tirrnek mümkündür. Bu genelleştirme kovaryant türev gibi bilinir. Denklem 

<10. 10) ile verilen tensörün izi invaryanttır. Ve A nın diverjansı olarak 

adlandırılır. A nın diverjansı V vektör sembolü ile A nın nokta çarpımı 

gibi düşünülebilir: 

Eğer A vektörü, ~ skalar fonksiyonunun gradyenti ise, 

2-
di v grad "i' = .V • V '1/J := ô, "f 

dir. Ayrıca, 

sıkça kullanılan bir operatör olup Laplacian olarak adlandırılır. 

Genelleştirilmiş koordinatlarda ise diverjans A herhangi bir vektör 

alanı olmak üzere 

~ 

A = A~ ~. 
t 

, 
dir. Burada A{ ler koordinatların fonksiyonudur. A ; herhangi bir vektör a-

lanı,örneğin elektrik alan olabilir. Bir vektör alanının diverjansı,herhan

gi bir eğrisel koordinat sisteminde, V sembolik operatöri.inij kullanınakla a·-
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şagıdaki gibi hesaplanabilir: 

1 • 

ll·A = Ce~.:. c\_)· <A~ ai)= ~k.<~,: '(ık At + A' 8k. ~i) 

= ek:. <~i Ôk. A~+ A/ Çj 
k . , 

= cf dk_ A 
1 + A ~ r;;-'J cf/= . . (/ 

= q Aı+ A1 ~~ <10. ll) 

İlk terime bakıldıgında bunun kartezyen koordinat sistemindeki diverjansa 

benzer bir ifade oldugu görülür. Kartezyen koordinatlarda baz vekt5rl~r süp 

hesiz sabit vekt5rlerdir. Bu yüzden bunların tUrevleri sıfırdır. Denklem 
1 

(10.11) de görülen Christoffel semboleri adını alan ~Jlar,genel egrisel 

koordinatların sabit olmayan baz vekt5rlerinin türevlerinden gelmektedir. 

(Bkz. Ek 1). Denklem <10. ll) de görülen Christoffel sembolünde iki indis ü-

zerindehdaraltma vardır. Buna göre; 

(10.12) 

~&ik 
. 

- 8&k. . (. dir. 
• ı •J 'J 

'd 9j 
q q -~q q oldugundan denklem <10. ı2) deki ı. ve 3. te-

ri mler birbirini götürür: 

k. 
r-' k' o&:J' 
//k. =ı /2 g ü ---'=--

'de/ 
cıo.ı3) 

Diverjans ifadesinde biraz daha basitlestirme yapmak mümkündür. 

M:etrik tensörü.n d.eterminantı, 



<10.14) 

i.cli. Sunun 

8B dcf{J' 
CJ' f· fJQıı:. 

gJl fbkf -.::.-- ı:ı· + g. --
()9ı' 09' o ık ().J( Jk.l (j ()?' 

+ g' g2(: 
od'..zr 

8jkt cı o. 15> 
1j ()9( 

olur. Ayrıca g ,. g11' =1 olduğundan, 
1j 

<10. 16) 

olur. Denklem <10. 16) ve denklem <10.14) ün karşılaştırılmasıyla 

' 
gık.. g3t 8J~.:.t = g g<l 

oldugu görülür. Denklem <10.15) deki diğer terimler de benzer işlemlerle 

düzenlenirse, 

'd8 88{} .{1 
+ ~ g g2k + d&ıt 3( --=--a- g?.l 

ôqi Ô?i o 
-a-· g g 

d9' f 
ve 

<J& le' d8ı.j 1/g = g· J 
oqi 0cıl 

olur. Böylece bir vektörün diverjansı için ifademiz, 

1 • 

dA 1 At 
1·A = -- + -'-

O'ji 20 
= 11 rg d 

()q' 

1 

efi A') 

<10.17) 

OO.HD 
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şeklini alır. Bu ifade her eğrisel koordinat sistemi için geçerlidir. 

10.3. Curl 

C vektörü, bir A vektörünün V sembolik operatörüyle vektörel çar pım 

gibi yazıldığında; 

veya bileşen formunda, 

C = V x ·A 

d· J 

dır. C vektörü A nın curl ü olarak adlandırılır. 

(10. 19) 

(10.20) 

Genelleştirilmi:~ koordinatlarda bir vektörün curl ünü elde etmek i-

çin; 

' =eJ x<e" . a· Ak + Aı.: OJ ek. ) 
J 

1 r,k <10.21) 
=eJ xcek ô· Ak - Ak 

.A ) e. 
~ Jl L 

= e~.i .-1 Cl· Ak. - Ak.. r:;-'k.. E)l A 
e.- • e ı ı J J' 

ı.ı 
J' 

yazılabilir. Christoffel sembolleri iki alt indise göre simetrik, G ten-

sörü ise antisimetriktir. Bu yüzden, 
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dır. Böylece curl ün kontravaryant bileşenleri; 

C ' e.Jk.i .:1. 
= C(; 00.22) 

şeklinde ifade edilir <Bradbury,1968) 

ll. LAGRANGE DENKLEMLERi 

Genelleştirilmiş kuvvet kavramı,verilen·bir koordinat sisteminde iv-

me için kinematik ifadenin hesaplama metodu olarak kullanılır. Bu durumda 

hareket denklemleri F=ma dan türetilirler. 

Bir parçacık üzerine uygulanan bir korunurolu kuvvet yüzünden üç bo-

yutlu uzayda hareket ediyor olsun. Bir kısıtlama olmadıgını varsayalım. O 

zaman parçacık üç bagımsız koordinata veya serbestlik derecesine sahiptir. 

Genelleştirilmiş kuvvet bileşenleri, 

1 
Q. 

ı 
<11.1) 

şeklinde kovaryant dönüşüm yasasına uyarlar. Burada q~ ler kartezyen koor- . 
( 

1 
dinatlardır.O zaman Qt = F 1 ler kuvvetin kartezyen bileşenleridir ve V;po 

tansiyel fonksiyonu olmak üzere, 

= <11.2) = 
()V 



dir. öte yandan, 

d 
di: 
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01.3) 

olduğundan <Bkz. Ek 2),denklem <11.2) ve denklem <11.3) in taraf tarafa e-

şitlenmesiyle 

d ()T 

cH: 

yazılır. Bunu düzenıeyecek olursak, 

_d_( 
cH 

CT-V) = O 

olur. V potansiyel fonksiyonu qk hızına bağlı olmadığından, 

dir. Buna göre denklem (11.4), 

veya 

d d 
----<T-V) 

dt 8qk 

CT-V) 

<T-V) = O 

d ôL 'CJL -------=o 
di: 89k. t)ch. 

şeklini alır. Buradaki, 

(ll. 4) 

(11.5) 
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L = T - V 

lagrange fonksiyonu CLagranjyen) adını alır. 

Denklem Cl1.5);sistemin Lagrange denklemleri adını alır. Bu denklem-

ler yardımıyla sistemin hareket denklemleri kuvvetleri bilmeye g·erek duyma-

dan yazılabilir. 

Şimdi koordinatları birbirine bağlayan bir denklem oldugunu varsalım 

Bu denklem, 

01. 6) 

olarak ifade edilsin. Bu denklem bir koordinatı diğer ikisi cinsinden ifa-

de etmemize izin verir. Böylece g·enelleştirilmiş koordinatların fonksiyonu 

olarak kartezyen koordinatlar arasındaki dönüşüm denklemleri, 

şeklini alır. 

Denklem <11.6) üç boyutlu uzayda bir yüzeyi temsil eder. Parçacığı 

bu yüzey üzerinde tutmak için belirli bir kuvvet gerekir. Bağ kuvveti ola-

rak adlandırılan bu kuvvet yüzey tarafından uygulanıyor olarak düşünülebi-

lir. Eğer sürtünme yoksa bağ (kısıtlama) kuvvetinin yüzeye dik olması gere-

kir. Bu yüzden bu kuvvet tarafından parçacık üzerine iş yapılmaz. 

Parçacık üzerindeki kuvvetin dik bileşenlerine baglantılı olan yal-

nız iki genelleştirilmiş kuvvet bileseni vardır. Bunlar, 
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(0(=1,2; i=1,2,3) (ll. 7) 

olarak ifade edilirler. Buradaki F( ler parçacık üzerindeki net kuvvetin 

kartezyen bileşenleridirler ve bag kuvvetlerini de içerirler. Parçacık bir 

ds miktarı kadar yer degistirirse,onun üzerine yapılan is, 

dw= F. ds= F;dxi (11.8) 

dir. ds vektörü elbette bag yüzeyi üzerinde yatmak zorundadır. Burada dx. 
( 

yerine, 

dxi. = dqo( 

yazıp ve bunu iş ifadesinde kullanırsak, 

dw= F · dx · 
{ ' = F .. 

' 

1<11.9) 

dqo( = Qo< dqo.( (11.10) 

olur. F; dx[ toplamı içerisinde üç terim,Qo( dq~ toplamı içerisinde ise 

yalnız iki terim vardır. Şimdi parçacık üzerine uygulanan kuvvetin kartez-

yen bileşenlerini biri Ct kısıtlama kuvveti,digeri içerilen diğer bütün Gt 

kuvvetleri olmak üzere iki kısma ayıralım: 

<11.11) 

Kısıtlama kuvveti l.ş yapmadıgından; 



dir ve bu yüzden denklem (11.10), 

= G
i dq<'( = Qo( dqo( 

şeklini alır. İki q
1 

ve <1.z koordinatı bagımsızdırlar, bu yüzden, 
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(11.12) 

<11. 13) 

ifadesi dogrudur. Genelleştirilmiş kuvvet bileşenleri bag kuvvetini içermez 

ler. Eger bag kuvvetinden baska diğer bütün kuvvetler bir potansiyelden tU-

retilebilir ise; 

'Ol/ 
= --- = cıı. 14) 

Cl9ı 

yazılabilir. Bu yüzden Lagrange denklemleri, 

d. 'O 'i' ) - CJT = Q"" = r:Jv 
dt: 'd qo( .8qo( 8~ <ll. 15) 
_d_( '<>'- dL- o, L=T-V ---- = 

d-t 89~ d9o< 

olurlar. Böylece bağ denklemi yardımıyla Lagranjyen den,koordinatlardan bjri 

elenirse,kalan iki koordinat için hareket denklemleri dogrudan doğruya denk 

lem <11.15) den elde edilebilir. Eğer, 
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f1 ( ~ ' q 2.. ' q 3 ) = o' f~ <q 'q 'q ) = o 
~ 1 ı. 3 

01.16) 

gibi iki kısıtlama denklemi varsa,o zaman yalnız bir bagımsız kooardinat 

vardır. Bu durumda Lagranjyenden,q
2 

ve q
3 

elimine edildiğinde sadece,aşagı

daki gibi yalnız bir Lagrange denklemi olur: 

_d_ ( ----'I()_L __ ) - _()_L __ = O 

J-t 8q· ~o 
1 °1 

01. 17) 

Bu durumda parçacık denklem (11. 16) yüzeylerinin arakesiti olan bir 

eğri üzerinde hareket etmeye kısıtlanır. 

Genelleştirilmiş momentum, 

'OL 
Pı:ı<.=- o ı. 18) 

şeklinde tanımlanabilir. Genelle:~tirUmiş momentum, kanonik momenturo veya 

eşlenik momenturo olarak da isimlendirilebilir. Bu durumda Lag-range denklem-

leri; 

. 
Po< - = o 01. 19) 

şekline girer. 

Lagranjyen içerisinde bir koordinat aşikar olarak gözükmezse bu ko-

ordinata karşı gelen eşlenik momenturo bir hareket sabiti olur. Çünkü bu du-

rumda Pq = O olacağından P~ = sabit dir. 

Değişik niceliklerin dönüşüm özelliklerini ortaya koymak için L yi; 
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(11.20) 

olarak yazalım. Alt indisler 1 den 3 e, 1 den 2 ye kadar deeisir veya tek 

bir değeri için kı sı tlanırlar. 1 Kanonik momentumlar, 

1 -H ·~ 
p" - ~""" 1 = m go<P q 

01.21) 

dir. 

12, HAMtLTON DENKLEMLERi 

1 

Bir Lagranjyen ile tanı~lanan bir sistemin hareket denklemleri Ha-

milton formülasyonu olarak biljnen başka bir formda yeniden düzenlenebilir. 

Hamiltonyen; ı 
02. 1) 

olarak tanımlanır. Burada toplam,sistemin serbestlik derecelerinin sayısı 

üzerindedir. Bir örnek vermek gerekirse;bir parçacıktan oluşan bir sistemin 

bir halanam kısıtlaması var ise,serbestlik derecesi iki olacagından 

po<.. qt'( 
. . 

= p{ q{ + p.:ı q2 

olur.H:·.nin toplam diferansiyeli, 
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'GIL ()l-. 
d~---- dq"'< -~dt <12. 2) 

. C> 'ı o< Gl"" 

dir. Burada dq~ , dP~ v.s. matematiksel varyasyonlar dır ve bir parçacıgın 

gerçek yörüngesi üzerinde komşu noktalar arasında hesaplanacak farka eşit 

olmaları gerekmez. Burada, 

8L 

oldugundan denklem <12.2>; 

dH= q 
cı( 

CJL 
po) --

d<h( 
<12. 3) 

dt <12. 4) 

. 
~ekline indirg·enir. Farz edeli.mki daha önce yazdıgımız Po< =mg q

13 
bagın

o{f3 . 
tıları,~~ için çözülsünler ve qp lar Hamiltonyenden elimine edilsinler. O 

zaman bu bagıntı ~nın fonksiyonu olarak gözükür. Bu takdirde H nin toplam 

differansiyeli, 

dH= 
'dtl 

dPo< + --
'C)qo( 

dt <12.5) 

olarak ifade edilebilir. Denklem <12.4) ve denklem (12.5) in karşılaştırıl-

masıyla, 

8Po< 
po( = u-ı-ı =----

8-t 
<12. 6) =--

oldugu görülür. Bunlar kanonik Harnilton denklemleri olarak bilinirler. Bu 



59 

denklemler bir sistemin hareket denklemlerini elde etmek için Lagrange denk 

leri yerine kullanılabilir. 

Eger aşikar olarak zamanı içermiyorsa Hamiltonyen hareket sabitidir. 

H nin zamana göre toplam türevi; 

dff = -;;It 
. 
po< + 

c? <h( 

f)ff 

dir. Denlem <12.6) den; 

dfl 9H !JL =--- =---

f)ff 
+-

()t 

yazılabilir. Bu yüzden <ı Ll 'O t = O ise H bir hareket sabitidir. 

<12.7) 

<12. 8) 

Denklem (12.6) denklemine,~ , P~ cisinden birinci mertebe denklem

lerin bir kümesi ·olarak bakmak mümkündür. Kısıtlaması z Cbağsız) tek bir par-

çacık için 6 adet böyle birinci mertebe denklem olacaktır. Parçacık,üç ko~ 

ordinat üç momentten oluşan 6 boyutlu bir uzay olan faz uzayında kendi yö-

rüngesi tarafından tanımlanabilir. 

Basit korunurolu sistemler için Hamiltoyenin toplam enerjiyi temsil 

ettigini g·östermek mümkündür. Gerçekten; 

= 2T <12. 9) 

olduğundan Hamiltonyen ifadesi, 
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H= 2T - CT-V> = T + V <12.10) 

dir. Burada H nin toplam E:nerj i. ile eşdeğerlig i yalnız basit korunurolu sis-

temler için g·eçerlidir. Lagrange veya Hamilton formülasyonu ile tanımlana-

bilen en genel sistemlerde H nin mutlaka toplam enerjiyi temsil etmesi dağ-

ru değildir <Bradbury,ı968). 

13, STRESS VE STRAtN TENSöRLER 

ı3. ı. Stress Tensörü 

Elastik bir ortamın stress durumu,keyfi bir M noktasında bulunan dr 

elemanına etkiyen kuvvet bilindiginde tayin edilir. r,M nin yer vektörü ve 

~ ise dO" ya dik. bir birim vektör olsun. O zaman d li ya etkiyen kuvvet, PdU" 

dır. Burada P stress i,r ve~ gibi iki vektörün P<r,~)şeklinde bir fonksi-

yonudur. <Şekil 13.1). 

Şekil 13. ı Noktanın konum ve 

doğrultusuna bağlı elastik or-

tamda alan elemanı üzerindeki 

stress. x, 
P<r,n) fonksiyonu,stress tensörü olarak adlandırılan ve yalnızca r 

ye bağlı olan belirli bir ikinci mertebe tensorden çıkarılabilir. 

M noktası civarında kenarları K kartezyen koordinat sisteminin ek-
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senleri boyunca yönelmiş bir eleınanter dört yüzlü kuralım (Şekil 13.2). 

X:\ 

Şekil 13.2 Dört yüzlünün yüzey 

lerindeki stress ler. 

x 1 ;xı ,x3 eksenlerine dik yüzeylerin alanlarını,d{)1 ,d~ ,d(J.J i.le gös 

A terelim. dlJ,., ise n birim normale sahip eğik yüzeyin alanını temsil etsin. 

Ayrıca I:, d o; , P_
2 

d 0"2 , P_
3 

dD'3 ve P_n d'ö'11 ler alanları dUj , d0"2 , dö_; ve 

dlfn olan yüzeylere etkiyen kuvvetler olsun. Eksi işaretleri P_, , P_
2 

, P_3 

stress lerinin dört yüzlünün dış yüzeylerine etki ettiğini ifade eder. Dört 

yüzlünün dış normalleri koordinat eksenlerine zıt yöndedir. Etki=Tepki yasa-

sıyla; dört yüzlünün iç yüzeyine etkiyen Pr dOf , P2 do.z.. , ~ d ""S kuvvetleri 

dış yüzeylere etkiyen kuvvetlere eşit ve zıt yönlüdür. Yani, 

dir. 

p1 = - p -1 , p2 = = - p 
-3 

Şimdi a yı dört yüzlünün kütle merkezinin ivmesi ve f yi dört yüzlü-

nün birim kütleye etkiyen kuvvet olarak alalım. Newton un ikinci yasası yar 

dımıyla 

a dm = f dm+ Prı d \J11 + P_
1 

d 5\ + P_2 d ().2.. + P_j d Oj 
( 13. 1) 

= f dm+ Pn d TI"11 - P1 d Oj - P
2 

d o;_ - ~ d~ 
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yazabiliriz. Burada dm,dört yüzlünün kütlesidir. Limit halde dört yüzlü M 

noktasına çekilirken, 

3 

d q + p2 d lJı_ + ~ d ~ =I 
(':,( 

P. d<J. 
( L 

<13. 2) 

olur. Çünkü dm yi içeren terimler dört yüzlü hacmiyle orantılıdır ve denk-

lemde içerilen alan elemanlarıyla karşılaştırıldığında ihmal edilebilecek 

büyüklüktedir. Bu yüzden, 

-- n. d 0'11 ~ 
(13. 3) 

oldugundan,n birim normali alan elemanı üzerindeki stress, 

'3 
pt\ = I P. n. = P. U• 

l l t 
<13. 4) 

(d 

ile verilir. ~ nin K sisteminin eksenleri üzerindeki görüntüsünün alınma-

sıyla, 

i,j,k=1,2,3 

elde ederiz. Burada P(k.. lar Ci,k=l,2,3) M: noktasındaki üç artaganal alan e-

lemanı üzerine etkiyen,i=k alduğunda narmal iFk oldugunda ise teğet olan do-

kuz elemanlı bir kümedir <Şekil 13.3).PLk lar üzerine stress etkiyen alanın 

n yönelmesinden bağımsız almakla beraber, bu dokuz nicelik M: noktasına ba-

gımlıdı.r. Bu yüzden keyfi bir n için P" i belirt:memize izin verir. Bileşen-



63 

leri P
1
k olan fiziksel nicelik elastik ortamın her bir noktasındaki stress 

durumunu yegane olarak tayin eden stress tensörü olarak adlandırılır. 

3 
Şekil 13.3 Küb ün üç ortogonal 

elemanı üzerine etkiyen (~ 

r 
Pı , P.J ) üç stress vektörünün 

bir seti şeklinde stress ten-

sörü. 

Şimdi Pik. nin tensör karekterli oldugunu gösterelim. P;l< nın tanımı 

n normali üzerine kısıtlama koymadığından genelltkten kaybımız olmaksızın 

yeni K/ sisteminin i inci eksenini n boyunca alabiliriz. Bu durumda, 

~/ 
n = ı, 

olur. K ve K/ sistemleri sırasıyla f
1 

A 

' iz. ortanormal baz 

larına sahiptir. K ntn ı inci ekseni üzerindeki n normalinin görüntüsü olan 

(13. 5) 

1 
ile verilir. Burada c<['( K nin i inci ekseni ile K nın ı inci ekseni arasın 

daki açının kosinüsüdür. Böylece, 
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<13. 6) 

yazılabilir. öte yandan, ~ nin x' daki k ıncı eksen üzerindeki görüntüsü 

alındıgında, 

P. n' = o(., <1 A 1 
) P.(,., . . ık. ( k. ( { (l1 

<13. 7) 
= 0•r 

"-l o(~~ P.tn, 

elde ederiz. Denklem (13.7) ve denklem (4.3) ün karşılastırılm?.sı p,,.nin 
(ı<. -

bir ikinci mertebe tensör olduğunu ortaya koyar. 

13. 2. Strain Tensörü CDeformasyon) 

Elastik cisrnin, A ve B gibi iki komşu noktası verilsin. Bir deforrnas-

/ , 
yonla A ve B yeni A ve B yeni konuınıarına getirilsin. A ve B de;r ve 

r+ A r yer vektörleri n A
1 

ve B1 de; r t U Cr) ve r t lı r + U (r +Ll r) yer ve k-

törlerine sahip olsun <Şekil 13.4). 

- __/'} 
1 

1 

/ 

X', 

Şekil 13.4 Elastü cismin deformasyonu 
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Burada U<r> ve U<r+ /), r) vektörleri deformasyon sonunda A ve B noktalarının 

yer degiştirmesini tanımlar. (Şekil 13.4) de gösterildigi gibi, noktaların 

relativ konumu deformasyondan önce 4 r ile,deformasyondan sonra ise,ArJcl.ir. 

Frır:t ocle.f./m h·, (./j 6/le;se.nle.r-/ Ui=(/i(x1;.x.ı.,x3 ) olcrn fonurY>un bir forıls!.Jonu olsun.ffunD~...J~'re_> 

<13. 9) 

yazabiliriz. Taylor teoremini kullandıktan sonra ikinci mertebe terirolerin 

ihmal edilmesiyle 

.lı X. 
{ 

yazabiliriz. Dikkat edilirse, 

Ll x:' 
l 

,Ll X~ 
l 

2. = ( Ll r'), 

dir. Denklem <13.10) Un karesini aldıgımızda, 

C .Lı r 1 F' - C Ll r )ı.. = 2 
'd h 

= c 0u1 + CJUk 
'dX~<. Dxi 

= ( A r /· 

= 2 U;~.c_ L\ xi A xk , 

olur. Burada, 

.. 

( ~ + 'dul( + ut'k. = 112 
8Xı:. 'dx. 

( 

<13.10) 

03. ın 

<13. 12) 

03.13) 
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dir. Bu yüzden elastik cismin herhangi iki noktası arasındaki mesafedeki de 

gişiklik Uk niceligiyle belirtilir ve bu nicelik deformasyon tensörü ola-

rak adlandırılır. 

/ 

U/k nın gerçekten bir tensör olduğunu g·östermek için yeni bir K sis 

temine dönüşüm yapalım: 

1 r r 1 

u;~= 1/2 ( ~ + ruuk + ()u, ~ 
'dx{ dXı 9x( 0x~ 

<13.14) 

öte yandan K/ den K ya 

(1:), ı:.) 

dönüşümünden yararLını.Jarak, 

(13. 17) 
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elde ederiz. Denklem <13.13) ile denklem (13.17) nin karsılaştırılınasıyla 

<13.18) 

sonucunu verir. Denklem (13. 18) ve denklem (4.3) ün karşılaştırılması u:~ 

nın bir ikinci mertebe tensör oldugunu ortaya koyar <Borisenko and 

Tarapov, 1968). 
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14. SONUÇ 

Fizikteki temel yasaların herhangi koordinat sis~eminden veya tanım

lama biçiminden bagımsız olması fiziğin temel prensibidir. Fiziksel bir o

layın tanımlanmasında koordinat sistemleri mutlak gereklidirler. Olayı ta

nımlamakta yapılabilecek en iyi şey fizik yasalarını koordinat sistemlerin

den bagımsız olarak ifade etmektir. Bunun da tensör analizi ile yapılabile

ceğini burada göstermeye çalıştık. 

Tensörün tanımından yola çıkarak ~onular her koordinat sisteminde 

geçerli olabilecek şekilde ele alınıp incelenmiştir. Yani, genel ifadeler 

tanımlanmıştır. Uygulamada ele alınan konular da aynı özellikte olup diger 

fizik yasalarının da bu şekilde ifade edilebilecegi gösterilmiş. 

Matematiksel bir nicelik olarak karşımıza çıkan tensörlerle elde e

dilen denklemler,nümerik olarak çözüm kolaylığı sağladıgı gibi bilgisayar 

programları için de büyük bir kolaylık getirmektedir. Tensörel ifadeler o

larak kullanıcı tarafından hazırlanan ifadelerle istenilen koordinat sis

minde ve verilen herhangi değerlerle problemin nümerik olarak hesaplanması 

mümkün olmaktadır. 
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EK.l. Vektörlerin Türevi 

Genelleştirilmiş kooardinatlar ve baz vektörler cinsinden infinite-

simal bir deplasman vektörü ds= dq( ~i olarak ifade edilir. Parçacık hızı-

nı hesaplamak için bunu dt ye bölersek, 

ds 
u = 

df. 

olur. q1 ·2 • ~ ,q ve q nicelikleri hızın kontravaryant bileşenleridir,fakat 

bunlar ekseriya genelleştirilmiş hız bileşenleri olarak adlandırılır. ivme 

nin hesabı böyle kolay degildir,çünkü baz vektörlervektörel fonksiyonlardır 

Formel olarak ivme yukarıdaki hız ifadesinin türevi.nin alınmasıyla hesapla·-

n ır: 

dU 
---

cU. 
.. i 
q 

Bu yüzden problemimiz baz vektörlerin nasıl türevlendigini. ögrenrnektir. Bu 

rada, 

•J q 

yazarız ve :kısmi türevleri hesaplarız. Herhangi bir koordinat sisteminde 

baz vektörleri kartezyen i,j,k vektörleri cinsinden ifade etmek mümkündür. 

Bu durumda kaybımız kovaryansın kaybıdır. Bu yüzden hesabımızı bütün nice-

likleri genelleştirilmiş koordinatlar cinsinden ifade ederek yapacagız. 

Baz vektörlerin kısmi türevlerinin, baz vektörlerin lineer kombinas-

yonları oldugu önermesiyle işe başlarız: 



k. Ç e.A 
[/ k 

Buradaki baz vektörlerin ~, .. k katsayıları ikinci türden Christoffel sembol u . 
leri olarak adlandırılır. 

Christoffel sembOllerinin önemli özelligi iki alt indise göre simet-

rik olmasıdır. Bu durum baz vektörlerin kartezyen birim vetörler cinsinden 

ifadesiyle kolayca ispat edilir. 

.A 
2lxk 

/o e. =-- tk. 
' d9l 

idi,türev alırsak, 

ôe· cJ ôxk d 
8'2-xk 

tk. --i-= -- Lk. = 
'd9j 39J 8qi ' 8r eq< 

bulunur. Bu 

A 
0.x" 

tk e· = --r-
(. 8qJ 

.A '()'l-,xk. ôe· A _::ı_= 
ik 8qt ()qt 8~ 

olur. Türev alnıada sıra önemli olmayacağına göre, 

ae0 = --=---
~ (1 k. r = 1:: ') :J' 

olduğu yani Christoffel sembolünün i, j alt indisleri ne g·öre simetrik oldugu 

anlaşılır. 



EK.2. İkinci Newton Yasasının Kovaryant Formu 

Newton un ikinci yasasını,Ak kovaryant ivme bileşenleri cinsinden, 

olarak·. ifade etmek mümkündür. Q k bileşenleri kuvvetin kovaryant bi leşenieri 

dirler,fakat bunlar ekseriya genelleştirilmiş kuvvet bileşenleri olarak i-

simlendirilirler. Yukarıdaki denklem bir vektör denklemi olduğundan bütün 

koordinat sistemlerinde geçerlidir. Amacımız genel kovaryant formda Newton 

un II. yasasının ifadesini meydana getirmektir. 

Bölüm? de ifade edildiği g·ibi,ds2.. = g•· u 
' 

dq' dqJ ile verilen bir 

çizgi elemanının ifadesiyle parçacığın kinetik enerjisi genelleştirilmiş 

hızlar cinsinden kuadratik formda ifade edilebilir: 

T = 1/2 
cl s 

m C dt 
'J. 

) = 1/2 m g,, 
~ 

' ' • l 
q q.ı 

Kinetik enerji,metrik tensörün koordinatlara bağımlılığından genel-

leştirilmiş koordinatların bir fonksiyonudur. Bu yüzden, 

'OT 
-= 1/2 
9cf 

•J q 

dir. Ayrıca metrik tensör hızıara bağlı olmadığından, 

• t 

m gk~ q 

dir. 

Şimdi Newton un II. yasasını uygun formda ifade etmek mümkündür: 



idi Ak değeri yerine de 

d ' Da(j • t 
Ak = ( 

gk.ı' q ) - 1/2 -d-t 89k, 

koyarsak CBradbury,1968),Qk ifadesi, 

) - 1/2 m 

olacaktır. Burada, 

1/2 =-
oT 

ve 

degerierini yerlerine koyarsak, 

d = 
dA 

şeklini alır. 

d 

c:l-t 
cL 

m 

' ' •( •.1 
q q 

1 • 

•t •J q q 


