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OZET

Tensorel ifadeler,fizigin her dalinda oldugu gibi mihendislik dalla-
rinin bir ¢oguna geniz uygulama alan: olarak girmistir. Tensér analizi yar-
dimiyla her koordinat sisteminde kullanabilecegimiz denklemler elde edile-
bilir. Bu denklemler kullanmim kolayl:g: safladig: igin,qszulebilecek prob-
lem ‘sayi1sini da artiracaktir.

Bu galizmada,tenstér tanimindan yola c¢ikarak ,tensdr cebri incelenmic
tir. Uygulamada kars:miza ¢ikabilecek yalin ve her koordinat sisteminde ge-
cerli genel ifadeler elde edilmistir. Bunlardan yararlanarak Lagrange ve
Hamilton dénklemlerinin tenstrel formda nas:l ifade edildigi bir uygulama
alan: olarak ele alinmistir. Ayrica elastisite teorisinin temel kavramlar:
olan stress ve strain, difer bir uygulama olarak tensdrel formda ifade e-

dilmistir.



SUKMMARY

Tensors have been applied besides, in every branch of physics,widely
in engineering. By using tensor analysis,we can abtain the equations that
can be used in every coordinate system. These equations, because of their
easy usage, increase the number of solwable problems.

In this study, first tensors‘were described and tensor algebra was
discussed. Then,general expressions,which are flame and valid in every
coordinate system and, could be our concerning in the applicatioms, were
obtained. By using these equations, the expression of lLagrange and Hamilton
equations were discussed as an application. In addition, the basic conceptis
of the elasticity theory,stress and strain,were expressed in tensor form as

an another applicatian.
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1,GtRtS

Tensorler,skalar ve vektérlerin bir genellestirilmis seklidir. Ten-
sorel denklemlerle elde edilen fizik yasalar: yalin ve her koordinat siste-
minde gegerlidir. Cinki tensdr analizi,koordinat déniisiimlerine rahatlikla
uygulandif: igin problemlerin her referans gergevesinde ¢sziilmesine imkan
saglar. Genel olarak n-boyutlu uzayda n incl mertebe bir tensor,n tane bi-
leséne sahiptir. Bu bilesenler géz onine alindiginda karsimiza,tensdriin
mertebesine gore, bir say:,bir vekisr veya bir matris gikabilir.

Tensoér analizi yéntemleri,fizigin mekanik (Bradbury,1968),Akiskanlar
mekanigi (Lai,Rubin and Krempl, 1978),elektromagnetik teori (Schwartz,197é),
yiksek enerji fizigi (Nishijima,1974),termodinamik (Nye, 1957),kat:rhal fizi-
§i (Harrison, 1970),kuantum fizigi (Schiff,1968) dallarinda yayg:in olarak
kullanilmaktad:r. Ginilmizde pek ¢ok uygulamal: arastirmada da tensdr hesa—
bina da bas vurulmaktadir. Ornefin tensor hesab: kulllan:ilarak robot kolla-
rimin hareketi analiz edilmiz (Bae and Haug,1987),lityum un spektrometrik .
parametreleri hesaplanarak deney sonug¢lariyla kargilastirilms (Kostritskii
and Semenov, 1984),dielektrik kristailerde Jirasyon ve elektrojrasyon etki-
leri arasindaki bagint: verilmig (Stasyuk and Kotsur, 1985),elastisite teo-
risinin lineer olmayan problemlerinin ¢ozimleri tensérel olarak ele alin-
mstir (Nikolskii, 1986).

Bu ¢aligmada gsu sira izlenmistir : Bolum 2 de,tensér tanim ele ali-
narak, bilesenler tamitilmistir. Bélim 3 de,baz vektérler ve bunlarin direkt
ve ters donusimleri vé aralarindaki dénilisim bagintilary,bslim 4 de ise ten-
s6r kavramina giris yapilarak sifirinc:,birinci, ikinci ve yiksek mertebeli
tensorler anlatilmistir. Bslim 5 te tensdr denklemlerinin invaryanslif, bo-

lim 6 da ise bazlar ve koordinat eksenleri anlatilmstir. Bir tensdrin ko-



varyant, kontravaryant ve karma bilezenlerinin ele alindigy b6lin 7 de,met-
rik tensdr de tanitilmstir. Bolim 8 de tensér cebri ele alinms ve tenssr-
lerde toplama,garpma,daraltma,simetrik ve antisimetrik tenstrlerle, tenss-
rin invaryantlar: incelenmistir. Bolim 9 da birinci mertebe tenssr olarak

ele alinan vektdérlerin cebri anlatilmigtir. Bélim 10 da diferansiyel vektsr
operatsrleri tensdrel bir yaklasimla ele alinmg ve b6lim 11,bdlim 12,b0lim

13 de siras:yla Lagrange ve Hamilton denklemleri ile stress ve strain, ten-

- s6r hesabinin uygulamalari olarak incelenmigtir.



2, TENSER

2.1.Tanin

Herhangi bir vektsdri baska vektore doniistiiren bir T déniisimini ele

alalim. Eger T; a3 i.Q{ €3, yi de b, ye dénistiiriiyorsa,

T a = b,
T 3, = b,

yazabiliriz. Buradaki T donisimi i3 ve ai_herhangi iki vektor ve o keyfi

bir skalar say: olmak izere,

T(a{ + a, 3=T a + T a,

T(x31) =XTa4

gibi lineer 6zelliklere sahipse, lineer déniigiim veya kabaca tensér olarak

adlandirilir (Lai,Rubin and Krempl, 1978).

2.2.Bir Tensoriun Bilesenleri

1 X, ve %, —eksenleri dogrultusun-

3

-Kartezyen koordinat sisteminde x,

A o4
daki birim vektérleri sirasiyla f=é1, f=%_,k=§! olarak alalim. Bir a vek-

tériinin kartezyen bilesenleri,



- 4
a —33.e3
veya kompakt olarak,
A .
aq =3 -8, i=1,2,3 (2.1
f ¢

0
g
mi.

i=1,2,3 (2.2)

dir.
Simdi lineer déniiziim tanimini kullanarak, herhangi bir 3 vektériund,
b =T a seklinde bir b vektoriune donlisturen T tensdiiinin bilegenlerini bu-

lalim. Dénisiumin ag:k ifadesi,

i=1,2,3 (2.3)

A A A A A A A
= - = . + . T + . e
by bg a, e Ta a, e, e, %a‘T3
A A A A A A o~ A

et . = . . + f]
b, b = 2. T Q1+ a, €, T e, asel ?3
4 A 4 A A A A
= . = . + . + a.T e
‘t\)3 b e, a1 e3 T e+ a e, T e+ g e g



n

veya kompakt olarak,

A A ’,,
= s B, 0 = ,3 .
b( i}e( T ?3 43 1,2 (2.4

4 o ; s . :
dir.‘1 Buradaki e . T %-tETlml,\T %i nin é[ bilezenidir. Ornegin é1-T 3( te-
- A L. T meanddd - =4 LA ‘:A A
rimi, T e, in; é1 bilesenidir. RBu bilesenleri $ﬂ e - T e %A eL.T %

A
ve Im,— %' T

P(D}.

v.s. olarak yazmay: kabul edersek, T tenstriinun Tﬁ bilesen-

leri,
Tw =87 é‘j 2.5)

olarak yazilir. Buna gére b = T a vektdor denklemini bilesenleri cinsinden,

b4 = iM‘ a4+ TM_ a1+ Tﬁ as
bil; = Tﬂ N + Tﬂ a‘l+ ".[‘23 a,
b, = f1 q1+ 1%2_§2+ T. a

3 3 33 73

veya genel olarak,

by

i

i
Tij 2y 41=1,2,8 2.6)

1 Burada Einstain in toplam kural: kullanmilmstar. Bu kurala gore tekrarla-

3
. A AL ;
nan indis Uzerinden toplam alinacaktir. Yani, b[ =§: a. eon e, ifadesi-
L
A %ﬁA

. A .
nin yazilim b( =g, e-.Te&, dir.

c_l 4



¢seklinde yazabiliriz. Bu ifadenin matris formu ise,

by Ty Tn Tig gy
b=l Ty Ty Tl | 2.7
b3 fbl TSZ ]33 3y

olarak yazilir. Buradaki,

Iu ]Qz Im
rll IjZl T.ZS
Ty Ta Tg
A
matrisi q1 , éz , %3 baz vektorlerine gore T tenstrinin matris formu adin:

Matrisin birinci,ikinci ve iglncl sttunlarindaki bilezenlerinin si-

rasiyla T é{ , T &

, Ve T %3 vektorlerinin bilegzenleri oldufunu kabul ede-

. e A n A A .. .
lim. Buna gbére; T e , 1 e, ve T es vektorlerini,
A e A A A _ '
Te =T,8 +7T, ¢ + ?% e 3% %}
A L A A A - o 3,
T8 = T8 + T, + T8y =Ty
A 4 A 4 o 3
T ?3 = Im & + @& e, + 3% gs 33 i

veya kompakt olarak,

O

= I'n é, s

3

43=1,2,3 2.8



geklinde yazabiliriz.

3. BAZLAR VE BAZ VEKTORLER

¢ boyutlu uzayda bir baz denildiginde, A ' éz ) 4, lineer bagims:1z

4 3
vektorlerin bir kimesini anlar:iz. é1 , éz , éz vekitorlerinin herbiri Dbir
baz vektsér olarak adlandiriliir. % s éz , éz baz vektérleri verilsin, her

A vektsry;

seklinde tek bir ifadeye sahiptir.

Farz edelimki; é( , éz , 33 baz vektarle:inin hepsi ayni O orijinin-
- den ¢izilsin ve Oxk ; ék vektérini igeren dojruyu géstersin. Burada k,1.den

3 e kadar deger alir. Bu, zekil 3.1 deki gibi O orijinli ve eksenleri Oxﬂ s

0x% ve Ox° olan yatik koordinat sistemini verir.

3
1
X

A A
,el ,53

A
Sekil 3.1 (e

4 ) bazl: yat:k koordinat sistemi



Kartezyen olsun veya olmasin verilen bir koordinat sistemine gore

bir M noktasinin konumu v = r () yer vektoriyle belirlidir (Sekil 3.1 ve
Sekil 3.2). Yani yer vektdri ¥ noktasina,koordinat sisteminin orijininden
¢izilen bir vektorle gosterilir. Farz edelim ki kartezyen koordinat siste-

minde M noktas: x4‘, xz ve x3 koordinatlarina sahip olsun. X, s X, Ve X

koordinatlari, X ile XQ,Xg , x3 Xﬁ ve 31 %2 - dizlemleri arasindaki mesafe-

lerdir. Boylece yer vektori kartezyen bilegenleri cinsinden,

1 2 o 2 3
olarak yazilair,
1, -
N — e e e
// A3 //T
7 2 s
// V (3 7(9,%3\ / l
it
' [ 7 —,
| 7 ’ °“ %o
|/ [ /
. //
)(I ——————————
Lxl
Sekil 3.2 % , iz ; ég bazlariyla bir kartezyen koordinat
sistemi

Vektsr ve tenssrlerin en onemli 6zelligi fiziksel olaylar: tanimla-
yan denklemleri herhangi bir koordinat sistemine bagl: olmaksizin ifade e-

debilmesidir. Bununla beraber verilen bir problemi ¢dzmek icin gereken he-



saplarin yapilmasinda problem yalnizca skalarlar: igeren bir forma donigti-
rilir, Bu izlem uygun bir koordinat sistemi meydana getirildikten sonra ve-
rilen vektor (veya tensér) denklemleri egdeger skalar denklem sistemiy ile
yer degistirilerek yapilir. Skalar denklem sistemi yalmiz say:ilar: igerir
ve bilinen aritmetik kurallara tabi olur. Bunu yapmak icin anahtar ad:m bir
vektéri (veya tensdri) segilen koordinat sistemine kars: gelen uygun bir
baza gore agmaktir.

ornek olarak iki boyutlu durumu ele alalim. Dizlemde bir ¥ noktas:-
nin konumu, koordinat sisteminden bagimsiz ve keyfi olarak segilen sabit O
noktasina giére bir ¥ vyer Qektﬁrﬁyle belirtilir. Bununla beraber, herhangi
bir hesaplamé yapmadan dnce, koordinat sistemine bir giris yapmaliyiz. Diz-
lemde M noktas:nmin konumu,onun koordinatlari olarak adlandirilan p ve g sa-
sayilariyla verilir,bunlar dl¢me birimlerine ve koordinat sistemine bagli-
dir. Kartezyen koordinat sisteminde,bu p = x, ve g = X, koordinatlar: ¥ ile
orijinden gegen dik iki dogru ara51ndéki mesafelerdir. Bir koordinat: sabit
tutup digerini siirekli oclarak degistirdigimizde bir koordinat egrisi elde
ederiz. Bu durumda dizlemin her noktasindan gegen iki koordinat efrisi var-—
dir. Kartezyen koordinat sisteminde bu efriler koordinat eksenlerine para-
lel dogrulardir. p ve g kgordinatlar1na kars:1 gelen baz vektorler olarak ¥
noktasinda koordinat egrilerine teget birim vektérleri segeriz. Kartezyen
koordinatlarda bunlar, kocrdinat eksenlerine paralel 24 ve iz birim vektor-
leridir.

Asikar olarak kartezyen koordinat sisteminin @ ve gz baz vektorleri

¥ noktasindan bagimsiz olup daima birbirlerine diktirler. M nin konumu kar-

tezyen koordinatlar yerine polar koordinatlarda da ifade edilebilir. Bu du-



10

rumda koordinatlar X noktas: ile sabit O noktas: (kutup noktas:i) arasindaki
R mesafesi ile O dan gegen ve polar eksen adin: alan :1sin ile OM dogru par-
cas: arasindaki p agi1sidir. Polar keoordinatlardaki kdordinat egrileri R

yar1qap11 daireler ile O noktasindan gegen isinlardir. Bu koordinat efrile-
rine kars: gelen baz vektorler zekil 3.3a da goésterilen é

R

térleridir. Bu baz vektdrler kartézyen baz vektdérlerinin aksine noktadan

ve éw birim vek-

" noktaya degisir. Ancak daima birbirine dik kalir. Bir koordinat/sisteminin
baz vektdorleri her noktada daima birbirlerine dik iseler bdyle koordinat

sistemlerine ortogonal koordinat sistemleri adi verilir. Uygulamada en ¢ok
kullanilan koordinat sistemleri bumlardar. Bir koordinat sisteminin koordi-
nat egrileri dogru ¢izgiler degilseler bdyle koordinat sistemlerine efrisel

koordinat sistemleri ad: verilir.

¢ a) { b
Sekil 3.3 Dizlemde e3risel koordinatlar

(a) Polar koordinatlar (b) Genellestirilmis polar koordinatlar

Kutup ncktasi O olan bir R? -polar koardinat sistemi ve orijini yine
0 olan Xy ~kartezyen koordinat sistemi verilsin,varsayalim ki polar ke-

ordinat sisteminin polar ekseni ile kartezyen koordinat sisteminin x4 -ek-



11

seni ¢akissin. Bu durumda x

s X ~kartezyen koordinatlari ve R}O—polar koor-

dinatlar: arasindaki déniisim ve ters déntsim bagintilar:,

% = R cosy .
(3.1
X, = R Sing
ve
e 2 . 2
R= %, +X2 (€ R<)
tanl{) =%, /% (0L 'f‘< 2T

formilleriyle verilir (Sekil 3.3).

Daha genel olarak koordinat egrileri,

u= \/(x}\ /a* Y4} bt (0 u < @)

seklinde elipsler olan ué-genel koordinat sistemi disinelim. Burada (a> 0,

“b>0,afb) olup diger koordinat egrileri,

tané= a %, /b X[t DL <2

gseklinde verilen i1zinlardar. u,ﬁ'. genel polar koordinatlar: x, ,x, kartezyen

koordinatlar: arasindaki déniizim bagintilari,



12

xz = b u siné

A

dir. Sistemin baz vektérleri @u ve ég birim vektérleridir (Gekil 3.3b). g
ve éé tipkr polar baz vektorler gibi noktadan noktaya degisir. Ancak her
zaman ortogonal degildir. Bu yizden uf-genel polar koordinat sistemi orto-

gonal degildir.

3.1. Baz Vektorlerin Direk ve Ters Donisumi

Ayni O noktasindan gizilen iki é( 8, ,éé ve & ,éi ,%{ bazini ele
alalim. Birinci bazin her vektoru
ikinci bazin vektérleri cinsinden

ifade edilebilir (Sekil 3.4O.

31 ,éé ,33 vektdrlerine gére
ég nin agilim katsay1lar1¢x?‘,g§/a§
34 ' olsun. Buna gore,
cekil 3.4 4 & & .. , Al _O/,( 2 4 .3
Sekil 3.4 2 'e.?, ,9_3 vektorlerine e = 34,e4 l+r><,{, e, + 4,33
A o &
gore e{ vektsrinin dag:lim. =2;_?g/- ék
A A4 2 4 34 _ <5
ez _ﬁzf ) +02/91 +02,g3 P o ék
AL LA A =k
g =& +ux5,8 4,6 = > x5 @
3 7% Ty Ty % T 5 Sy Tk
veya kompakt olarak,
A, 2 k A L
& =7 <, i=1,2,3 (3.2)



dir. Buradaki dokuz oﬂﬁ (1,k=1,2,3) katsayis: issiiz sistemdenisli sisteme

direk donilisim katsayi:lar: olarak adlandairilair.

A/ / '
Benzer yolla,e{ ,%2 ,é; vektérlerine gire 3} a¢i1lim katsayilar: ola-
o
rak o{,’ , &, & leri alirsak,
L 3 L :
¢ :i < 4 i=1 2/3’ 3.3
{ i k P '
k=

dir. Buradaki dokuz oﬁk katsayis: ise Usli sistemden lissiz sisteme fers dé-
nisiim katsayilar: olarak adlandairilir.
Direk,fers doniisiim katsayilar: arasinda basit bagint: vardar. Denklem

(3.3) yi denklem (3.2) de yerine koyarak diizenlersek,

A 4 2 4 34
= Ay + ’ +9C,
& T & TS tv ) o
_ 1A/ 2 4/ 374/ ch" 4/ 3 17 4}
= o) (o & tex(E) ve q DTG (K 4 R (G4
A’ 1’ s 1 3 VY 17 2’ / 14 4 2/
= (), O +0G S oG K OE] e, X+ DB e, oC +.. )8
3 3 ’ 3 ’
Al t 1 4’ ( 2 a4/ 4 3
I T Xy Xy '€, LZ;-{ ol X +e3 2 S
3 L ¢ 1/4" =
= ek o o (3.4)
I<=:I ={ ¢
denklenmi elde ederiz. Ayn: yolla, diger doénisim:
2 4 A A,
i, = & Ao o 2 Z¢ K + 8 X, o<y
e( e4 %;-7 ¢ (/ + e‘zg i »{, 9_3 é - {
3 A g f
= ) & 0 bk (3.5)
L=( Ll L {

olarak elde edilir. Denklem (3.4) ve denklem (3.5) bize asagidaki on sekiz

bagintiy:r verir:
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4, TENSGR KAVRANMI

Bir skalar, herbangi .bir koordinat sisteminde tek bir say: ile be-
lirtilebilen bir niceliktir. Bir vektér 3-boyutlu koordinat sisteminde, her-
hangi bir baza gore ili¢ say1 ile belirtilebilen bir niceliktir. Skalarlar ve
vektorlerin her ikisi,n inci mertebe tenssr olarak adlandirilan daha genel
niceliklerin 6zel halleridir. Bir n inci mertebe tensor,verilen herhangi
bir 3-boyutlu koordinat sisteminde, tensorin bilesenleri ad: verilen 3" tane
sayr ile tayin edilir. Skalarlar 8°=1 bilisene sahip sifirinc: mertebe ten-
sérler,vektorler ise 84=8 bilezene sahip birinci mertebe tensorlerdir.

Bir tenséfﬁn anahtar ¢zelligi,bilegenlerinin dénisim yasasidir. Yani
tensorin bir koordinat sistemindeki bilesenlerinin diger koordinat siste-

mindekl bilegenlerine nasil bagl: oldugudur.

4.1, Sifirinc: Mertebe Tensorler-Skalarlar

Pozitif,negatif veya si1fir olabilen tek bir sayiyla ifade edilebilen
niceliklere skalar ad: verilir. Skalarlar ancak ayn: fiziksel boyuta sahip-
seler birbiriyle karsilastirilabilirler. Ayn: birim sisteminde dlciler iki
skalarin egit olabilmesi icin bunlarin ayn: biyiklik ve isarete sahip olma-

lar:1 gerekir. Bir skalar herhangi bir koordinat sisteminde tek bir reel sa-
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yiryla ifade edilebilen bir niceliktir. Skalarin deferi veya bileseni deni-
len bir reel say: koordinat sisteminin degisimleri altinda invaryant kalir.
Yani, koordinat sistemi degistigi zaman skalarin degeri degismez. Bu yiizden

;-
herhangi bir koordinat sisteminde bir skalarin degeri ?ﬂ ve digerindesﬂise

y = 5/ dir.

4.2, Birinci Mertebe Tensorler-Vektorler

3-boyutlu uzayda bir vektdr {i¢ skalar ile meydana getirilir. Bu ska-
larlara vektsrin bilesenleri ad: verilir. Ornegin ¢ boyutlu uzayda bir yer
degistirme i¢ skalarla belirtilir. Yerdegistirme vektérinin bilesenleri o-
lan bu skalarlar koordinat'degisimleri altinda belirli bir yasaya gore do-
nﬁsﬂrler. Daha genel olarak bir vektorin ¢ bilegeni uzayda belirli bir ya-
saya gore doniigtiginde yeni bilesenler daima ayni vektdri belirtir.

Simdi vektdrlerin donislim yasasini bulalim :A ve B noktalarinin ko-
ordinatlar: arasindaki fark K sisteminde ;dx( ,K/ sisteminde Zﬂx{ olsun.

0 zaman bunlar amsindaki ddniisim bagintis:
/ —_—
Azl =Xy, Ax, 4.1

M /
dir. Buradaki CX?k 1K sisteminin 1 inci ekseni ile K sisteminin K i1nc:
ekseni arasindaki aginin kosinusudir.

. ’

Benzer olarak bir A vektoriniin X sistemindeki bilesenlerininxﬁ’K&A}
t

! ’
oldugunu varsayalim (§ekil 4.1.). A( ve A, bilegenleri tipka zﬁxi ve Zﬁx{

koordinat farklar: gibi dénisir. Bu durum su tamima yol agar :@ Bir vektor



herhangi bir koordinat sisteminde,vektorin bilezenleri adim alan ug reel

sayi1yla ifade edilir. Bu reel say:lar koordinat sisteminin degisimlieri al-

=8

tinda,
=, A ' 4.2)
ek

yasasina uygun olarak donusir.

]

Sekil 4.1 Koordinat sistemlerinin degisimi;altynda,bir vektorun

bilegzenlerinin defisimi

4.3. ikinci Mertebe Tensorler

ikinci mertebe tensorler,skalarliar ve vektorlerden daha yuksek mer-
tebeye sahip tenssrlerin en basitidir. Bir ikinci mertebe tensor,ug boyutlu

uzayda,dokuz reel say: taratindan tek bir gekiide ifade edilir. Tensorun
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bilegenleri adini alan bu reel sayilar koordinat sisteminin degisimleri al-
tinda,

By =X Ay B 4.3)

yasasina uygun olarak déniisiirler. Buradaki A(M;tensérﬁn K sistemindeki bi~
N o 7 Coas Cas vl
lesenlerl,AA;;tensorun K sistemindeki bllesenlerldlr.cxu( ;K nin 1 inci
L
c . . C e , ’
ekseni ile K min 1 i1ncyr ekseni arasindaki aginin k051nu8u,dk%115e K nmn

"k 1nci1 ekseni ile X min m inci ekseni arasindaki kosinﬁsudurﬂ

4.4, Yiksek Mertebe Tensorler

Mertebesi si1fir,bir,iki olan tensdrlerin doniisiim yasalarinin;

0=y’
Al = A, A (4.4
T 1 G '
/
Al = X e B
geklinde oldugu ifade edilmistir. Denklem (4.3) in dogal genellestirilmesi,

agagi1daki gibi yapilir. 3-boyutlu uzayda bir n inci mertebe temnsor, tensdriin

bilesenleri adini alan 3" reel sayiyla meydana getirilir. Bu n inci mertebe

4

Bir ikinci mertebe tensoriin herhangi bir kartezyen koordinat sistemindeki
bilesenleri verildiginde,diger herhangi sistemdeki bilegenleri denklem

(4.3) kurularak bulunabilir.
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tensoriin bilesenleri koordinat degisimleri altinda,

;
A ( =0((/ 0(,- et A (4.5
tlpeeetn Gy ik, Uy [
yasasina uygun olarak dénisirler. Buradaki Ahk L itensorin K sisteminde
2o kn
bilesenleri,ﬁi; Z ise tensorin K, sistemindeki bilesenleridir.o{ilk .
11" n 5y

L AN A , . .
K nin i inci ekseni ile K min k{ ekseni arasindaki acinin kosinlsudir

(Diger di'k katsayilar: da benzer sekilde).
n n

5, TENSGR DENKLEMLER:ININ tNVARYANSLIGI

Bir K kartezyen koordinat sisteminde; @ , ﬁ} s skalarlar1na,az ,
b: N vek’cb’rlerini,cih ’dlk , .. tensdrlerini v.s., igine alan,
ch{) ,’\{/,...,a)L Dy ey sdy e )=0 (5.1)

denklemini ele alal:im. Farzedelimki X sistemi ddndirilip ve kaydir:larak ye-
ni bir K’ kartezyen koordinat sistemi elde edilsin. O zaman denklem (5.1),

/ ’ 4

/ /7 7 _
GOy Apial DY sy sy =0 (5.2)

denklemi ile yer degistirilir. Burada skalarlarim,vektérlerin ve tensdrle-
rin biitin bilesenleri K’ de yazilmstir, Genelde,denklem (5.1) ve denklem
(6.2) aym: formda degildir yani,F; G dir. Bununla beraber denklem (5.2) nin

denklem ¢5.1) ile ayni1 forma sahip oldugunu varsayalim,oyleki;denklem (5.2



19

RV Y A B
F(ky ,ﬁ*,ai ’b{ ,...,c’k,dxk,..‘)—o 5.3

olsun. Bu durumda denklem (5.1) in X dan,Kl ye dénisim altinda invaryant
oldugu soylenir. Fizik yasalarini ifade eden formﬁller,kgymalar ve donmeler
altinda invaryant olmalidir. Cuinkii gergek uzay homojen ve izotropiktir. Bir
fizik yasasini ifade eden bir denklemdeki bitin tensdr terimleri aym mer-
tebeden olmalidir. Ayrica fizik yasalarin: ifade eden denklemlerin segilen

birimlerden bagimsiz olmas: gerekir.

6, BAZLAR VE KOORDINAT EKSENLERY

4 ,qz,q? genellestirilmiz koordinatlarina sahip bir sistemin baz:

o . ; Lo ‘s " . - A A A
séziiyle koordinat egrilerinin pozitif yonlerine dofru yonelmi:z ¢ ,e, ,&, sa-

3

. . .. s A A . .
bit uzunluklu vektorlerin kimesini anlariz. e,,e, ve ég vektorleri baz vek-

térler olarak adlandir:l:irlar. Béylece é ,(q4) koordinat egrisine tegettir

1
ve artan (ql) in ydniine yénelmiztir. & ’éz ve ég bazi,zekil 6.1a da go-

ruldugli gibi noktadan noktaya degistiginden "Local” dir. Sunu da belirtmek

gerekir ki,baz vektérler genelde ne dik ne de birim uzunluktadar.

(o) (b)

Sekil 6.1 "Local” bazlar
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1 . '

(q‘) koordinat egrisine tefet olan dogru,qz -ekseni (i=1,2,3) olarak
adlandirilir ve qi ~ekseni boyunca pozitif ybn,éz baz vektsrinun yonidir.

Kartezyen ve yat:i1k koordinatlarda baz vektérler noktadan noktaya de-
degismezler(Sekil 6.186). Bir koordinat Siéteminin koordinat egrileri dogru
¢cizgller degilse,boyle koordinat sistemlerine egrisel koordinat sistemi de-
nir. Bu yizden bir egrisel koordinat sisteminin bazi: lokaldir. Yani baz
vektérler noktadan noktéya degisir. Baz vektdrleri birbirine dik olan koor-
dinat sistemlerine ortogonal koordinat sistemleri denir. Bu yiuzden kartez-

yen, kiiresel ve silindirik koordinat sistemleri ortogonal dir. Uygulamada

kullanilan koordinat sistemlerinin ¢ogu ortogonaldir.

7.BtR TENSORGN KOVARYANT KONTRAVARYANT VE KARMA BiLESENLER!

Genelleztirilmis koordinat sisteminde,birinci mertebe bir A tensoru,

A

¢ tane A; kovaryant bilesen veya ¢ tane 2t kontravaryant bilegen cinsin-
'

‘ t
den tek bir ifadeye sahiptir. Baz degisimleri altinda AZ nicelikleri,A mni-

celiklerinden farkl: olarak dénisiur :

4 k
Ar = 0(4'., Alé ’
, Y L (7.1
st .
A= sy &

Kovaryant ve kontravaryant bilegenler bagimsiz degillerdir ve bir-

birlerine ;

ke \ ; (7.2)
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.formilleriyle baglidirlar. Burada g&.,ng katsayilar: A tensorinin yazildi-
g1 koordinat sisteminin baz: tarafzndan tayin edilir.

ikinci mertebe veya daha yiksek mertebeden tens@rler bir genellesti-
rilmis koordinat sisteminde gezitli tipte bilesenlere sahip olabilir. Vek-
térler haiinde,bilesenlerin gesitli tiplerini birbirine baglayan formiller
vardir. Bir ikinci mertebe tenstér kartezyen koordinat sisteminde dokuz sa-
yiyla tek bir sekilde ifade edilebilir. Bu billegsenler A&‘kovaryant,A&‘kont—

{

ravaryant veya Kf’,Aﬂkkarma bilesenler olabilir ve bunlar,

/ ) { m

A"k ‘:o(i/ K k/ A im y
. !/ !

£e= X A,

Y (7.3

em

r.k l
A( B P<<" K A,

ol v m
A-k = O<( 0<l4/ A"’V\ .
K L
formillerine gére dénisirler. Buradaki <Kg ve X; lar direk ve ters donusim
katsayilaridir. Bir tensorin degisik bilesenleri arasindaki baginti,metrigl

(ds¥ = g&.dx; dx“ olan bir koordinat sisteminde agafi1daki formillerle veri-

lir :

XM _ 11 (
A = 8y B 2 B A B A
] , . ]
K= gl gl ag, = g% aS = g A 0
. ( _ tk )
Af = gk Ay By A
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0

Karma bilegsenlerde goriilen nokta, indisin meydaha geliz sirasiny belirtir.

Bu yuzden,ﬁf de birinci indis "kovaryant” ve ikincisi "kontravaryant” tir.
ve Ai de ise birinci indis "kontravaryant” ve ikincisi "kovaryant” tair. Bu-
ck

radaki 8y 18 ve g{k nicelikleri bir ikinci mertebe tensdrin bilesenleridir

ve metrik tensor olarak adlandirilir,

ik L

7.1 8y *8 Ve g nin Tensor Karakterleri

Simdi;gl_,gik ve g:k niceliklerinin,metrik tensdr olarak adlandiri-
¢ ¢
lan, gercekte bir ikinci mertebe tensorin bilesenleri oldufunu gosterelim.

ilk olarak,denklem (3.2),denklem (3.3) ve

A A _
&l T BT By
é;‘ ac = g('k.. gki’
(7.5
0 . eger i¥k ise
A pe ek _
e . &« =gi°=
4 { B
1 eger i=k ise

b

formillerini ig¢ine alan,bazlarin defisimi altinda 8y g%, g igin déniistm
. <

yasalariniy gézleyelim :

ro_Ar A L4 ma _m L 4 (
B T QiR T S X TNy Xy & €= Xy 8
, ) 1y { ' !
gik= g a% = & ok 8. am = o) B glm 7.6)

I
il

-~

le _ ! Ak [ L' 2 4m { & om
gc—e'e XX, e e 04(,0(”{@;(.

!

Burada,g&- bazi tensdrlierin kovaryant It)ilesenleri,g‘/< bazi tensorlerin



kontravaryant bilegenleri ve g{k baz1 tensdrlerin karma bileszenleridir. Bu-
tin bu nicelikler ayn: tensdriin bilesenleri oldugunu gergeklestirmek icgin .

bunlarin denklem (7.4) formundaki bagintilarla bagint:il: oldugunu géstermek

ereklidir. Fakat g, min tamim ve @, ,6 ,@& bazi ile bunun o 8% @3
& g(k, 1 2 '3
ters bazinin 6zelliklerinden,

A _ /\l

e(- g‘a e
dir. Onun i¢in,

A A A m Al A I
&k @ =8y 8L, ® T & 8. =8y 8Bum 8

LA
B =By & 8 =8y 8l
dir. Buradaki g{k nin bilesenleritipk: Kronecker deltanin bilegenleri gibi-

dir (Borisenko and Tarapov, 1868)

g = d 7.7)

8, TENSGR CEBRY
8.1.Tensdrlerde Toplama

Ay ve By olarak iki ikincil mertebe tensorin bilesenlerini ele ala-

lim ve,
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T, =A™ Ba

olsun. Ty lar bir ikinci mertebe tensorin bilesenleridir ve A, Bi bile-
senli tensérlerin toplam olarak adlandirilair. Ay ve B&J

/

B = S A A

14

By = Xy dk’mem
formillerine gore donusir. Ty ise benzer yolla,

¢ _ 7 /
Ty = A + By
= 0<i/( O<i</m (A(mﬁ' Blm) (8.1>

it K Tim

geklinde donilisir. -

.Aynz mertebeli iki veya daha fazla tensériin toplam: da benzer sekil-
de tanmimlanir. Yani ayn: mertebeli iki veya daha fazla say:ida tensérin top-
lami, tensérlerin karsilikl: bilesenlerinin toplanmasiyla elde edilir. Fark-
11 mertebeden tensérler toplanamazlar. Aynmi1 mertebeli tensdrlerin ¢ikaril-
mas: da benzer yolla meydana getirilir.

Genellestirilmiskoordinatlar halinde tensdrlerin toplamip ¢irkarila-
bilmeleri i¢in tensérlerin hem ayn: mertebeden hem de ayni yapida olmalar:
gerekir. Yani,kovaryant ve kontravaryant indisler aymi sayida ve ayni yerde

olmalidir. Ornegin,



I
k= 4+ B
. (8.2
ik _ L,k ik
T = A% + B
ik o= g4 oay =g, A =4 a"H

toplamlarinda oldugu gibi sol taraf ile sag taraftaki tensdérler ayn: merte-
bede ve ayni yapida olmalidair. Bu durum bir tensér ig¢in déniisim yasasinin
katsayi1lar: cinsinden homojen ve tensoriin bilegsenleri cinsinden lineer ol-

masinin blr sonucudur.

8.2.Tensdrlerde Garpma !

A&_Ve Bih iki ikinci mertebe tensorin bilesenleri olsun.

Titm = AL Byn (8.3)

formundaki mimkiin bitén ¢arpimlar: géz onine alalim. Bu durumda Ty, mnice-
likleri dérdinci mertebe bir tensoriin bilesenleri olup bilesenleri Ay ve
By olan tensérlerin (dls)‘qarp1ﬁ1 olarak adlandirilir. Gergekten,
/ o !/
T(I.ldm = A'lk B'(Q.— ! O(/ < I A B

k rs
P P (8. 4)

o((:,n <, 1 Po(/ O( Iy Tnf:rs

oldugundan Ty, nin bir dérdinci mertebe tensérin bilesenleri oldugu belli-

dir. Tensor carprmnin defisme 6zelliginin olmadigini gérmek kolaydir:
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AT&(M - AHL B!W\ 7& TQm)k - Alm B"lc

Herhangi sayidaki keyfi mertebeli temsérlerin ¢arpim: da benzer yolla mey-
dana getirilir. Yanl iki veya daha fazla tensdrin ¢arpim dé bir tenssrdir.
Bu tensoriin bilegenleri,¢arpanlarin bilesenlerinin ¢arpimlar:idir. Asikar o-
larak tensor garpiminin mertebesi,¢arpanlarin mertebelerinin toplamina e-
sittir.

Genellestirilmiz koordinatlar cinsinden niceliklerin biri kovaryant

‘digerleri kontravaryant olabilir. 6rnegin,Aﬂk( ve B‘k bilegenli tensdrlerin

¢arpim, bilegenleri

!

—~

t.mn _ mn
T A B
Lmn
olan tensérdiir. Burada gosterilen T, ybelirtilen yapida beginci merte-

! ’

be bir tensérdir. Bu durum AL( ve B'

min dénusim yasalarinin dogrudan dbir
sonucudur. Buradan gdérildigu gibi keyfi mertebeli tensdrler garpilabilir a-

ma. toplanamazlar.

8.3.Tensorlerin Daraltilmas:

n (o7 2) mertebeli bir tensériun iki bilegeni tzerinden toplama is-
lemi daraltma olarak adlandirilir. Ornegin ii¢iinci mertebe Ay, tensdrinin

birinci ve ikinci bilesenlerinin daraltilmas:,

= ) Ay = Ayt oAgq b oAg,, (1S1,2,D) (8.5)
!
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niceligini verir. Aj  nin diger mimkiin iki daraltilmas: A;; ve Ay dir.
Boyle herbir daraltma bir birinci mertebe tensér yani bir vektérdiir. Ger-
cekten Ay . ,lcglncl mertebe temsdri,

4

By = XSy X A~ 8.6)
formiliine uygun olarak donlgir. Burada k=i alinip,i lzerinden toplam yapi-

lirsa,

/ q
Aty = oYL o B T é:"hO(L’rAmnP
‘ (8.7
A4 = o/ (5. A Y=cX,i_ A
(el 1 mn  “mnar Lr “mmr

oldugu goridlir. Yani A&l nicelikleri, beklendigi gibi bir vektér donisiimi
olarak elde edilmigtir. Daha genelde n(n»2) mertebeli bir tensérin daral-
tilmas: (n-2) mertebeli bir temsérii verir. (n-2) mertebeli bir tensér tek-
rar daraltilabilir. Bu durumda (n-4) mertebeli bir tenséri elde ederiz. Da-
raltma iglemi 2‘den daha az mertebeli bir tensdr elde edilinceye kadar si-
rebilir. Neticede n inci mertebe bir tenstriin tekrarlanan daraltilmalari e-
ger n ¢ift ise bir skalar:,eger n tek ise bir vektdri verir.

iki veya daha fazla tenssrin carpim: ve sonra farkla garpanlara ait
indisler ilizerinden daraltma igslemi verilen tenstdrlerin i¢ ¢arpim olarak
adlandirilir, 6rnegin,Aik B, ve aHJ”\ By, ifadelerinin her ikisi birer ig
carpimdar. A ve B gibi iki vektorin A; B; skalar ¢arpim da bir i¢ garpim-
dir.

Genellestirilmis koordinatlar durumunda daraltma isleminin yalnizca
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farkl: pozisyonlardaki indis ¢iftleri lzerinden yapilabilecegine dikkat et-
mek dnem tagir. Yani daraltma indislerinden biri kovaryant iken digeri
kontravaryant olmalidir. Bagka tiurli daraltmanin sonucu bir tensér olmaya-

{

caktir. Farz edelim ki,i ve k indisleri izerinden Aik tensérint daraltt:ik.

A?l bir tensérdir, ¢unki
A ™M ¢ 4
£9 = 7 = XA =, A 8.8)

et
dir. Bununla beraber k ve 1 indisleri {zerinden AEE daraltilmas: donlisim

. ‘, n ~ . . 9)

olan bir niceligi verir ki bu bir birinci mertebe tensor (bir vektsr) de-

gildir. Benzer sekildé,genellestirilmis koordinatlarda i¢ carpim olustu-

H A e .
rulmasinda A B, ,AQ Bk {ﬁﬂin‘ B ,h;gﬂn B(n ye benzer ifadelerin farkl:

konumlardaki indisler lzerinden toplam yapabiliriz.

8.4, Simetrik ve Antisimetrik Temnsérler

iki veya daha yiksek mertebeli bir T, tensoriu efer;

T, = Tou .

ise bu tensérin i ve k indislerine gore simetrik oldugu séylenir. Buna gé-
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re simetrik bir tensdrde komsu iki indisin yer degistirmesi, tenssrin karsa

gelen bilegsenini degistirmez. Bu yuzden,

234... = t3ze0...

dir.
ornek 1.

X, 1X, 1%y kartezyen koordinat sisteminde 21 }{

) ,g ortonormal baz

lar: ile yay uzunlugu eleman: Kronecker delta cinsinden,
A
W =dy dx, dx,

olarak verilir. Buradaki, é?:= %: Q;Kronecker delta veya birim tensoér ola-
rak adlandirilan bir ikinci mertebe simetrik tensérdir.

Ayni zekilde iki veya daha yiksek mertebeli Aﬂd . tensord;

A

A, T TR

ise o zaman Ay, tenstriinin i ve k indislerine gére antisimetrik oldugu

soylenir. Yani Add".;i ve k indislerine gore antisimetrik ise i ve k in-

dislerinin yer degistirmesiyle,karg: gelen tensér bilegeninin isareti de-
gigir. Bu yiizden,

A42(... = A ' Bse.. = "Ry
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olur. Eger A;, ibir indis Gitline gére antisimetrik ise by indislerin e
gitlenmesiyle elde edilen bilesenler safir olmalidir. Yani A«L“. = —A”[“.
olur ki,bu da AMZ". =0 olmas: demektir.

ornek 2.

‘Bileaenleri Ai ve BZ olan A ve B vektdrleri verilmis olsun. O zaman

bileézenleri,
Cac= AR~ ALB;

geklinde tanimlanan bir ikincil mertebe tensir antisimetriktir.

Bir tenstr verilen herbangi bir koordinat sisteminde simetrik (veya
antisimeirik) ise diger biitiin koordinat sistemlerinde de simetriktir (veya
antisimetriktir).

(

ornegin T, verilen bir sistemde simetrik yani Ty = T,; olsun. O za

man diger bitin sistemde,

’ Y’
Ty = 0y Xyl T = Xy Xl Tl = e Kip Tt = Tii s

plur ki,bu da bu tenssrin yeni sistemde de simetrik olmas: demektir. Simet-

rik bir ikinci mertebe Sy tensordy,

SM SQ SU \

[s] =1 S, Sz Sy
819 Sy3 Sy

seklinde bir matris formuna sahiptir. Antisimetrik bir ikinci mertebe A&
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tenséri ise,

[ o Ay o By
[agd =] -84 0 A3
b, hys O

seklinde bir matris formuna sahiptir. Bu yiizden simetrik bir ikinci mertebe
tens6ér bagimsiz 6 bilesene sahipken antisimetrik bir ikinci mertebe tensér
3 bagimsiz bilesene sahiptir.

Herhangi bir ikinci mertebe Ty tensdri bir simetrik tenssr ile bir

antisimetrik tensdriin toplam: olarak,

seklinde temsil edilebilir. Burada,

S& = 1/2 (Ty + Té/ Y, simetrik
A& = 1/2 (T& - Té/ ), ‘ " antisimetrik

dir ve S/ ;T& nin simetrik leMl,A& ise Ty, min antisimetrik kism ola-
rak adlandir:ilir.

Keyfi bir Ty tensarﬁﬁﬁ ele a1a11m. Bu tensérden bilegenleri Tj + TL;'
olan bir tenssr elde etmek iglemine simetrizasyon,bilesenleri T, - T,olan
bir tensdr elde etme izlemine ise antisimetrizasyon islemi denir.

Genelde simetri ve antisimetri kavramlari ayn: konumdaki indis ¢ift-

lerine uygulanir. Bu yiizden,
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ol
A/Q = Aé[,
ise Aif simetrik,
, L
B% - -5

ise B, antisimetriktir.

8.5. Bir Tensérin invaryantlar:

Verilen bir A vektérinin bir K kartezyen koordinat sistemindeki bi-
legsenleri A, ve diger bir K’ kartezyen kpordinat sistemindeki bilegenleri
ise AE olsun. K dan K’ ye gegildiginde A nin b;lesenleri degicir. Ancak bu
donlisim altinda defismeyen bir ifade bulabiliriz. Bu ifade A nin uzunlugu-

nun karesidir :
_ Z 2 2,72 /2 r2
AZ Al = (&) +(A) +(A3) —(A1) +(A,) +(A3) =A; A;

Bir koordinat sisteminden digerine déniisimler altinda degismeyen
A;A; seklindeki bir ifade A vektdriinin invaryant: olarak adlandirilar. Or-

nefin, ikinci mertebe T&_tensérunﬁn;

Yy - Z T2 T43
T_Q/ T;Z.Z - 7\ T23 =0
Tg Ty Ty 2



veya,

3 2
A= AT, 4T, T4 )

Lo T Tu Tas Tu T
+ 7N + + )
1Tas Ty T T 9 Im
o Ta I
= 1Ty Ty T, =0 (8.10)
Tor  To Tas

karakteristik denklemini ele alalim (Borisenko and Tarapov, 1968). Buradaki
3
A N sayilar: koordinat sisteminin se¢iminden bagims:izdir ve bu yiiz-

den bunlar denklem (8.10) de katsay: durumundadir. oyleyse,

I1 = TA{ +T.22_ +T33

Tzz T T// TQ/

32 3/
I, = + + (8.11)
Ly T L, T Ty Iy
Ty Ty Ts
Ig = Tzr Taz Tﬂ?
Ty Ty Ty

nicelikleri Ty tensérinin tim invaryantlaridir. Denklem (8.11) i kullanarak

baska bir¢ok invaryant olusturulabilir. Ornegin,
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12 -2, =Ty Ty,

-

!

ifadeleri,denklem (8.11) den elde edilen difer imnvaryantlarin birkac¢idir.
I, invaryantinin sifir oldugu bir tensér "deviator” olarak adland:i-
rilir. Herhangi bir Ty tenséri "deviator” ve bir izotropik tenstrin toplam

olarak yazilabilir :

Ty =T, -1/3 T((c,g +1/8 T, d = Dy +1/3g T,

Y/
Burada 1/3é2_ @,agikar olarak izotropiktir ve Dy s
Dj =Dy * Dyt Dyy= Ty -1/3 T,

-3=0

(3

oldugundan bir "deviator” dur.

9, BtRtNCt MERTEBE TENSSRLER DLARAK,VEKTGRLERDE GARPMA SLEMt
9.1. Skalar Garpim

Herhangi A ve B vektorlerini ele alalim. Skalar,i¢ veya nokta ¢arpim

A . B semboliyle gosterilir ve,
A-B= AB;= AB+ AB+ AB, 9.

ile ifade edilir. Nokta ¢arpim invaryanttir :
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/
A(‘ B = aL"tJo(zk AJ Bk

i 4 B, | (9.2)

Ag By

Bir vektdriin vzunlugunun karesi vektdriin kendisi ile nokta carpim-
dir, itki vektor verildiginde bu vektérlerle olusturulabilen yalmiz i¢ in-
varyant vardir. Bumlarin ikisi vektdrlerin uzunluklar: ugincisu de iki vek-
torin nokta carpimdir. Farkli géruniste diger bitin invaryantlar bu jcinin
fonksiyonlarid:r.

Nokta garpim basit bir geometrik yoruma sahiptir. A ve B ortak bir
noktadan ¢ikan iki vektsr olsun. A ve B nin olusturdugu dizlemle,x,x,- diz-

lemi ¢akisan bir koordinat sistemi segelim (Jekil 9.1). Geometriden,

-
s}
I

= A/B,+ AB,

AB éosx cosg +tAB sine sing
(9.3

AB cos{(x-F)

AB cose‘

oldugu gorulir. Bu yuzden nokta garpim,aralarindaki ag¢inin kosinisi kere
iki vektorin uzunluklarimin carpim buyikliginde bir invaryanttir. Eger iki

vektsr ortogonal ise 6=90° ve nokta carpim sifirdir.

Sekil 9.1 A ve B vektérlerinin o-

lugturdugu dUzlemle,xin— dizlemi

cakigan koordinat sistemi
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Denklem (9.3),A. B bir invaryant oldugundan se¢ilen koordinat siste-
miden bagimsizdar,

Kartezyén koordinat sistemi arasindaki mimkin dbnﬁsﬁmler‘Ug grupta e-
le alinabilir. Bunlarin birincisi gekil 9.2a da goriilen eksenlerin basit &-
telenmesidir. ikincisi 9.2b de goérilen bir démmedir. tg¢lncisu ise sekil
9.2c de goriilen ayna yansimasidir. Sonuncusunda x7 = -x, olacak sekilde bir
‘dénﬁaﬁm vardir., Bu tirli doénisimlere "imporeper” dénisimler denir. Basitya—
teleme ve donme halinde yeni K’ gergevesi orijinal XK ¢ergevesinin siirekli
hareketi ile elde edilebilir. Fakat ayna yansimas: halinde K dan K“ ye siu-
rekli bir harekete ge¢mek minmkiin degildir. En genel dénisiim bu ¢ basit tip

teki dénusimin bir lineer kombinasyonudur.

‘ F
F ¥, /
- ¢ F o &)
/N
/

Xy X
(a)oteleme (b)Dénme (cYAyna yansimasi

Sekil 9.2 Kartezyen koordinat sistemindeki ddnisiimler

9.2.Permitasyon Semboli

Permiitasyon sembolii,cogu zaman Levi-Civita tensori olarak adlandiri-

lir ve,
+1 eger i,j,k ;1,2 ve 3 Un ¢ift permitasyonu ise

é%ﬂz -1 eger i,j,k ;1,2 ve 3 in tek permitasyonu ise  (9.4)

0 eger en az iki indis ezit ise
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ile ifade edilir. Yani,

dir. Bir determinant acilim, permitasyon semboliini kullanarak,

&y 8y 83
det aq = a,, 2y, 8,4 = qﬁ qg, é% 0% (9.5
Bz B3 85

seklinde ifade edilebilir. Denklem (8.95) den tekrarlanan indisler uzerinden

toplam yapilip E:O% lar yerine degerleri konuldugunda, beklenildigi gibi,

det a{/- = Ca, 2, a& toa, 8, a, + a,, a, aa,2
(3.6
-a, a,a, — a

y BBy T By By, Bt 8, 8, a4

oldugu gorulir.
Permitasyon sembolinin dzelliklerinden,bir determinantin iki siras:
yer degistirildiginde determinantin isaretinin degisecegi ispatlanabilir.

Eger denklem (9.5) de ay ve q% yer degistirilirse,

det ag = QH a

y agk Eijk 9.7

olur. Permitasyon sembolu izerinde i ve j nin yer degistirilmesiyle onun
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igsareti de defiseceginden,

det ay = -a € (9.8)

% % %o S

olur. Bu ifade determinantin 1. ve 2. siralarimin yer degistirmesine es de-
gerdir.
Bir determinant agi:lim,

€, (det ) =3y % @k & , (9.9

olarak ifade edilebilir. Eger siralar bir tek say: veya bir ¢ift say: kere

yer degistirilirse otomotikmen dogru isareti saglar. Eger denklem

(9.9) dan aG ler bir ortogonal donisUmin katsay:lariyla yer degistirilirse,
ielmr\: 0<U dm\j 0<Y\1L éﬂ' (9,10

olur. Burada deto<b-= %1 kullamilmstir. Eger dénisim * imp-reper " ise

detﬂ% =-1 dir.‘Denklem 9.1 dan.e(“L nin "proper” donlsimler altinda bir
tigiinci mertebe tensdor oldugu soylenir. Eger doniizim "improper” ise o zaman
déniigiim denklem (9.10) da eksi igareti kullamilmal:dir. Béyle tenmnstrler
pseudoltensérler plarak adlandirilir. Permitasyon sembolerinin bilegenleri
bitin koordinat sistemlerinde Kronecker deltas: gibi ayn: nimerik degerlere

sahiptir. Permitasyon semboli bu yizden izotropik tensdrdir. Kronecker del-

tas:1 ile permiitasyon semboli aras:indaki bir onemli esitlik,
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0

\

STV =§/

-
—

Jé’m - 4/’/’17 J,‘Q( (5.1

dir. Bunun denel ispat: zordur ancak bu esitlik indislerin belirli degerle-
ri igin kolayca dogrulanabiliv. druefin, j=k=1 ise bu esitligin scl yam: Egk.

nmn tamm vyarinca safivdir. Ayni sekilde saz yaninda sifir oldugunu gos-

termek kolaydir veya, j=1=1 ve k=w=2 ise,

Cim Cu=

{
e
o,
I~y
+
,9;
8
&
[

+ é;m 53/2

il
<
+
<
+
-

ve

OC/NL-& dZ/

H
Iy
|
<o
1
=

oldugundan esitlik yine dogrulanm:s olur.

9.3. Vektorel Carpim
A ve B vektorleri verilsin,permﬁtasyop sembolind kullanarak,bunlar—

dan bir pseudo vektsr oclusturmak mimkindir :

X( =€4:']'k A+ B

5 By (9. 12>

Bir pseudo vektdr axial vektor olarak ve bir adi vektsr de polar
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vektsr olarak adlandir:ilir. "improper” dsnistmler hari¢ tutulursa, ¥ bir adi

vektérin biutiun d6zelliklerine Sahiptir.x~ nin bilesenleri,

7, =€y AB =€, 4B+ €y, AB = A B~ AB, (9.
ve ‘
%= A,B - A B, = A, B,- A,B, .
dir. Sik¢a kullanilan bir gdsterim,
¥ =4xB .
dir ve ¥';A ve B nin vektoérel ¢arpim: olarak adlandirilir. Vektsrel
komitatif degildir. Denklem (9.12) ye gore B x A min bilegenleri,
€@%%5~€% %%=~€%:%%,
= =S *AjBk | (9.
dir. Bu ylizden,
Bx4A=-AxEB (9.

dir. Gok kullanilan bir vektér czdesligi,

Ax (BxC) =B (A-C)-C (A B) ' (9.

13

14)

157

garpim

16)

17)

181
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dir. Bu dzdezlik denklem (9.11) in kullamilmasiyla kurulur. A x (B x C) nin
bilezenleri, once ¥= (B x C) elde edilir. Sonra AxY hesaplanarak bulunur.

Bu yizden A x (B x C) nin i inci bileseni,

It

(A x (B xC), e,ﬂ A €ty Be Co= €eyy €stmh) By

&y Sm ~ 4 oJf.() 4:8/C,,
= A B:Cnh~ C;4,B,

i

B: (A - C)—CZ(A' B

olur. Denklem (9.17) ve denklem (9.18) den vektdrel carpimn birlesme dzel-

liginin olmadig: goridlir :

AxB xC=-Cx (AxB =-A(-B) +B (-4
Bu yuzden,

Ax BxCO-(AxB xC=A4A(K-B-C (4-B)

dir.

Dikkat edelim ki, A x (B x C) nin bilesenleri permitasyon sembolini
ikl kez igerirler. Bundan dolay: A,B ve C polar vektérler ise,A x (B x C)
dyledir. Benzer olarak eger B bir axial vektdr ve A da bir polar vektor ise
A x B bir polar vektérdir.

Vektdrel carpim bésit bir geometrik yoruma sahiptir. Ayn: orijinli

A ve B vektérlerini ele alalim x,x,- dizlemi,A ve B vektdrlerinin olustur-
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dugu-dizlemle ¢akigan bir koordinat sistemi tanmimlayalim (Sekil 9.3).

A3 = B3 = 0 oldugundan,denklem (9.13) ve denklem (9.14) de A ve B nin vek-

~rel garpimi yalniz bir bilesene sahiptir :

Sekil 9.3 A ve B vektorlerinin o-

ol lusturdugu dizlemle, x,x,~ diizlemi

¢akigan koordinat sistemi.

X3

Sekil 9.3 in geometrisinden,

A, B, -~ A, B,

AB(cosx sing - sins cosg )

t

AB sin (§ ~X)=AB sinf@

dir. Béylece A x B,A ve B ile olusturulan diizleme dik bir ydondedir ve vek-
térlerin aralarindaki aginin siniisi kere vektsrlerin uzunluklarinin ¢arpi-
mina esit bir buyikluktir. Vektsrel garpimn blyikligi A ve B ile olusturu-
lan paralel kenarin alanina esittir.

Sekil 9.3 de ki gibi koordinat sisteminde; 1, i,k birim vektsrleri,

ix x 1

[ 1\
1l
>
oy
e
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"
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denklemleriyle birbirlerine baglidirlar.

Birim vektérler igin vektdrel carpim baglntxlar1,g4 = f,éz = 3,63 =k
denilmesiyle kompakt olarak,

zeklinde ifade edilir (Bradbury, 1968).

10, DIFFERANSIYEL VEKTGR OPERATGRLERINN TENSGREL FORMU
10.1 Gradyent

Sifirinc: mertebe tensér alani,konumun basit skalar fonksiyonudur.
ﬁp(x4,x2,x3) skalar fonksiyonundan u¢ kismi tirev formile edilebilir. Bun-

lar,

3V 9V , Ay

3& 0%, 8x3

dir. Bir vektsriin bilegenlerini gosteren U¢ kismi tirev ortogonal dénisiimin
yardimiyla eskilerinden elde edilen yeni x{ koordinatlar: cinsinden ¥ nin

fonksiyonu olarak asagidaki gibi kurulur :

/

/ [
2,x3),x (x(,xz,xs))

/ 7 { f
V=Y (x, (X,,XZ,XJ>,X (x1,x »

2

Zincir kural:mi kullanarak,
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(10. D
elde edilir. Buradaki kisnmi tirevler,
_ , [ /
X, — X, (p)=Xy(x, xr (p»)
x; - - ‘. Ve )
X, xz(p)—O(i',L(xc x; (p») (10.2)

- = ‘-
X, xs(p)—ﬁQ%(xi x{ (p»

doniigim denklemlerinden elde edilir. Burada x, - X (p);degisken noktaya,u-
zaydaki sabit bir p noktasindan olan r yer vektdriiniin bilesenleridir.

Denklem (10.2) nin x; e gore tiirevi alindiginda,

__@ﬁ___o(l 9)(2 :D{ . 9)(3 -

- ) 1’2 ) 17
841 14 9&/ 9&’ 3

(10.3)

bulunur, Eger denklem (10.3) i,denklem (10.1) de yerine koyarsak,

9y el oy 9V
- =X _y + K,y «,
QXI 14 9x, 12 ox, 173 £

olur, x{ ve g; ye gore kismi tirevler ic¢in de benzer tirevier alinabilir.

Sonugta,x; e gére kismi tirev igin,

o=ty oy (10.4)
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elde edilir. Burada,

]
a('/ = 7 ve ,BJ -9
'Bxi ?xJ

gosterimi kullanilmiztir. Denklem (10.4) de ;¥ ,bir vektorin bilezenle-
ridir. Bu vektdsr ¥ nin gradyenti olarak adlandirilir ve V¢ olarak yazi—
lir. V ise vektdr operatdriniin semboliidir. Bu operatsr bazen del veya nabla

olarak adlandirilir. Burada V;
V=19 +39,+k9,
dir. Bir skalar fonksiyonu ilzerinde del in etkisi;
dv= grad ¥ = 13w +1 QW +k ¥ . (10,5

seklindedir. Kartezyen koodinatlarda ifade edilen skalar fonksiyonun grad-

yenti ise,

-y QY _ 3, 0% 4_ 0¥ 4
W= i T Y (10.6)

olur. Burada i,j,i ile birim kartezyen vektorler ifade edilmektedir. Key-

fi egrisel koordinat sistemlerinde V operatiriini nasi1l gésterecegiz? V7V

yi egrisel koordinatlar cinsinden ifade edecek olursak;

gry= Y ¢Es

oy v
qu Bx9

(10.7)
09k e

i\‘j:
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dir. Fakat, V’qk-ters baz vektérlerdir. Bsylece,
V= g<dLy
seklinde yazilir. Demek ki V semboliini,
V =8k, | (10.8)
: /
olarak gosterebiliriz. Her egrisel koordinat sisteminde gradyent vektori,
VA= gk, = @Y 0 v (10.9)

seklinde ifade edilebilmektedir.

10.2. Diverjans

Eger A bir vektdr alani ise,A nin ¢ bileseni koordinatlarimin fonk-

siyonudur. A nin bilegenlerinden matris formunda dokuz kismi tirev kurmak

mimkiindir :
QIA( B‘ Az a« A3
9,4, 2,4, 0, A, (10.10)
%AS EEAQ 2%A3
dr A ler ikinci mertebe bir tensdrun bilesenleridir. Bununla beraber,kls—

¢



47

mi tirev fikrini sonué bir ikinci mertebe tensér olacak sekilde genelleg-
tirmek mimkindiir. Bu genellestirme kovaryant tirev gibi bilinir. Denklem
(10.10) ile verilen tensdrun izi invaryanttir. Ve A nin diverjans: olarak
adlandirilir. A nin diverjans: V vekt6r semboli ile A nin nokta ¢arpim

gibi dusuntlebilir:

div A= V- A=03 A + QA+ Oy A

Eger A vektérii, Y skalar fonksiyonunun gradyenti ise,

div gradV = v.vy ==3,l’\ﬁ +3;q1/ +~Q31r)y

dir. Ayrica,

2 o
vV.V=v? =33’ + 9, +93

sik¢a kullanilan bir operatér olup Laplacian olarak adlandirilir.
Genellestirilmis koordinatlarda ise diverjans A herhangi bir vektor

alan: olmak lzere

-5
(DN

]

dir. Burada A' ler koordinatlarin fonksiyonudur. A ; herhangi bir vektor a-
lani,6rnegin elektrik alan olabilir. Bir vektor alaninin diverjans:, herhan-

gi bir egrisel koordinat sisteminde, V sembolik‘operatérunu kullanmakla a-
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sagirdaki gibi hesaplanabilir:

Voa= 8- &= 808, 2t + i, &
= &h 0 A% LY &
g
=9 e 4 [ < (10.11)

ilk terime bak:ldiginda bunun kartezyen koordinat sistemindeki diverjansa
benzer bir ifade oldugu gorilir. Kartezyen koordinatlarda baz vektsrler sip
hesiz sabit vektdrlerdir. Bu yiizden bunlarin tirevleri Sﬁflrdlr. Denklenm
(10.11) de goriilen Christoffel semboleri adini alan ‘42‘V1ar,genel egrisel
koordinatlarin sabit olmayan baz vektdrlerinin tirevlerinden gelmektedir.

(Bkz. Ek 1). Denklem (10.11) de goriilen Christoffel sembolinde iki indis i-

zerindendaraltma vardir. Buna gore;

k [ ‘! ' .
e =g% 12 (284, ag"f - 9‘9‘5 ) (10.12)
qu 9(1( Q?J

dir. 28?k g' c'iJ =—%‘i’i£— 3 §¢) oldugundan denklem (10.12) deki 1. ve 3. te-
¢! L

rimler birbirini gétirir:

L , , :
e =1r2 g-“J—g—‘g—’j,-J-— (10.13)
q .

Diverjans ifadesinde biraz daha basitlestirme yapmak mimkiindir.

Metrik tensorin defterminant:,



TR Y € (10.14)
idi. Bunun q; & gtre Lirevi alinirsa,
3; ijf/ 8 8y €u + &y _;2:;2‘1 8 e
* 8 gzé—%’;%— €y (10.15)
olur. Ayrica gy. g4j =1 oldﬁgundan,
5, 88Y =5 (10.16)

U

olur. Denklem (10.16) ve denklem (10.14) Un karsilastirilmasiyla

= {
S B QJU &8

oldugu gérulir. Denklem (10.15) deki diger terimler de benzer izlemlerle

diizenlenirse,
98 _ 08/ i O 2k Sa 3t
ol —& 8~ t——-8gg& " t—r—38§
g 99 L 99
ve ’
1/g 98 . ghi 08w (10.17)
aq( E)qk

VA =22 4 , =1//§__9_ 3 A (10.18)
0q' 28 o9 Jq’
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geklini alir. Bu ifade her egrisel koordinat sistemi icin gegerlidir.

10.3. Curl

C vektsri, bir A vektsrunin V sembolik operatdriyle vektsrel car pim

gibi yazildiginda;
C=VzxA (10.19
veya billesen formunda,
T Y (10.20)
dir. C vektéri A nin curl U olarak adlanQ1r111r.
Genellestirilmiz koordinatlarda bir vektsérin curl dni elde etmek i-

¢in;

C=V xhA= (@ Q HOxa, o)

=ad Ao, . Bk
=g’ x{(e*. Q} ALt A Q) ec

, . (10.21)
&) x@ Y oa - B g
(lei " L il 4
=€7 g - A T e g
Jlll

yazilabilir. Christoffel sembolleri iki alt indise gére simetrik, € ten-

sori ise antisimetriktir. Bu yilzden,
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/’_'——‘é GJ’// =0

v

dir., Boylece curl iin kontravaryant bilesenleri;
Y (10.22)
$eklihde ifade edilir (Bradbury, 1968)

11, LAGRANGE DENKLEMLER1

.Genellestirilmig kuvvet kavrami,verilen-bir koordinat sisteminde iv-
me i¢in kinematik ifadenin hesaplama metodu olarak kullanilir. Bu durumda
hareket denklemleri F=ma dén tiretilirler.

Bir parcgac:i:k ilizerine uygulanan bir korunumlu kuvvet yiziinden i¢ bo-
yutlu uzayda hareket ediyor olsun. Bir kisitlama olmadigini varsayalim. O
zaman parcacik li¢ bagims:z koordinata veya serbestlik derecesine sahiptir.

Genellestirilmis kuvvet bilezenleri,

Q; (11. 1)
aqk

seklinde kovaryant ddniisiim yasasina uyarlar. Burada q; ler kartezyen koor-
dinatlardir.0 zaman Qz = F; ler kuvvetin kartezyen bilezenleridir ve V;pa
tansiyel fonksiyonu olmak iizere,

IXi o O o (11.2)

99’4 ‘ 9% C,)X(: 9(][(

Q =



dir. ote yandan,

) - =Q (11.83)
dt g% gk k
oldugundan (Bkz. Ek 2),denklem (11.2) ve denklem (11.3) in taraf tarafa e- -

gitlenmesiyle

- d
- ¥ . ( T ) - of (11. 4

0%  dt 99, g~

) - (T-V> =0

it

(T-V)

dir. Buna gore demklem (11.4),

veya

=0 (11.%

seklini alir. Buradaki,
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lagrange fonksiyonu (Lagranjyen) adini alir.

Denklem (11.5);sistemin Lagrange denklemleri adini alir. Bu denklem-
ler yardimyla sistemin hareket demklemleri kuvvetleri bilmeye gerek duyma-
dan yazilabilir.

$imdi koordinatlar: birbirine baglayan bir denklem oldugunu varsalim

Bu denklem,

f < , ) >y =0 (11.6
q, 9, »9, 6
olarak ifade edilsin. Bu denklem bir koordinat: diger ikisi cinsinden ifa-
de etmemize izin verir. Bdylece genellegstirilmis koordinatlarin fonksiyonu

olarak kartezyen koordinatlar arasindaki ddnilisiim denklemleri,

geklini alir.

Denklem (11.6) ii¢ boyutlu uzayda bir yizeyi temsil eder. Parcacig:
bu ylzey izerinde tutmak i¢in belirli bir kuvvet gerekir. Bag kuvveti ola-
rak adlandirilan bu kuvvet yuzey tarafindan uygulaniyor olarak diisiiniilebi-
lir. Eger sirtinme yoksa bag (kisitlama) kuvvetinin yizeye dik olmas: gere-
kir. Bu yiizden bu kuvvet tarafindan pargacik lzerine iz yap:lmaz.

Parcaci1k tzerindeki kuvvetin dik bilesenlerine baglantil: olan yal-

niz iki genellestirilmis kuvvet bileseni vardir. Bunlar,



Qu =i F) (x=1,2;i=1,2,3)  (11.7)
14
Ig

olarak ifade edilirler. Buradaki F; ler pargacik izerindeki net kuvvetin
kartezyen bilesenleridirler ve bag kuvvetlerini de icerirler. Par¢acik bir

ds miktar: kadar yer degistirirse,onun iizerine yapilan ig,
dw= F. ds = F; dx; (11.8)

dir. ds vektori elbette bag yizeyi lzerinde yatmak zorundadir. Burada dx.

yerine,

‘bxi : ‘
dx; = dqa< {11.9)
9

yaz1p ve bunu ig ifadesinde kullanirsak,

a9
9%

dw= F( d.X( = F.

; dqp< = Q, dqx (11. 10

olur.'F; dx; toplam igerisinde i¢ terim,Q, dq, toplam igerisinde ise
yalniz iki terim vard:r. $Simdi pargac:ik lizerine uygulanan kuvvetin kartez-

yen bilesenlerini biri C; kisitlama kuvveti,digeri igerilen diger bitun G

kuvvetleri olmak izere i1ki kisma ayiralim:

B. =C. + G- (11,11

Kisitlama kuvveti is yapmadiZindan;
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dq, = Qydq, (11.12)

seklini alir. iki q, ve q, koordinat: bagimsizdirlar, bu yizden,

B S (11.13)
dq,

ifadesi dogrudur. Genellestirilmis kuvvet bilegenleri baf kuvvetini igermez

ler. Eger bag kuvvetinden bazka diger biitin kuvvetler bir potansiyelden ti-
retilebilir ise;

Q¢=-—7i——ax—"—— S L (11.18
09, 0% 09x

yazilabilir. Bu ylzden Lagrange denklemleri,

d T 2T . o = - v
. - K —'
ot 9 Aex A (11.1%)
d (2= y - -y, L=T-V
e 2q, L

olurlar. Béylece bag denklemi yardimiyla Lagranjyen den, koordinatlardan bir

elenirse,kalan iki koordinat ig¢in hareket denklemleri dogrudan dogruya denk

lem (11.15) den elde edilebilir. Eger,
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f,4q, 9,9, =0, f,¢q.,q ,9,) =0 (11.16)

gibi iki kisitlama denklemi varsa,o zaman yalniz bir bagimsiz kooardinat
vardir. Bu durumda Lagranjyenden,q2 ve q, elimine edildiginde sadece,asag:-
daki gibl yalmiz bir Lagrange denklemi olur:

AL
d (%, -t (11.17)

St 94 94

Bu durumda pargacik denklem (11.16) yizeylerinin arakesiti olan bir
egri ilizerinde hareket etmeye kisitlanir,
Genellestirilmis momentum,

oL
x = (11.18)

oL M

seklinde tanimlanabilir. Genellesztirilmis momentum, kanonik momentum veya
eslenik momentum olarak da isimlendirilebilir. Bu durumda Lagrange denklem—

leri;

by -5 - (11.19)
9%

sekline girer.

Lagranjyen icerisinde bir koordinat asikar olarak gézikmezse bu ko-
ordinata kars: gelen egslenik momentum bir hareket sabiéi olur. ¢ilinki bu du-
rumnda éﬁ = 0 olacagindan Fyx = sabit dir.

Degisik niceliklerin doniisim Szelliklerini ortaya koymak igin L yi;
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1=1/2 m g, 9% 7 -V (g, 9, 4, ) (11.20)

olarak yazalim. Alt indisler 1 den 3 e, 1 den 2 ye kadar degizir veya tek
bir degeri igin k151t1an1rlar.‘Kanonik momentumlar,
oL . B

P = —~ =mg, . q (11.21)
- g 3
BQd f

dir.

12, HAMILTON DENKLEMLER!

Bir Lagranjyen ile tanmimlanan bir sistemin hareket denklemleri Ha-
milton formilasyonu olarak bilinen baska bir formda yeniden diizenlenebilir.
Hamiltonyen;

H= By ¢, - L (12. 1

9

olarak tan1mlan;r. Burada toplam, sistemin serbestlik derecelerinin sayis:

tizerindedir. Bir &rnek vermek gerekirse;bir pargaciktan olusan bir sistemin

bir holonom kisitlamas: var ise,serbestlik derecesi iki olacagindan
Boax =8 9 *F 4,

olur.Hinin toplam diferansiyeli,
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oL
e

. . L
di= P, dq_ *+ U B~ d%&--

dg EE;.dt (12.2
q - .
9‘3« o

dir. Burada déx ) dﬁ% st' matematiksel varyasyonlar dir ve bir pargacigin
ger¢ek yorungesi uzerinde komsu noktalar arasinda hesaplanacak farka esit

olmalari gerekmez. Burada,

P o = 12.3)
= = (2.
A : ’
L | 4 9g ‘
oldugundan denklem (12.2);
‘ . b oL (12
di= q  dF, - Py dqd % dt 12.4)

sekline indirgenir. Farz edelimki daha dnce yazdifimz Ex =m g

” q,s bagin-

tilar:,q, 1igin ¢ozilsinler ve qﬁ lar Hamiltonyenden elimine edilsinler. O
zaman bu bagint: 9, nin fonksiyonu olarak gozikir. Bu takdirde H nin toplam

differansiyeli,

ot o, O , o

dH= d
A X ha, = ot

dt (12.5

olarak ifade edilebilir. Denklem (12.4) ve denklem (12.5) in karsilaztiril-

masiyla,

. o ) o4 oL

(12.6

ek % eek ok ok

oldugu gérilir. Bunlar kanonik Hamilton denklemleri olarak bilinirler. Bu
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denklemler bir sistemin hareket denklemlerini elde etmek i¢in Lagrange denk

leri yerine kullanilabilir.

Eger asikar olarak zaman: igermiyorsa Hamiltonyen hareket sabitidir.

H nin zamana gore toplam tirevi;

#
= S i (12.7)

dir. Denlem (12.6) den;

o4 oH oL

" = o7 = - z;;—— (12.8)

yazilabilir. Bu yiizden Q'L/’a t = 0 ise H bir hareket sabitidir.

Denklem (12.6) denklemine,Q(’, P cisinden birinci mertebe denklem-
lerin bir kimesi olarak bakmak mimkindiir. Kisitlamasiz (bagsiz) tek bir par-
¢acik i¢in 6 adet béyle birinci mertebe denklem olacaktir. Parcacik, i ko=
ordinat ¢ momentten olusan 6 boyutlu bir uzay olan faz uzayinda kendi yo-
ringesi tarafaindan tan1mianabilir.

Basit korunumlu sistemler i¢in Hamiltoyenin toplam enerjiyi temsil

ettigini géstermek mimkindir. Gergekten;

P = T §q = 2T (12.9)
X 9y mgo{p 9 e

oldugundan Hamiltonyen ifadesi,
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H= 2T - (T-¥> =T + V (12. 13

dir. Burada H nin toplam enerji ile ezdegerligi yalniz basit korunumlu sis-
temler i¢in gegerlidir., Lagrange veya Hamilton formilasyonu ile tanimlana-
bilen en genel sistemlerde H nin mutlaka toplam enerjiyi temsil etmesi dog-

ru degildir (Bradbury, 1868).

13, 5TRESS VE STRAIN TENSORLER
13.1. Stress Tenssri

Elastik bir ortamn stress durumu, keyfi bir ¥ noktasinda bulunan 4¥
elemanina etkiyen kuvvet bilindiginde tayin edilir. r,M nin yer vektsri ve
n ise d0 ya dik bir birim vektdr olsun. O zaman dF ya etkiyen kuvvet,Pdl
dir. Burada P stress i,r ve ﬂ gibi iki vektérin P(r,ﬁ)seklinde bir fonksi-

yonudur. (§ekil 13.1).

Sekil 13.1 NFoktanin konum ve

‘ dogrultusuna bagli elastik or-
r N
////// tamda alan eleman: Uzerindeki

%

stress.
X )
P(r,n) fonksiyonu,stress tenséri olarak adland:irilan ve yalnizca r

ye bagli olan belirli bir ikinci mertebe tensorden ¢ikarilabilir.

M noktas: civarinda kenarlar: K kartezyen koordinat sisteminin ek-
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senleri boyunca yanelmis bir elemanter dort yizlu kuralim (Sekil 13.2).

Sekil 13.2 Dort yizlinin yizey

1 lerindeki stress ler.

Xy 1%, 1 Xy ‘eksenlerine dik yizeylerin alanlarznl,dc}miz,dQ}iie gos
terelim. dT, ise n birim normale sahip egik yiizeyin alanin: temsil etsin.
Ayrica B, 40 , E’_2 dao, , P_3 dab, ve P, d5, ler alanlar: df , d@ , df, ve

df, olan yizeylere etkiyen kuvvetler olsun. Eksi isaretleri P, ,P

, P

stress lerinin dért yiuzlinin dis yluzeylerine etki ettigini ifade eder. Dort
yizlinin dis normalleri koordinat eksenlerine z:it ydndedir. Etki=Tepki yasa-
2 3

s1yla;dért yiizlinln i¢ ylzeyine etkiyen P, 4G , B, d4p, , F, dt§ kuvvetleri

dis ylzeylere etkiyen kuvvetlere esit ve zit yonlidir. Yani,

dir.
$imdi a y: dért yuzluntin kitle merkezinin ivmesl ve f yi dort yuzli-
nin birim kiitleye etkiyen kuvvet olarak alalim. Newton un ikinci yasas: yar

dimyla

a dm = f dmt P, 40, + P__' ag + F’_2 d()_l + P_3 d 0,

(13. D

f dmt B, 4T, - B, d0 - B 4D, - B 4O



62

yazabiliriz. Burada dm,dsrt yuzlinin kiitlesidir. Limit halde dart yizlu X
noktasina ¢ekilirken,
3

=) P, do; (13.2)
! ¢ ¢
=f

P, 40, = K a0 + B, d0, + B, 40

-

olur. ¢inki dm yi igeren terimler dsrt yiuzli hacmiyle orantilidir ve denk-
lemde igerilen alan elemanlariyla karsilastirildiginda ibmal edilebilecek

biiylikliktedir. Bu ylzden,
d% =40, cos (n,x;) = n, 40, , (13.3)
oldugundan,n birim normali alan eleman: lzerindeki stress,
3
B, = ji P n, =906 n (13. 4
[

ile verilir. P

» nin X sisteminin eksenleri izerindeki gérintisinin alinma-

si1yla,
. i,j,k=1,2,8

elde ederiz. Burada P, lar (i,k=1,2,3) K noktasindaki l¢ ortogonal alan e-
leman: lzerine etkiyen, i=k cldugunda normal i#k oldugunda ise teget olan do-
kuz elemanl: bir kimedir (Sekil 13.3).Py lar izerine stress etkiyen alanmin
n yonelmesinden bagims:z olmakla beraber,bu dokuz nicelik ¥ noktasina ba-

gimladar. Bu yizden keyfi bir n ig¢in P 1 belirtmemize izin verir. Bilesen-
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leri P& olan fiziksel nicelik elastik ortamin her bir noktasindaki stress

durumunu yegane clarak tayin eden stress tenséri olarak adlandirilir.

Sekil 13.3 Kiib in Ug¢ ortogonal

eleman: izerine etkiyen (P,

A

J P, B ) l¢ stress vektorinin
K//’ X, bir seti zeklinde stress ten-
X soru.

Simdi Py nin tensor karekterli oldugunu gésterelim. Fy min tamim
n normali {zerine kisitlama koymadigindan genellikten kaybimz olmaksizan

K3 4 4 . K] 3 4 ) ) K} v + .
yeni K sisteminin i inci eksenini n boyunca alabiliriz. Bu durumda,

. ' A 4 4 { !
olur. X ve K* sistemleri sirasiyla 11 v i, y 1, ve f{ ’iz ,i ortonormal baz

larina sahiptir. K nin 1 inci ekseni tizerindeki n normalinin gorintisi olan

nL,

n, =n.i =1 -§ = (13.5)

‘L , L
ile verilir. Burada <XM_K nin 1 inci ekseni ile K nin 1 inci ekseni arasin

daki acinin kosinisidir. Boylece,
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L P (13.6)

yazilabilir. Gte yandan, P, nin K' daki X 1nc: eksen lzerindeki gorintisu

alindiginda,
(13.7)

elde ederiz. Denklem (13.7) ve denklem (4.3) in karsilastirilmas: Pﬂ:

.nin

bir ikinci mertebe tensér oldugunu ortaya koyar.

13.2. Strain Tenséru (Deformasyon)

Elastik cismin; A ve B gibi iki komsu noktas: verilsin. Bir deformas-
yonla A ve B yeni 4” ve B yeni konumlarina getirilsin. A ve B de;r ve
r+ 4 r yer vektorlerin A ve B’ de;r + Ur) ve r +4 r + Ur +4 ryyer vek-

torlerine sahip olsun (Sekil 13.4).

Sekil 13.4 Elastik cismin deformasyonu
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Burada U(r) ve U{r+ A r) vektorleri deformasyon sonunda A ve B ncktalarinin
yer degistirmesini tanimlar. (Sekil 13.4) de gdsterildigi gibi, noktalarin
relativ konumu deformasyondan dnce Ar ile,deformasyondan sonra ise,A'”loliC

Far? ecledim /</; U} 6//2;'9*7/&'7' Uy =4, ()(I)Xl)(z) dogn Forurnurn  bir FOﬂéS({YOnu ofsu . Buro: Jélrt;

/o ) .
Ax{' = Ax; + U x, +A A{,X2‘+A X, Xy t+Ax, )

H

Ui (x4 1 X, »Xg )

yazabiliriz. Taylor teoremini kullandiktan sonra ikinci mertebe terimlerin

ihmal edilmesiyle

Ax, = Ax + QU Ax, 18,10
X,

yazabiliriz. Dikkat edilirse,
Ax‘./ Ax(.’ = (Z]r’)l, Ax, Ax, = CAr )% (x3.11)

dir. Denklem (13.10) iUn karesini aldigimzda,

(A F- Ar o=z QUi Ax; Ax, ¢ U QU Ax, Ax

e ‘ e 0x
=2 Uy, Ax,  Ax_, (13.12)
olur. Burada,
‘
U, = 1/2 (2 Qe Ok W, (13.13)

e M X X
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dir. Bu yiizden elastik cismin herhangi iki noktas: arasindaki mesafedeki de

gisiklik Uy mniceligiyle belirtilir ve bu nicelik deformasyon tenséri ola-

rak adlandirilar.

Uy nin gergekten bir tenssr oldugunu gostermek igin yeni bir K sis

temine doniisiim yapal:m:

/ f ( !
oy, e DUI‘ Quf ) (13.14)
o o, x; O,

U= 172 (

]

ote yandan K* den K ya

/ CIR15)

L ] B / .
X, = . X' + x/,
1 0%4 12 !

déntsiminden yararianm larak,

I » |
—_—A N (1 1E
‘0(1<4, . (13.16)
7/ .
(QXL_
incic kuraliny kullauvaraX,

yazabiliriz. Zinc

Uy =1 /2 /aXm <4{,$v7 Uy 9}(", aXm y
. 0. Ly Dm B D
'9/\’,,7 (_QZ/,\Y),\ ) 8-—X—/— an \7{{5 Uj) Qxl,c )
PR Au, ; 7 .
—-.:./,:.xp({',m Xm V{k,(, +oX n Q/{/In
- ©4n

Y . U
+“L’r9’ Ui A5 = Heh )

= ofy . 1/2 (
m e X, Dm D O
DU 2Un 20, DuUr
= Dﬂﬁ A 12« + + ) (13.17)
m Tkn 9)(0 DX O%m OXa
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elde ederiz. Denklem (13.13) ile denklem (13.17) nin karsilastir:lmas:iyla

/ .
Uy, = 0<l/m At Un (13.18)

sonucunu verir. Denklem (13.18) ve denklem (4.3) Un karsilastirilmasa Q@
nin bir ikinci mertebe tenstr oldugunu ortaya koyar (Borisenko and

Tarapov, 1968).
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14. SONUC

Fizikteki temel yasalarin herhangi koordinat sisteminden veya tamim-
lama bigiminden bagimsiz olmas: fizigin temel prensibidir. Fiziksel bir o-
layin tamimlanmasinda koordinat sistemleri mutlak gereklidirler. Olay: ta-
nimlamakta yapilabilecek en iyi sey fizik yasalarini koordinat sistemlerin-
den bagimsi1z olarak ifade etmektir. Bunun da tenssr analizi ile yapilabile-
cegini burada gostermeye galigtik.

Tensérin tanimindan yola ¢ikarak konular her koordinat éisteminde
gecerli oclabllecek gekilde ele alinip incelenmistir. Yani, genel ifadeler
tamimlanmstir. Uygulamada ele alinan konular da ayni 6zellikte olup‘diger
fizik yésalar1n1n da bu sekilde ifade edilebilecegi gosterilmis.

Matematiksel bir nicelik ola}ak kars1m;za.glkan tensrlerle elde e-
dilen denklemler,niimerik olarak ¢oziim kolayllg1 sagladig:r gibi bilgisayar
programlari igin de biiylik bir kolaylik getirmektedir. Tenstrel ifadeler‘o—
larak kullamici tarafindan hazirlanan ifadelerle istenilen koordinat sis—
minde ve verilen herhangi degerlerle problemin nﬁmerik olarak hesaplanmasi

minmkin olmaktad:r.
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EK.1. Vektorlerin Turevi

Genellezstirilmiz kooardinatlar ve baz vektorler cinsinden infinite-
simal bir deplasman vektoéru de= dq‘ %I‘ olarak ifade edilir. Parcacik hizi-

n1 hesaplamak icin bunu dt ye bilersek,

-~
(122N

olur. §' ,qz ve §° nicelikleri hizin kontravaryant bilesenleridir, fakat
bunlar ekseriya genellestirilmis hiz bilesenleri blarak adlandirilir. ivme
nin hesab: béyle kolay degildir,clinkii baz vektdrlervektérel fonksiyonlardair
Formel olarak iQme yukaridaki hiz ifadesinin tirevinin alinmasiyla hesapla-

nir:

Bu yitizden problemimiz baz vektdrlerin nas:l tirevlendigini. Sgrenmektir. Bu

rada,

dé: _ Je; 51‘;
i dgf

yazariz ve 'kismi tirevleri hesaplar:z. Herhangi bir koordinat sisteminde
baz vektérleri kartezyen i,j,% vektérleri cinsinden ifade etmek mimkindiir.
Bu durumda kaybimiz kovaryansin kaybidir. Bu yiizden hesabimizi bitin nice-
likleri genellestirilmis koordinatlar cinsinden ifade edefék yapacagiz.

Baz vektsrlerin klémi turevlerinin, baz vektdérlerin lineer komEinas—

yonlar: olduZu dnermesiyle ize baglariz:



Buradaki baz vektdrlerin gf* katsayilar: ikinci tirden Christoffel sembpl
leri olarak adlandiril:ir.

Christoffel sembollerinin Snemli Szelligi iki alt indise gdre simet-
rik olmasidir. Bu durum baz vektdrlerin kartezyen birim vetdrler cinsinden

ifadesiyle kolayca ispat edilir.

4. oxx L
¢ .
9¢
.idi,tﬁrev al:irsak,
A
D8 _ J ne g N 0 Xk
= { = - ik

“bulunur. Bu

N

ﬁéj Tk P
~= ; i

%q¢ P9t 9¢! K

A -,
08, _ ¢

9 qJ 0 qi | Y g

oldugu yani Christoffel sembolinin i,Jj alt indislerine gore simetrik oldugu

anlasilir.



EK.2. ikinci Newton Yasasinin Kovaryant Formu.

Newton un ikinci yasa51n1,Ak kovaryant ivme bilesenleri cinsinden,’
Q= m Ay

olarakxifade etmek mimkiindir. Q) bilesenleri kuvvetin kovaryant bilegenleri
dirler, fakat bunlar ekseriya genellestirilmis kuvvet bilesenleri olarak i-
simlendirilirler. Yukaridaki denklem bir vektor denklemi oldugundan butin
koordinat sistemlerinde gecerlidir. Amacimz genel kovaryant formda Newton
un Il. yasasinin ifadésini meydana getirmektir.

Bslim 7 de ifade edildigi gibi,dsa‘= g&' dg‘ dq¥ iie verilen bir
¢izgi elemanimin ifadesiyle parcacif:n kinetik emnerjisi genellegtirilmig

hizlar cinsinden kuadratik formda ifade edilebilir:

Q_ [ .
T=1/2 m(==_ 5 =1/2m g, ¢ &
ok i

Kinetik enerji,metrik tensdrin koordinatlara bagiml:ligindan genel-

legtirilmis koordinatlarin bir fonksiyonudur. Bu ylzden,

LT 172 m —_'a&'f ‘él" qi

dir. Ayrica metrik tensdr hizlara bagl: olmadigindan,

T

o " B

[
L

q

dirj

Simdi Newton un II. yasas:ini uygun formda ifade etmek miimkindir:



QA=mAk

idi Ak degeri yerine de

A = J ( “'> 1/2 26
/< - o"é géc' 4 E)c;k

koyarsak (Bradbury,1968),Q, ifadesi,

olacaktir. Burada,

985 .o .,
172 __ff gt g/ = jzz—
k991< 394
ve
g g =1/2 ot
& aqk

a
Q =m = ¢ L a7 y - EL—
H M gk Do
_d o or 9T
Jf g+ g~

geklini alir.



