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OZET

DIFFERANSIYELLENEMEYEN OPTIMiZASYON PROBLEMLERI ICIN ZAYIF
SUBGRADYANT TEMELLI COZUM YONTEMLERI

Giilgin DINC YALCIN
Endiistri Miihendisligi Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Endiistri Miihendisligi Anabilim Dali, Ocak, 2017
Danisman: Prof. Dr. Refail KASIMBEYLI

Bu tezin amaci, differansiyellenemeyen ve disbiikey olmayan kisitsiz
optimizasyon problemleri i¢in zayif subgradyant kavrami kullanilarak bir ¢6ziim
algoritmast gelistirmektir. Zayif subgradyant kavrami, fonksiyonlarin grafiklerinin,
digbiikey analizdeki hiperdiizlemler yerine konilerle desteklenmesi fikrine dayandigindan
zay1f subgradyant digbiikeylik talep etmez ve dolayisi ile daha genis bir fonksiyon sinifini
kapsar. Ancak zayif subgradyantlari hesaplamak kolay bir is degildir. Bu sebeple
oncelikle zayif subgradyantlarin tahmini {lizerinde g¢alisilmis ve zayif subgradyantlar
yonlii tlirevin zayif subgradyantlarin  supremumuna esitligi hakkindaki teorem
kullanilarak tahmin edilmistir. Daha sonra zayif subgradyant algoritmasi gelistirilmis ve
sabit adim uzunlugu, azalan adim uzunlugu ve dort farkli dinamik adim uzunlugu olmak
lizere toplam alti1 adet adim uzunlugu ig¢in algoritmanin yakinsaklik o6zellikleri
arastirilmistir. Gelistirilen zayif subgradyant algoritmasi, Python programlama dilinde
kodlanmistir. Son olarak literatiirde differansiyellenemeyen ve digbiikey olmayan sadece
kutu kisitlarina sahip olan optimizasyon problemleri gelistirilen zayif subgradyant
algoritmasi ile ¢ozlilmiis ve algoritmanin performansi tizerinde tartisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Differansiyellenemeyen optimizasyon, digbiikey olmayan

optimizasyon, kisitsiz optimizasyon, zayif subgradyant, ¢oziim algoritmasi



ABSTRACT

WEAK SUBGRADIENTS BASED SOLUTION METHODS IN NONCONVEX AND
NONSMOOTH OPTIMIZATION

Giilgin DINC YALCIN
Department of Industrial Engineering
Anadolu University, Graduate School of Science, January, 2017
Supervisor: Prof. Dr. Refail KASIMBEYLI

The aim of this thesis is to develop an algorithm for nonsmooth nonconvex
optimization problems by using weak subgradient. The idea of weak subgradient is based
on supporting cones to graphs of functions instead of hyperplanes in convex analysis.
Therefore, weak subgradient does not require any convexty assumption and thereby
involve broader class of functions. However estimating of weak subgradients is not an
easy task. For this reason, firstly the estimating of weak subgradients are studied and the
weak subgradients are estimated by using the equality of directional derivative and
supremumu of weak subgradients. Then, the weak subgradient algorithm is developed
and investigated the convergence properties for totally six stepsize parameter as constant,
diminishing and four different type of dynamic step sizes. The proposed weak subgradient
algorithm is coded with Python. Lastly, the test problems from literature that are
nonsmooth and nonconvex and has onl box constraints are solved by the proposed weak
subgradient algorithm and the performance of the algorithm is discussed.

Keywords: Nonsmooth optimization, nonconvex optimization, unconstrained

optimization, weak subgradient, solution algorithm
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1. GIRIS

Differansiyellenemeyen optimizasyon, amag¢ fonksiyonunun ve/veya kisitlarin
tiirevinin olmadig1 problemlerle ilgilenir. Veri analizi, optimal kontrol problemleri, ¢esitli
miithendislik uygulamalari, goriintii onarma, dogrusal olmayan gelir vergisi problemi gibi
bir ¢ok gergek hayat problemleri tiirevlenemeyen yapidadir. Differansiyellenemeyen
optimizasyon, 1950’lerde R.T. Rockafellar ve W. Fenchel tarafindan verilen
subdifferansiyel kavramina dayanmakta olup bu alandaki ilk ¢6ziim ydntemleri
1960’larda V.V. Demyanov, N. Shor, Y. Ermolyev ve meslektaslar1 tarafindan
gelistirilmistir. Digbiikey fonksiyonlar i¢in tamimlanmis olan subgradyantlar,
gradyantlarin genellestirilmis halidir ve fonksiyonun tiirevinin olmadigi noktalarda
gradyant yerine subgradyant kullanilir. Subgradyantlar digbiikey fonksiyonun epigrafinin
destek  hiperdiizlemlerin  normal  vektorleridir.  Subgradyant metotlar1  ise
differansiyellenebilen optimizasyondaki gradyant yontemlerinin genellestirilmesidir.
Differansiyellenebilir optimizasyondan farkli olarak keyfi subgradyant yoniinde gitmek
azalan yoOnii garanti etmez. Bu sebeple zigzaglar cizerek ilerler ve yakinsaklik hizi
yavastir. Ancak uygulamasi kolaydir. Shor (1985) ise subgradyant metodunun digbiikey
fonksiyon sinifi ile sinirli oldugunu eksiklik olarak belirtmistir.

Azimov ve Kasimbeyli (Gasimov), 1999 yilinda disbilkey olmayan ve
differansiyellenemeyen optimizasyon problemlerine yonelik daha analitik bir yaklagim
ile subgradyant kavramini genellestirerek ilk defa zayif subgradyant kavramini
tanimlamiglar ve bdylece digbiikey olmayan optimizasyon problemlerinin optimal
¢oziimlerinin hem karakterizasyonu hem de hesaplanmasi yoniinde olanak saglamislardir.
Aslinda zayif subgradyant kavrami, fonksiyonlarin grafiklerinin, digbiikey analizdeki
hiperdiizlemler yerine konilerle desteklenmesi fikrine dayanmaktadir. Bu da aslinda
optimizasyon ve genellikle yoneylem arastirmasi problemleri ile ilgili uygulamalarda ¢ok
giiclii bir kistas olan digbiikeylik kosulunun esnetilebilmesi yoniinde 6nemli bir adim
olmustur. Bu kavram kullanilarak ilerleyen yillarda, disblikey olmayan ve
tirevlenemeyen optimizasyon problemlerinin optimal ¢dziimlerinin arastirilmasi
yoniinde onemli ¢alismalar yapilmistir. Kisitli optimizasyon i¢in  etkili tiirevsiz
(derivative-free) algoritma Kasimbeyli (Gasimov) (2002) tarafindan gelistirilmistir, daha
sonra bu algoritma Kasimbeyli (Gasimov)ve Rubinov (2004) tarafindan genellestirilmis

ve Burachik vd. (2006) tarafindan c¢esitli yakinsaklik 6zellikleri 6nerilmistir.



Bu tezin amaci,

min f(x)

x €EX

f:R™ - R gergel degerli fonksiyonu seklinde tanimlanan differansiyellenemeyen sadece
kutu kisitlarina (box constraint) sahip olan ve disbiikey olmayan optimizasyon
problemleri igin zayif subgradyant kavramini kullanan bir algoritma gelistirmektir. Ancak
tipk1 subgradyantlarda oldugu gibi pratikte zayif subgradyantlari: da hesaplamak kolay bir
is degildir. Bu sebeple oncelikle zayif subgradyantlarin tahmini tizerinde galisilmis ve
zaylf subgradyantlar yonlii tiirevin zayif subgradyantlarin supremumuna esitligi
kullanilarak tahmin edilmistir. Daha sonra zayif subgradyant algoritmasi gelistirilmis ve
sabit adim uzunlugu, azalan adim uzunlugu ve dort farkli dinamik adim uzunlugu olmak
lizere toplam alti adet adim uzunlugu icin algoritmanin yakinsaklik o6zellikleri
aragtirtlmistir. Gelistirilen zayif subgradyant algoritmasi, Python programlama dilinde
kodlanmustir. Son olarak literatiirde differansiyellenemeyen ve disbiikey olmayan sadece
kutu kisitlarina sahip olan optimizasyon problemleri gelistirilen zayif subgradyant
algoritmasi ile ¢6zlilmiis ve algoritmanin performansi tizerinde tartigilmistir.

Ikinci boliimde tez boyunca kullanilan genel gdsterim ve tanimlar verilmis,
subdifferansiyel tanimi ve Ozellikleri ile subgradyant algoritmalarindan ve zayif
subdifferansiyel tanimi ve 6zelliklerinden bahsedilmistir. Ugiincii béliimde ise zayif
subdifferansiyelin nasil tahmin edildigi 6nermeler ve ispatlari ile agiklanmistir. Dordiincii
boliimde ise differansiyellenemeyen  digbiikey olmayan kisitsiz optimizasyon
problemleri i¢in gelistirilen zay1f subgradyant algoritmasi verilmis, ele alinan toplam alt1
adim uzunlugu ic¢in yakinsaklik 6zelliklerinin onermeleri ve ispatlar1 agiklanmgtir.
Besinci boliimde ¢ok fazla yerel optimal degere sahip bir fonksiyonda zayif subgradyant
algoritmasinin ¢alismasi, zayif subdiffereansiyelin ¢ degerinin belirlenmesi, zayif
subgradyant algoritmasinin iteratif ilerlemesi ve f'¢V > f* ile dinamik adim uzunluguyla
f' < f* ile dinamik adim uzunlugunun birlikte nasil kullanilabilecegi analiz edilmistir.
Daha sonra altinci boliimde literatiirden alinan differansiyellenemeyen ve digbiikey
olmayan sadece kutu kisitlarina sahip olan optimizasyon problemleri, bu problemlerin
gelistirilen zayif subgradyant metodu ile elde edilen sonuglari verilmis ve sonuclar
tartisilmistir. Son olarak yedinci boliimde sonuglardan ve gelecekte yapilmasi planlanan

caligmalardan bahsedilmistir.



2. DIFFERANSELLENEMEYEN OPTIiMiZASYON

Differansiyellenemeyen optimizasyon, differansiyellenemeyen fonksiyonlarin en
kiiciiklenmesi veya en biiyliklenmesi ile ilgilenir. Bu tip problemlerinin veri analizi,
optimal kontrol problemleri, ¢esitli miihendislik uygulamalari, goriintii onarma, dogrusal
olmayan gelir vergisi problemi gibi bir ¢ok pratik alanlarda uygulamalar1 vardir. Bu

tezde

min f(x) )

f:R™ = R gergel degerli fonksiyonu seklinde tanimlanan differansiyellenemeyen sadece
kutu kisitlarina (box constraint) sahip olan ve disbilkey olmayan optimizasyon
problemleri ele alinacaktir.

Oncelikle tez boyunca kullanilan genel gdsterim ve tamimlar verilmis,
subdifferansiyel tanimi ve Ozellikleri ile subgradyant algoritmalarindan ve zayif

subdifferansiyel tanimi ve 6zelliklerinden bahsedilmistir.

2.1. Gosterim ve Tanimlar

Bu béliimde tez boyunca kullanilan genel gosterim ve tanimlar verilecektir.

RY:={y=u.--):Yy; = 0,i=1,..,n} olsun. Tez boyunca R} negatif
olmayan gergel sayilar kiimesini gosterecektir.

X,y € R™ olmak tizere (x,y) skaler ¢arpimi (x.y) = X', x;¥; olarak tanimlanir
ve burada x;, y; € R gosterimi x Ve y vektorlerinin i. bilesenleridir. ||x|| olarak gosterilen
norm igin l,, l; ve I, normlari sirast ile ||x||, = ({x, x))'/?, x|y = X7yl ve

x|l = max|x;| olarak hesaplanir.
1<isn

clY ve coY sirast ile Y € R™ kiimesinin kapanisin1 ve disbiikey oOrtiisiinii

gostermektedir.

Tamim 1: Y c R™ kiimesinin digbiikey Ortiisii

coY ={x eR™Mx = /hxi,Z/li =1,x! €Y, =0,k > 0ve tamsayi}

k k
i=1 i=1

olarak tanimlanir.



Tammm 2: f : R™ — R fonksiyonu,

fAx+ A -Dy)< Af () + A —-Df(y) Vx,y ER™ A€][0,1]
ise digbiikeydir.
Tanmm 3: x € R™ olsun.

f) —f@I<Llly—xll vxy €R"

olacak sekilde bir L (Lipschitz sabiti) negatif olmayan sabit var ise f:R™ - R
fonksiyonuna Lipschitz fonksiyonu denir.

Tammm 4: x € R™ olsun.

fO)—f) = —Ll|ly — x|

olacak sekilde bir L negative olmayan sabit say1 (Lipschitz sabiti) ve x noktasinin bir
N(x) komsulugu var ise f: R™ — R fonksiyonuna x noktasinda alttan yerel Lipschitz
fonksiyonu denir. Eger bu esitsizlik Vy € R™ i¢in saglanirsa, f fonksiyonuna x
noktasinda alttan Lipschitz denir.

Tanim 5:

Ag) —
f'(x 9) = lim flx+ i) f(x)

olarak tanimlanan limite f fonksiyonunun x noktasindaki g € R™ yoniindeki yonlii tiirevi

denir.

Tamm 6: C S R™ kiimesi tim x € C i¢in A > 0 olmak tizere Ax € C ise konidir.

2.2. Subgradyant

Digbiikey fonksiyonlar i¢in tanimlanmis olan subgradyantlar, gradyantlarin
genellestirilmis halidir ve fonksiyonun tiirevinin olmadigi noktalarda gradyant yerine
subgradyant kullanilir. Subgradyantlar digbiikey fonksiyonun epigrafinin destek

hiperdiizlemleridir.
Tamm 7: f: R™ — R fonksiyonu digbiikey olsun.

fM=z f)+wy—-x), VyeR" 1)

kosulunu saglayan v € R™ vektoriine f fonksiyonunun x noktasindaki subgradyanti

denir.



Denklem (2.1)’den goriilmektedir ki f fonksiyonunun x noktasindaki
subgradyantlarinin koleksiyonu digbiikey kiimedir (Bazaraa, Sherali ve Sheety, 2006). f

fonksiyonunun x noktasindaki subgradyantlarinin kiimesine,
ofx)={veR“f(y) =z f(x) +{v,y—x),Vy €R"}
f fonksiyonunun x noktasindaki subdifferensiyali denir.
Teorem 1 (Bazaraa vd., 2006, Teorem 3.2.5,5.107) : f: R™ = R fonksiyonu digbiikey
olsun. x noktast i¢in, epi f fonksiyonun epigrafini (x, f(x)) noktasinda destekleyen
H={y a:f()+{vy—x)=a}

hiperdiizleminde v € R™ vektori vardir ve f fonksiyonunun x noktasindaki

subgradyantidir.

Teorem 2 (Shor, 1985, Teorem 1.7, 5. 9) : f:R™ — R fonksiyonu disbiikey olsun. f

fonksiyonunun x noktasindaki subdifferansiyeli sinirli, digbiikey ve kapalidir.

Sonug 1 (Shor, 1985, Sonug, 5.12): f: R" — R fonksiyonunun global minimumu ¥ € R™
noktast i¢in 0 € df () olur.

Digbiikey fonksiyonlarin yonlii tiirevlerinin bu fonksiyonun subgradyantlarin
noktasal maksimumu olarak gosterimi {lizerine olan teoremi digbiikey analizin ana
teoremlerinden biridir (Borwein, 1982; Shor, 1985; Borwein ve Lewis, 2000; Bagirov,
Karmista ve Mikeld, 2014).

Teorem 3 (Bagirov vd., 2014, Teorem 2.28, s. 43) : f: R™ - R digbiikey fonksiyon
olsun. Tim x € R™ igin

. £ (% 9) =Alirriow > (v,g) VveE df(x),V g€ R" ve

ii. f'(x;9) = max{(v,g):veE df(x)} Vg€ R"

2.2.1. Subgradyant algoritmasi

Subgradyant algoritmasi 60’1 yilarin ortasinda tanimlanmistir. Demyanov (1968),
Polyak (1969a, 1969b, 1970) ve Shor (1985), bu konunun Onciileridir. Subgradyant
metotlart  differansiyellenebilen  optimizasyondaki  gradyant  yontemlerinin

genellestirilmesidir. Differansiyellenebilir optimizasyonda kullanilan yontemlerden



farkli olarak keyfi subgradyant yoniinde gitmek azalan yonii garanti etmez. Bu sebeple
zigzaglar cizerek ilerler ve yakinsaklik hiz1 yavastir. Ayrica digbiikey fonksiyonlar i¢in
gecerlidir. Ancak uygulamasi kolaydir ve diisiik depolama gereksinimine sahiptir.

Subgradyant algoritmast;

Xk+1 = Xg — Qg Vg, vk € Of (xx)

formiiliine gore {x;} dizisini tretir ve burada oy k. iterasyondaki adim uzunlugudur.
Standart yakinsaklik teoremlerinin elde edilebilmesi i¢in oy adim uzunlugunun 0’a
yaklagsmasi gereklidir. Fakat adim uzunlugundaki azalma c¢ok hizli olmamalidir. Adim
uzunlugu iizerindeki klasik sart: ap >0,k - coikena, = 0 ve Y, =+
seklindedir. Yakinsaklik teoremlerinin ispati d,, = min||x; — x*|| seklinde tanimlanmis

{d}} dizisinin analizine dayanir (Shor, 1985).

Bir (Temel) Subgradyant Algoritmasinin Ozeti (Bazaraa vd., 2006)

Baslangic Adimi: Bir baslangi¢c ¢6ziimii se¢ x; € X, mevcut iist sinir1 UB; =
f(x1) olacak sekilde belirle ve simdiki iyi ¢oziimii x* = x; seklinde ata, k = 1 yap ve
ana adima git.

Ana Adim: Verilen x; igin, x; noktasinda f fonksiyonunun v, € df (x;) bir
subgradyantini  bul. Eger v, = 0 ise dur, x; (veya x*) (P) problemini ¢6zer. Diger
durumda, aj adim uzunlugunu seg¢, Xxj,; = X — Qi Vi hesapla. Eger f(xx41) < UBy
iS¢ UBk4q1 = f(xg41) V€ X* = Xp41. Diger durumda UBy.; = UBy. k’y1 1 arttir ve ana

adimi tekrar et.

Algoritma subgradyanti keyfi olarak segtiginden, problemin optimum noktasi olsa
ve bulunsa bile durdurma kriteri v, = 0 hicbir zaman gergeklesmeyebilir. Iterasyona

maksimum bir limit tanimlama siklikla kullanilan durdurma kriteridir.

Teorem 4 (Bazaraa vd., 2006, Teorem 8.9.2,5.437) : (P) probleminin optimum noktasi
oldugu ve {1} - 0" ve ¥y A, = o kosullarin1 saglayan {A;} adim uzunlugunun
kullanildig1 varsayilsin. Bu durumda algoritma sonlu optimal ¢6ziim ile sonlanacaktir

veya sonsuz dizi asagidakini tiretecektir.

{UB,} - f* = min{f(x):x € X}



Teorem 5 (Bazaraa vd., 2006, Onerme 1.8.1, 5.168) : f:R™ — R disbiikey fonksiyon
olsun. f fonksiyonu X noktasinda (v,x —x) =0 Vx € R™ kosulunu saglayan v

subgradyanta sahip ise X € R™ noktasi problemin optimal ¢oziimiidiir.

Literatiirde subgradyant algoritmalari, kisitsiz optimizasyon problemlerini ¢6zmek
icin kullanilirken (Kiwiel 1983; Kim ve Ahn, 1991; Konnov, 2003; Kiwiel, 2004; Li vd.
2006; Nedic vd. 2008; Nedic ve Bertsekas, 2010; Neto vd. 2013; Hu, vd. 2015), lagrange
carpanlar1 kullanilarak kisitsiz probleme dondistiiriilen kisitli optimizasyon problemleri
i¢cin de yogun bir sekilde kullanilmistir (Sherali ve Ulular, 1989; Bertsecas, 2001; Kiwiel,
2001; Kasimbeyli (Gasimov), 2002; Auslender ve Teboulle, 2004; Kasimbeyli
(Gasimov)ve Rubinov, 2004; Ouorou, 2007; Filik ve Kurban, 2010; Ali ve Zhu, 2013).

Subgradyant algoritmalarinin yakinsaklik 6zellikleri genellikle sabit, azalan ve
farkli durumlar i¢in dinamik adim uzunluklari ele alinarak arastirilmistir (Ermolyev,1966;
Polyak, 1969a, 1969b; Goffin, 1977; Bazaraa ve Sherali, 1981; Allen vd., 1987; Kulikov
ve Fazylov, 1990; Kim vd., 1991; Kim ve Um, 1993; Correa ve Lemaréchal, 1993;
Briannlund, 1993; Kwiel, 1996a, 1996b; Bertsecas, 1999; Goffin and Kwiel, 1999; Kiwiel
vd., 1998; Slodov ve Zavrier, 1998; Nedic, 2002). Sabit adim uzunlugu i¢in elde edilen
yakinsaklik 6zellikleri optimal ¢oziimi elde etmede basarili olamasa da diger adim
uzunluklari i¢in optimal ¢6ziimii elde eden veya optimal ¢ozlime olduk¢a yakin degerler
ile yakinsaklik dnermeleri ispatlanmistir. Subgradyant tanimi digbiikeylik sart1 altinda
gecerli oldugundan dolay1 subgradyant algoritmalarinin yakinsaklik sonuglari da sadece

disbilikey optimizasyon problemleri i¢in gegerli olmaktadir.

2.4. Zayif Subgradyant

Klasik subdifferansiyelin genellestirilmesi olan zayif subdifferansiyel kavrami
Azimov ve Kasimbeyli (Gasimov) (1999, 2002) tarafindan verilmistir. Bu kavram
analitik olarak verilen digbiikey olmayan kiimeyi destekleyen konik ylizeylerin sinifini
verir. Benzer fikirden yola ¢ikilarak kisith optimizasyon i¢in etkili tlirevsiz (derivative-
free) algoritma (Modified Subgradient Algorithm) Kasimbeyli (Gasimov) (2002)
tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra bu algoritma Kasimbeyli (Gasimov) ve Rubinov
(2004) tarafindan genellestirilmis, Burachik vd. (2006) tarafindan ¢esitli yakinsaklik

ozellikleri onerilmistir.



Tamim 8: x € R™ noktas1 f(x) fonksiyonunun sonlu oldugu bir nokta olsun.

fz f)+wy—x) —clly—-xl, VvyeR" (2.2)

kosulunu saglayan (v,c) € R™ X R, ciftine f fonksiyonunun x noktasindaki zayif
subgradyanti denir

f fonksiyonunun x noktasindaki,

0Yf(x) ={(v,c) ER" XRu:f(y) 2 f()+{wv,y—x) —clly—xl,vy €R"}
tim zayif subgradyantlar1 kiimesine f fonksiyonunun x noktasindaki zayif
subdifferensiyali denir.

Eger f fonksiyonu x noktasinda subdifferensallenebilir ise f fonksiyonu x
noktasinda zayif subdifferansiyellenebilir oldugu Agik¢a goriilmektedir (Azimov ve
Kasimbeyli (Gasimov), 2002). Ornegin v € df (x) ise her ¢ = 0 igin(v,c) € 3V f(x)
olur. Eger

g =f@) +{v,y—x) —clly— x|l (2.3)

seklinde tanimlanan siirekli i¢biikey fonksiyon var ise Tanim 8’den (v, ¢) € R™ X R, ¢ifti

f fonksiyonunun x noktasindaki zayif subgradyantidir. Tim y € R™ i¢in g(y) < f(y)

ve g(x) = f(x) olur.
hypo(g) = {(y,@) ER™ XR:g(y) = a} kimesi kosesi (vertex) (x,f(x))

noktasi olan kapali konidir. Aslinda,
hypo(g) — (x, f(x)) = {(y —-x,a —f(x)) ER" XR: (v,y—x) —clly—x|l =2a—-f(x)}
={(w,B) €ER™ X R:(v,u) —c|lull =p}
elde ederiz. Boylece,(2.2) ve (2.3)’ten
graph(g) = {(y,a) ER™ xR:g(y) = a}
olarak elde edilen konik yiizey,
epi(f) ={(x,a) ER™ XR:f(x) < a}
i¢in (x, f(x)) noktasinda destek konisi olur bu bakimdan
epi(f) < epi(g) ve cl(epi(f)) N graph(g) # .

elde edilir.



Teorem 6 (Azimov ve Kasimbeyli (Gasimov), 2002, Teorem 1): f:R™ — R tanimli
f (x) fonksiyonunun sonlu oldugu herhangi bir x noktasi i¢in asagidaki 6zellikler esittir.
(i) f fonksiyonu x noktasinda zayif subdifferensallenebilir,
(it) f fonksiyonu x noktasinda alttan Lipschitzdir,
(iii)  f fonksiyonu x noktasinda alttan yerel Lipschitzdir ve
f@ z-plyll+q vy €R"
olacak sekilde p > 0 ve g sayilar1 vardir.
Izleyen teorem zayif subdifferansiyelin en onemli o6zelliklerinden birini

gostermektedir.

Teorem 7 (Kasimbeyli ve Inceoglu, 2010, Teorem 3) : f:R™ — R fonksiyonunun
0% f(x) zayif subdifferansiyelinin bos olmadigimi varsayalim. Bu durumda 9% f(x)
kiimesi kapal1 ve konvekstir.

Onerme 1: f: R™ - R fonksiyonuX € R™ noktasinda zayif subdifferansiyellenebilir ve
L Lipschitz sabiti ile Lipscitz fonksiyon olsun. Her (v,c) € 0V f(x) i¢in 0 <c <L

oldugunu varsayalim. Oyleyse 8" f (x) kiimesi R™ X R, ‘nin bir kompakt altkiimesidir.

Ispat: &> 0 keyfi pozitif sayist alalim. f fonksiyonunun X noktasinda siirekli
oldugundan dolay1 § > 0 sayis1
Ix =Xl < dise|f(x) —f()<e

olacak sekilde vardir.

1)
x(6,v) = x+—
vl

noktasini diistinelim. Zay1f subgradyantin tanimindan

>f(Er 22) - f@ 2 wEr 2B+ -]
E X _ = X) = \V, X — = X)—C||X _— X
Il il Il
e>6|v|| —cod

E

5>|IV|I—C

“ o> vl

5 C v

¢ < L oldugundan



£
—+L>|v
=+ L > [[vl

elde edilir ve zayif subdifferansiyelin sinirlilig1 ispat edilmis olur. Teorem 7’den zayif

subdifferansiyelin kapali oldugu bilindigine gore teoremin ispati tamamlanmistir. O

Not 1 : Biitiin zayif subgradyantlar (v,c) € 3% f(x) i¢in L Lipschitz sabiti olmak tizere
0 < ¢ < L oldugu varsayilmstir. L Lipschitz sabiti ile x noktasinda alttan Lipschitz olan
her f fonksiyonu i¢in (0,L) € 0¥ f(x) olacaktir. Diger taraftan eger L degeri f
fonksiyonu i¢in x noktasinda Lipschitz sabiti ise agiktir ki M > L olan her M sayis1 da

bir Lipscitz sabitidir.

Onerme 2 (Kasimbeyli ve inceoglu, 2010, Onerme 3,): f: R™ — R fonksiyonu ¥ € R™

noktasinda zayif subdifferansiyellenebilen ve X € R™ noktasinda global minimum olsun.

Bu durumda (0,0) € ¥ f(x) olur.

Kasimbeyli ve Mammadov (2009) zayif subgradyant kavramini kullanarak
konveks analizin temel teoremlerinden biri olan digbiikey fonksiyonlarin yonli
tiirevlerinin bu fonksiyonun subgradyantlarin noktasal maksimumu olarak gdsterimi
lizerine olan teoremi disbiikey olamayan fonksiyonlar i¢in genellestirmislerdir. Herhangi
bir digbiikeylik varsayim1 olmaksizin yonlii tiirevlenebilir fonksiyonlarin 6zel bir sinifini
sunmuglar ve yonli tiirevi zayif subgradyantlarin noktasal supremumu olarak

gostermislerdir.

Lemma 1 (Kasimbeyli ve Mammadov, 2009, Lemma 2.9) : f: R™ - R fonksiyonu x
noktasinda zay1f subdifferensiyellenebilen olsun. Eger f fonksiyonu bu noktada g € R™
yoniinde yonli differansiyellenebilir ise keyfi (v, c) € 0% f(x) ¢ifti igin,

fGx+19) = f(x)
A

I (o — i > —
frlgg)= lim = (v,g) —cllgll

saglanir.
Varsayim 1:
e f:R™ - R fonksiyonu x € R™ noktasinda yonlii tiirevlenebilir olsun,
e f fonksiyonunun x noktasindaki f'(x) yonlii tirevi, Ozn noktasimnin bir

komsulugunda alttan siirli olsun ve

e izleyen kosul saglansin.
fO)—f@)=f'(x)(y—x) Vy eR"
10



Teorem 9 (Kasimbeyli ve Mammadov, 2009, Teorem 4.5): f: R™ = R fonksiyonu i¢in
Varsayyim 1 saglansm. f  fonksiyonu  x € R™  noktasinda  zayif

subdifferansiyellenebilendir ve

f'(x; g) = sup{{v, g) —cligll: (v,c) € 0¥ f(x)} Vg€ R"

esitligi saglanir.

11



3. ZAYIF SUBGRADYANTIN TAHMINi

Bagirov (1998) disbiikey fonksiyonlarin en kiigiiklenmesi i¢in yeni bir yaklagim
geligtirmistir ve bu yaklasim digbiikey fonksiyonlarin subdifferensiyelinin siirekli
tahminine dayanir. Bu siirekli tahmin kesikli gradyant kavramini (discreate gradient)
(Bagirov, 1992; Bagirov, 1994; Bagirov, 2003) kullanir. Kesikli gradyant, sadece amag
fonksiyonunun degerlerini kullanir ki bu yontemin en 6nemli 6zelligidir. Kesikli gradyant
verilen bir yone gore tanimlanir ve bdylece verilen fonksiyonun yonlii tiirevinin
tahminine olanak saglar. Bagirov, Karagdzsen ve Sezer (2008) ise kesikli gradyant
kavramimi kullanarak tahmin ettikleri subgradyantlar ile bir tiirevsiz algoritma
(derivative-free algorithm) gelistirmislerdir.

Zayif subgradyantlarin tahmini i¢in yonlii tiirevin zayif subgradyantlarin
supremumuna esit olmasindan yola ¢ikilarak kesikli gradyant kavramindan faydalanilmis
ve gerekli 6nermeler kurularak ispatlanmistir.

C={c € R,: 3v:(v,c) € 0¥f(x)} kimesi tanimlansin. Her ¢ € C i¢in
V. = {v € R": (v,c) € 0¥ f(x)}kimesivardir. Her V, kiimesi i¢in V. = coA olacak
sekilde A = {a',a?,...,a™} € R™ bos olmayan kiime vardur.

G={e€R": e=(eg,ey...,en) el =1,j= 1,n} kimesi R" ‘de birim

hiperkiibiin tiim kdselerinin kiimesi olsun. Her e € G igin n vektoriin @ € (0,1] ilee’/ =

el(a) = (a e, a’e,...,al e, O,...,O),j = 1, n swrasm diisiinelim.

Asagidaki kiimeler sunulmustur.
R](e) = {17 € Rj—l (8): v e = maX{Wjej: wj € Rj_l(e)}}

Agikea goriilmektedir ki,

Ri(e) # @, Vj=1,n; Rj(e) c Ri_1(e),Vj=1,n.
Dabhasi,

vy = Uy, Vu,v € Rj(e), r=1,..,j (3.1)

Onerme 3: R, (e) tek elemanli kiimedir.

Ispat: Ispat, denklem (3.1)’ii izler. o

12



izleyen kiimeleri diisiinelim:

R(x,e/ () ={v € A:(w,e/) = max{{v,e/): v € A}}

Herhangi bir a € A vektori alinsin. Eger a & R,(e) ise a € R.(e), t =
0,....,r—1vea & R,(e) olacak sekilder € {1,...,n} vardir. a ¢ R, (e) ifadesinden
v-e, > a,e. Vv ER.(e)elde edilirr a €A,a € R,(e) icin d(a)=v,e, —
a,e. >0ved = min{d(a):a € A\R,(e) } sayis1 tanimlanir. A kiimesi sonlu ve
d(a) >0V a € A\R,(e) oldugundan d > 0 olur.

Zayif subgradyant sinirlt oldugundan,

lvll <D,c < L

esitsizlikleri yazilir.

r,j € {1,...,n},r <jelealins. Her v,w € V.ve a € (0,1], i¢in asagidaki

esitsizlik vardir.

(ve —wpat e, | < 2Dan
t=r+1

ay = min {1, 0?/ (4Dn) } olsun. Oyleyse herhangi bir ¢ € (0, a,] i¢in

j _
d
Z (Ve —wpa' e < 5

t=r+1

(3.2)

elde edilir.

Onerme 4 R(x,e’/(a)) c Ri(e), j=1,..,n Va € (0,a,] olacak sekilde ay > 0 vardir.
Ispat: Tersini varsayalim. Oyleyse y ¢ R;(e) olacak sekilde y € R(x, e’/ (@)) vardr.
Dolayisiylay € R,.(e) vey € R.(e) herhangi birt =0,...,r — 1 olacak sekilde r €
{1,...,n}, r < j vardir. Herhangi bir v € R;(e) ele alalim. Denklem (3.1)’den v.e, =
yeept=1,...,r—1,v.e. = y.e, + d elde ederiz. (3.2)’den asagidaki esitlik elde
edilir.
J J
(v, ej> -y ej> = Z(Vt - }’t)at e = a’ |vre. — yrep + Z (e —yoat e

t=1 t=r+1

> a” d/2>0
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(y,e’) = max {{u,e’):u € V.} vev € V, oldugundan, elde ederiz ki,
(y,ely = (v,el) > (y,e/y +a” d/2
bu bir ¢eligkidir. O
Sonug 2:
f'(x, e/ (@) = f'(x,e/ () + vjale; —cal Ya € (0,a_0]
olacak sekilde @y, > 0 vardir.

Ispat: Onerme 4 R; (x, e’ (a)) c Rj(e) j= 1,noldugunu gostermektedir. Oyleyse

f' (x, ej(a)) —f' (x,ej‘l(a)) =(v,ely —c|e|| —@°, el )y +c|le/ -1
olacak sekilde v € R;(e), v° € R;_;(e) vardir.
[;-normu igin,
le/(@)|| = ales| + a?|es|+...+a’|ej] = a + a? +...+a’ oldugundan
f'(x, el (@) — f'(x, e/ (a)) =vjal e —ca’

elde edilir.o

e € GveAd>0,a > 0verilen sayilar olsun. Asagidaki sayilar alinsin:

x =x, ¥ =x%+2e(a), j=1,n

(v,c) € 0Yf(x) cifti i¢in asagidaki koordinatlarla v = v(e,a,A) € R" bir vektor

olsun.

o ) —f()

, J e
ej la ej

U

J=1n

Herhangi bir sabite € G ve a > 0 i¢in asagidaki kiimeyi tanimlandi:
W(e,a)={(w,c) € R" X Ry : 3(4 —» +0,k - +o0),w = klirf v(e,a, )}

Onerme 5: W(e,a) c 8Vf(x) Va € (0, a,] olacak sekilde a > 0 vardur.

Ispat: v = v(e, @, 1) vektoriiniin tanimindan
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e fO)=FETY) fED) - fO) - FET - @)

e Aal e B Aal e
_Af'(xe)=Af'(x, el )+ o e)) —o(2 el ™)
B Aal e

J

burada A‘lo(A,ei) - 0A - +40,i=j—1,j olarak ele alinmistir. w € R,(e) ele
alalim. Denklem (3.1)’den w tektir. w € Ry(e) belirtmektedir ki w € R;(e) V) €

{1,...,n} her kiimenin elemanidir. Sonug 2‘den goriilmektedir ki her @ € (0, ] igin:

ey~ & = ALl = cal) +olde)) ~otel)

e Aale;
c o(el)—o(2e)
Y _e_j+ Aal e

olacak sekilde ay > 0 vardir.

Oyleyse, herhangi bir sabit @ € (0, ] igin,

. c c
Allnlo lvj(e, a, A) — e_j - (wj — e—j)l =0

olur. Dolayisi ile Alinio v(ie,aq,)) =w € V. O

Ozetle zayif subgradyant: tahmin eden algoritma;
Algoritma-ZST:

Adm1l: e € G={e€R": e=(eyey...,ey) e =1,j = 1,n}olacak
sekilde e vektoriini ve A > 0, @ € (0,1] sayilarim belirle. (v,c) €
dY f (x) ciftinin ¢ degerini belirle.

Adim 2:

x0 =x, ¥ =x°+2e(a), j=1,n
Adim3: (v,c) € 3¥f(x) ¢iftinin v vektori,

_c_ ) -

. J p.
€] la ej

j=1n
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Ornek: —x; + 2(x? + x2 — 1) + 1.75|x? + x2 — 1| fonksiyonunun (1,0)
noktasindaki zayif subgradyanti izleyen sekilde hesaplanir.

Adim 1:

Adim 2:

Adim 3:

e=(1,-1) veA=0,1; a =09olsun.(v,c) € 0¥ f(x) giftinin

¢ degerini 3 olarak belirlenmistir.
x? = (1,0),
x! =(1,00T+0,1%(0,9,0T = (1,09;0)T, j=1
x? = (1,007 + 0,1 % (0,9; —0,81)T = (1,09; —0,081)T, j=2

(v,c) € 3% f(x) ¢iftinin v vektord,

1\ _ 0 —_ —(—
- %: Fx)-f(x%) _ (-0384625)—(-1) _ 0,615375 j =1

0,1+0,91x1 0,09
v; = 0,615375+3 =3,615375 j=1

3 _ f(x*)-f(x') _ (-0,360021)—(-0,384625)
-1 01x092x1 0,081

= 0,024603 j =2

v, =0,024603 —3 =-2975397 j =2
v = (0,615375; —2,975397)T

(v,¢) = (0,615375; —2,975397; 3)T
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4. DIFFERANSIYELLENEMEYEN DISBUKEY OLMAYAN KISITSIZ
OPTIMiZASYON PROBLEMLERI ICIN GELISTIRILEN ZAYIF
SUBGRADIENT YONTEMIi

Zayif subdifferansiyel tanimi kullanilarak differansiyellenemeyen ve dis biikey

olmayan kisitsiz optimizasyon problemleri i¢in gelistirilen zayif subgradyant algoritmast;

Adim 1: Bir baslangi¢ ¢6ziimii se¢ x, € X, mevcut iist smirt UB = f(x,)
olacak sekilde belirle ve simdiki iyi ¢oziimii x¢™! = x, seklinde ata.
Iterasyon sayisini belirle.
k=0

Adim 2: f fonksiyonunun x; noktasindaki (v, c;) € 0¥ f(x;) bir zayif
subgradyantin1 Algoritma-ZST ile tahmin et.

Adim 3: @, adim uzunlugunu belirle. (Tablo 4.1)

Adim4:  xp,., = Py(x;, — ai vy) hesapla.

Adim 5:  Eger f(xy41) < UB ise UB = f(Xj41) V€ x™V = x4
k=k+1

Adim 6: k < iterasyon sayist ise Adim 2’ye don, degil ise DUR.

Burada Py ile gosterilen X kiimesi {izerine izdigimiidir. X kiimesi
aj <x;j <bjVj=1,..,n olacak sekilde kutu kisitlar1 olarak tanimlanmigtir ve bu
sebeple 1zdiisiimii hesaplamak kolaydir.

Izleyen notasyonlar bu boliimde kullanilmistir:

(N1) 1 Her (vg,cp) € 0% f(xy)icin ||vg]] < Dvec, <L

(N2):  |lxx —x*|| <dy,d, =diam(X) = max [|x; — x|
X1,X2 EX

(N3): x* ve f~ sirasi ile optimal ¢dziimii ve optimal amag fonksiyonu degerini

gosterir.
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Izleyen adim uzunluklari i¢in zayif subgradyant metodunun yakinsaklik dzellikleri

arastirilmistir.

Tablo 4.1. Zayif subgradyant algoritmasi i¢in yakinsaklik dzellikleri arastirilan adim uzunluklari

Adim Uzunlugu ismi | Adim Uzunlugu

Sabit adim uzunlugu | a; pozitif bir sayidir.

Azalan adim uzunlugu kli)"go ag =0 Xioap= (4.1)
f* ve x™ ile dinamik FOa) = = cllxe — x*| a
5 k= Yk k I; , O<y <y =<y<?2 (4.2)
adim uzunlugu vl -
v > f*ile dinamik Flx) = f —¢,d B
., A = Y= > kXO<z<ykSy<2 (4.3)
adim uzunlugu vl
v < £ ile dinamik ) — flev _ ¢ d
o ak=)’kf(k) fz X O<y <y <y<l1 (4.4
adim uzunlugu vyl -
fOa) = £ = cd —
Q= Vi ||17’;||2 = 0<y<y<¥<1
lev _ _
e ile dinamik adim | f& = minf () — &
- (4.5)
wranlugy . {min{ﬁzakﬁ}egerf(xm) < fie
T \max{,8y, 8} eger f(xer) > £

1< B;,0< B, <1veéd,,5, 5 pozitif sabitlerdir.

"f1e” amag fonksiyonu i¢in verilen tahmini deger

“ fle¥ amag fonksiyonu igin dinamik olarak hesaplanan tahmini bir deger

Ispatlarda kullanilacak olan optimal ¢oziim ile zayif subgradyant algoritmasiyla
tiiretilen bir nokta arasindaki uzaklig1 gosteren esitsizlik Lemma 2°de verilmistir.

Zay1f subgradyant esitsizligi asagidaki gibi tanimlanir.
(W x —x) = f ) = F0) — e llx = x|l (Wi, ) € 0% f ()
Lemma 2: Zayif subgradyant tarafindan tiiretilen {x, } dizisi i¢in;
loters = x7I% < o = 2717 = 2a [f Co) — £ = cillx™ = x|l + aillvgll?
Ispat:
lxer — %712 = llxp — agvp — x7|I?

|xp+1 — JC*”2 = |lx — x*”Z — 203 Vg, X, — X*) + a;%”Uk”Z
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Zay1f subgradyant esitsizliginden

lotis — 27N < Hlxe = %112 = 2 [f (o) = 7 = crllx™ = xill] + aillviell®

elde edilir. o
Not 2: 0 < ¢, <L oldugundan dolay1 {c,} serisi azalan olarak secilebilir. X kiimesi
kompakt kiime oldugundan dolayi, {c,dx} serisi ve {||x* — x; ||} serisinin azalan oldugu

durumlarda {c ||x* — x|} serisi de azalandir ve bir limit noktasina sahiptir.

4.1. Sabit Adim Uzunlugu ile Zayif Subgradyant Algoritmasi

Izleyen 6nerme subgradyant algoritmasinin sabit adim uzunlugu ile ilgili
yakinsaklik sonucunun (Nedic ve Bertsekas, 2002, Onerme 2.1) genellestirilmesi olup
sabit adim uzunlugu ile zayif subgradyant algoritmasinin yakinsaklik sonucunu
gostermektedir.

Onerme 6: Sabit adim uzunlugu « ile zayif subgradyant tarafindan tiiretilen {x,} dizisi
i¢in
(@) Eger f* = —oo ise lilgliglff(xk) = —
(b) Eger f* > —oo ise liminf f () < f* + a2+ lim c; dy
Ispat:
(@) ve (b) ayn1 anda ispatlanacaktir. Eger tersini varsayarsak, € > 0 olacak sekilde

2
lilzninff(xk) >+ a7+;im cdy + €

esitsizligi yazilir ve kg yeterince biiylik olsun dyle ki tiim k > k, olacak sekilde bir alt
dizisi i¢in,
fG) —f*—cdy = a>+ e Vi 2k 45)
elde edilir. Lemma 2’den aj, = « olarak alinarak
X — %717 < e — 27112 = 2a [f () = f7 = crllx™ — xi ll] + @[l |l
(N1) ve (N2) ile

i1 — %112 < e = x7N1% = 2a [f (i) = f7 — cxdy] + a®D?
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(4.6) kullanilarak

2

D
IXirr = x°N1* < Nl = x7I1° = 2@ [a—+ &] +a®D?

lxpe: — x| < llxp —x*|? — a? D? — 2a £ + a?D?
lxpsr — x* 12 < |llxp —x*|12 — a? D? — 2a € + a?D?
Xk — x°N17 < e — 27> =2 ¢
I%err =277 < Nl —x7I12 —2ae <llxgoq —x7|1> —4ae <

P2k +1-kyae

= ”xko —x

elde edilir ki yeterince k terimi oo gittikge esitsizligin son terimi de oo gidecektir. Ancak

lxx4+1 — x*]|% terimi negatif olamaz. Oyleyse bu bir celiskidir. o

4.2. Azalan Adim Uzunlugu ile Zayif Subgradyant Algoritmasi

Izleyen 6nerme subgradyant algoritmasmin azalan adim uzunlugu ile ilgili
yakisaklik sonucunun (Nedic ve Bertsekas, 2002, Onerme 2.4) genellestirilmesi olup
azalan adim uzunlugu ile zayif subgradyant algoritmasinin yakinsaklik sonucunu
gostermektedir.

Onerme 7: Azalan adim uzunlugu a,, (4.1) ile zayif subgradyant algoritmasi tarafindan
tiretilen {x;} dizisi igin
lilgninff(xk) <f*+ Ilim i dy
Ispat:
Eger tersini varsayarsak, ¢ > 0 olacak sekilde
ll]{nlnff(xk) = f* + Illm Ck dX + ¢
esitsizligi yazilir ve k, yeterince biiyiik olsun oyle ki tim k > k, olacak sekilde bir
altdizisi icin
fGa) —f"—cady = & Yk =k 4.7

elde edilir. Lemma 2’den (N2) ile

|xp+1 — X*”Z < lx — X*”2 — 2ay [f(xk) b dex] + aillvkllz
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(4.7) kullanilarak
lxees — %712 < Nl =717 — 20y & + agllvell?

a; — 0 oldugundan dolay1 € > a;||vi||* Vk = k, olacak sekilde k, yeterince biiyiik

oldugunu varsayabiliriz. Oyleyse,
Ixesr — N2 < llxe —x*|I> = 2a, e+ age
IxXke1 — 27117 < llxe — x> — ape

s —x*I1% < Nl —x*)12 — ape <llxg—y — x> — (A + ag_1) € <
k

2
— (XjE

J=ko

*

< ”xko — X

Yo @r = o oldugundan dolay1 esitsizligin son terimi de oo gidecektir. Ancak

|41 — x*]|? terimi negatif olamaz. Oyleyse bu bir celiskidir o
4.3. f* ve x” ile Dinamik Adim Uzunlugu ile Zayif Subgradyant Algoritmasi

f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu kullanilirken adim uzunlugunun pozitifliginin

f)-f"

llxe—x*112

korunabilmesi i¢in ¢, < olacak sekilde secilmelidir.

Izleyen &nerme optimal ¢oziim ile f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu ile zayif

subgradyant algoritmas ile tiiretilen bir nokta arasindaki uzakligi géstermektedir.

Onerme 8: x* optimal ¢dziim olsun. Oyleyse (4.2) dinamik adim uzunlugu ile zayif

subgradyant algoritmasi tarafindan tiiretilen {||x, — x*||?} serisi ¢ > 0 sayisina yakinsar.
s — %" 112 < lloge — 17
Ispat: Lemma 2‘den (4.2) kullanilarak

(£ Q) =" —cpelloc = 112 (£ ) =" —cpelloc = 112
+y

2
k llvll? k llvell?

liesr — 27 112 < Il — 712 =2y
elde edilir. Acik¢a goriilmektedir ki esitsizligin son iki teriminin toplami negatiftir.
Boylece

lxien — 7 112 < lloge — 7|12

elde edilir. o

21



Izleyen 6nerme f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu ile zayif subgradyant

algoritmasinin yakinsaklik sonucunu gostermektedir.

Onerme 9: (4.2) dinamik adim uzunlugu ile zayif subgradyant algoritmasi tarafindan

tiretilen {x;} serisi i¢in
lilgninff(xk) < f 4+ klim crllxe — x*||?
Ispat: Eger tersini varsayarsak, ¢ > 0 olacak sekilde
lilgninff(xk) >fr+ klim crllxe — x*||1? + €
esitsizligi yazilir ve kg yeterince biiyiik olsun oyle ki tiim k > k, olacak sekilde bir
altdizisi i¢in
fla) = —crllee —x*[I> 2 ¢ Vk =k (4.8)
elde edilir. Lemma 2’den (4.2) dinamik adim uzunlugu kullanilarak,

[ G- —cullae—x*112]° 42 [F) -1 —cillre—x"112]
J vll2 k l[vell2

[f () = [ = crllxg — x*”z]z

”xk+1 - x* ”2 < ”xk - X*llz - yk(z - Yk) ”vkllz

lotker = 2" 112 < lloge — 27|12 =2y

(13) ve (N1) ile

2
€
41 — x* 112 < llxge — x* 12—y (2 — )/k)ﬁ

0< y < yx <Y < 2kullanilarak
£2
s — 2" 112 < e —x*II2 —y(2 - ") pz
ve tim k > k igin

2
& &
s = x° 12 < e = 212 =y @ =P 57 < Iy =212 = 2y@ =Pz < -

. (k+ky—1)e?
< |, —x'l" v -N—;

elde edilir. k terimi oo gittikge esitsizligin son terimi de oo gidecektir. Ancak Onerme 8
gore {|lx; — x*||*} monoton azalan bir dizidir ve bu dizi alttan sifir ile sinirhdir. Bu

sebeple ¢ > 0 sayisina yakinsar. Oyleyse bu bir ¢eliskidir. o
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4.4. f' > f* ile Dinamik Adim Uzunlugu ile Zayif Subgradyant Algoritmasi

¥ > f* ile dinamik adim uzunlugu kullanilirken adim uzunlugunun

fCe)-flev
dx

pozitifliginin korunabilmesi i¢in ¢; < olacak sekilde secilmelidir.

izleyen 6nerme optimal ¢oziim ile £*¢¥ > f* ile dinamik adim uzunlugu ile zay1f

subgradyant algoritmasi ile tiiretilen bir nokta arasindaki uzakligi géstermektedir.

Onerme 10: x* nm optimal ¢dziim olsun. f(x,) = !¢ Vk oldugunu varsayalim.
Oyleyse (4.3) dinamik adim uzunlugu ile zayif subgradyant algoritmasi tarafindan

tiretilen {||x; — x*||} serisi ¢ = 0 sayisina yakinsar.
xker — 2" 117 < llxe — x*|I7
ispat: Lemma 2‘den f'¢V > f* ile
lotrs = " N2 < lloege — 112 = 20 [f Ca) — £ — eielloge — 271121 + agllvell?
(4.3) kullanilarak

2 [ —FleP—crllxg—x112]°

[ Ge) - FleP—crellxg—x*112]°
Vi TAE

llvll?

k+1 — * — k — * - k
Il x* |12 < g — x*|1? = 2y

elde edilir. Acikga goriilmektedir ki esitsizligin son iki teriminin toplami negatiftir.
Boylece
Ixpes1 =% 112 < Nl — %71
elde edilir. o
Izleyen 6nerme bilinen f'” > f* ile dinamik adim uzunlugu ile zayif

subgradyant algoritmasinin yakinsaklik sonucunu gdostermektedir.

Onerme 11: f(x;) = f'’ Vk oldugunu varsayalim. Oyleyse (8) dinamik adim

uzunlugu ile zayif subgradyant algoritmasi tarafindan tiiretilen {x, } serisi i¢in
liminf f () < flev + Jim cpdy
Ispat: Eger tersini varsayarsak, ¢ > 0 olacak sekilde
liminf flx) = flev + Jim cdy + &
esitsizligi yazilir ve k, yeterince biiyiikk olsun Oyle ki tim k > k, olacak sekilde bir

altdizisi i¢in
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fCa) —f"—cady = € Vk 2k (4.9)
elde edilir. Lemma 2°den £V > f* ve (N2) kullamilarak,
e = 2 N7 < lloege — 112 = 20 [f (i) = 1 = cidx] + aidllvgll?

(8) adim uzunlugu ile

(G0 -AV—ciedy]” +y2 [0~V —ciedx]”

Xpe1 — X512 < lxe — x*)12 — 2
|2tk +1 1 |ES* I Yk E k llvill?

) [FGa0) — £ — cudy]”
k

lloteer — % 117 < lloege — 2711 =y, (2 - >
vl
(14) ve (N1) ile

2
o1 — x* 1% < I — x*)1* =y (2 - )/k)ﬁ

0<y <ye<Yy < Zkullamlarak
2
s — 2" 12 < e —x*|I2 —y(2 - ") pz
ve tim k > k igin

g2 g2
lotrsr — x* |12 < o — x*||2 —Z(Z —V)ﬁ < -y —x*I1* — ZZ(Z - V)E < e

(k4 kg —1)e?
< %I —rz— &K

elde edilir. k terimi oo gittikce esitsizligin son terimi de oo gidecektir. Ancak Onerme 10
gore {|lx; — x*||?} monoton azalan bir dizidir ve bu dizi alttan sifir ile sinirlidir. Bu

sebeple ¢ > 0 sayisina yakinsar. Oyleyse bu bir ¢eliskidir. o

45. f¢ < f* ile Dinamik Adim Uzunlugu ile Zayif Subgradyant Algoritmasi

fl¢ < f* ile dinamik adim uzunlugu kullanilirken adim uzunlugunun

pozitifliginin korunabilmesi igin ¢y

_rlev
< % olacak sekilde sec¢ilmelidir.
X

Izleyen 6nerme optimal ¢oziimile . £V < f* ile dinamik adim uzunlugu ile zayif

subgradyant algoritmas ile tiiretilen bir nokta arasindaki uzakligi géstermektedir.
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Onerme 12: x* nin optimal ¢6ziim olsun. Oyleyse (4.4) dinamik adim uzunlugu ile zayif

subgradyant algoritmasi tarafindan tiiretilen {||x; — x*||} serisi ¢ > 0 sayisina yakinsar.
s — %" 112 < lloge — 17
Ispat: Lemma 2°den (N2) ve (4.4) adim uzunlugu ile

f o) = —cid \ £~ —cudy]”
Pers —x° 117 < g — 2|1 — 2y, L9 sl ey g g gy g 2 L0 mate]
[lvgl [lvgl

elde edilir. f'®V < f*ise f(x,) — ¥ — cpdy > f(x}) — f* — cidy olacaktir. Oyleyse

[f(x) = f = ady]®  , [F(x) = £ = cudy ]?

14
‘ v ll? ‘ llvill?

ltisr = 2" 117 <l — x7112 — 2y

R(F(x) = f = ady)® =y, (F(x) = £ — cdy)?]

llvill?

elde edilir. Ak = f(xk) - f* - deX ve Bk = f(xk) —flev — deX olsun. OYIGYSC

ke = 2" 112 < llogg — x*11% ~ v,

kisaca

[24; — v, Bi]

ke = 2" 112 < llxg —x"12 ~v, ;
vl

seklinde yazilabilir. 24% — y, B2 > 0 olmas1 istenmektedir. B, > A, oldugu biliniyor.
Bj, degeri c;,’nin se¢iminden dolay1 her zaman pozitiftir. Ancak bu durum A, degerinin
herzaman pozitif olmasin1 garanti etmez. Iki kosul ortaya cikar. (i) BZ > A% veya (ii)
A; = B}
(i) Incelenecek olursa;

242 —y,BZ >0

B? = A
esitsizlikleri beraber gz dniine alimirsa A2 > (y;, — 1) B2 elde edilir ki bu esitsizlik y;, <

1 oldugu i¢in herzaman dogrudur.

(ii) Incelenecek olursa;

242 —y, B2 >0

A; > B}
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esitsizlikleri beraber g6z oniine almirsa A2 > Y& B2 elde edilir ki bu esitsizlik y, < 1
3

oldugu i¢in herzaman dogrudur.

Oyleyse acikca goriilmektedir ki esitsizligin son terimi negatiftir. Boylece
lxpes — 7 112 < llogg — 7|12

elde edilir. o
izleyen 6nerme bilinen f'¥ > f* i¢in dinamik adim uzunlugu ile zayif

subgradyant algoritmasinin yakinsaklik sonucunu gostermektedir.

Onerme 13: (4.4) dinamik adim uzunlugu ile zayif subgradyant algoritmasi tarafindan

tiretilen {x } serisi i¢in
liminf £ () < f+ (F = £1) + lim cyy

Ispat: Eger tersini varsayarsak, ¢ > 0 olacak sekilde

liminf f () = f* + (f” — vy + Jim cpdy +
esitsizligi yazilir ve kg yeterince biiyiik olsun oyle ki tiim k > k, olacak sekilde bir
altdizisi i¢in

fOa) —2f"+ f1 —cdy = ¢ (4.10)
elde edilir. Lemma 2°den (N2) ve (4.4) adim uzunlugu ile

2 [f(Xk)—J‘l‘°‘“’-61<ti)(]2

_rlev_ d *
VeIl [ () — £+ — cypdy] + 77 ol

ke = %" 112 < Nl — %7112 = 2y 2
vl

elde edilir. yx < 1 oldugundan y2 < y elde edilir. Oyleyse

[f(Xk)—fle”-dex]z
2
vl

[FGR) - —cray]

xess — 2 112 < llxi — %112 = 2, .
vl

[fCo) = 7 — crdx] + vk

—f*_ _ _flev_
ties =" 117 < e = X117 = y(f (o) = F17 = ) 2L 00—

e = %" 112 < llxe — %12

[f Ce) = 2f" + [ — crdx]

llvell?

— Ve (F(xp) — f — crdy + fle¥ — flev 4 2f* — 2f)

s = 2" 117 < llage — 271

[f Ce) = 2f " + f1¥ — crdy]

llvill?

—ve(f ) = 2f " + 1 — cpdx + 2(f* = f1))

(15) ve (N1) ile
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&
lxker = %" 112 < Nl — 112 —vie[2(F = f*) + £l 53

0 <y <yk<Y < 1kullamlarak

£
lxpss — 2" 112 < o — 117 —y[2(F" = f') + &l 5z
Ve tiim k > k; i¢in

e =27 I < llxie = I12 = y[20F" = F2) + ] 5 < e —xI2 = 2[2(F" = f) + €] S <

v <l = %N = (k4 ko = Dy[2(f = ) + €] 5

elde edilir. k terimi oo gittikce esitsizligin son terimi de o gidecektir. Ancak Onerme 12
gore {|lx; — x*||*} monoton azalan bir dizidir ve bu dizi alttan sifir ile sinirlidir. Bu

sebeple ¢ > 0 sayisina yakinsar. Oyleyse bu bir celiskidir. o

4.6. fi” ile Dinamik Adim Uzunlugu ile Zayif Subgradyant Algoritmasi

£l ile dinamik adim uzunlugu kullamlirken adim adim uzunlugunun

< £Oa) -k
d

X

pozitifliginin korunabilmesi i¢in ¢ olacak sekilde secilmelidir. Izleyen

onerme f'°” ile dinamik adim uzunlugu ile zayif subgradyant algoritmasinin yakimsaklik

sonucunu gostermektedir.

Onerme 6: (4.5) dinamik adim uzunlugu ile zay1f subgradyant tarafindan tiiretilen {x;}

serisi i¢in
liminf £ (x) < f° +6+ lim cidy
Ispat: Eger tersini varsayarsak, ¢ > 0 olacak sekilde
liminf f (xc) > £ +65+ lim cdy + &

esitsizligi yazilir ve k, yeterince biiyiikk olsun Oyle ki tim k > k, olacak sekilde bir

altdizisi i¢in
f) = f +8+cdy+ ¢

flx ) — f*—cpdy = S+ ¢ (4.11)
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elde edilir. Lemma 2‘den (N2) ve (4.5) adim uzunlugu ile

[£ G-~ creax|
vl

k1 — 2" 11 < llxe = x* |12 = 24 [fCa) — 7 —cdx] +vic

llvgll?

elde edilir. yx < 1 oldugundan y? < y elde edilir. Bu durumda

[0 -1 —crax|
e

lxxgrr — 2" 112 < llxe — |17 — 2y [fCa) — 7 —ckdx] +vie

llvgll?

_px_ _ _clev_
s =% 17 <l = 217 = Vil (FG) = i = ) BLEIL a0 -7t

[(F ) = f = crdy) = (" = fi)]

llviell?

ias =2 17 <l = 2712 =y (FC0) = £ = cudly)
(4.11) ve (N1) ile

[6+e—(f" —f]

2
5 [Fea0 - -crax

[f(xk)—flev—ckdx]z

xxgsr — x* NI < e — x*I12 — )/k(f(xk) - kley - dex) D2 (4.12)
(45) adim uzunluguna gore fl¢¥ = mkin f(xx) — 8 gore belirlenir. Her zaman

mkin f(xx) = f* olacaktir. Oyleyse,

fe? = f* =6

esitsizligi elde edilir. (4.5) adim uzunlugundaki §; belirlenmesine gore §;, < & olacaktir.

Oyleyse,
flevs fr_5
5> fr—flev
esitsizligi elde edilecektir. Bu esitsizlik (4.12) denkleminde kullanilirsa,

. . [6 +¢&— 6]
o1 =" 17 < Nl = X712 = vie(f Gad = £ = deX)T

£
l2kq = %7 117 < e = X717 = wie(F () = £ — dex)ﬁ

ve adim uzunlugunun pozitifligi i¢in f(x,) — fil¢” — cxdyx > 6,8 > 0 olmalidir.

Oyleyse,

Ixiers =27 1% < Nl = 2711 = yib 53
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elde edilir.

0< y < yx <7 < 1 kullanilarak

Ixpers =27 11* < Nl = x"I1* — v 53

Ve tim k > k; i¢in

&€

£ 2
ler =2 12 < e =212 =85 < ey — 2712 —2y8 5 < < |, —x'|* -

(k +ko — 1yd—

elde edilir. k terimi oo gittikge esitsizligin son terimi de oo gidecektir. Ancak

lxx4+1 — x*]|% terimi negatif olamaz. Oyleyse bu bir celiskidir. o
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5. ZAYIF SUBGRADYANT ALGORITMASININ ANALIiZi

Bu boliimde, ¢ok fazla yerel optimal degere sahip bir fonksiyonda zayif
subgradyant algoritmasinin nasil ¢alistigl, zayif subdiffereansiyelin ¢ degerinin nasil
belirlenebilecegi, zayif subgradyant algoritmasinin iteratif ilerlemesinin nasil oldugu ve
' > f* ile dinamik adim uzunluguyla (4.3) £ < f* ile dinamik adim uzunlugunun

(4.4) birlikte nasil kullanilabilecegi analiz edilmistir.

5.1. Yerel Optimal Coziimlere Sahip Analitik Bir Problem

Zay1f subgradyant algoritmasinin yerel optimal ¢oziimlere takilmadigini gostermek

amaci ile Audet ve ark. (2008) calismasinda yer alan problem (5.1) ele alinmigtir.

f(a,b) = e5™5%¢ 4 sin(60e?) + sin(70 sin(a)) + sin(sin(80b))
. 1 (5.1)
—sin(10(a + b)) + 7 (a® + b?)

Sekil 5.1’de fonksiyonun grafiginden de problemin ¢ok sayida yerel optimal ¢dziime

sahip oldugu goriilmektedir.

f(a,b)

f(a,b)

Ny 2o -
Bvcec-nwaw

a

3 oxs 02 02

Sekil 5.1. Analitik fonksiyonunun (5.1) grafigi; sinirlar her bir degisken i¢in [—5,5] ve [—0.25,0.25]
(Audet ve ark., 2008)

Problemin optimal noktasi yaklagik olarak x* =[—0,024;0,211] olup, bu
noktadan oldukga uzakta olan x* = [3,3] noktasindan baslanmis, kutu kisiti olarak her

bir degisken icin [—5,5] araligi se¢ilmis ve problem her bir adim uzunlugu ile
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¢Oziilmiigtiir. Sonuclar Tablo 5.1°de kullanilan parametreler ile birlikte verilmistir.

Sonuglar gostermektedir ki zayif subgradyant algoritmasi yerel optimal ¢ozlimlere

takilmadan global optimal ¢6ziime yakinsamaktadir.

Tablo 5.1. Analitik problemin zayif subgradyant algoritmasi ile sonuglari

flev > f*

flev < f*

* *ile . . flev ile
. Azalan | VeX'I ile ile oo
Sabit Adim Dinamik Dinamik Dinamik Dinamik
X Adim . Adim Adim
f 9 Uzunlugu 9 Adim Adim 9
Uzunlugu Uzunlugu - < Uzunlugu
(4.1) (4.2) Uzunlugu | Uzunlugu (4.5)
' (4.3) (4.4) '
-3,307 -3,305% -3,2932 -3,3073 -3,178% -3,305° -3,307°
CPU 0,621 0,739 0,786 0,409 0,738 17,556
g, = 0,01; ck=1—<_ ! *k);/1=0,1; a=1
Ltersayl
Yay =1 (k)i o= 1= (g v k) A= La=1
itersay itersay:

S =ct%05 1=01a=1

4o =c15t %085 1=0,1; a =1; fl¢¥ =-2,807

Sce = ¢t % 0,4; 1=0,001; a = 1; fl¢v=-3,807

Sce=ct%0,4; 1=0,1; a =0,5 & = f(x;) *0,15; § = §; *x 1,15, 5, = 1,5; B, = 0,5

5.2. Zayif Subgradyant Algoritmasinda ¢ Parametresinin Belirlenmesi icin Bir
Yaklasim

Bir zayif subdifferansiyel ¢iftinin (v, ¢) ¢iftinin tahmini i¢in 6nerilen algoritmada
¢ i¢in bir deger belirlenmekte ve bu degere gore v vektoriiniin degeri hesaplanmaktadir.
¢ degerinin belirlenmesi de 6nemli bir konudur. Zayif subgradyant algoritmasinda yeni
bir nokta x,,, = x; — v, seklinde {iiretilir. Sabit ve azalan adim uzunluklari i¢in
baslangicta belli bir degerden baslayarak her bir iterasyonda azalacak sekilde ¢ degeri
belirlenebilirken, dinamik adim wuzunluklarinda adim uzunlugunun pozitifligini
koruyabilmesi i¢in ¢ degerinin her bir iterasyonda degisen iist degeri bulunmaktadir. Bu

sebeple dinamik adim uzunluklarinda ¢ parametresi bu iist degerden kiigiik olacak sekilde

secilmelidir.

31



Tablo 5.2. Adim uzunluklarinda c;, alabilecegi en biiyiik deger

Adim uzunlugu st
Sabit adim uzunlugu L
Azalan adim uzunlugu L
g . . . . 11 x - *
Bilinen x* ve f* i¢in dinamik adim uzunlugu st = jlcl(k)—f”
X — X
_ flev
fl > f* icin dinamik adim uzunlugu cjst = %
X
) x.) — flev
f' < f* i¢in dinamik adim uzunlugu cpst f( k)d !
X
lev
) Xi) —
27 jle dinamik adim uzunlugu st = it k)d f
X

Ele alinan problem diferansiyellenebilir ve dis biikkey olmadigi durumda c degeri
daha deterministik bir yol ile belirlenebilir. v, ve dinamik adim uzunluklarinda a;
degerleri ¢, degerinin alacagi degere baghdir. Bu sebeple x;,.; = x;, — @(cy) olarak

yazilabilir ve ¢, =arg min_ f(xy1) olarak elde edilebilir. Burada min f(x;41)
0=<ck <C

probleminin ¢oziilmesi i¢inde bir yonteme ihtiya¢ duyulacaktir. Problemimiz tek
degiskenli ve digbilkey olmayan yapida olacaktir. Ancak differansiyellenebilir
oldugunda, digbiikey, diferansiyellenebilir ve tek degiskenli problemler i¢in gelistirilmis
olan ikiye bolme (bisection) veya Newton yontemi gibi yontemler segilebilir. Tabi ki bu
yontemler ile elde edilen ¢ degeri global degil yerel en iyi ¢ozlim olacaktir. ¢ degerinin
global en 1y1 olmasi ¢ok kritik bir durum degildir.

Analitik fonksiyonu (5.1) zayif subgradyant algoritmasinin sabit adim uzunlugu

. 1
ilec,hemc, =1- (

itersqy,

* k> hem de ¢y, igin iist limit olmaksizin ¢, = arg Briinf(xkﬂ)
=Ck

ile ¢oziildiiginde aldigi degerler ilk 10 iterasyon igin Tablo 5.3’te verilmistir. ¢, =

arg gréin f (xy+1) belirlenirken Newton yontemi kullanilmis ve baslangic degeri cp = 1 —
Ck

(iter * k) olarak alinmistir. Eger ¢p degerin ikinci tiirevi f"(cp) < 0ise ¢ = ¢ +
sayi

1 olacak sekilde ikinci tiirev f"'(c) > 0 oluncaya kadar arttirilmustir.
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Tablo 5.3. Analitik fonksiyon (5.1) i¢in sabit adim uzunlugunda c; hesaplanmasi

Iterasyon Ce=1- ( o, k) c, = arg Io’élf(' f(Xr41)
numarasi itersay,
1 0,999975 1,91901485
2 0,99995 7,07320017
3 0,999925 1,97764944
4 0,9999 2,06609044
5 0,999875 2,16577651
6 0,99985 0,01
7 0,999825 1,71961652
8 0,9998 1,01568591
9 0,999775 13,9300902
10 0,99975 3,15408563
fe"iyi -3,305 -3,305
CPU 0,621 8,252

“a,=001;1=01; a=1

Tablo 5.3°e gore elde edilen ¢, degerleri birbirinden farkli olmasina ragmen her

iki durumda da optimal ¢oziime yaklasik olarak -3,305 degeri ile yakinsamistir. Ancak

cr=1- (ite: * k) esitligindeki degerler her problemin optimal ¢6ziimiine
sayt

yakinsaklig i¢in farklilik gosterebilecek iken ¢, = arg Bnin f (xp41) esitligi her problem
=Cg
icin ayn1 olacaktir. Tabi ki ¢, = arg gnin f(xr41) ile ¢; degerinin hesaplanmasi ¢6ziim
=Cg

icin gereken siireyi arttiracaktir.
Sabit adim uzunluguna benzer sekilde diger adim uzunluklari i¢inde arastirilmis

ve sonuglar izleyen tablolarda verilmistir.

Tablo 5.4. Analitik fonksiyon (5.1) igin azalan adim uzunlugunda (4.1) ¢, hesaplanmasi

Iterasyon co=1- ( r, k) c, = arg l(glcll: F(xXp41)
numarasi itersqy,
1 0,999975 2,99787267
2 0,99995 0,96346753
3 0,999925 1,99701875
4 0,9999 3,83551829
5 0,999875 3,00609791
6 0,99985 2,9851226
7 0,999825 2,00064583
8 0,9998 3,01986325
9 0,999775 2,99811525
10 0,99975 1,98045477

fenivi -3.293 -3,305
CPU 0,739 5,127

*ak=1—(it2: *k); A=1la=1
sayt
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Tablo 5.5. Analitik fonksiyon (5.1) igin f* ve x* ile dinamik adim uzunlugunda (4.2) ¢, hesaplanmasi

iterasyon | ¢, = cist % 0,5 ¢, =arg min_ f(x1)

numarasi O=e<cy

1 0,97574981 0,97574981

2 0,65642992 1,0642967

3 0,85166745 0,85166745

4 0,67348532 0,67348532

5 0,9283385 0,98459709

6 1,09270696 1,02003141

7 1,10609762 1,00009749

8 1,35342631 1,99032599

9 0,98234948 1,02731181

10 1,14139731 1,14139731
fe"iyi -3.307 -3,305

CPU 0,786 20,47

=0t %05 1=01 a=1

Tablo 5.6. Analitik fonksiyon (5.1) igin f*” > f* ile dinamik adim uzunlugunda (4.3) ¢, hesaplanmasi

Iterasyon ¢ =ct 0,85 ¢y =arg min  f(Xy.q1)

numarasi Oser<ey

1 0,26615567 0,26615567

2 0,20739024 0,20739024

3 0,1793718 0,1793718

4 0,33910008 0,33910008

5 0,30267989 0,01

6 0,23667707 0,01

7 0,28242685 0,28242685

8 0,21021407 0,21021407

9 0,39397747 0,01

10 0,26230167 0,26230167
fenive -3.178 -3,093

CPU 0,409 2,014

"o =% 0,85 1=0,1; a = 1; fl¢¥ =-2,807
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Tablo 5.7. Analitik fonksiyon (5.1) igin %V < f* ile dinamik adim uzunlugunda (4.4) c; hesaplanmasi

iterasyon cr=Cct+0,4 Ci =arg mlnustf(xk+1)
numarasi
1 0,301511 0,301511
2 0,33456346 0,33456346
3 0,33277345 0,33277345
4 0,3239299 0,3239299
5 0,21352716 0,21352716
6 0,31558717 0,31558717
7 0,35057517 0,35057517
8 0,28140975 0,28140975
9 0,32405658 0,32405658
10 0,24752852 0,01

fenivi -3,305 -3,254
CPU 0,738 18,429
‘o = ¢35t % 0,4; 1 =0,001; a = 1; flv=-3,807

Tablo 5.8. Analitik fonksiyon (5.1) igin f;¢” ile dinamik adim uzunlugunda (4.5) ¢, hesaplanmasi

Iterasyon cr=ct%0,4 ¢, =arg min f (Xk41)
numarasi Osci<c
1 0,02002959 0,02002959
2 0,01702515 0,01702515
3 0,02553772 0,02553772
4 0,08255205 0,01
5 0,06686446 0,06686446
6 0,01702515 0,01702515
7 0,12920326 0,12920326
8 0,02553772 0,02553772
9 0,08484934 0,08484934
10 0,05626588 0,05626588
fenivi -3,307 -3.307
CPU 17,556 45,279
"=t %04, 1=0,1; « =0,5; §; = f(x;) *0,15; § = 5, * 1,15,5, = 1,5; 5, = 0,5

Tablo 5.4-5.9 incelendiginde azalan adim uzunlugu i¢in ¢, degerleri birbirinden
farklilik gosterirken, dinamik adim uzunluklari i¢in ¢ogu zaman ayni ¢ikmistir. Bunun

sebebi ise ¢, degerinin iistten cjS! degeri ile sl olmasi ve arg mln f (Xk+1)
0=<ck

degerinin ¢St degerinden biiyiik ¢iksa bile adim uzunlugunun p021t1ﬂ1g1n1 olmasi i¢in

kullanilamamasidir.
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5.3. Zayif Subgradyant Algoritmasinin Iteratif Gosterimi

Zayif subgradyant algoritmasinin iteratif nasil ¢alistifini gostermek icin yine
Analitik fonksiyon (5.1) kullanilmis ve £;” ile dinamik adim uzunlugu optimal ¢éziime
olan uzakligin (|lx, —x°Il), £l ve f(xx) degerinin nasil degistisi Tablo 5.4’te
verilmistir. Optimal ¢6ziime olan uzaklik (||x, —x*||) genel olarak her bir iterasyonda
azalmis ancak arada bazi iterasyonlarda ufak artmalar olmustur. f'®” degeri ise f(xy)
degerinin degisimine gore ayn1 kalmis, azalmis veya artmustir. f (x;) degeri ise problemin
digbiikey olmayan yapisindan dolay1 her bir iterasyonda bir dncekine gore azalmis veya

artmig ve 9917. iterasyonda optimal degere yakinsamistir.

Tablo 5.9. Analitik fonksiyonun (5.1) £’ ile dinamik adim uzunlugu (4.5) ile ¢oziimiiniin iteratif

gosterimi

iterasyon numarasi [x, — x*|| fhev f(x)
1 4,1143 4,0129 5,0922
3 4,1135 4,1191 5,1368
4 4,1126 4,1191 6,6597
5 4,1066 4,1191 5,7220
6 4,0983 4,1191 4,0312
7 4,0933 3,1283 2,5743
8 4,0928 1,2199 2,8769
9 4,0913 1,8971 4,5505
10 4,0725 1,9723 3,6162
40 3,9235 1,9153 3,6958
41 3,9191 1,9153 2,7792
42 3,9142 1,9153 3,56122
58 3,9098 1,9153 6,1661
59 3,9124 1,9153 2,9038
60 3,9138 1,9153 3,7637
71 3,9624 1,9153 1,4383
72 3,9648 0,5354 2,9511
73 3,9680 0,8363 1,5590
3079 1,6182 -3,0143 -2,0426
3080 1,6145 -3,0143 -2,2019
3081 1,6137 -3,0143 -1,9214
7995 0,0031 -3,8548 -3,2720
7996 0,0028 -3,8739 -3,2776
7997 0,0030 -3,8795 -3,2702
7998 0,0011 -3,8795 -3,3048
9915 0,0017 -3,9060 -3,2915
9916 0,0023 -3,9060 -3,2823
9917 0,0004 -3,9060 -3,3068

‘o =5t %0,4; A=0.1; a =0,5 & = f(x;) *0.15; § =5, *1.15,8, = 1,5; B, = 0,5
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5.3. Dinamik Adim Uzunlugu (4.3) ve (4.4)’iin Birlikte Kullanilmasi

Ele alman bir problemin optimal degeri bilinmedigi igin belirlenecek olan f€¥
degerinin optimal degerden f* biiyiik veya kii¢iik oldugunu bilinemez. Bu sebeple ¢V >
f* ile dinamik adim uzunlugu (4.3) ile £V < f* ile dinamik adim uzunlugu (4.4) beraber

kullanilarak problemin optimal ¢6ziimiine ulasilabilir. Bu durum igin izleyen adimlar

Onerilmistir.

Adim 1:  f' ¢ > 0,& > 0 degerlerini belirle. k=1.
Adim 2: Zayif subgradyant algoritmasi ile problemi ¢oz.
Adim 3:

eniyi
‘flev_fk

Eger bulunan deger fkeniyi > flev 4 eise flev = flev 4 .

Eger bulunan deger ™" < fle¥ ise flev = flev — 0,5
Adm4:  Eger [£S" — £ < e ise DUR.
Diger durumda, k = k + 1 ve ADIM 2’ye GIT.

Analitik problem (5.1) baslangic f” = 5 olacak sekilde ve € = 0,1; £ = 0.001
degerleri ile ¢oziilmiistiir. Zayif subgradyant algoritmasinin dinamik adim uzunluklar
ust

(4.3) ve (4.4) icin gereken parametreleri ise ¢, = cf° *0,4; 1 =0,1; a = 1 olarak

belirlenmistir. Elde edilen sonuglar adim adim Tablo 5.10°da verilmistir.
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Tablo 5.10. Dinamik adim uzunluklar1 (4.3) ve (4.4)’lin beraber kullanimi

Iterasyon flev femvt 1 CPU iterasyon flev femyi 1 CPU
numarasi numarasi

1 5,000 4,721 0,00003 30 -3,152 -2,968 0,71485
2 4,500 4,087 0,00007 31 -3,060 -3,061 0,15915
3 4,000 2,599 0,00006 32 -3,560 -3,021 0,72241
4 3,500 2,678 0,00006 33 -3,291 -2,979 0,70487
5 3,000 2,512 0,00030 34 -3,135 -3,159 0,29053
6 2,500 1,130 0,00088 35 -3,635 -3,141 0,70103
7 2,000 1,814 0,00081 36 -3,388 -2,890 0,71320
8 1,500 0,991 0,00034 37 -3,139 -3,123 0,73831
9 1,000 0,999 0,00211 38 -3,639 -3,150 0,71344
10 0,500 0,275 0,00333 39 -3,394 -3,098 0,73373
11 0,000 -0,115 0,00245 40 -3,246 -3,049 0,71564
12 -0,500 -1,107 0,00122 41 -3,147 -3,248 0,16314
13 -1,000 -1,239 0,00298 42 -3,647 -2,896 0,72546
14 -1,500 -1,663 0,00248 43 -3,272 -2,982 0,71421
15 -2,000 -2,001 0,01231 44 -3,127 -3,128 0,50417
16 -2,500 -2,998 0,08042 45 -3,627 -3,002 0,73086
17 -3,000 -3,000 0,02228 46 -3,314 -3,133 0,73114
18 -3,500 -2,853 0,75363 47 -3,224 -3,004 0,71317
19 -3,177 -3,141 0,71301 48 -3,114 -3,119 0,03752
20 -3,677 -3,054 0,71775 49 -3,614 -3,293 0,70786
21 -3,365 -3,215 0,73106 50 -3,453 -3,165 0,73360
22 -3,290 -2,894 0,73074 51 -3,309 -3,306 0,72317
23 -3,092 -3,094 0,11525 52 -3,809 -2,885 0,72671
24 -3,592 -3,123 0,72075 53 -3,347 -3,300 0,70129
25 -3,358 -2,931 0,71912 54 -3,847 -3,256 0,72547
26 -3,144 -2,903 0,72612 55 -3,552 -3,121 0,73986
27 -3,024 -3,024 0,03212 56 -3,337 -3,272 0,72324
28 -3,524 -3,227 0,70441 57 -3,837 -3,272 0,72577
29 -3,375 -2,929 0,70933

57 iterasyonun sonunda algoritma durmus ve 51. Iterasyonda -3,306 degeri ile
optimal sonuca yakimsamistir. 18. iterasyona kadar 'V degeri azalmis, daha sonraki
iterasyonlarda f€™Y! degerine gore 'V degeri bir 6nceki iterasyona gore artma ve

azalma gdstermistir. £'¢” ve £ degerlerinin degisimi izleyen grafikte goriilmektedir.
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ffev
[e)]

feniyi

Sekil 5.2. . fl¢¥ ve femY degerlerinin degisimi

5.4. Yakinsakhg: Etkileyen Parametreler

Zayif subgradyant algoritmasinin yakinsaklik sonucunu etkileyen ay, cy, 4, x°
olmak iizere dort onemli parametre bulunmaktadir.

Tablo 5.11. Her bir adim uzunlugunun yakinsaklik sonuglarini etkileyen degerler

Adim Uzunlugu Yakinsakhg: Adim Uzunlugu Yakinsakhgi
ismi Etkileyen Degerler ismi Etkileyen Degerler
ak'D',liﬂ}o Crdy flev > frile flev, 711_1}‘1;10 Crdy
Sabit adim uzunlugu dinamik adim
uzunlugu
Azalan adim rlll_{folo Crdx v < f* ile dinamik "
uzunlugu adim uzunlugu —ft), rlll_f){)lo crdy
f* ve x™ ile dinamik rllim Cillxe — x| 17 jle dinamik adim 8, lim c,dy
—o00 n-o
adim uzunlugu uzunlugu

e Yakinsaklik teoremlerine bakilacak olursa her bir adim uzunlugu icin ayr1 ayri
yakinsaklik sonuglar1 elde edilmistir ve Tablo 6.12’de bu yakinsaklik sonuglarini
etkileyen degerler verilmistir. Her bir adim uzunlugunda bu degerlerin uygun
se¢ilmesi onem tasimaktadir.

e (;, parametresi Tablo 6.12°’den de goriilecegi ilizere her bir adim uzunlugunun
yakinsaklik sonucunda 6nem tagimaktadir. Ayrica c;, parametresini dogru segcmek

zayif subgradyantin dogru tahmin edilmesi demektir.
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e A parametresi yakinsaklik sonuglarinda yer almasa bile zayif subgradyantin dogru
tahmin edilmesinde etkili bir parametredir ve zayif subgradyant algoritmasinin iyi
caligmasinda zayif subgradyantin dogru tahmin edilmesi 6nem tagimaktadir.

o xY baslangic ¢oziimii iterayon sayis1 yeterince biiyiik alindig: taktirde ve zayif

subgradyant dogru tahmin edildigi taktirde yakinsaklig1 etkilememektedir
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6. HESAPSAL SONUCLAR

Zayif subgradyant algoritmasi Python programlama dilinde kodlanmis, problemler
2.5 GHz dort ¢ekirdekli ve 16GB RAM sahip bilgisayarda ¢ozdiiriilmiistiir. Zayif

subgradyant algoritmasi i¢in belirlenen parametreler Tablo 6.1°de verilmistir.

Tablo 6.1. Zayif subgradyant algoritmasi i¢in belirlenen parametreler

Zayit Sabit Sabit ve azalan Dinamik
Parametre | subgradyantlarin Azalan adim o adim
. oo, adim - adim uzunlugu
Ismi tahmini icin 4 - uzunlugu . . <. uzunluklar
. uzunlugu icin ¢ degeri . . <.
degeri icin ¢ degeri
A 0,01/0,001/0,0001 | 0,001 5/(2x*k) 10/k st x 0,9
2 10 .
B 0,01/0,001/0,0001 | 0,001 2—|- *k | 10—+ *k st % 0,8
Ltersayl iteTsqy,
5
C 0,01/0,001/0,0001 | 0,001 - *k cjst % 0,85
Ltersaw itersqy,
1 "
D 0,01/0,001/0,0001 | 0,001 10 — 1—|- * kK cist % 0,5
ltersayl itersqy,
1
E 0,01/0,001/0,0001 | 0,01 1- *k chst x 0,4
ltersayl ltersayl

Zay1f subgradyant algoritmasi ile literatiirde yer alan problemler ¢oziiliirken 5
farkli parametre seti belirlenmistir. Her bir parametre seti zayif subgradyantlarin tahmini
icin A degeri 0,01; 0,001 ve 0,0001 olarak belirlenmis, zayif subgradyantlarin tahmini i¢in
a degeri her bir parametre seti i¢in 1 olarak alinmistir. Her bir parametre seti ile
problemler ¢6ziilmiis ve her bir adim uzunlugu i¢in problemlerin bulunan en 1yi sonuglari
ilgili tablolarda verilmis ve hangi parametre set ile elde edildigi yanina yazilmistir. Zay1f
subgradyantlarin tahmini i¢in A degeri 0,01 igin parametre adi*, 0,001 i¢in parametre ad1
** ve 0,0001 igin parametre ad1 *** olarak gdsterilmistir. £V > f* ile dinamik adim

uzunlugu (4.3) icin f'€¥

flev =fopt
f(x) *0.15; § = 6, x1.15, B3, =

= fopt + 0,5, f lev < £* ile dinamik adim uzunlugu (4.4) igin
0,5 olarak alinmistir. ¢V ile dinamik adim uzunlugu (4.5) i¢in &§; =
1,5; B, = 0,5 olarak alinmistir.

Zay1f subgradyant algoritmasi ile bulunan sonuglar1 i¢in degerlendirme Olgiitii

Bagirov ve ark. (2014) oldugu gibi f;sy zayif subgradyant algoritmasi ile bulunan sonug

fzsm—f"
1+ |

problemlerde bu deger 5 x 10™* ve 1073 degerlerinden kiiciik oldugunda, degisken

olmak iizere ( ) olarak belirlemistir. Kii¢lik boyutlu ve degisken sayis1 50 oldugu
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say1s1 200 oldugu problemlerde ise 1073 degerinden kiiciik oldugunda optimal degere
ulasildig1 kabul edilmistir.

6.1. Kiiciik Boyutlu Test Problemleri

Differansiyellenemeyen, disbiikey olmayan ve sadece kutu kisitlarina sahip olan
kiigiik boyutlu test problemleri 19 adet olup isimleri, degisken sayilari, amag
fonksiyonlari, optimal amag¢ fonksiyonu degeri, optimal ¢6ziimii ve baglangi¢ noktalari
Ek 2’de verilmistir. Kutu kisit1 olarak her bir degisken icin [—5,5] aralig1 segilmis, eger
optimal ¢oziim degeri bu araligin disinda kaliyor ise aralik [x* — 5, x* + 5] olacak sekilde
degistirilmistir. Her bir problem bu tez kapsaminda yakinsaklik 6zellikleri arastirilan
adim uzunluklar1 kullanilarak zayif subgradyant algoritmasi ile ¢oziilmiis, optimal

sonuglar ile kiyaslanmistir.
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Tablo 6.2. Kiigiik boyutlu test problemlerinin sonuglar

* * lev * lev * lev ; i i
Sabit Adim Azalan Adim f‘vex- ile f- >f ile f. <f ile i’ ile Dlnamjk
isim £ Uzunlusu Uzunlugu (4.1) Dinamik Adim | Dinamik Adim Dinamik Adim Adim Uzunlugu
g SUYY | Uzunlugu 4.2) | Uzunlugu (4.3) | Uzunlugu (4.4) (4.5)
Crescent 0 0 a** 0 a** 0 a** 0.5 a** 0 a** 0 a**
Mifflin 2 -1 -1 ax* -1 a** -1 a** -0.5 a** -1 a** -1a**
WF 0 0a* 0 a** 0.00071218 a** | 0.5 a** 0 a** 0a**
SPIRAL 0 0 a** 0 a** 0 a* 0.5 a** 0 a* 0 a*
EVD52 3.5991193 | 35091193 a* 3.59972865 a** | 3,5097266 a** | 4,0097193a** | 359972443 a** | 3,59984305a**
**
PBC3 3.004202142 0.0042075 a** 2&06310416 2.20420890708 0.250307 g 0.00420867 & 0.00421077 a
Bard 0,050816327 | 0.05087519 a*** | 0.05089106 0.0508719 b* 0.5 a*** 0.05086314 a** 0.0508552 a**
a***
Polak 6 -44 -43.99 a** -43.99 a** -43.99 a** -43.5 a** -43.99 a** -43.99 a**
El-Attar 0.5598131 0.55984302 a** 0.55990149 b** | 0.55981921 b** | 1.0598131 a** 0.55981367 a** 0.56171104 c**
Gill 9.7857721 9.79081678 a** 0.78893903 c** | 9,793337e *** | 10.2857721 a** 0.789556 e*** 9.813723 a***
Problem 1 2 2 ax* 2 a** 2 a** 2.38780222 a** 2 a** 2a**
\Ff:fs?;g;?fk L 0 0.00631878 b** | 0.00128238 c** | 0.00061666 b* | 0.49641875 a** | 0.00012007 g+ | 0000154332
‘Iﬁoo‘j fonksiyonunun | 0 0.00301524 a** | 0.01805092 c** | 0.00028644 c** | 0.5 a** 0.00220735 c++ | 0:0090316a
versiyonu

EXP 25000122371 -0.0121952 c** | -5.7516929 c** | 0.00012857 c** | 013212056 c** | -0.0622914 c** -0.0024076 c**
Kowalik-Osborne 0.008084368 | 0.00816606 c** 0.01216215 c** | 0.00852787 e** | 0.0475133 a** 0.00816741 e** 0.00815057 d**
OETS 0-002035973 | ,00270181 b | 0.00309279 a** | 0.00340681 c** | 0.5026350 = | 0.00200543axx | #0039 b
OET 6 2'002016075 0.00316036 b** | 0.01109648 a** | 0.00535588 c** | 0181600722 c** | 0.00336216 ax+ | 2003179712
PBC1 0.022340496 | 0.19568146 c** | 0.02734077 c** | 0.11975801 c** | 0.5223405 a** 0.08501973 c** 0.11826176 b**
EVD61 0.034904926 | 0.03515377 c** | 0.03549639 a** | 0.03651809 c** | 0.53490493 a** | 0.03606183 a** 0.03578041 a**




Tablo 6.3. Kiigiik boyutlu test problemlerini ¢6zmek i¢in gereken CPU

4%

* * g lev * i lev * H lev ; H H
Sabit Adim | Azalan  Admm f- ve x ile f. >f ile f. <f ile K’ ile Dlnamjk

isim Uzunlugu Uzunlugu (4.1) Dinamik Adim | Dinamik Adim | Dinamik Adim Adim Uzunlugu

Uzunlugu (4.2) | Uzunlugu (4.3) Uzunlugu (4.4) (4.5)
Crescent 0,01948595 0,014942884 0,631707907 0,631707907 0,434367895 3,1726861
Mifflin 2 0,034101009 0,014023066 0,219409943 0,566859007 0,061650991 0,462354898
WF 0,547713041 0,533092976 0,725044966 0,663811922 0,622557878 20,59515786
SPIRAL 0,281521082 0,86281395 1,024422884 0,912091017 0,952101946 20,95985794
EVDS52 1,022166967 1,020539999 1,217097044 1,148584127 1,108290911 20,95801091
PBC3 9,269674063 9183539152 | 9,327889919 | 9,327889919 9,248991013 26,57418299
Bard 1,943536043 1,943570137 2,124976873 2,056656122 2,07536602 22,84766889
Polak 6 2,697446108 2,847462893 3,108037949 2,990446091 2,97774601 20,02642322
El-Attar 32,12747598 36,26708293 36,24204493 36,0158658 36,07827997 53,48014712
Gill 140,1797779 140,2673838 140,470124 139,792407 139,6418769 157,4582298
Problem 1 0,164664984 0,095170975 1,18600297 1,152608156 1,149125099 18,26833701
Rosenbrock L1
versiyonu 0,302460909 0,320847988 0,492063046 0,422068834 0,422070026 35,27688599
Wood
fonksiyonunun
L1 versiyonu 0,765971899 0,759523869 1,032075882 0,898361921 0,870677948 18,93293786
EXP 0,008785963 0,006563902 0,012379169 0,012379169 0,000733852 0,020792961
Kowalik-
Osborne 2,661329985 2,677920103 2,881727934 2,881727934 2,805956841 20,92395306
OET5 5,282094955 5,264348984 5,482936144 5,343361139 5,365101099 22,59601593
OET 6 4,073904037 4,05181694 4,300542116 4,300542116 4,179040909 21,37431383
PBC1 18,76057696 18,81023693 18,94459295 18,857306 18,71514201 36,15938878
EVD61 36,879673 36,7343452 37,17999387 37,06612515 36,97888398 54,38752317
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Tablo 6.4 Kiigiik boyutlu test problemlerinin optimal sonuglara gore degerlendirilmesi <%>
opt
. frove x* ile | flev > f ile | flev < f ile ' jle Dinamik
isim ISJztl)llltllu“u Adim ézzl:ll:l'u 1(&4dir)n Dinamik Adim | Dinamik Adim | Dinamik Adim Adim Uzunlugu
g sU® D | Uzunlugu 4.2) | Uzunlugu (4.3) Uzunlugu (4.4) (4.5)
Crescent 0 0 0 0 0 0
Mifflin 2 0 0 0 0 0 0
WF 0 0 0,00071218 0 0 0
SPIRAL 0 0 0 0 0 0
EVDS52 0 0,00013249 0,00013205 0,00011767 0,00013158 0,00015737
PBC3 5,3349E-06 0,00209945 6,7361E-06 -0,1687307 6,5E-06 8,5912E-06
Bard 5,6016E-05 7,1119E-05 5,2886E-05 -0,0327675 4,4549E-05 3,6993E-05
Polak 6 0,00022222 0,00022222 0,00022222 0 0,00022222 0,00022222
El-Attar 1,9182E-05 5,6667E-05 3,9171E-06 0 3,6543E-07 0,00121677
Gill 0,00046772 0,00029362 0,00070138 0 0,00035082 0,00259146
Problem 1 0 0 0 -0,0320565 0 0
Rosenbrock L1
versiyonu 0,00631878 0,00128238 0,00061666 -0,0023875 0,00012007 0,00015433
Wood
fonksiyonunun
L1 versiyonu 0,00301524 0,01805092 0,00028644 0 0,00220735 0,0090316
EXP -0,0123161 -5,7511115 6,198E-06 -0,2453145 -0,0624061 -0,0025297
Kowalik-
Osborne 8,1037E-05 0,00404508 0,00043995 -0,3054014 8,2376E-05 6,5671E-05
OET5 6,5663E-05 0,00045562 0,00076881 -4,891E-08 0,00026875 0,00062235
OET 6 0,00114198 0,00906213 0,00333308 -0,2133235 0,00134338 0,00116129
PBC1 0,16955306 0,00489101 0,09528872 2,6275E-09 0,06130955 0,09382516
EVD61 0,00024045 0,00057152 0,00155876 2,606E-09 0,00111788 0,00084596
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Sekil 6.1. Kiiciik boyutlu test problemleri i¢in adim uzunluklarinin optimal degere ulasma yiizdeleri

(f=2eL < 5% 1074)
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Sekil 6.2. Kiiciik boyutlu test problemleri i¢in adim uzunluklarinin optimal degere ulasma yiizdeleri

(i <107)

Sekil 6.1 ve Sekil 6.2°de optimal degere ulagsma yiizdeleri verilmistir. Kiiciik

boyutlu test problemleri igin ¥ > f* ile dinamik adim uzunlugu (4.3) %100 basari
gostermistir. Bu demek oluyor ki optimal degerden daha biiyiik bir deger £V olarak

secildiginde bu degere her seferinde ulasilabiliyor. Sabit adim uzunlugu i¢in her iki
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degerlendirme kriterine gore %79, azalan adim uzunlugu (4.1) igin %63 ve %68, f* ve

x* ile dinamik adim uzunlugu (4.2) igin %63 ve %84, f'V < f* ile dinamik adim

lev

uzunlugu (4.4) icin her iki degerlendirme kriterine gére %79 ve f;°" ile dinamik adim

uzunlugu (4.5) i¢in%63 ve %74’tiir. Bunlara ek olarak Tablo 6.4’de bakildiginda bulunan

tiim degerlerin optimal sonugtan farklar1 Sekil 6.3’de de goriildiigi gibi 0,2 nin altindadir.

0,4

0,2

0,2
0,4
0,6

-0,8

A

- S N P —
"
1 2 3 4 SWS 9 10 11 12 4 6\17/18 19

== Sabit A.U. =@=A.U. (4.1) AU. (4.2)
—=0—A.U. (4.3) =@=A.U. (4.4) A.U. (4.5)

Sekil 6.3. Kiiciik boyutlu test problemleri i¢in adim uzunluklarinin optimal degerden farklari

Ayrica EXP probleminde literatiirde 0,00012237125 olarak verilen yaklasik
optimal degerinden daha iyi sonuglar bulunmustur. Izleyen tabloda bulunan x degerleri
ayrintili olarak verilmistir.

Tablo 6.5. EXP problemi igin zayif subgradyant algoritmasi ile bulunan sonuglar

Adim uzunlugu | x degeri f degeri
Sabit adim (0,4419493; 0,058034182; —0,019803764; -0,0121952
uzunlugu 0,019785165; —0,03978227152)

Azalan adim (—=5;-0,210669565; 0,4713283899; -5,7516929
uzunlugu 0,0347783024; —0,008888538198)

flev < frile (0,419541165;0,0817195578; -0,0622914
Dinamik Adim —0,033852981; 0,035499923; —0,03612751237)

Uzunlugu (4.4)

e jle Dinamik
Adim Uzunlugu
(4.5)

(0,44561318; 0,054397455; —0,023483996; -0,0024076
0,0234806786; —0,02347538616)
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6.2. Biiyiik Boyutlu Test Problemleri

Differansiyellenemeyen ve digbiikey olmayan biiyiik boyutlu test problemleri 15
adet olup isimleri, degisken sayilari, amag¢ fonksiyonlari, optimal ama¢ fonksiyonu
degeri, optimal ¢oziimii ve baslangi¢ noktalar1 Tablo 6.6’da verilmistir. Kutu kisitlart
kiigiik boyutlu test problemlerinde oldugu gibi her bir degisken i¢in [—5,5] aralig1
secilmis, eger optimal ¢oziim degeri bu araligin disinda kaliyor ise aralik
[x* —5,x* + 5] olacak sekilde degistirilmistir. Her bir problem 50 ve 200 degiskenli

olarak ele alinmustir.
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Tablo 6.6 “50” degiskenli test problemlerinin sonuglari

Sabit Adim | Azalan Adm | f*ove x* ile flev > f ile | flev < f v ile Dinamik
isim n f Uzunlugu Uzunlugu Dinamik Adim | Dinamik Adim | Dinamik Adimm | Adim Uzunlugu
4.2) Uzunlugu (4.2) | Uzunlugu (4.3) Uzunlugu (4.4) (4.5)
Aktif ylizlerin sayist | 50 | 0 0,00319693 0,02869864
ax* ax* 0,00048501 b** | 0,499999988 a** 0,004078518 a** 0,004235249 a**
Brown 50
fonksiyonunun 0
differansiyellenemey 0,03272668 0,003179896 0,002742087
en genellestirilmesi 2 gx** ax* ax* 0,5 a** 0,00971032 b** 0,01909278 a***
. . 50 | -34.795 -34,767706 -34,780171
Chained mifflin 2 b - NA 34,295 b** 34,767043 b** 34,70324552 a**
Chained crescent | 50 | 0 0,00083241 0,00048519 0,011475414
c** b** gx* 0,5 a** 0,00116549 b** 0,045976722 a**
Chained crescent 11 50 | O 0,0143396 0,02202778 0.0015307706
ar** b** d*** 0,5 a** 0 b*** 0,004872756 a***
Test29’daki Problem | 50 | O 0,003469075 | 0,01176838
6 ax* b** NA 0,5 b** 0,004783836 a** 0,004071199 a**
Test29’daki Problem | 50 | O 0 a** 0,00034937
17 ar* 0 a** 0,00034937 a** 0,00034937 a** 0 a**
Test29’daki Problem | 50 | O 0,00040046 0,074161531
19 c** ar* NA 0,50416224 b** 0,000933674 a** 0,002417618 a**
Test29’daki Problem | 50 | O 0,00543769 0,652707923
20 c** ax* NA 0,504220913 a** 0,006593647 a** 0,0073205 d**
Test29’daki Problem | 50 | O 0,000681087 | 0,000681087
22 ax* ax* NA 0,000681087 a** 0,000681087 a** 0,000680983 a**
Test29’daki Problem | 50 | O 0,0155781 0,06082041
24 ax** c** NA 0,5 a** 0,01266039 d*** 0,012916485 d***
DC Maxl 50 | O 0,733963734
ax* 0 d*** 0,0173642 b** 0,5 a** 0,013277907 a** 2,575630571 a**
DC Maxlq 50 | O 0 b** 0 b** 1a** 1a** 1a** 1a**
Problem 6 50 | O 0,002896596 | 0,004477454
ax* ax* 0,00546972 e** | 0,5 a** 0,001401189 a** 0,028024848 a**
Problem 7 50 | O 0,00034937
0 a** ax* 0 a** 0,00034937 a** 0,00034937 a** 0 a**

NA: Bu problemlerin optimal ¢dzlimleri literatiirde verilmediginden dolay1 f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu kullanilarak ¢6ziilememistir.




0S

Tablo 6.7. “50” degiskenli test problemlerini ¢6zmek i¢in gereken CPU

Sabit  Adim | AZalan Adm | f*ove x* ile flev > f+ ile | flev < f ile | fv  ile Dinamik

isim Uzunlugu Uzunlugu Dinamik Adim | Dinamik Adim | Dinamik Adimm | Adim Uzunlugu
4.2) Uzunlugu (4.2) | Uzunlugu (4.3) Uzunlugu (4.4) (4.5)

Aktif ylizlerin sayist 60,89470315 61,32440186 61,83431196 61,43170595 61,22593093 80,11220503
Brown
fonksiyonunun
differansiyellenemey
en genellestirilmesi 2 | 118,402369 119,1848428 120,2604761 119,8790069 119,8271601 137,5036418
Chained mifflin 2 140,248518 139,902606 NA 139,7290549 140,1551671 158,2280879
Chained crescent | 150,960669 151,9640241 152,2912049 152,103076 151,76353 169,998395
Chained crescent 11 169,9192271 170,2918479 171,9059749 170,9188769 170,923506 189,8953011
Test29°daki Problem
6 57,08668494 55,80409384 NA 55,75443602 55,6193831 73,220474
Test29°daki Problem
17 358,947691 340,8179998 38,76913595 38,76913595 361,896925 9,850687981
Test29’daki Problem
19 75,80592895 75,24208403 NA 72,29903698 72,37821198 90,01108479
Test29’daki Problem
20 57,06797409 57,5266881 NA 57,39999795 57,69292903 75,31407619
Test29’daki Problem
22 120,7020991 122,7205071 NA 122,7205071 111,9200342 129,3395798
Test29’daki Problem
24 93,43427801 94,0051198 NA 93,92194915 93,91225505 113,7364788
DC Maxl| 33,23734617 33,57928205 34,49485493 33,78634214 33,81907105 50,96383381
DC Maxlq 60,98545122 61,79449296 62,12458491 61,49921107 61,46381116 78,77859783
Problem 6 917,8916519 915,804148 916,0025389 918,0848951 915,8455608 935,6233439
Problem 7 358,947691 340,8179998 38,76913595 38,76913595 361,896925 9,850687981

NA: Bu problemlerin optimal ¢oziimleri literatiirde verilmediginden dolay1 f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu kullanilarak ¢oziilememistir.
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Tablo 6.8. “50” degiskenli test problemlerinin sonuglarinin optimal sonuglara gore degerlendirilmesi (%)
op
Sabit  Adim Azalan Adm | f* ve x* ile | flev > f* ile | flev < f ile | flv  ile Dinamik
isim Uzunlugu Uzunlugu Dinamik Adim | Dinamik Adim | Dinamik Adimm | Adim Uzunlugu
(4.2 Uzunlugu (4.2) | Uzunlugu (4.3) Uzunlugu (4.4) (4.5)
Aktif yiizlerin sayis1 | 0,003197 0,028699 0,000485 -8E-09 0,004079 0,004235
Brown
fonksiyonunun
differansiyellenemey
en genellestirilmesi 2 | 0,032727 0,00318 0,002742 0 0,00971 0,019093
Chained mifflin 2 0,000763 0,000414 NA 0 0,000781 0,002563
Chained crescent | 0,000832 0,000485 0,011475 0 0,001165 0,045977
Chained crescent | 0,01434 0,022028 0,001531 0 0 0,004873
Chained crescent Il 0,003469 0,011768 NA 0 0,004784 0,004071
Test29’daki Problem
6 0 0,000349 0 -0,3331 0,000349 0
Test29°daki Problem
17 0,0004 0,074162 NA 0,002775 0,000934 0,002418
Test29°daki Problem
19 0,005438 0,652708 NA 0,002814 0,006594 0,007321
Test29°daki Problem
20 0,000681 0,000681 NA -0,33288 0,000681 0,000681
Test29°daki Problem
22 0,015578 0,06082 NA 0 0,01266 0,012916
Test29°daki Problem
24 0,733964 0 0,017364 0 0,013278 2,575631
DC Maxl 0 0 1 0,333333 1 1
DC Maxlq 0,002897 0,004477 0,00547 0 0,001401 0,028025
Problem 6 0 0,000349 0 -0,3331 0,000349 0

NA: Bu problemlerin optimal ¢dziimleri literatiirde verilmediginden dolay1 f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu kullanilarak ¢oziilememistir.
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Sekil 6.4 “50” degiskenli test problemleri i¢in adim uzunluklarinin optimal degere ulagma ytizdeleri
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Sekil 6.5. “50” degiskenli test problemleri i¢in adim uzunluklarinin optimal degere ulasma yiizdeleri

(e <107)

Sekil 6.4 ve Sekil 6.5’te optimal degere ulasma yiizdeleri verilmistir. “50” boyutlu test
problemleri i¢in her iki degerlendirme kriterine gore bakildiginda basar1 ytlizdeleri, Sabit adim
uzunlugu igin %27 ve % 47, azalan adim uzunlugu (4.1) i¢in %40 ve %47, f* ve x* ile dinamik
adim uzunlugu (4.2) i¢in her iki degerlendirme kriterine gore %33, ¢ > f* ile dinamik adim
uzunlugu (4.3) icin her iki degerlendirme kriterine gére %80, f'¢¥ < f* ile dinamik adim
uzunlugu (4.4) i¢in %20 ve %40 ve £V ile dinamik adim uzunlugu (4.5) igin %13 ve %20°dir.
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Bunlara ek olarak Tablo 6.7 den bakildiginda bulunan tiim degerlerin optimal sonugtan farklar
Sekil 6.6’da goriilmektedir ve bu fark 13 (%87) problem igin 0,7 nin altindayken bir problemde
(DCMaxl) 1’¢ ve bir problemde (Test29’daki Problem 24) 2,5’e ulasmistir. Bunun sebebinin
zayif subgradyantin tahmininden kaynaklanabilmektedir. Ciinkii zayif subgradyantin tahmini
yonlii tiireve dayanmaktadir ve yonlii tiirevin zayif subgradyantlarin supremumuna esit olmasi
icin 3 varsayim bulunmaktadir. Bu problemlerin bu varsayimlardan bir veya birkagin

saglamadig diigiiniilmektedir.
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Sekil 6.6 “50” degiskenli test problemleri i¢in adim uzunluklarinin optimal degerden farklar
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Tablo 6.9. “200” degiskenli test problemlerinin sonuglari

Sabit Adim Azalan vAdlm f* Ve. x e fl.ev > .f* Hle fl.ev < .f* fle lev jle Dinamik Adim

isim f Uzunlugu Uzunlugu Dlnamlli Adim Dlnamll( Adim Dlnamll( Adim Uzunlugu (4.5)
(4.1) Uzunlugu (4.2) Uzunlugu (4.3) Uzunlugu (4.4) g

Aktif ylizlerin sayist | O 097915948

0.09010911 a* d* 0,00264918 e** 0,5 a** 0,009383143 a** 0,01170317 a**
Brown
fonksiyonunun
differansiyellene- 0
meyen
genellestirilmesi 2 0,1346936 e*** 199 a*** 0 a*** 0,5 a** 0 a*** 0,096967 a***
Chained mifflin2 | 4086 "140,79148

-140,72646 e** gx* NA -139,979186 a** -140.73536 e** -139,8939 e**
Chained crescent | 0 0,000968973

0,002835493 a** | a** 0,02667114 e** 0,511846284 a** 0,00180416 e** 0,662850133 a**
Chained crescent II | 0 0,05358298 c*** | 0 e*** 0,00420896 e*** | 0,5 a** 0 e*** 0,08312041 a***
Test29’daki 0 0,00838916
Problem 6 0,0052669 e** gFr* NA 0,522376989 a** 0,006795878 a** 0,0093181 b**
Test29’daki 0 0 a**
Problem 17 0a** 0 a** 0 a** 0 a** 0 a**
Test29’daki 0 0,556159487 NA
Problem 19 0,00719051 e** ax* 0,51424439 e** 0,00378467 b** 0,00852129 b**
Test29’daki 0 0.77293164 NA
Problem 20 0,48974114 e** er* 0,504458057 a** 0,027131183 d** 0,505147266 a**
Test29’daki 0 NA
Problem 22 0 a** 0a** 0 a** 0 a** 0 a**
Test29’daki 0 0.15269851 NA
Problem 24 0,01485382 a*** | e** 0,5 a** 0,01171833 c*** 0,01205072 g***
DC Max 0 0,053693133

6,27698523 d* 0 a** d** 0,48416392 e* 0,39277116 d* 9,54184555 d*
DC Maxlq 0 0 e** 0a* 1a** 1a** 1a** 1a**
Problem 6 0 0,013907926 0,132773358

d** ax* 0,06056789 e** 0,5 e** 0,00645211 e** 0,061375149 a**
Problem 7 0 0,53149851

6.75767563 e** e** 0,059584872 a** | 0,5 a** 0,120413022 a** 1,170935921 a**

NA: Bu problemlerin optimal ¢dzlimleri literatiirde verilmediginden dolay1 f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu kullanilarak ¢oziilememistir.




SS

Tablo 6.10. “200” degiskenli test problemlerini ¢6zmek i¢in gereken CPU

Sabit  Adim | AZalan Adm | f*ove x* ile flev > f+ ile | flev < f ile | fv  ile Dinamik

isim Uzunlugu Uzunlugu Dinamik Adim | Dinamik Adim | Dinamik Adimm | Adim Uzunlugu
(4.2 Uzunlugu (4.2) | Uzunlugu (4.3) Uzunlugu (4.4) (4.5)

Aktif yiizlerin sayis1 | 857,0965228 | 858,453763 862,784811 862,0762868 859,221395 879,2447381
Brown
fonksiyonunun
differansiyelleneme-
yen genellestirilmesi
2 1821,448451 | 1936,892851 | 1828,617451 1825,738936 1826,521681 1849,44084
Chained mifflin 2 2156,047382 | 2156,041017 | NA 2157,751231 2156,760214 2185,62943
Chained crescent | 2156,047382 | 2156,041017 | 2380,66207 2157,751231 2156,760214 2185,62943
Chained crescent 11 2691,623174 | 2692,723938 | 2691,36668 2698,771745 2691,550648 2708,264858
Test29°daki Problem
6 784,9884422 | 787,202239 NA 787,8259768 787,801333 806,652524
Test29’daki Problem
17 5579,026889 | 5568,732214 | 1471,936929 1471,936929 5672,939605 251,4971209
Test29’daki Problem
19 1059,023876 | 1060,836025 | NA 1078,361139 1084,608362 1076,036092
Test29’daki Problem
20 805,6136961 | 807,4834359 | NA 810,8531868 818,7503982 833,4470501
Test29’daki Problem
22 1666,825887 | 1686,82367 NA 1686,82367 1669,217375 1694,619697
Test29’daki Problem
24 1609,523945 | 1621,387023 | NA 1611,306507 1613,287288 1633,667805
DC Maxl 443,4699359 | 439,9732959 | 447,018518 4445235229 442949214 461,9291141
DC Maxlq 873,3499069 | 901,0368209 | 879,982172 877,4669721 876,510994 899,1966832
Problem 6 13683,90677 | 13565,5557 13571,807 13637,44187 13591,0403 13698,78747
Problem 7 15232,01185 | 15144,22455 | 15183,72359 15173,45608 15130,35306 15150,1776

NA: Bu problemlerin optimal ¢dziimleri literatiirde verilmediginden dolay1 f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu kullanilarak ¢oziilememistir.
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Tablo 6.11. “200” degiskenli test problemlerinin sonuglarinin optimal sonuglara gore degerlendirilmesi (7ffiﬂ'|';f"t'|”>
op
Sabit Adim | AZalan Adim | f* ve x” ile flev > file flev < file tev jle Dinamik
isim Uzunlugu Uzunlugu Dinamik Adim | Dinamik Adim Dinamik Adim Adim Uzunlugu
(4.2) Uzunlugu (4.2) | Uzunlugu (4.3) Uzunlugu (4.4) (4.5)
Aktif yiizlerin sayisi 0,090109 0,979159 0,002649 0 0,009383 0,011703
Brown
fonksiyonunun
differansiyellenemey
en genellestirilmesi 2 | 0,134694 199 0 0 0 0,096967
Chained mifflin 2 0,000941 0,000483 NA 0,002694 0,000879 0,00681
Chained crescent | 0,002835 0,000969 0,026671 0,007898 0,001804 0,66285
Chained crescent Il | ¢ 053583 0 0,004209 0 0 0,08312
Test29’daki Problem
6 0,005267 0,008389 NA 0,014918 0,006796 0,009318
Test29’daki Problem
17 0 0 0 -0,33333 0 0
Test29’daki Problem
19 0,007191 0,556159 NA 0,009496 0,003785 0,008521
Test29’daki Problem
20 0,489741 0,772932 NA 0,002972 0,027131 0,505147
Test29’daki Problem
22 0 0 NA -0,33333 0 0
Test29’daki Problem
24 0,014854 0,152699 NA 0 0,011718 0,012051
DC Maxl 6,276985 0 0,053693 -0,01056 0,392771 9,541846
DC Maxlq 0 0 1 0,333333 1 1
Problem 6 0,013908 0,132773 0,060568 0 0,006452 0,061375
Problem 7 6,757676 0,531499 0,059585 0 0,120413 1,170936

NA: Bu problemlerin optimal ¢dziimleri literatiirde verilmediginden dolay1 f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu kullanilarak ¢6ziilememistir.
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Sekil 6.7. “200” degiskenli test problemleri i¢in adim uzunluklarinin optimal degere ulasma yiizdeleri

(i <107)

Sekil 6.7°de optimal degerlere ulasma yiizdeleri verilmistir. Sabit adim uzunlugu
icin %27, azalan adim uzunlugu (4.1) igin %48, , f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu
(4.2) icin %24, f' > f* ile dinamik adim uzunlugu (4.3) icin %60, f'¥ < f*ile
dinamik adim uzunlugu (4.4) i¢in %32 ve f*’ile dinamik adim uzunlugu (4.5) i¢in % 13
basar1 ylizdesi elde edilmistir. Tiim degerlerin optimal sonuctan farklar1 Sekil 6.8’den de
gorildiigii gibi genel olarak 1’in altindayken dort problemde (Brown fonksiyonunun
differansiyellenemeyen genellestirilmesi 2, azalan adim uzunlugu (4.1); DC Maxl, sabit
adim uzunlugu; DC Maxq, tim dinamik adim uzunluklari; Problem 7 , sabit adim
uzunlugu ve fl¢¥ile dinamik adim uzunlugu (4.5)) ciddi sapmalar olmustur. Bu sapmalar

baslangi¢ noktasindan daha 1yi bir noktaya gidilememesinden kaynaklanmaktadir.

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

=@ Sabit A.U. =@=A.U. (4.1) A.U. (4.2)
=0—A.U. (4.3) =@=A.U. (4.4) A.U. (4.5)

Sekil 6.8. “200” degiskenli test problemleri i¢in adim uzunluklarinin optimal degerden farklar
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6.3. Tartisma

Zayif subgradyant algoritmasi ile 6 farkli adim uzunlugu kullanilarak elde edilen
sonuclar bu boliimde iterasyonlar boyunca tiiretilen ¢oziimlerin optimal ¢oziimlere
uzakliginin ve bu ¢ozlimlere karsilik gelen amag¢ fonksiyonu degerlerinin degisimi
grafikler yardimi ile yorumlanmistir. Kiigiik boyutlu, 50 degiskenli ve 200 degiskenli
problemlerin her birinden optimal ¢6ziime ulasilan ve ulagilamayanlardan bir adet

problem incelenmistir ve optimal ¢dziime ulasilamayanlarin sebepleri tartigilmigtir.

6.3.1. Kiiciik boyutlu problemler

Kiiciik boyutlu problemlerden zayif subgradyant algoritmasinin her adim
uzunlugunda optimal degere ulasilmis olan problemlerden biri olan “Muffin 2 problemi

icin sabit adim uzunluguna gore elde edilen grafikler Sekil 6.9°da verilmistir.
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Sekil 6.9. Muffin 2 problemi — Sabit adim uzunlugu (a) ||x;, — x*|| (b) fy iterayonlar boyunca degisimi
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Sekil 6.9’daki grafiklere bakildiginda hizli bir sekilde optimal ¢oziim ile
arasindaki uzaklik azalmis , 4000. iterasyondan sonra daha yavas ilerlenmistir. Benze
sekilde amag¢ fonksiyonu degeri baslangicta hizla azalirken, 2000. iterasyondan sonra
azalmalar oldukga kiiclik olmustur.

Kiiciik boyutlu problemlerden optimal ¢oziime diger kiiglik boyutlu problemlere gore
daha uzak sonug bulan “PBC1” probleminin £V < f* ile dinamik adim uzunlugu (4.4)
igcin olusturulan grafikler Sekil 6.10°da goriilmektedir. Her adimda optimal ¢6ziime
yaklagildig1 agik¢a goriilmektedir. Buna bagli olarak elde edilen amag¢ fonksiyonu
degeride ¢ok hizli bir sekilde 1,4 degerinden 0,2 degerine diismiis, 0,2 degerinin civarinda
degisiklik gostermistir. Bu problemde optimal ¢6ziimiin elde edilememesinin nedeni

iterayon limitinin oldugu diistiniilmiistiir.

40
30
20
10
0

L T e TR e T e T T e T e T e e T s I T s I T e e T s T e e

ool ololNoloNoRNoNoloBRoNololoNoRNolNoNoN e

O O O 0O 000000000000 OO OO o

N < OO0 O NS OO NS OO AN < O

T " A AN AN AN AN ANOO OO N

@
2
1,5
1
05 1 | [ |

0

AN ND O N A NN AN AN

O " =H AN OO N T TN O ONNNOOWO O O O

AN M TN ONOODDO A AN N 1D O 0 O

N < OO0 O N < OO A MWL MN O oMW N

™I " AN AN AN NN OO N oM
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Sekil 6.10. PBC1 problemi — f¢” < f* ile dinamik adim uzunlugu (4.4) — 40000 iterasyon
@) llxx —x*|I (b) fy iterayonlar boyunca degisimi
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PBCI1 problemi iterasyon sayist 500000 verilerek ¢oziilmiis ve Sekil 6.11°de
verilen grafikler elde edilmistir. Optimal ¢oziime olan uzaklik her iterasyonda giderek

azalmis ve yaklagik olarak 250000 iterasyon sonucunda optimal ¢dziime yakinsamistir.
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Sekil 6.11. PBC1 problemi — f!¥ < f* ile dinamik adim uzunlugu (4.4) — 500000 iterasyon
@) llxx —x*|| (b) fi iterayonlar boyunca degisimi
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6.3.2. 50 Degiskenli Problemler

“50” degiskenli problemlerden “Test 29°daki Problem17” incelenecek olursa
-1e¥ jle adim uzunlugunda (4.5) optimal sonug elde edilmistir ve ilgili grafikler Sekil
6.12°deb goriildiigii tizere yaklasik 12000 iterasyon sonucunda optimal ¢Oziime

yakinsamastir.
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Sekil 6.12. Test 29°daki Problem17— f{¢” ile dinamik adim uzunlugu (4.4)

@) |lxx —x*[| (b) fi iterayonlar boyunca degisimi
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“50” degiskenli problemlerden “Test 29°daki Problem17” azalan adim uzunlugu (4.1)
ile coziildiigiinde optimal ¢oziime ulasilamamustir. {lgili grafikler Sekil 6.13’de
goriilmektedir. Optimal ¢oziime olan uzaklik yaklagik 10000 iterasyon boyunca ayni

kalmis daha sonar zigzaglar cizerek azalmistir.
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(b)
Sekil 6.13. Test 29°daki Problem17— Azalan adim uzunlugu (4.1)
@) |lxx —x*|| (b) fi iterayonlar boyunca degisimi

“Test 29°daki Problem17” azalan adim uzunlugu (4.1) ile ¢oziildiigiinde optimal
¢ozlime ulagilamamasinin sebebinin azalan adim uzunlugu % olarak ele alinip baslangic

iterasyonlarinda adim uzunlugunun biiyiilk olmasindan kaynaklandigi diistiniilmiistiir.

1

iteTsay

Adim uzunlugu parametre setinin i¢inde yer alan 1 —( )* k olacak sekilde

secilmis, ¢, parametresinin degisimi ayni sekilde 10/k olacak sekilde birakilmistir ve
problemin optimal ¢6ziime yakinsadigi goriilmistiir. Sekil 6.14’de ilgili grafikler
goriilmektedir ve buna gore zayif subgradyant algoritmasi yaklasik 8100. iterasyonda

optimal ¢oziime yakinsamaistir.
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Belirlenen bu degerler ile ¢, parametresi daha biiyiik bir degerden baslayip iterasyon
sayisina bagli olarak hizla azalmis ve «; parametresi kiigiik bir degerden baslayip
iterasyon sayisina gore daha yavas azalmistir. Bu iki degerin bereber kullanilmasi

belirlenen parameter setinde yer almamistir. Ancak bu problem gostermistir ki a;, =

1- <ite: )*k ve ¢, = 10/k azalan adim uzunlugu igin ele alinmasi gereken
sayi

parametre setlerinden biri olmalidir.
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(b)
Sekil 6.14. Test 29’daki Problem17— Azalan adim uzunlugunun (4.1)

ak =1- <
@) |lxx —x*|| (b) fy iterayonlar boyunca degisimi

, ) * k ve ¢, = 10/k parametereleri ile
itersqy
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6.3.3. 200 Degiskenli Problemler

“Test 29°daki Problem17” zayif subgradyant algortimasinin her adim uzunlugu
ile optimal ¢6ziime yakinsamistir. Adim uzunluklarindan f* ve x* ile dinamik adim
uzunlugu (4.2) ile ilgili grafikler Sekil 6.15’de goriilmektedir. Toplamda 40000 iterasyon

limiti verilmis olmasma ragmen yaklasik 13000 iterasyon sonucunda optimal ¢oziime

yakinsamustir.
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(b)
Sekil 6.15. Test 29°daki Problem17— f* ve x* ile dinamik adim uzunlugu (4.2)
@) |lxx — x*|| (b) fi iterayonlar boyunca degisimi

“Problem 7” ele alindiginda adim uzunluklar1 ile optimal ¢6zlime ulasilamamaistir.
e < f* ile adim uzunlugu (4.4) ile ilgili grafikler Sekil 6.16’da goriilmektedir. 1600
iterasyon boyunca optimal ¢6ziime olan uzaklik azalmis, daha sonra optimal ¢oziime olan
uzaklik ayni1 kalmistir. Bu durum Onerme 12°de ispatlanan ||x,.; — x* |2 < ||x, — x*]|?

ifadenin gorsel bir sonucudur.
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Sekil 6.16. Problem 7— 'V < f* ile dinamik adim uzunlugu (4.4)

@) |lx, —x*|| (b) fi iterayonlar boyunca degisimi
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7. SONUCLAR

Differensallenemeyen optimizasyon problemleri i¢in tanimlanmis olan subgradyant,
gradyantin genellesmis halidir. Subgradyantlar, fonksiyonun destek hiperdiizlemleridir
ve bu sebeple digbiikey fonksiyonlar i¢in gegerlidir. Uygulamasi kolay olan subgradyant
metotlar1 digbiikey fonksiyonlarin mimimal noktalarinin bulunmasi i¢in yogun bir sekilde
kullanilmustir.

Subgradyantin genellesmis hali olan zayif subgradyantlar, fonksiyonun destek
konileridir ve bu sebeple digbiikey olmayan fonksiyonlar i¢in de gegerlidir. Bu tezin
amact zayif subgradyantlar1 kullanarak disbiikey olmayan fonksiyonlarin minimal
noktalarini bulan bir algoritmanin gelistirilmesidir. Ancak pratikte zayif subgradyantlarin
hesaplanmasi kolay degildir. Bu sebeple oncelikle zayif subgradyantlarin tahmini
tizerinde c¢alistlmistir. Zayif subgradyant algoritmasi belirlendikten sonra adim
uzunluklar1 iizerinde calisilmis ve 6 farkli adim uzunlugu icin zayif subgradyant
algoritmasinin yakinsaklik 6zellikleri gosterilmistir.

Oncelikle cok fazla yerel optimal ¢dziime sahip olan analitik fonksiyon (5.1) zayif
subgradyant algoritmasi ile 6 adim uzunlugunun her biri ile ¢6ziilmis ve zayif
subgradyant algoritmasinin yerel optimal ¢éziimlerden kacabildigi goriilmiistir.

Zayif subgradyantlarin tahmininde ¢ > 0 olacak sekilde belirlenmekteydi. Bu
sebeple analitik fonksiyon c¢oziiliirken her bir adim uzunlugunda farkli ¢ degerleri
belirlenmistir. Ele alinan problem dis biikey olmayan ancak differansiyellenebilir oldugu

durumda her bir iterasyonda c, degeri ¢, = arg min .S (x41) olacak sekilde daha
oscp<cy®

belirlenebilme durumu tartigilmis ve analitik fonksiyon (5.1) ¢6ziilmiistiir. Bu yaklagim
ile optimal ¢oziimlere yakinsarken dogal olarak ¢6ziim siiresinde artma olmustur. En
bliylik avantaj1 ise ¢, degeri i¢in bastan herhangi bir deger belirleme zorunlulugunu
ortadan kaldirmasi olmustur.

Analitik fonksiyon (5.1) iizerinde f¢V ile dinamik adim uzunluguyla ¢oziim
iteratif olarak incelenmis ve problemin dis biikkey olmayan yapisindan dolay1 dogal olarak
iterasyonlarda bulunan f(x;) degerleri bir 6nceki iterasyona gore azalma veya artma
gostermistir. Benzer sekilde her bir iterasyonda f;/¢” degeri bir onceki iterasyonda
bulunan f(x;) degerine gore ayni kalmis, artmis veya azalmstir.

Gergek hayatta ele alinan problemin optimal ¢éziimii bilinemeyeceginden dolay1

verilen f' degerinin f* degerinin iistinde veya altinda olup olmadig1 da
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bilinemeyecektir. Bu sebeple f¢¥ > f* ile dinamik adim uzunlugu (4.3) ve ¢ < f*ile
dinamik adim uzunlugu (4.4) berber nasil kullanilabilecegi lizerinde tartisilmis, analitik
problem (5.1) iizerinde optimal sonuca ulasilabildigi gosterilmistir.

Literatiirden alinan kii¢iik boyutlu (n < 10) , “50” ve “100” degiskenli problemler
zay1f subgradyant algoritmasi ile her adim uzunlugu kullanilarak ¢6ziilmiistiir. Optimal
sonuctan farka bakilacak olursa kiiciik boyutlu test problemlerinde farklar 0,2 nin, “50”
degiskenli problemlerde 2,5’in altinda ve “200” degiskenli problemlerde ise genel olarak
I’in altindadir. “200” degiskenli problemlerde 4 problemde ciddi sapmalar olmustur.
Zayif subgradyant algoritmasinin her bir adim uzunluguna gore problemlerdeki basari

fzsa—f"

o . x -5
T degeri 5x 10 ve

yiizdeleri ise Tablo 7.1’de verilmistir.

1073 degerinden kiiciik oldugu zaman optimal degere ulasilmis, 10~2den kiiciik oldugu

durumda ise iyi sonuglarin elde edildigi kabul edilmektedir.

Tablo 7.1.Zayif subgradyant algortimasinin her bir adim uzunluguna gore problemlerdeki basar: ylizdeleri

Kii¢iik Boyutlu Problemler | “50” Degiskenli Problemler “200” Degiskenli
Problemler
Adim fzsa—f" | fzsa—f" | fzsa—f" | fzsa—f" | fzsa—f" | fzsa=f" | fzsa—f" | fzsa—f" | fzsa—f"
Promewen RSN BESTEIN BECUAT B AN BT B B R
< < <1072 | <5 <1073 | <107? | <5 <1073 | <107?
5 1073 x 1075 x 1075
x 107°
Sabit %79 %79 %95 %27 %47 %74 %20 %27 %47
A.U.
(4.1) %63 %69 %95 %40 %47 %60 %40 %47 %54
(4.2) %63 %84 %95 %33 %33 %75 %25 %25 %50
(4.3) %100 | %100 | %2100 %80 %80 %94 %60 %60 %87
(4.4) %79 %79 %95 %20 %40 %80 %27 %34 %66
(4.5) %63 %74 %95 %14 %20 %60 %14 %14 %34

5x 107> ‘e gore kiiciik boyutlu problemlerde %100 ((4.3) adim uzunlugu) ve
%84 ((4.4) adim uzunlugu); “50 degiskenli problemlerde %80 ((4.3) adim uzunlugu) ve
%47 ((4.1) adim uzunlugu), “200” degiskenli problemlerde %60 ((4.3) adim uzunlugu)
ve %40 ((4.1) adim uzunlugu) optimal degerler elde edilmistir. 103 gére kiiciik boyutlu
problemlerde %100 ((4.3) adim uzunlugu) ve %79 ((4.2) adim uzunlugu); “50 degiskenli
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problemlerde %80 ((4.3) adim uzunlugu) ve %40 (Sabit ve (4.1) adim uzunluklari),
“200” degiskenli problemlerde %60 ((4.3) adim uzunlugu) ve %47 ((4.1) adim uzunlugu)
optimal degerler elde edilmistir. 1072 gore kiiciik boyutlu problemlerde %100 ((4.3)
adim uzunlugu) ve %95(tiim adim uzunluklari); “50 degiskenli problemlerde %94 ((4.3)
adim uzunlugu) ve %80 ((4.4) adim uzunlugu), “200” degiskenli problemlerde %87
((4.3) adim uzunlugu) ve %66 ((4.4) adim uzunlugu) iyi sonuglar elde edilmistir.
Bundan sonraki ¢alismalarda planlanan zayif subgradyantin Kasimbeyli (2009)
tarafindan tanimlanmis olan radyal epitiirev kavrami kullanilarak tahmin etmek ve yeni
adim uzunluklar1 belirlenip bu adim uzunluklarinin yakinsaklik 6zelliklerinin

arastirmaktir.
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EKLER

EK-1 Zayif Subgradyant Algoritmasinin Python Kodlar1
e Zayif subgradyantin tahmini

def appr_RE(f, x, lambda_dd, alpha_dd):
v=[0]
x_new = X[:]
f_dd=[fk[index-1]]
e=[0]
for k in range(1, dim):
e=random.uniform(0,1)
if e<0.5:
e=-1
else:
e=1
x_new[k] = x[K] + e *lambda_dd* math.pow(alpha_dd,k)
f_dd.append(f(x_new))
v.append(((f_dd[k]-f_dd[k-1] ) [/ (e*lambda_dd*math.pow(alpha_dd,k)))+
(c[index]/e))
return v

e Sabit adim uzunluguyla zayif subgradyant algoritmasi

def ws_constant(xalt, xiist, x_0, f, iteration, alpha_k):
start = time.time()
X_k=x_0[]
global dim
dim = len(x_0)
global fbest, xbest, c, elapsed, fk
¢ =[999999]
fbest = f(x_k)
xbest = x_K][:]
fk = [f(x_Kk)]
for i in range(1, iteration):
global index
index =i
global ciist
clist=0
c.append(5-(5/iteration)*i)
v_k=appr_RE(f, x_k, lamda,aalpha)
for j in range(1,dim):
X_K[j]= x_K[j] - alpha_k * v_K]j]
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for j in range (1,dim):
If x_K[j] < xalt[j]: x_k[j]=xalt[j]
if x_k[j] > xtst[j]: x_k[j] = xtist[j]
fk.append(f(x_k))
if fk[i] < fbest:
fbest = fk[i]
xbest = x_K][:]
elapsed = (time.time() - start)
return (fbest, xbest, elapsed)

e Azalan adim uzunluguyla (4.1) zayif subgradyant algoritmasi

def ws_diminishing(xalt, xiist, x_0, f, iteration):
start = time.time()
x_k=x_0[]
global dim
dim =len(x_0)
global fbest, xbest, c, elapsed, fk
¢ =[999999]
fbest = f(x_k)
xbest = x_K[]
fk = [f(x_K)]
for i in range(1, iteration):
global index
index =i
c.append(5-(5/iteration)*i)
v_k=appr_RE(f, x_k, lamda,aalpha)
alpha_k=1-(1/iteration)*i
norm= math.sqrt(sum([math.pow(v_KI[j], 2) for j in range(1, dim)]))
for j in range(1,dim):
x_K[j]= x_K[j] - alpha_k * (v_K[j])
for j in range (1,dim):
if x_K[j] < xalt[j]: x_K[j]=xalt[j]
if x_k[j] > xist[j]: x_k[j] = xtist[j]
fk.append(f(x_k))
if fk[i] < fbest:
fbest = fk[i]
xbest = x_K[]
elapsed = (time.time() - start)
return (fbest, xbest, elapsed)
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e f*vex” ile adim uzunluguyla (4.2) zayif subgradyant algoritmasi

def ws_dynamic_known(xalt, xiist, x_0, f, iteration, fstar, xstar):
start = time.time()
X_k=x_0[]
global dim
dim =len(x_0)
global fbest, xbest, c, elapsed, fk
¢ =[999999]
fbest = f(x_k)
xbest = x_K[]
fk = [f(x_K)]
for i in range(d, iteration):
dx = math.sgrt(sum([math.pow(xstar[j] - x_K[j], 2) for j in range(1, dim)]))
global index
index =i
global ciist
ciist = (fk[i-1] - fstar) / dx
c.append(ciist*ckatsayi)
v_k=appr_RE(f, x_k, lamda,aalpha)
gamma_k = random.uniform(0.1, 1.9)
norm= math.sgrt(sum([math.pow(v_K][j], 2) for j in range(1, dim)]))
alpha_k = gamma_k * ((fk[i-1] - fstar - c[i] * dx) / math.pow(norm,2))
for j in range(1,dim):
X_K[j]= x_K]j] - alpha_k * v_K[j]
for j in range (1,dim):
It x_K[j] < xalt[j]: x_k[j]=xalt[j]
if x_k[j] > xist[j]: x_k[j] = xtist[j]
fk.append(f(x_Kk))
if k[i] < fbest:
fbest = fk[i]
xbest = x_K][:]
elapsed = (time.time() - start)
return (fbest, xbest, elapsed)

e [l > f*ile adim uzunluguyla (4.3) zayif subgradyant algoritmasi

def ws_dynamic_unknown_greater flev(xalt, xiist, x_0, f, iteration, fstar, flev):
start = time.time()

x_k=x_0[]
global dim
dim = len(x_0)

global fhest, xbest, c, elapsed, fk
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¢ =[999999]
fbest = f(x_k)
xbest = x_K[]
fk = [f(x_Kk)]
dx = math.sqrt(sum([math.pow(xiist[j] - xalt[j], 2) for j in range(1, dim)]))
for i in range(l, iteration):
global index
index =i
global ciist
ciist = (fk[i-1] - flev) / dx
if ciist <0: return (fbest, xbest)
c.append(ciist*ckatsayi)
v_k=appr_RE(f, x_k, lamda,aalpha)
gamma_k = random.uniform(0.1, 1.9)
norm= math.sgrt(sum([math.pow(v_K][j], 2) for j in range(1, dim)]))
alpha_k = gamma_k * ((fk[i-1] - flev - c[i] * dx) / math.pow(norm,2))
for j in range(1,dim):
x_K[j]= x_K]j] - alpha_k * v_K[j]
for j in range (1,dim):
It x_K[j] < xalt[j]: x_k[j]=xalt[j]
if x_k[j] > xist[j]: x_k[j] = xtist[j]
fk.append(f(x_K))
if k[i] < fbest:
fbest = fk[i]
xbest = x_K][:]
elapsed = (time.time() - start)
return (fbest, xbest, elapsed)

o [l < f*ile adim uzunluguyla (4.4) zayif subgradyant algoritmasi

def ws_dynamic_unknown lower flev(xalt, xiist, x_0, f, iteration, fstar, flev):
start = time.time()
X_k=x_0[]
global dim
dim = len(x_0)
global fbest, xbest, c, elapsed, fk
¢ =[999999]
fbest = f(x_Kk)
xbest = x_K[:]
fk = [f(x_Kk)]
dx = math.sqrt(sum([math.pow(xiist[j] - xalt[j], 2) for j in range(1, dim)]))
for i in range(1, iteration):
global index
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index =i
global ciist
ciist = (fk[i-1] - flev) / dx
c.append(ciist*ckatsayi)
v_k=appr_RE(f, x_k, lamda,aalpha)
gamma_k = random.uniform(0.1, 0.9)
norm= math.sgrt(sum([math.pow(v_K][j], 2) for j in range(1, dim)]))
alpha_k = gamma_k * ((fk[i-1] - flev - c[i] * dx) / math.pow(norm,2))
for j in range(1,dim):
x_K[j]= x_K]j] - alpha_k * v_K[j]
for j in range (1,dim):
It x_K[j] < xalt[j]: x_k[j]=xalt[j]
if x_k[j] > xist[j]: x_k[j] = xtist[j]
fk.append(f(x_K))
if k[i] < fbest:
fbest = fk[i]
xbest = x_K[]
elapsed = (time.time() - start)
return (fbest, xbest, elapsed)

o flile adim uzunluguyla (4.5) zayif subgradyant algoritmasi

def ws_dynamic_unknown dynamic flev(xalt, xiist, x_0, f, iteration, fstar):
start = time.time()
x_k=x_0[]
global dim
dim = len(x_0)
global fbest, xbest, c, elapsed, fk
¢ =[999999]
fbest = f(x_k)
xbest = x_K][:]
fk = [f(x_Kk)]
delta_0=f(x_0)*0.15
lamda iist=1.5
delta iist= delta_0*1.15
lamda_alt=0.5
delta_alt= delta_0*0.85
delta_k=delta_0
dx = math.sqrt(sum([math.pow(xiist[i] - Xalt[i], 2) for i in range(1, dim)]))
for i in range(1, iteration):
flev = min(fk)-delta_k
global index
index =i
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global ciist
ciist = (fk[i-1] - flev) / dx
c.append(ciist*ckatsayi)
v_k=appr_RE(f, x_k, lamda,aalpha)
gamma_k = random.uniform(0.1, 0.9)
norm= math.sgrt(sum([math.pow(v_K][j], 2) for j in range(1, dim)]))
alpha_k = gamma_k * ((fk[i-1] - flev - c[i] * dx) / math.pow(norm,2))
for j in range(1,dim):

x_K[j]= x_K]j] - alpha_k * v_K[j]
for j in range (1,dim):

If x_K[j] < xalt[j]: x_k[j]=xalt[j]

if x_k[j] > xist[j]: x_k[j] = xtst[j]
fk.append(f(x_K))
if k[i] < fbest:

fbest = fk[i]

xbest = x_K[:]
if fk[i]<flev:

delta_k=min(lamda iist*delta k, delta {ist)
else:

delta_k= max(lamda_alt*delta_k, delta_alt)

elapsed = (time.time() - start)
return (fbest, xbest, elapsed)

Kiiciik Bovyutlu Problemlerin Python Kodlari
e Crescent

def func21(x):
return max(math.pow(x[1], 2) + math.pow((x[2] - 1), 2) + X[2] - 1, -1 * math.pow(x[1],
2) - math.pow((x[2] - 1), 2) + x[2] + 1)

e Mifflin 2
def func22(x):

return -1*x[1]+2*(math.pow(x[1],2)+math.pow(x[2],2)-
1)+1.75*abs(math.pow(x[1],2)+math.pow(x[2],2)-1)

o WF
def func23(x):
return max(0.5*(x[1]+((10*x[1])/(x[1]+0.1))+2*math.pow(x[2],2)), 0.5*(-
1*X[1]+((20*x[1])/(x[1]+0.1))+2*math.pow(X[2],2)), 0.5*(x[1]-

((LO*X[L])/(X[1]+0.1))+2*math.pow(x[2],2)))
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e SPIRAL

def func24(x):

return max(math.pow(x[1]-
math.pow(math.pow(x[1],2)+math.pow(x[2],2),0.5)*math.cos(math.pow(x[1],2)+math.
pow(Xx[2],2)),2)+0.005*(math.pow(x[1],2)+math.pow(x[2],2)), math.pow(x[2]-

math.pow(math.pow(x[1],2)+math.pow(x[2],2),0.5)*math.sin(math.pow(x[1],2)+math.p
ow(x[2],2)),2)+0.005*(math.pow(x[1],2)+math.pow(x[2],2)))

e EVD52

def func25(x):

return max(math.pow(x[1],2)+math.pow(x[2],2)+math.pow(x[3],2)-1,
math.pow(x[1],2)+math.pow(x[2],2)+math.pow(X[3]-2,2), X[1]+x[2]+X[3]-1, X[1]+x[2]-
X[3]-1, 2*math.pow(x[1],3)+6*math.pow(x[2],2)+2*math.pow(5*x[3]-x[1]+1,2),
math.pow(x[1],2)-9*x[3])

e PBC3

def func26(x):
fonk=[-99999]
t=[0]
y=[0]
for k in range (1,22):
t.append(10*((k-1)/20))
y.append((3/20)*math.exp(-1*t[k])+(1/52)*math.exp(-5*t[k])-(1/65)*math.exp(-
2*t[K])*(3*math.sin(2*t[k])+11*math.cos(2*t[K])))
fonk.append((x[3]/(x[2]+0.0000000001))*math.exp(-
1*t[K]*x[1])*math.sin(t[K]*Xx[2])-Y[K])
return max(fonk)

e Bard

def func27(x):
fonk=[-999999999]
u=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,7,6,5,4,3,2,1]
y=[0,0.14,0.18,0.22,0.25,0.29,0.32,0.35,0.39,0.37,0.58,0.73,0.96,1.34,2.10,4.39]
for k in range (1,16):
fonk.append(abs(x[1]+ (k/((16-k)*x[2]+u[K]*x[3]+0.0000000001))))
return max (fonk)
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e Kowalik-Osbhorne

def func28(x):
fonk=[-999999999]
u=[0,4,2,1,0.5,0.25,0.167,0.125,0.1,0.0833,0.0714,0.0625]
y=[0,0.1957,0.1947,0.1735,0.16,0.0844,0.0627,0.0456,0.0342,0.0323,0.0235,0.0246]
for k in range (1,12):

fonk.append(abs(((x[1]*(math.pow(u[k],2)+x[2]*u[K]))/(math.pow(u[K],2)+X[3]*u[K]+X
[4]+0.000001))-y[K]))
return max (fonk)

e Polak 6

def func29(x):
fonk=[-99999]
fonk[1]=math.pow((x[1]-math.pow((x[4]+1),4)),2)+math.pow(x[2]-math.pow(X[1]-
math.pow(x[4]+1,4),4),2)+ 2* math.pow(x[3],2)+ math.pow(x[4],2)
return max(fonk)

e OET5

def func30(x):

return max(abs(x[4]-math.pow(x[1]*math.pow(0.25+0.75*((k-
1)/20),2)+x[2]*(0.25+0.75*((k-1)/20))+x[3],2)-math.pow(0.25+0.75*((k-1)/20),0.5)) for
k in range (1,22))

e OET6
def func31(x):
return max (abs(x[1]*math.exp(x[3]*(-0.5+((kk-1)/20)))+(x[2]*math.exp(x[4]*(-
0.5+((kk-1)/20))))-(1/(1+(-0.5+((kk-1)/20)))))for kk in range (1,22))
e EXP
def func32(x):
return max((X[1]+x[2]*(-1+((kk-1)/20)))/(1+x[3]* (- 1+((kk-

1)/10))+x[4]*math.pow((-1+((kk-1)/10)),2)+x[5]*math.pow((-1+((kk-1)/10)),3)))-
math.exp((-1+((kk-1)/10))) for kk in range (1,22))
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e PBC1

def func33(x):

return max(abs(((X[1]+x[2]*(-1+(2*(kk-1)/29))+x[3]*math.pow((-1+(2*(kk-
1)/29)),2))/(L+x[4]*(-1+(2*(kk-1)/29))+x[5]*math.pow((-1+(2*(kk-1)/29)),2)))-
((math.pow(math.pow(8*(-1+(2*(kk-1)/29))-1,2)+1,0.5)*math.atan(8*(-1+(2* (kk-
1)/29))))/(8*(-1+(2*(kk-1)/29)))))for kk in range (1,31))

e El-Attar

def func35(x):

return sum(abs(x[1]*math.exp(-1*x[2]*((kk-1)/10))*math.cos(x[3]*3*((kk-
1)/10)+x[4])+x[5]*math.exp(-1*x[6]*((kk-1)/10))-(0.5*math.exp(-1*((kk-1)/10))-
math.exp(-2*((kk-1)/10))+0.5*math.exp(-3*((kk-1)/10))+1.5*math.exp(-1.5*((kk-
1)/10))*math.sin(7*((kk-1)/10))+math.exp(-2.5*((kk-1)/10))*math.sin(5*((kk-
1)/10))))for kk in range (1,52))

e EVD61

def func36(x):

return max(abs(x[1]*math.exp(-1*x[2]*((kk-1)/10))*math.cos(x[3]*((kk-
1)/10)+x[4])+x[5]*math.exp(-1*x[6]*((kk-1)/10))-(0.5*math.exp(-1*((kk-1)/10))-
math.exp(-2*((kk-1)/10))+0.5*math.exp(-3*((kk-1)/10))+1.5*math.exp(-1.5*((kk-
1)/10))*math.sin(7*((kk-1)/10))+math.exp(-2.5*((kk-1)/10))*math.sin(5*((kk-1)/10))))
for kk in range (1,52))

o Gill

def func37(x):

return max(sum(math.pow(x[kk]-1,2)for kk in
range(1,11))+0.001*sum(math.pow(math.pow(x[kk],2)-0.25,2)for kk in range(1,11)),
sum(math.pow(sum(x[kkk]*(kkk-1)*math.pow((kk-1)/29,kkk-2) for kkk in
range(2,11))-math.pow(sum(x[kkk]*math.pow((kk-1)/29,kkk-1) for kkk in range
(1,11)),2)-1,2) for kk in range (2,31))+math.pow(x[1],2)+math.pow(x[2]-
math.pow(x[1],2)-1,2), sum(100*math.pow(x[kk]-math.pow(x[kk-1],2),2)+math.pow(1-
X[Kk],2) for kk in range (2,11)))

e Problem1

def func38(x):
fonk=[-999999]
fonk.append(math.pow(x[1],4)+math.pow(X[2],2))
fonk.append(math.pow(2-x[1],2)+math.pow(2-x[2],2))
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fonk.append(2*math.exp(-1*x[1]+x[2]))
fonk.append(math.pow(x[1],2)-2*x[1]+math.pow(x[2],2)-4*X[2]+4)
fonk.append(2*math.pow(x[1],2)-5*x[1]+math.pow(x[2],2)-2*x[2] +4)
fonk.append(math.pow(x[1],2)+2*math.pow(x[2],2)-4*x[2]+1)

return max(fonk[kk] for kk in range (1,4))+ min(fonk[kk] for kk in range (4,7))

e Rosenbrock fonksiyonunun L1 versiyonu

def func39(x):
return abs(x[1]-1)+100*abs(x[2]-abs(x[1]))

e Wood fonksiyonunun L1 versiyonu
def func40(x):
return abs(x[1]-1)+100*abs(x[2]-abs(x[1]))+90*abs(x[4]-abs(x[3]))+abs(x[3]-
1)+10.1*(abs(x[2]-1)+abs(x[4]-1))+4.95* (abs(x[2]+X[4]-2)-abs(x[2]-X[4]))

Biuviik Bovyutlu Test Problemlerinin Python Kodlari

e Aktif yiizlerin sayisi
def g(x_62):
return math.log(abs(x_62)+1)

def func62(x):
fonk_max=max((g(x[kk]) for kk in range(1,dim)))
return max(fonk_max, g(-1*sum(x[kKk] for kk in range (1,dim))))

e Brown fonksiyonunun differansiyellenemeyen genellestirilmesi 2

def func63(x):

return
sum(math.pow(abs(x[kk]),math.pow(x[kk+1],2)+1)+math.pow(abs(x[kk+1]),math.pow(
X[kk],2)+1) for kk in range (1,dim-1))

e Chained Mifflin 2
def func64(x):

return sum(-1*x[j]+2*(math.pow(x[j],2)+math.pow(x[j+1],2)-
1)+1.75*abs(math.pow(x[j],2)+math.pow(x[j+1],2)-1) for j in range (1,dim-1))
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e Chained crescent |

def func65(x):

return max(sum(math.pow(x[j],2)+math.pow(x[j+1]-1,2)+x[j+1]-1 for j in range
(1,dim-1)),sum(-1*math.pow(x[j],2)-math.pow(x[j+1]-1,2)+x[j+1]+1 for j in range
(1,dim-1)))

e Chained crescent Il

def func66(x):
return sum(max(math.pow(x[kk],2)+math.pow(x[kk+1]-1,2)+x[kk+1]-1,-
1*math.pow(x[kk],2)-math.pow(x[kk+1]-1,2)+x[kk+1]+1) for kk in range (1,dim-1))

e Test29’daki Problem 6

def func67(x_func):
x=x_func[:]
x.append(0)
return max(abs((3-2*x[kk])*x[kk]+1-x[kk-1]-x[kk+1])for kk in range (1,dim))

e Test29’daki Problem 17

def func68(x):

return max(abs((5-((((kk-1)//5)+1)*(1-math.cos(x[kk]*math.pi/180)))-
math.sin(x[kk]*math.pi/180))-sum(math.cos(x[kkk]*math.pi/180) for kkk in range
(5*((kk-1)//5)+1,5*((kk-1)//5)+6))) for kk in range (1,dim))

e Test29’daki Problem 19

def func69(x_func):

x=x_func[:]

x.append(0)

return max(math.pow((3-2*x[kk])*x[kk]-x[kk-1]-2*x[kk+1]+1,2) for kk in range
(1,dim))

o Test29’daki Problem 20
def func70(x_func):
x=x_func[:]

x.append(0)
return max(abs((0.5*x[kk]-3)*x[kKk]-1+x[kk-1]+2*x[kk+1]) for kk in range (1,dim))
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e Test29’daki Problem 22

def func71(x_func):

x=x_func[:]

x.append(0)

return - max(abs(2*x[kk]+(1/(2*math.pow(dim,2)))*math.pow(x[kk]+(kk/dim)+1,3)-
X[kk-1]-x[kk+1]) for kk in range (1,dim))

e Test29’daki Problem 24

def func72(x_func):

x=x_func[:]

x.append(1)

return  max(abs(2*x[kk]+(10/math.pow(dim,2))*math.sinh(10*x[kk]*math.pi/180)-
X[kk-1]-x[kk+1]) for kk in range (1,dim))

e DC Maxl

def func73(x):
return (dim-1)*max(abs(x[kk]) for kk in range (1,dim))-sum(abs(x[kK]) for kk in range
(1,dim))

e DC Maxq

def func74(x):
return dim*max(math.pow(x[kk],2) for kk in range (1,dim))- sum(math.pow(x[kk],2)
for kk in range (1,dim))

e Problem 6

def func75(x):

return 10*max(abs(sum((x[kk]-(1/(dim-1)))*math.pow(0.1*jj,kk-1) for kk in range
(1,dim))) for jj in range (1,11))-sum(abs(sum((x[kk]-(1/(dim-1)))*math.pow(0.1*jj,kk-1)
for kk in range (1,dim))) for jj in range (1,11))

e Problem7
def func76(x):
return 10*max(abs(sum(abs(x[kk]-(1/(dim-1)))*math.pow(0.1%*jj,kk-1) for kk in range

(1,dim))) for ]| in range (1,11))-sum(abs(sum(abs(x[kk]-(1/(dim-
1)))*math.pow(0.1*jj,kk-1) for kk in range (1,dim))) for jj in range (1,11))
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EK-2 Kii¢iik Boyutlu Test Problemleri

Isim

1

n | Amag¢ Fonksiyonu fr x x

Crescent ! 2 | max{xZ+ (x; —1)?+x, —1,—x1, — (x, — 1)% +x, + 1} 0 (0,0) (-1.5,2)
Mifflin22 | 2 | —x; +2(x2 + x2 — 1) + 1.75|x? + x% — 1| -1 (1,0) (-1,-1)
WF? 2 1 10x1 2\ 1(_ 10x3 2) 1 _ 10xg 2 0 0,0 3,1

max{z (x1+x1+10+2x2),2( *1 +x1+10+2x2)' 2(x1 x1+10+2x2)} ©0 &
SPIRAL® |2 | max{f,(x), f,(x)} 0 (0,0) (1411831,

2
fikx) = (Xl —Jx2 + x2cos\/x? + x22) + 0.005 (x% + x2) 4.19462)
2

folx) = (xz —Jx2 + xZsin/x? + xzz) +0.005 (x2 + x2)

EVD523 3 | flx) = {n_a)éfi(x) 3.5991193 (0.3283,0,0.1313) (1,1,1)
<is

i) =xF+x2+x2-1

fo(x) = xf + x5 + (x5 — 2)?

() =2 +x, +x3—1

fa(x) =%+ %, —x3— 1

fo(x) = 2x3 + 6x% + 2(5x5 — x; + 1)?

fo(x) = xf —9x;
PBC3? 3 [f@= max @] 0.42021427.102 | (0.9516,0.8761,0.1623) | (L,L,1)

<i<21

filx) = i—ze_t"xl sin(t;x2) — ¥

Vi = ;—Oe‘ti + %e'Sti - ée'”i(3 sin(2t;) + 11 cos(2t;))

t; = 10(i — 1)/20
Bard® 3 [/ = max If,()] 0,50816327.107 | (0.0535,1.5106,1.9894) | (1,1,1)

1<i<1




L8

Isim

n | Amag¢ Fonksiyonu fr x x
filx) =y —x1—m
u=(1,2,3,4,56,7,8,7,6,5,4,3,2,1)
y =
(0.14,0.18,0.22,0.25,0.29,0.32,0.35,0.39,0.37,0.58,0.73,0.96,1.34,2.10,4.39)

Polak 6* 4 | flo)= {Eiﬁﬁ(x) -44 (0,1,2,-1) (0,0,0,0)
fil) = (g — Ceg + D* + (o — (g — Cog + DHH? + 27 +x§ — 50, —
(s + D)

f(0) = f1(x) + 100y — (g + DM? + Grz — (01 = (e + DH? + x5 +
x§ + (e — (g + D) = (G — (e — (g + DH*) + x5 — %, — 8)

f3(0) = f1(x) + 10((x; — (x4 + DHZ + 200, — (¢ — (x + DHHZ2 +x2 +
2x3 — (% — (x4 + DY) — x, — 10)

fo() = f1(0) +10(Cey — Crg + DM+ (2 — (g — (xa + DD+ x5 +
200 — (e + M) — (e — Gy — G + DY —x, = 5)

EFAa® | 6 | f(x) = 230, [xe*? cos(x33t; + x4) + xge 6t — y,| 05598131 (2.2407,1.8577,6.7701, | (2.2,7,0.-2,1)
y; = 0.5t — e~2ti 4 0.5¢~3t 4 1.5¢~15tisin(7t,) -1.6449,0.1659,0.7423)
t;=(i—1)/10

GilP 10 | F(x) = max{f, @), f,(x), f_3(x)} 9.7857721 - (-0.1,-0.1,....-
i) = 21 G — 1% + 1073 510, (22 - i)z 0.6022,0.4907,0.3096,0 | 0.1)

.1416,0.0542,
0.0287,0.0197,0.0137,0

.0087,0.0045)




88

Isim

Amag¢ Fonksiyonu f X x
. i-1\/"2 i-1\J-22 2
fox) = [ Lyi-n(%) -clxy(2) O - 1] +x% +
(e —xf — 1)°
f3(0) = Xi2,[1000x; — x21)* + (1 — x)?]
Problem 1° flx) = {rslias)éfi(x) + 4rgliisnﬁfi(x) 2 (1,1 (2,2
fi(x) = xi + x5
f20) = (2= x1)% + (2 — xp)?
fa(x) = 2e7a%x2
fa(x) = x¥ — 2x, + x% — 4x, + 4
fo(x) = 2x? + 5%, + x5 — 2x, + 4
fo(x) = x2 4+ 2x% —4x, + 1
Rosenbrock f(x) =|xy — 1] + 100]x, — |x4]] 0 (1,1) (-1.2,1)
fonksiyonu
nun L1
versiyonu®
Wood F() = lx; — 1| +100]x, — |x; 1| + 90]x4 — |x3]| + |5 — 1| + 10.1(Jx, — | O (11,11) (1331)
fonksiyonu 1]+ |xg — 1) + 4.95(|x, + x4 — 2] — |x3 — x,])
nun L1
verisiyou®
EXP3 flx) = 122§1ﬁ(x) 0,12237125.103 | (0.9999,0.2536,- (0.5,0,0,0,0)

_ xX1+x2t t:
filx) = Tt 2 3~ €
Xati+xgtF+xst]

t;= -1+ (i—1)/10

0.7466,0.2452,-0.0375)




68

Isim

*

1

Amac Fonksiyonu fr x x
Kowalik- fx) = max [fi (O] 0.80843684.102 | (0.1846,0.1052,0.0196, | (0.25,0.39,0.415
Osborne® ) = xd ) 0.1118) ,0.39)
i gty Y
u = (4,2,1,0.5,0.25,0.167,0.125)
y = (0.1957,0.1947,0.1735,0.16,0.0844,0.0627,0.0456,0.0342,0.0323,
0.0235,0.02456)
OET5® fx) = max [fi ()] 0.26359735.102 | (0.0876,- (1,1,1,2)
£100 = 2 — (at? + 10t + 13 — B 0.497,1.1155,1.4963
t; =0.254+0.75(i — 1)/20
OET6?® fx) = max [fi ()] 0.20160753.102 | (0.0987,0.9009,- (1,1,-3,-1)
£.(0) = 2,50 4 x,e it — s 4.0619,-0.6477)
t;= —-05+({—1)/20
PBC1® fx) = max [fi ()] 0.22340496.101 | (1.4136,- (0,-1,10,1,10)
£i(x) = x1+x2ti+x3t2i2 _ J@t;=1)Z+1arctan(st;) 10.5797,40.7117,-
L+xati+x5t] 8t; 4.0213,27.6150)
t;=—-1+4+2(i—-1)/29
EVD61® fx) = max [fi ()] 0.34904926.10 | (2.2759,1.8993,6.8482, | (2,2,7,0,-2,1)
£i(X) = x, 672t cos(xat; + x,) + xge~%ali — y, -1.6503,0.1457,0.517)
y; = 0.5e7t — 2t 4+ 0.5 e 73t + 1.5 5t sin(7t;) — e~ ?Stisin(5t;)
t; = (i—1)/10

Kaynak: Y(Kiwiel, 1985), 2(Mikeli ve Neittaanmiki, 1992), 3(Luksan ve Vicek, 2000), *(Polak vd., 1991), 5(Bagirov, 2002)
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EK-3 Biiyiik Boyutlu Test Problemleri

Isim n Amac¢ Fonksiyonu fr x" xt
AKif yiizlerin saysi - f) = max {g(=Xi= %), g (x)} 0 (0,0,...,0) (1,1,...,1)
9») =In(lyl+1)
Brown fonksiyonunun - flx) =¥t (lxilxl?ﬂn + |xi+1|xi2+1) 0 (0,0,...,0) mod(i,2) = 0ise x} =1
differansiyellenemeyen mod(i,2) = lise x} = —1
genellestirilmesi 22
Chained mifflin 22 S Al e el (bl
200 | 1.75x% + x%, — 1)) -140.86 | -
Chained crescant |2 - f(x) = max{I" 1 (x2 + (x5 — D% +x4,—1), |0 (0,0,...,0) mod(i,2) = 0ise x} = 2
Y (=x? = (xp41 — D? + x50 + 1)} mod(i,2) = lise x} = —1.5
- f(x) =Y max{(x? + (x;31 — D?+x,,—1), |0 (0,0,...,0) mod(i,2) = 0ise x} = 2
Chained crescent 112 (—x? — (X1 — D2+ x4 + 1} mod(i,2) = lise x} = —1.5
Vi=1,..,n
- f(x)= max|(3—2x;) + 1 —x;_1 — X;41 0 - (-1,-1,...,-1)
Test29’daki Problem 6° 1st=n
Xg =Xpy1 =0
- f(x) = {2@5 — (G + 1)1 — cosx;) —sinx; — 0 (0,0,....,0) (I/n, 1, ...... , 1/n)
Test29’daki Problem 173 215(1:5“ cos x|
j = div(i — 1,5)
Test29°daki Problem 19° | f @) = max((3 = 2x)x; — xig — 2040 + n° e . (L)
Xg =Xp41 =0
Test29’daki Problem 203 | - f() = max|(0.5x; = 3)x; = 1 +x;q + 2x;34] | 0 - (-1,-1,...,-1)
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Isim Amac¢ Fonksiyonu fr x" xt
Xo = Xpy1 =0
f(x) = max 2xi+2(n—11)2(xi+n+;1+1)3— i 11=n+;1(n+;1_1) vi=1,..,n
Test29’daki Problem 22°
Xi—1 — Xi+1
Xg =Xp41 =0
flx) = max |2xi +%sinh(10xi) —Xj_q — ) (LL...1)
Test29’daki Problem 24° xi+1|
Xg =Xp41 =0
56 Ma fx) = ngi)fllx"l =3l (v,q,..,a) |x}=iVi=1,..,n/2
a€R xl= —iVi=Z+1,.,n
DC Maxlq® f(x) = (n+1) max xf — XL, x; (00,..,0) |-
f(x) =10 121}2)1(0“2?:1(351. — xl.*)tji—1|} _ (I/n,...,1/n) | -
% deki Problem 6 YT G — X))
tj = 1151}_2)1(0{0.001,0.1j}
f(x) =10 12-2)1(0{'2?:1|xi —x;lef 7} - (I/m,...,1Mm) | -
5’ deki Problem 7 2}21|Z?=1|xi - x{‘ltj‘"1|

t; = max {0.001,0.1j}
1<j<10

Kaynak: }(Grothey, 2001), 2(Haarala vd., 2004), 3 (Luksan vd., 2002), 4(Bagirov, 2002), %(Bagirov ve Ugon, 2011)
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