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OZET

ORTAOKUL MATEMATIK OGRETMEN ADAYLARININ iSPAT YAPMA
SURECLERININ INCELENMESI

Basak BARAK
Matematik Egitimi Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Egitim Bilimleri Enstitiisii, Mart 2018
Danigman: Prof. Dr. Tangiil KABAEL

Bu arastirmada ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin fonksiyon ve sayilar
konusu baglaminda ispat yapma siireglerinin incelenmesi amaglanmistir. Bu amag
dogrultusunda nitel olarak desenlenen arastirmada maksimum c¢esitleme ornekleme
yontemi kullanilarak ilkdgretim matematik 6gretmenligi programinda okumakta olan tiim
smif diizeylerinden ve ilkogretim matematik 6gretmenligi programina yeni baslamis
Ogretmen adaylar1 arasindan her sinif diizeyinde alt1 katilimci olmak tizere toplam otuz
katilimci se¢ilmistir. Klinik goriismelerde katilimcilardan fonksiyonlar ve sayilar konusu
baglaminda verilen Onermeleri ispatlamalar1 istenmistir. Ayrica katilimcilarin sayilar
konusundaki ispat sorular1 tizerinden ortaokul diizeyinde ispat yapmaya iligskin goriisleri
de arastirillmistir. Arastirma sonuglarmma gore katilimcilarin simf diizeyi arttikga
katilimcilarin ispatin formal-retorik kismini olusturmada ve problem merkezli kismini
¢ozmede daha basarili olduklari ve ispatlama becerilerinin gelistigi goriilmiistiir. Ancak
katilimcilarin temel kavramlara iligkin 6nermeleri ispatlama siireglerinin istenen diizeyde
olmadig1 ortaya ¢ikmistir. Her sinif diizeyindeki katilimcilarin akademik basarilari ile
ispatlama siiregleri arasinda bir iliski olmadigi bulunmustur. Ayrica katilimcilarin
ortaokul diizeyinde ispat yapmaya iliskin goriisleri sinif diizeyi arttikca gelisim gostermis
ancak her siif diizeyinde ortaokul diizeyinde ispat yapilamayacagini ifade eden katilimc1
oldugu goriilmiistiir.

Anahtar Soézciikler: Ispat, Ispatlama, Ispatin formal-retorik kismi, Ispatin problem-

merkezli kismi, Ortaokul matematik 6gretmen aday.



ABSTRACT

INVESTIGATION OF PRE-SERVICE MIDDLE SCHOOL MATHEMATICS
TEACHERS’ PROVING PROCESSES

Basak BARAK
Department of Mathematics Education
Anadolu University, Institute of Educational Sciences, March 2018
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tangiil KABAEL

In this research, it was aimed to examine pre-service middle school mathematics
teachers’ proving processes in the context of function and numbers. For this purpose, the
research designed qualitatively and using maximum variation sampling method, six
participants totaly thirty were selected from all grades of elementary school mathematics
teacher education program and new beginners to this program. Clinical interviews were
conducted with thirty participants in the context of function concept and numbers. In
addition, the participants’ views about proving in the middle school grades in the context
of clinical interviews’ proof tasks on numbers were examined. The results of the research
showed that the proving processes of the participants was developing through the first
grades to last grades and the participants were successful composing the proof’s formal-
rhetorical part of proof and solving the proof’s problem-centered part. However, the
research revealed that the participants proving processes on propositions about basic
concepts were not at desired level. In addition, there is no relationship between the
participants’ academic success and proving processes in each grades of elementary
teacher education program. Moreover, it was seen that the participants’ views about
proving in the middle school grades developed through the first grades to last grades.
Nevertheless, it was found that there were at least one participant who stated that proof
was not appropiate for middle grade students.

Keywords: Proof, Proving, Formal-rhetorical part of a proof, Problem-centered part of a

proof, Pre-service middle school mathematics teacher.



TESEKKUR

Matematiksel diisiinmenin gelisimi i¢in olduk¢a ©nemli olan ispatlama,
okuloncesinden iiniversiteye kadar her diizeyde kisilerin yasadiklart deneyimlerle
gelistirdikleri olduk¢a 6nemli bir beceridir. Bu becerinin gelistirilmesinde en biiyiik
katkiy1r getirecek olan da siliphesiz ki matematik Ogretmenleridir. Her diizeydeki
matematik Ogretmeninin ispatlama becerisinin gelismis olmasi ve Ogretim yaptigi
diizeyde de bu beceriyi nasil gelistirecegine iliskin bilgi sahibi olmasi beklenmektedir.
Bu calismada ilkdgetim matematik oOgretmen adaylarinin ispatlama siirecleri

incelenmistir.

Bu ¢aligmanin ortaya ¢ikmasinda pek ¢ok kisinin destegi ve katkist olmustur.
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hocam sayin Dog. Dr. Tuba ADA’ya tesekkiirii bir borg bilirim.

Doktora tez izleme siirecim boyunca ilgisi, anlayisi, yapici elestirileri ve Onerileri
ile galismama katki saglayan degerli hocam sayin Yrd. Dog. Dr. Serap CAVKAYTAR’a
tezime olan katkilar1 i¢in ¢ok tesekkiir ederim.

Tezimi savunma silirecinde yer alan tezimin daha agik ve anlasilir hale gelmesine
degerli goriis ve Onerileri ile katkida bulunan degerli hocam saym Prof. Dr. Yiiksel
DEDE’ye tezime olan katkilar1 i¢in ¢ok tesekkiir ederim.

Katildigim kongrelerde tanigma firsat1 buldugum ve akademik deneyimlerini tim
samimiyetiyle her zaman paylasan, tez savunma siirecinde yer alan, degerli onerileri ile
tezime katkida bulunan degerli hocam sayimn Yard. Dog. Dr. Figen UYSAL’a ¢ok tesekkiir
ederim.

Tez calismama kiymetli zamanlarini ayirarak katilan ve igtenlikle calismamda yer
alan ilkogretim matematik 6gretmenligi programi 6grencilerine ¢ok tesekkiir ederim.

Doktora egitimim boyunca iizerimde emegi olan Anadolu Universitesi Matematik

Egitimi Anabilim Dalinda gorev yapan degerli hocalarima tesekkiirlerimi sunarim.



Doktora egitimim boyunca her zaman yanimda olan ve benden yardimlarimi
esirgemeyen degerli hocalarim Ars. Gor. Dr. Aysegiil ERYILMAZ CEVIRGEN ve Ars.
Gor. Dr. Betiil BARUTa, degerli arkadaslarim Ars. Gor. Umran ALAN, Yard. Dog. Dr.
Kibar Evren BOLAT AYDOGAN ve Yard. Do¢. Dr. Hidr KARADUMAN’a
tesekkiirlerimi sunarim.

Her zaman yanimda olan, maddi manevi her tiirlii destegi saglayan, ama en 6nemlisi
her kosulda candan sevgilerini ve ilgilerini hissettigim canim ailem; annem, babam ve

kardesime sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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ETIiK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢alisma oldugunu; calismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak {izere tiim asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilmeyen tiim veri ve bilgiler i¢in
kaynak gosterdigimi ve kaynaklara kaynak¢ada yer verdigimi; bu ¢alismanin Anadolu
Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit programi”yla tarandigini ve
hicbir sekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, ¢calismamla
ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya ¢ikacak tiim

ahlaki ve kukuki sonuglara razi oldugumu bildiririm.

Basak BARAK
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1. GIRIS

Bu boliimde bu arastirma ile ilgili ispat, Selden ve Selden’in (2007) ispat yapmaya
iligkin gelistirmis olduklar1 ¢ergeve, davranigssal semalar, ispatin okuloncesinden
tiniversite diizeyine gelisimi, ortaokul matematik dersi programinda ispat, ortadgretim
matematk dersi programinda ispat, okul matematiginde ispat yapmaya iliskin gorisler,
amag ve arastirma sorulari, arastirmanin énemi, arastirmanin sinirliliklar: ve aragtirmanin

sayiltilart yer almaktadir.

1.1. ispat

Matematik egitiminin en Onemli calisma alanlarindan biri olan ispat iizerine,
okuloncesinden tiniversiteye kadar tim diizeylerde ve farkli pek cok perspektiften
caligmalar yapilmistir. En genel anlamda ispat, bir dnermeyi gegerli kilmak i¢in gereken
ve ikna ettigi silirece birkac farkli sekilde yapilabilecek olan bir tartismadir (Davis,
1986’dan aktaran Hanna, 1991, s. 56). Ispatin “belli bir tarafsizliga ve esneklige” sahip
olmasi (Tymoczko, 1986) ve gegerliginin “akla uygun sosyal bir uygulamaya’ dayanmasi
(Kitcher, 1984) gerekir (Aktaran, Hanna 1991).

Bell (1976, s. 24) ispatin, matematiksel olarak ii¢ anlam tasidigini ifade etmistir.
Bunlardan ilki bir 6nermenin dogrulugu ile iliskili olan dogrulama, ikincisi 6nermenin
ni¢in dogru oldugunu a¢ikliga kavusturma ve tgiinciisii de temel aksiyomlar, tanimlar ve
teoremlerin  timdengelimli ~ sistemi  i¢inde bunlardan ¢ikarilan  sonuglarin
sistematiklestirilmesidir. De Villiers (1990) ise matematiksel bir 6nermenin ispatinin;

e Onermenin dogrulanmasi,
e Onermenin agiklanmasi,
e Onermenin dogrulanmasi ve climlenin agiklanmasinin diger kisilerle paylagimi
e tiimdengelimli bir sistem i¢cinde 6nermenin sistematiklestirilmesi
olmak iizere dort fonksiyonu oldugunu ifade etmistir (Aktaran Almeida, 2000, s. 869).

Genel anlamda ispatlama ise mantiksal, kavramsal, sosyal ve problem ¢dzme
boyutlar1 olan karmasik bir matematiksel aktivitedir (Weber, 2005, s.351).

Selden, McKee ve Selden (2010, s. 204) genel olarak ispatlama siirecini; ispatin bir
satirin diisiiniilmesi ya da yazilmasi, bir diyagram cizilmesi, dnceki eylemlerin
sonuglarin yansitilmasi veya bir 6rnegi hatirlamaya calismak gibi bir dizi zihinsel ve

fiziksel eylemler serisi olarak ifade etmistir. Selden vd. (2010) kisi deneyim kazandik¢a



Ispat olusturmanin biiyiik bir boliimiiniin, durumu fark etme ve buna iligkin zihinsel veya
fiziksel bir eylem ger¢eklestirmeden olusan daha kiigiik pargalara ayrildigini belirtmistir.

Ispatin ve ispatlamanin pek ¢ok tanimi yapilmasina karsin, ispat ve buna karsilik
gelen aktivite olan ispatlamanin (Stylianides, 2007, s. 289), ne olduguna iliskin tek bir
yanit vermek oldukca giigtiir. Bunun nedeni “ispati ne olusturur?” sorusunun cevabinin
bu sorunun soruldugu kisiye bagli olmasidir (Stylianou, Blanton ve Knuth, 2009, s.112).
Stylianides’in (2007) de belirttigi gibi cogu matematik egitimi arastirmacisi ve program
gergeveleri ispatin ve ispatlama aktivitesinin, 6grencilerin okul yasantilari boyunca
yasadiklart matematiksel deneyimlerin bir pargasi oldugunu ifade eder (s. 289).
Ogrencilerin ispata iliskin yasayacagn deneyimler, bilissel gelisimlerine paralel olarak
degiseceginden, ispatin ve ispatlama aktivitesinin ne olduguna iliskin yapilacak
tanimlarin, okuldncesi dénemden iiniversite diizeyine kadar her diizeyde degisiklik

gostermesi ve 0grencilerden beklenenlerin degismesi kaginilmazdir.

1.1.1. Ogrencilerin ispat yapmaya iliskin kavramsallastirmalar

Alan yazin incelendiginde, matematigin ¢esitli alanlarina yonelik Ogrencilerin
ispata bakis agilar1 ve ispat yapma siireglerini inceleyen ¢ok sayida ¢alisma yapildigi
goriilmistiir (Bell, 1976; Balacheff, 1988; Harel ve Sowder, 1998; Weber, 2004; Weber
ve Alcock, 2004; Stylianides, 2007). Bu calismalardan bazilar1 asagida kisaca ifade
edilmistir.

Bell (1976, s. 23), yaslar1 14 ile 18 arasinda degisen ilkdgretim ve lise 6grencilerine,
genelleme yapabilecekleri sayisal ya da geometrik basit matematiksel durumlar sunmus
ve Ogrencilerin bu matematiksel durumlar1 nasil agikladiklar1 ve buna yonelik nasil
ispatlar olusturduklarini arastirmistir. Calismasinin sonucunda Bell, 6grencilerin ispat
yaparken deneysel ve tiimdengelimsel olmak tizere iki tiir dogrulama yaptiklarini
belirtmistir. Ogrenciler deneysel dogrulamada, sistematik ya da sistematik olmadan belli
sayisal ya da geometrik Ornekler iizerinden genelleme yapmaya calismistir.
Tiimdengelimsel dogrulamada ise 6grenciler matematiksel tanim, teorem ya da belli
kurallardan yararlanarak dogrulamalar yapmislardir.

Balacheff (1988, s. 216-225), ilkdgretim Ggrencilerinin matematiksel ifadelerin
dogrulugunu savunurken kullandiklar1 gerekgeleri arastirdigi bir Ogretim deneyi
aragtirmasinda, Ogrencilerin ispatlarini acemi deneycilik (naive empricism), Onemli

deneycilik (crucial empricism), genelleyici Ornekler (generic examples), diislince
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deneyimi (thought experiment) olmak iizere dort sinifa ayirmistir. Acemi deneycilikte
ogrenciler keyfi olarak segtikleri birka¢ Ornek iizerinden matematiksel bir ifadenin
dogrulugunu savunmaya ¢alisma egilimindedirler. Ornegin 6grenci n kenarli konveks bir
cokgenin i¢ acilar1 toplammim “(n-2).180°” oldugunu bir iicgen ya da bir dikddrtgen
alarak dener. Onemli deneycilikte ise 6grenciler dzel olarak sectikleri belli drnekler
{izerinden matematiksel bir ifadenin dogrulugunu arastirmaktadirlar. Ornegin dgrenci bir
konveks ¢okgen i¢in deneme yapar. Genelleyici Ornekler sinifindaki Ggrenciler ise
matematiksel bir ifadeyi, Ornekler lizerinde yaptiklari 6zel analizler ve islemlere
dayanarak dogrularlar. Ornegin dgrenci bir dikdortgenin i¢ agilar1 toplamini, dikdortgenin
kosegenlerini cizerek, kosegenlerin ayirdigi {iggenlerin i¢ agilart toplamindan
kosegenlerin kesisim noktasinin olusturdugu aciy1 ¢ikararak yani “(180.4) - 360 seklinde
hesaplar. Diisiince deneyimi sinifindaki ogrenciler de matematiksel bir ifadeyi genel
semboller ve tiimdengelimli akil yiiriitme ile dogrulamaktadir. Ornegin dgrenci kenar
sayisini n olarak isimlendirir ve nasil bir iliski oldugunu nedenleriyle ifade eder.

Harel ve Sowder (1998), matematiksel veya matematiksel kabul edilemeyecek
ispatlar1 “ispat semalar1” ad1 altinda siniflandirmistir. Bagka bir ifadeyle Harel ve Sowder
(2007), tniversite 6grencilerinin matematiksel bir ifadenin dogruluguna iligskin kendisini
ve baskasmni ikna ederken yaptigt muhakemelerin ve argiimanlarinda kullandigi
gerekcelerin matematiksel gecerlik diizeyini siniflandiran bir model olarak ispat semasi
kavramini gelistirmislerdir. Harel ve Sowder’in (2007, s. 7-8) tanimladiklar ispat semasi
kavrami; “varsayima karsi gercek”, “ispatlama” ve “kendini ve bagkasini ikna etme”
olmak iizere ii¢ tamima dayanmaktadir. “Varsayima kars1 gercek”, matematiksel bir
onermenin dogrulugundan emin olunmadiginda varsayim, dogrulugundan emin
olundugunda gercek olarak ele almmasidir. “Ispatlama” kisi ya da toplum tarafindan bir
varsayimim dogrulugu hakkindaki siiphelerin kaldirilmasi siirecidir. “Kendini ve
bagkasini ikna etme” de ise kendini ikna etme, kisinin bir varsayimin dogrulugu
hakkindaki siiphelerini kaldirma siireci, bagkasini ikna etme de bir kisinin ya da bir
toplumun digerlerinin siiphelerini ortadan kaldirmasi siirecidir. Harel ve Sowder (2007)
caligmalarinda tiiniversite Ogrencilerinin ispat semalarinin nasil oldugunu ortaya
cikarmaya calismis ve 6grencilerin ispat semalarini

e Dagsal ispat semast,
e Deneysel ispat semasi ve

e Analitik ispat semasi



olmak iizere ii¢ baslik altinda toplamislardir.

Dissal semasina sahip 6grenciler matematiksel ifadenin dogrulugunu daha 6nceden
yapilan benzer ispatlara, 6gretmenin ya da kitaplarin ifadelerine ya da sembollerin
amacsiz ve ezbere bir sekilde kullannomina dayanarak savunmaktadirlar. Digsal ispat
semasi kendi i¢inde ritiiel, otoriter ve sembolik sema olmak iizere iice ayrilmaktadir.
Ritiiel ispat semasindaki O0grenci bir matematiksel ifadenin dogrulugunu yargilarken,
gecerli arglimanlar kullanmak yerine bu ifadenin sadece goériiniimiinden etkilenerek bir
yargiya varir. Ornek olarak lisedeki geometri ispatlarinda dgrencilerin seklin goriintiisiinii
kullanmalar1 verilebilir. Otoriter ispat semasindaki 6grenciler, matematiksel ifadenin
dogrulugunu yargilarken kullandiklari argiimanlarin gerekgelerini kitapta gecen bir
ifadeye ya da Ogretmenlerinin sdylemlerine dayandirmaktadirlar. Sembolik ispat
semasina sahip Ogrenciler ise yaptiklar1 ispatlarda matematiksel sembolleri yiizeysel
olarak ve amagsiz bir sekilde kullanma egilimindedirler. Ogrenci matematiksel
sembollerin icerdigi anlamlar1 bilmemektedir.

Deneysel ispat semasina sahip Ogrenciler ise matematiksel bir ifadenin
dogrulugunu sayisal ornekler vererek ya da ¢izimler yaparak genellemeye ulasarak
savunurlar. Deneysel ispat semasi tiimevarimsal ispat semasi Ve algisal ispat semasi
olmak tizere ikiye ayrilmaktadir. Tlimevarimsal ispat semasina sahip 6grenciler rastgele
ya da ozel olarak sec¢ilmis sayisal ornekler iizerinden genellemeye ulasarak ifadenin
dogrulugunu savunma egilimindedirler. Algisal ispat semasi ise daha ¢ok geometrik
ispatlarda ortaya ¢ikar ve Ogrenciler dogrulama siirecinde geometrik yapilarin sinirlt
sayidaki temsilleri {izerinden yargiya varma yolunu segerler. Ispat bir ya da birkag ¢izim
tizerinden yapilir.

Analitik ispat semasina sahip d6grenciler, matematiksel ifadeleri tiimdengelimli akil
yiriitmeyle dogrulama egilimindedirler. Bu ispat semasi daha formal yapidaki akil
yiirtitmeleri igerir ve doniistimlii ispat semast ile aksiyomatik ispat semas: olmak tizere
ikiye ayrilir. Doniistimlii ispat semasindaki 6grenciler, dogrulama siirecinde teoremler ve
semboller arasinda gegisler yaparak sonuca ulasmaya caligirlar. Deneysel ispat
semasindan farki, 6zel sayisal islemler yerine matematiksel semboller ve kurallar
tizerinden genellemelerin yapilmasidir. Doniistimlii ispat semasinda genellik, islemsel
diisiince ve mantiksal ¢ikarim olmak tizere ti¢ 6nemli 6zellik s6z konusudur. Genellik,
matematiksel ifadenin igerdigi tiim durumlara yonelik bir argliman gelistirmeyi gerektirir.

Islemsel diisiince, belli bir hedefi ve alt hedefleri belirlemeyi, ispat siirecinde islemlerin



sonuclarint  ongérmeyi icermektedir. Mantiksal c¢ikarim ise dogrulama siirecinin
mantiksal ¢ikarimlara dayanmasini ifade etmektedir. Ornegin “tiim n degiskenleri icin,
log (a1.az2. as....... an)=logai+logax+...... + log an” oldugunu tanimdan yararlanarak
once,
“log (a1 . a2) = log a1 + log a2”
seklinde, sonrasinda bunu ii¢ say1 i¢in,
“log (a1 .a2.a3) =log a1 + log (a2 . as) = log a; + log a2 + log a”
seklinde ve bunlardan hareketle,
“log (a1.a2.a3.....an) = log a1 + log a2 + ...+ log an”
oldugunu gostermek verilebilir.

Aksiyomatik ispat semasina sahip Ogrenciler ise matematiksel dogrulamanin
aksiyomlar ve ispatlanmis teoremler iizerinden baslamasi gerektigini benimsemislerdir.
Bu sema doniisiimlii ispat semasinin da 6zelliklerini igerir ve en formal yapidaki ispat
semasidir. Buna 6rnek olarak yukarida verilen “log (a1. a2 . as....... an) =logai +logax+
...... + log an” esitligini tiimevarim yontemini kullanarak gostermek verilebilir.

Weber (2004, s. 425-429), tiniversite diizeyindeki 6grencilerin soyut cebir ve analiz
derslerinde yaptiklar1 ispatlar1 analiz etmis ve arastirma sonuglarina dayanarak
ogrencilerin ispatlarin1 yontemsel (procedurel), sentaktik (syntactic) ve semantik
(semantic) olarak {ii¢ sinifta toplamistir. Yontemsel ispatta 6grenciler, gegerli bir ispat
olusturacagina inandiklar1 6zel adimlari takip ederek ve belli bir yontemi uygulayarak
ispat yaparlar. Uygulanan yontem, ispati yapan igin anlamli olabilecegi gibi
anlamlandirilmadan ezbere de kullanilabilir. Yontemsel ispata 6rnek olarak tiimevarim
yonteminin kullanilmasi verilebilir. Sentaktik ispatta ise 6grenciler, tanimlari ve kurallari
kullanarak, mantiksal olarak gecerli islemlerle ispat yaparlar. Sentatik ispata 6rnek olarak
“AU(BUC) = (AUB)UC?” esitliginin gosterilmesi i¢in esitligin bir tarafindan eleman alip,
birlesim isleminin 6zelligini kullanarak bu elemanin diger tarafta oldugunu gosterme ve
benzer islemleri esitligin diger tarafindan eleman alarak yapma verilebilir. Semantik
Ispatta dgrenciler, ispat yapmadan dnce soz konusu matematiksel ifadenin neden dogru
oldugunu anlamak i¢in matematiksel yapilarin temsillerini ya da diyagramlarini
inceleyerek sezgisel olarak one siirdiikleri varsayimlar1 géz 6niinde bulundurarak ispat
yaparlar. Semantik ispata 6rnek olarak bir 6grencinin bir dizinin siireksiz oldugunu
gostermek i¢in once dizinin grafigini ¢izmesi ve buna dayanarak formal ispat yapmasi

verilebilir.



Weber ve Alcock (2004, s. 209-211) ise grup teorisi ve analiz derslerini alan
tiniversite Ogrencileriyle yaptiklart calismalarinda formal bir ispatin, semantik ve
sentaktik olmak tlizere iki sekilde olusturulabilecegini ifade etmislerdir. Semantik ispat,
ispatlayanin formal ¢ikarsamalara rehber olmasi i¢in matematiksel kavram orneklerini
kullanmasidir. Bu ornekler kisi i¢in anlamli ve sistematik olarak tekrarlanabilirdir.
Sentaktik ispat olusumunda ise kisi mantiksal olarak uygun sekilde sembolik formiilleri
manipiile ederek ¢ikarsamalar yapar. Sentaktik ispatlarda kisi matematiksel kavramlarin
sezgisel ve formal olmayan temsillerini veya diyagramlarini kullanmaz.

Weber ve Alcock (2009, s. 323-329), Goldin’in (1998) temsil sisteminden

yararlanarak ispata iliskin bir temsil sistemi tamimlanslardir. Ispat temsil sistemi adini

verdikleri bu sistemde harfler ve mantiksal semboller (=, =) karakterleri olustururken,
belli kurallarla bu karakterler bir araya gelerek yapilanmalar (iyi olusturulmus formdiller)
meydana gelir. Iyi olusturulmus bir formiilden diger bir formiile gecisi saglayan bazi
kurallar vardir. Ornegin temsil sistemi “onermesel kalkulus” olmak iizere bir dnermeden
diger bir 6nermeye gecerken “ise” karakteri kullanilir ve bu gecis ¢ikarsama kurallarindan
“modus ponens” aracilifi ile gerceklesir. Goldin (1998), bir temsil sistemi icindeki
yapilanma ve karakterler hakkinda muhakeme yapabilme ve bunlara anlam verebilmenin
sentaktik anlama ve semantik anlama olmak iizere iki yolu oldugunu ifade etmistir.
Ornegin énermesel kalkulusta degil alma sembolii, (P’)’ = P ifadesinin anlagilmasini
gerektirirken bu tiir anlamalara “sentaktik anlama” denir. Kisi eger temsil sistemindeki
bir yapilanmayi, farkli bir temsil sistemindeki yapilanmayla temsil ederek ifade ederse
buna da semantik anlama denir. Ornegin,“P’” Ingilizcedeki “degil” kelimesiyle temsil
edilerek ifade edilebilir. Burada “P'” ifadesi “ifade ancak ve ancak P yanlis oldugunda
dogrudur” seklinde diisiiniilebilir. Ogrencilerden matematiksel bir gdrevi tamamlamalari
istendiginde Ogrencilerden genellikle belirli bir temsil sistemi igindeki gorevi ilk
yapilanmadan baslayarak istenen yapilanmaya dogru giderek tamamlamalar1 istenir.
Ornegin cebirsel bir denklemin ¢dziimiinde “x = n” ciimlesi iiretilene kadar bu denklem
iistlinde cebirsel islemlerin uygulanmasi istenir. Boyle durumlarda kisi sistemin icinde
kalir, baska bir deyisle ¢alisilan yapilanmalari baska sistemdeki yapilanmalarla
iliskilendirmeden o sistem i¢indeki kurallar1 uygular. Weber ve Alcock (2009) bunu
“sentaktik muhakeme” olarak ifade etmistir. Fakat bu durumun tersine, kisi devam etmek

icin iligkili yapilanmanin semantik anlamasini da kullanabilir.



Muhakeme

Genelleyici
ornekler
Kritik
/ ornekler
Ornek
kullanimi1 \ Basit
deneycilik
Semantik .
Muhakeme [ Mimik
Ters ornekler
J Informal
olarak ifade
etme
Dogru oldugu bilinen
onermelerin kullanimi
Olmayana
ergi
. Standart ispat
Sentaktik gercevelerinin
Muhakeme kullanimi \ Timevarim

Mantiksal ¢ikarimlarin
kullanimi1

i

Modus
ponens

Modus
tollens

Sekil 1.1. Semantik ve sentaktik muhakemelerin karsilagtirilmasi (Alcock ve Inglis, 2008, s.117)

Cebirsel bir denklemin ¢6ziimii durumunda kisi denklemin grafiginin x-eksenini
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ka¢ yerde kestigini anlamak i¢in denklemin grafigini c¢izerek kac¢ ¢6ziim oldugunu
belirleyebilir. Weber ve Alcock (2009) bunu da “semantik muhakeme” olarak ifade
etmistir. Weber ve Alcock (2009) sentaktik muhakemenin de semantik muhakemenin de
birbirlerine gore giiglii ve zayif yanlar1 oldugunu belirtmistir. Ornegin her ispatta
semantik muhakeme yapmasi zor olabilir. Bu durumda kisinin ispata devam etmesi igin
sentaktik muhakeme yapmasi yeterli olabilir. Baz1 durumlarda da yapilan sentaktik
muhakeme, kisiye yiizeysel bir bakis acis1 verdigi i¢in kisinin anlamlandirmasinda engel

olabilir. Alcock ve Inglis (2008) ise semantik ve sentaktik muhakemeleri karsilastirarak



bu muhakeme tiirlerine iliskin gozlemlenecek davranislart yukaridaki Sekil 1.1°de
Ozetlemistir.

Stylianides (2007), okul matematiginde ispatin ne anlama geldiginin, 6zellikle de
ilk smiflarda 6gretmenin 6grencilerinin ispat ve ispatlamalarini gelistirmedeki roliiniin ne
oldugunun hala agik olmadigmi ifade etmistir (s. 290). Stylianides (2007), okul
matematiginde ispati, matematiksel bir iddiaya yonelik ya da karsi olarak iligkili bir dizi
varsayimlar olup asagidaki Ozelliklere sahip olan matematiksel bir argiiman olarak

kavramsallastirmistir (s. 291):

1) Daha fazla dogrulama yapmaksizin siif tarafindan kabul edilen dogru ve uygun
onermeleri kullanir.

2) Sinifin kavramsal olarak ulastig1, gegerli ve bilinen muhakeme formlarini (argiimantasyon
tiirlerini) kullanir.

3) Smifin kavramsal olarak ulastigi, bilinen ve uygun ifade formlar1 (argiiman temsil

formlari) ile iletisim saglanir.

1.1.2. Ogrencilerin ispat yapma siirecinde karsilastiklar1 zorluklar

Ogrencilerin gerek lise gerekse iiniversite diizeyinde ispat yaparken zorluklar
yasadiklar bilinmektedir. Bu zorluk kaynaklarini gesitli agilardan ele almak miimkiindiir.
Alan yazin incelendiginde, 6grencilerin ispat yaparken yasadiklari zorluklarin genel
olarak s6z konusu ispata iligkin matematiksel kavramlardan, ispatlanacak matematiksel
Onermenin mantiksal yapisina iligkin gerekli c¢oziimlemelerin yapilamamasindan,
mantiktan gelen bagla¢c ve niceleyicilerin hatali kullanimlarindan ya da baglag ve
niceleyicilerin giinliik dildeki kullanimlarinin matematik dilindeki kullanimlar ile
¢elismesinden kaynaklandigi goriillmektedir (Moore, 1994; Selden ve Selden, 1995; Epp,
2003; Selden ve Selden, 2007). Asagida 6grencilerin ispat yaparken yasadiklar zorluklar,
“matematiksel kavramlarin kullanimindan kaynaklanan zorluklar”, “mantik alanindan
kaynaklanan zorluklar” olarak iki baslik altinda, “mantiktan kaynaklanan zorluklar” ise
kendi icinde “matematiksel bir Onermenin mantiksal yapisinin anlagilmasi”, “ise

baglacinin kullanim1” ve “niceleyici kullanimi1” alt bagsliklar altinda ele alinmastir.

1.1.2.1. Matematiksel kavramlarin kullaninundan kaynaklanan zorluklar

Moore (1994, s. 251-261) Sgrencilerin ispatlarinda kullandiklart matematiksel
kavramlari nasil anladiklarinin ortaya ¢ikarilmasinin, Ogrencilerin ispat yapma

stireglerinin arastirilmasinda 6nemli oldugunu ve 6grencilerin genellikle teoremde gecen
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kavrami anlamadiklart i¢in ispat yapmakta basarisiz olduklarini ifade etmistir. Moore
(1994) ispata baslamadan Once Ogrencilerin s6z konusu teoreme iliskin kavramlari
sezgisel olarak anlamalariin gerektigini fakat sadece teoreme iliskin kavramlarin
sezgisel olarak anlasilmasinin ispat siireci igin yeterli olmadigini ifade etmistir. Ornegin
“Eger A ve B kiimeleri AmB=A 06zelligini sagliyorsa o zaman AUB=B’dir” 6nermesinin
ispatlanmasi istendiginde 6grencinin asagidaki gibi bir sema ¢izdigi goriilmistiir (Sekil

1.2).

O

Sekil 1.2. Moore 'un (1994) ogrencisinin ispati (S. 258)

Boyle bir agiklama yapan 6grenci, yalnizca tanimlarda eksik degil ayn1 zamanda
bir ispatta tanimlarin nasil kullanildig1 bilgisine de sahip degildir. Ogrencilerin zengin bir
kavram imajina sahip olmalart onlarin dogru bir sekilde formal bir ispat yapmalarini
saglayamayabilecegi gibi 6grencilerin ispat yapmalari i¢in gerekli olan bir kavramin
formal tanimin1 bilmeleri de onlarin dogru bir sekilde formal bir ispat yapacaklar
anlamina gelmemektedir. Moore (1994) baz1 6grencilerin kavram imajina dayali informal
aciklamalarla formal bir tanim arasindaki ayrimi anlayamadiklarini ve 6grencilerin
imajlarini yazili sembollere dokemediklerini ifade etmistir. Ogrencilerin formal bir ispat
yapabilmelerinde kavram kullaniminin 6nemli oldugunu belirten Moore (1994),
ogrencilerin dogru bir sekilde formal bir ispat yapabilmeleri i¢in kavrama iligkin

- ornekler olusturmalar1 ve bunlar1 kullanabilmeleri,

- ispatlarda tanimlar1 kullanabilmeleri ve

- ispatin tamamini olusturmak igin bir tanimdan yararlanabilmeleri
gerektigini ifade etmistir. Benzer sekilde Weber (2001) de stratejik bilgi olarak da ele
aldig ispat icin gerekli olan kavramin tanimini bilmekten ¢ok o kavramin ne zaman ve
nasil kullamlacag: bilgisinin énemli oldugunu ifade etmistir. Ornegin bir fonksiyonun
birebirliginin gosterilmesi istendiginde dgrencinin “Bir f fonksiyonu birebirdir ancak ve

ancak f fonksiyonunun tanim kiimesindeki tiim x ve y’ler i¢in f(x)=f(y) ise x=y’dir”



seklindeki bir fonksiyonun birebir olma tanimini goz 6niinde bulundurmasi gerekir. Bu
tanim bir fonksiyonun birebir oldugunu ispatlamada bir strateji sunmaktadir. Burada x ve
y, f fonksiyonunun tanim kiimesinin belli fakat keyfi iki eleman1 olsun, varsayalim ki
“f(x)=f(y)” olsun denir; bu varsayimlar ve diger uygun bilgiler kullanilarak “x=y” oldugu
gosterilir. Bu durumda bu tanimin formu ispatin yani f’nin birebir olmasinin yapisini ve
mantigini (baska bir ifadeyle evrensel niceleyiciler ve gerektirmeyi) saglar. Ayrica tanim
boyle bir ispatin nasil baslamasi (f(x)=f(y)) ve nasil bitmesi (x=y) gerektigini

gostermektedir.

1.1.2.2. Mantik alanmindan kaynaklanan zorluklar

Ogrencilerin ispat yaparken zorluk yasamalarinin en dnemli nedenlerinden birisi de
Ogrencilerin mantik alaninda yasadiklar1 zorluklardir. Mantik alaninda yasanan zorluklara
gecmeden Oonce mantigin ne oldugu ve matematik mantik iliskisi kisaca ele alinacaktir.

Dogru ve diizgiin diistinme formlarini inceleyen bilim dali olarak tanimlanan
mantik (Cligen, 1999, s. 18), dogru akil yiiriitmeyi yanls akil yiiriitmeden ayirmada
kullanilan ilke ve usullerin sistemli olarak tartigilmasini konu edinir (Altun, 2011, s. 97).
Akil yiiritme ise yargilar arasindaki iliskilere dayanmaktadir (Yildirim, 1999, s. 48).
Ciigen’in (1999) dogru ve diizgiin diisiinme olarak ele aldigi akil yiirlitme, yargida
bulunarak ve usa vurarak ¢ikarim yapmak anlamina gelmekte olup en az iki diisiince
arasinda bir iliski ifade ederek, birini digerinin ispatlayan1 yaparak yeni bir yargi 6ne
siirmektir. Ornegin “11 sayis1 2’ye tam béliinemez, ¢iinkii 11 bir tek sayidir” dnermesinde
11’in 2’ye tam boliinememesi yargisi, 11’in bir tek say1 olmasi yargisina dayandirilarak
yeni bir yargi ileri stirlilmiistiir.

Herhangi bir dil ele alindiginda o dilin s6zIigii; betimleyici sozciiklerden yani nesne
adlarmni, 6zelliklerini veya iligkilerini belirleyen sozciiklerden (“masa”, “insan”, “biiyiik”,
“kiitle”, “hiz” gibi) ve mantik baglaglart ile niceleyicilerden (“degil”, “ve”, “veya”, “ise”,
“ancak ve ancak” baglaclar1 ve evrensel niceleyici “tim”, varlik niceleyicisi “baz1”)
olusmaktadir (Yildirim, 1999, s. 113). Sozlii veya yazili dil, sozciiklerin belli kurallara
uygun olarak siralanmasini gerektirirken, bu siralamalar bazen “Ayse yemegini bitirdin
mi?” seklinde soru Kipinde, “Ayse yemegini bitir.” seklinde emir kipinde, “Keske Ayse
yemegini bitirseydi.” seklinde dilek Kipinde ya da “Ayse yemegini bitirdi.” seklinde
bildiri tiiriinde bir ctimle seklinde olabilir (Yildirim, 1999, s. 114). Dogru veya yanlis olan

fakat ayn1 anda hem dogru hem yanlis olmayan, bildiri ciimlelerine onerme denir
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(Margaris, 1990, s. 2). Bu ciimlelerden sadece bildiri climlesi olan “Ayse yemegini
bitirdi.” climlesi bir 6nermedir. Matematiksel olarak dnermeleri ele alacak olursak “2 + 2
=4” dogru bir dnerme iken “3 < 2” yanlis bir 6nermedir. Yildirim’in (1999) da belirttigi
gibi climle ve 6nerme ayni sey olmayip, climle bir dilbilgisi terimi iken 6nerme bir mantik
terimidir ve mantik, bu onermeler arasi iliskilerle ilgilenir. Mantikta niceleme iceren
climleler ise tekil, tikel ve tiimel onermeler olmak lizere {i¢ sekilde karsimiza ¢ikar
(Yildirim, 1999). Ornegin “Ahmet bir 6grencidir” tekil bir Snerme iken, “Baz1 kimseler
ogrencidir” tikel (varlik niceleyicisi igeren), “Herkes 6grencidir” ise tiimel (evrensel
niceleyici igeren) bir dnermedir. Burada “biri 6grencidir” ciimlesini degerlendirecek
olursak Yildirrm’in (1999) da belirttigi gibi “biri 6grencidir” ifadesi 6nerme degil,
onerme fonksiyonudur bagka bir ifade ile agik 6nermedir. A¢ik 6nerme, degiskenin aldig
her deger igin dogrulugu ayri ayr1 degerlendirilen 6nermeye denir (Esty, 2004, s.211).
Burada “biri” kelimesi tipki cebirde bir denklemde yer alan “x” gibi bir degiskendir, yani
tanimlandig1 kiimedeki elemanlardan birini temsil etmektedir. “Biri 6grencidir” climlesi,
“biri” diye isaret edilen kisinin kim olduguna gore dogru ya da yanlis bir 6nerme ifade
eder.

Matematik irdelendiginde, mantiktan gelen sozciik bilgisinin matematiksel
onermelerde kullanildigi, mantiktan gelen ¢ikarimlarin da matematiksel metinleri
organize etmek amaciyla kullanildigr goriilmektedir (Esty, 2004, s. 146). Mantik ile
matematik ve dolayisiyla mantik ile ispat ise birbiriyle i¢ ice gecmis alanlar olup
matematik egitimi alan yazinindaki c¢aligmalar, O6grencilerin ileri diizey matematik
kavramlarinda gelisim gostermeleri ve ozellikle de kendi ispatlarini olusturmalarinda
ogrencilerin mantiksal becerilerini gelistirmeleri gerektigini ifade etmektedir (Savic,

2012, s. 4).

1.1.2.2.1. Matematiksel bir gnermenin mantiksal yapisinin anlasiimast

Ispat yapma siirecinde &grencilerin zorluk yasadiklari diger bir durum da
ispatlanacak olan matematiksel 6nermenin mantiksal yapisinin anlagilmasidir. Selden ve
Selden (1995, s. 127), “ise”, “ancak ve ancak” gibi mantik baglaglari ile “her” ve “en az
bir” niceleyicilerinin agikga ifade edilmedigi onermeleri informal, mantik baglaglari ve
niceleyicilerin agike¢a ifade edildigi onermeleri de formal 6nermeler olarak ifade etmistir.
Informal bir 6nermenin, bu 6nermenin mantiksal olarak esdegeri olan formal bir

onermeyle iliskilendirilmesini, bu informal 6nermenin ¢6ziilmesi (unpacking) olarak

11



tamimlanmustir (Selden ve Selden, s. 128). Ornegin “bir fonksiyon her ne zaman
tiirevlenebilirse o zaman 0 fonksiyon siireklidir” informal dnermesi, “her f fonksiyonu
igin, eger f tiirevlenebilirse o zaman f fonksiyonu siireklidir” seklinde formal bir
Onermeye doniistiiriilebilir.  “Tirevlenebilen fonksiyonlar siireklidir” 6nermesi
informaldir; ¢ilinkii evrensel niceleyici tam olarak ifade edilmemesine ragmen uzlasiyla
anlasilmaktadir. “Bir fonksiyon her ne zaman tiirevlenebilirse o fonksiyon o zaman
stireklidir” 6nermesi de informaldir; ¢linkii bu 6nerme alisila gelen “Eger... ise ...”
formunda degildir. Bu tiir 6nermeler matematiksel sdylemlerde siklikla kullanilmakta
olup genel bir uzlasi ile anlasilir olduklarindan hatali ya da belirsiz 6nermeler olmayip,
informal cilimlelerin formal Onermelere gore daha kolay anlasildigi, hatirlandigi,
uygulamalarda ve muhakeme etmede kullanildigi s6ylenebilir (Selden ve Selden, 1995).
Selden ve Selden’in (1995) ¢alismalarinda tanimladiklari bir diger énemli kavram da
“ispat gergevesi’dir (proof framework). Selden ve Selden (1995), ispat gergevesini, bir
ispatin en st diizey mantiksal yapisinin bir temsili olarak tanimlamiglardir (S. 129).
Selden ve Selden ispat gergevesinin, s6z konusu matematiksel kavramlarin detayli
bilgisine bagli olmadigini; fakat ispatlanan énermenin yeniden olusturulmasina ya da o
onermenin esdegerinin olusturulmasina izin verecek zenginlikte olmasi gerektigini ifade
etmiglerdir. Selden ve Selden (1995) ispat gercevesini daha iyi anlatmak igin bir

fonksiyonun bir noktadaki limitinin varliginin ispatini ele almiglardir (s.129):

lirr;x2 =9 here >0, bir § > 0vardir 6yle ki her x, eger 0 < |x — 3| <
X—

8 iken |x* — 9| < g olur.
Ispat: £ sifirdan biiyiik bir sayt olsun.§ = --- varsayalim. ...6yleyse § >
0’ dur.x bir sayt olsun.0 < |x — 3| < & oldugunu varsayalim. ... Bu nedenle |x? —

9| < g olur.

limx? =9 © her € > 0 igin bir § > 0 vardir 6yle ki her x igin eger 0 < |x — 3| < Siken

x-3

|x? —9| < eolur.
Ispat: € sifirdan biiyiik bir sayt olsun. § =... varsayalim ... dyleyse § > 0’dir. x bir sayt

olsun. 0 < |x — 3| < &8 oldugunu varsayalm. ... Bu nedenle |x*> — 9| < £ olur.

Ispatta birakilan bosluklar, ispati tamamlamak igin gereken matematiksel
argiimanlar i¢indir. Selden ve Selden (1995)’e gore ispatlar1 dogrulayabilen 6grenciler,
informal olarak ifade edilen teoremlerin mantiksal yapisini ¢6zebilirler. Selden ve Selden
(1995) calismalarinda bu durumun karsit tersini baska bir deyisle informal olarak ifade

edilen  teoremlerin mantiksal  yapisim = ¢dzemeyen  Ogrencilerin, ispatlar
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dogrulayamayacaklarini savunmuslardir. Selden ve Selden’e (1995) gore ileri diizey
matematiksel kavramlarin anlasilmasi ve 6grenilmesi, kisinin bu kavramlara iligkin
zihinsel olusumlar1 araciligiyla incelenebilir. Fakat ¢c6zme, ispat ¢ergeveleri olusturma ve
dogrulama islemsel bir nitelige sahiptir, Selden ve Selden (1995) bunlari zihinsel
beceriler olarak ele almis ve bunlarin en iyi incelenebilecek beceriler olduklarini ifade
etmiglerdir. Selden ve Selden’e (1995) gbre bu beceriler basli basina kavramsal
O0grenmenin ve anlamanin bir pargasi olmayip; kisinin islemsel becerisine katk1

saglamaktadir.

1.1.2.2.2. “Ise” baglacimin kullanimi

Ogrencilerin matematiksel bir dnermenin biitiin mantiksal yapisinin anlasilmasinin
yant sira bu mantiksal yapiy1 olusturan elemanlardan biri olan baglaglarin anlagilmasi da
ispat yapmada zorluklara neden olmaktadir. Ozellikle “ise” baglacinin kullanildig
onermelerin, matematiksel muhakemenin merkezinde oldugunu belirten Durand-Guerrier
(2003, s.5), yasanilan bu zorluklarin kavramin karmasiklig: ile iligkili oldugunu ifade
etmistir. Matematiksel bir onermenin ya da bir teoremin mantiksal yapisinda en ¢ok
kullanilan baglaglardan biri olan “ise” baglaci genellikle 6grenciler tarafindan yanlis
degerlendirilebilmektedir. Epp (2003, s.889) 6grencilerin “ise” baglact kullanilarak

olusturulan d6nermelere iliskin asagida belirtilen;
* “(P = q) A q”dan “p”yi ¢ikarsama
° “<p = q)hdan “<q = p)nyl Qlkarsama

y “(P = q) A p”’den “q"”’yu ¢ikarsama

seklinde hatali ¢ikarsamalar yaptiklarini belirtmistir. “Ise” baglacinin kullamldig:

Onermelerin ispatinda, ispat yontemlerine iliskin en ¢ok karsilagilan hata tiirlerinden biri

yukarida Epp’in (2003) ifade ettigi “(p = q)”dan “(q = p)”yi ¢ikarsamadir. Alan yazinda

“converse error” olarak adlandirilan bu hatada (Epp, 2010, s.37), “p = q” seklinde bir

[P €C L9

kosullu 6nermenin ispatinin yapilmasi i¢in “q” varsayilip “p” gosterilmeye calisilir. “p
= q” seklinde bir kosullu 6nermenin ispatinin yapilmasi i¢in bu énermenin karsit tersini

almak yerine sadece tersinin alinarak “p’ = q'” 6nermesinin ispatlanmaya ¢alisilmasi ise

alan yazinda “inverse error” olarak adlandirilmistir (Epp, 2010, s.38).
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Bu hatali ¢ikarsamalarda ve “ise” baglaci ile kurulan 6nermelerin degilini alirken
ogrencilerin zorlanmasinda giinliik hayatta kullanilan dilin de etkisi vardir (Epp, 2003, s.
890). Ornegin “Yemegini yersen disartya oyun oynamaya ¢ikabilirsin” gibi bir dnermeye,
“yemegini yemezsen disarlya oyun oynamaya c¢ikamazsin” gibi yanlis anlamlar
yiiklenebilmekte, “Ben Fatma olsaydim onun yaptigini yapmazdim” seklindeki bir
onermenin degili “Hayir, sen Fatma olsaydin, tam olarak onun yaptigini yapardin”

seklinde alinabilmektedir.

1.1.2.2.3. Niceleyici kullanimi

Ogrencilerin ispat yaparken giicliik yasadiklar1 bir diger mantik konusu da
niceleyici kullanimidir. Matematikte evrensel (her) ve varlik niceleyicisi (bazi) olmak
tizere iki niceleyici tiirli de siklikla kullanilmaktadir. Dubinsky, Elterman ve Gong’un
(1988, 5.45) da belirttigi gibi matematiksel olarak “v” sembolii ile temsil edilen evrensel
ve matematiksel olarak “3” sembolii ile temsil edilen varlik niceleyicileriyle ¢alisma
becerisi bircok matematiksel fikre ulagsmak i¢in Onemli ve gerekli araglardir.
Matematiksel sdylemlerin temelinde, miktar i¢in kullanilan “her”, “birkac¢” ya da “her
bir’, “herhangi bir” gibi kelimeler olup cogu Onemli matematiksel olgularin, bu
kelimelerden en az birini igerdigi sdylenebilir (Epp, 1999). Ornek olarak limitin formal

tanimi verilebilir:

lim f(x) =L © Ve > 0igin 3§ > 0 vardir oyle ki |[x — xo| < & iken |f(x) —L| < ¢
X—Xg

olur (Formal limit tanimzi)

Yapilan pek cok c¢alisma, 6grencilerin ileri diizey matematikte yer alan limit ve
stireklilik gibi kavramlarda yasadiklar1 zorluk kaynaklarindan biri olarak niceleyicileri
gostermektedir (Tall ve Vinner 1981; Cottrill vd. 1996; Juter, 2005).

Niceleyicilerin sadece belli matematiksel kavramlarin iizerinde etkisi yoktur. Genel
olarak matematiksel muhakeme ve ispat yaparken de niceleyicilerin kullanimi oldukca
onemlidir. Epp (2003) bir 6nermenin “her” veya “en az bir” ile baglamasinin, bu
onermenin dogru olup olmadiginin nasil degerlendirecegini ve ondan ne ¢ikarsanacagini
belirledigini ifade etmistir.

Informal bir ortamda kisi “Tiim A’lar B’dir” bilgisine sahipse ve sadece “Bazi A’lar
B’dir” derse ¢ogu insan bu kisinin diiriist olmadigini diisiinecektir (Epp, 2003). Diger bir

ifadeyle “Baz1 A’lar B’dir” ciimlesi normal olarak “Bazi A’larin B olmadigin1” gerektirir.
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Fakat matematikte bu gerektirme gecersizdir. Ayrica Ogrenciler niceleme yapilan
onermelerin degillerini almakta da zorlanmaktadirlar (Dubinsky vd., 1988; Epp 2003,
Bardelle, 2011).

Epp (2003), ingilizce’de kisinin bir varlik ya da genelleme ciimlesinin degilini
birka¢ farkli sekilde alabildigini ifade etmistir. Bunlardan biri basit olarak “degil”
kelimesini ciimleye eklemektir. Ornegin “Tiim ¢imenler yesildir” ciimlesinin degilini
almak i¢in “Baz1 ¢imenler yesil degildir’, “Tim c¢imenler yesil degildir” ve “Tim
cimenler yesildir degildir” diyebiliriz. Epp, bazi gramercilerin “Tiim ¢imenler yesil
degildir” ciimlesinden kac¢inilmasi gerektigini ifade ettiklerini belirtmistir. Cilinkii bu
climle belirsizdir.

Niceleme ile ilgili bir diger zorluk da pek ¢ok arastirmacinin da belirttigi gibi birden
fazla niceleyicinin kullanildigi 6nermelerdir (Dubinsky vd., 1988; Dubinsky, 1997;
Dubinsky ve Yiparaki, 2000; Epp, 2003; Piatek-Jimenez, 2010). Ogrenciler, sirasiyla “en
az bir” ve “her” ya da tam tersi siralamada niceleyicilerin kullanildigi onermelerin
dogruluklarini degerlendirmede zorlanmaktadirlar. Dubinsky vd. (1988) ve Dubinsky
(1997), bgrencilerin iki ve daha fazla niceleme iceren karmasik Ingilizce dnrmeleri
anlamalarint APOS Teorisi gercevesinde arastirmis ve 6grencilerin niceleme semalarini
nasil olusturduklarina iliskin genetik ¢oziimleme yapmislardir. Dubinsky vd. (1988),
Ogrencilerin iki niceleyici iceren, anadilde verilen boyle karmasik ciimlelerin dogruluk ve
yanliglik degerlerini belirleme ile dogruluk ve yanlislik degerlerini belirleyebilmek i¢in
bu 6nermelerin degilini almada zorlandiklarini bulmuslardir. Ayrica s6z konusu karmagik
onermelerin anlamindan giderek degilini alan 6grencilerin, degilini alma kurallarini
uygulayan (De Morgan Kurallari) ya da 6nermelerin degilini 6nermenin her bir pargasinin
ayrt ayr1 degilini alip sonrasinda bu pargalari birlikte ele alan 6grencilere gore daha az
basarili olduklar1 goriilmiistiir.

Mantigin ispat yapmadaki onemli rolii pek ¢ok matematik egitimcisi tarafindan
ifade edilmesine ragmen (Moore, 1994; Selden ve Selden, 1995; Epp, 2003) mantigin

tahmin edildigi kadar ispatlama siirecinde etkisi olmadig1 da ifade edilmektedir.

1.1.2.3. Ispat yontemleri

Ogrencilerin ispat yapma siireglerinin incelenmesinde gz 6niinde bulundurulmasi
gereken bir diger durum da ispat yontemleri bilgisidir. Ispat ydntemlerine iliskin alan

yazinda pek ¢ok smiflama yapildigi gorilmektedir (Milli Egitim Bakaligi [MEB], 2011,
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Ozer, Coker ve Tas, 2010; Epp, 2010). Alan yazin incelendiginde ispat ydntemlerinin
farkli sekillerde simiflandirildign goriilmektedir. Ozer, Coker ve Tas (2010) ispat
yontemlerini:
1) Dogruluk ¢izelgeleri
2) Dogrudan ispat
3) Dolayl ispat
4) Olmayana ispat
5) Timevarim
olmak iizere bes baslik altinda toplamistir. Ortadgretim programinda ise ispat yontemleri:
1) Timevarim
2) Timdengelim
- Dogrudan ispat
- Dolayl ispat
- Olmayana ergi yontemi ile ispat
- Celigki yontemi ile ispat
- Deneme yontemi ile ispat
- Aksine 6rnek vererek ispat
seklinde siniflandirilmistir (MEB, 2011). Epp (2010) ispat yontemlerini yedi baslik
altinda toplamistir:
1) Dogrudan ispat
2) Karsait ters ile dolayli ispat
3) Celiski ile dolayl1 ispat
4) Durumlarla ispat
5) Aksine ornek ile ispat
6) Tiiketerek ispat
7) Varlik ispat
Ispat yontemlerinin bir siniflandirmasinda belli bir isimle ifade edilen bir ispat
yontemi baska bir siniflandirmada baska bir isimle ifade edilebilmektedir. Ornegin Ozer,
Coker ve Tas’in (2010) ispat yontemi smiflandirmasinda “olmayana ergi” seklinde
adlandirilan ispat yontemi, MEB (2011) tarafindan “celiski yontemi ile ispat” seklinde
adlandirilmigtir. MEB’in  (2011) “olmayana ergi yontemi ile ispat” seklinde
isimlendirdigi ispat yontemini ise Ozer, Coker ve Tas’in (2010) “dolayli ispat”, Epp’in

(2010) ise “karsit ters ile dolayli ispat” seklinde adlandirmistir. Burada 6nemli olan ispat
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yontemlerinin nasil isimlendirildigi degil ispat yonteminin dayandigi esaslardir.
Arastirmada bu siniflamalardan Epp’in (2010) siniflamasi kullanilacak olup bu ispat
yontemlerinden “dogrudan ispat”, “karsit ters ile ispat”, “celiski ile ispat”, “aksine 6rnek
ile ispat” ve “varlik ile ispat” yontemleri ele alinacaktir. Asagida bu ispat yontemlerinin

dayandig esaslar kisaca 6zetlenmistir:

Dogrudan Ispat: Bu ispat yonteminde “p = q” seklinde bir kosullu dnerme

€ % (13 2

verildiginde “p” 6nermesinin dogru oldugu varsayilarak bilinenlerden (“p” Onermesi,

tanim, teorem, Ozellik, vb.) hareketle “q” Onermesinin dogru oldugu cikarsanmaya

calisilir.

Karsit Ters ile Ispat: Karsit ters ile ispat yontemi, “p = q” kosullu nermesi

(13 ! 19

q=p
I

esasina dayanir. Bunun i¢in dogrudan ispat yontemi kullanilarak “q”” 6nermesinin dogru

verildiginde bu kosullu 6nermeye denk olan kosullu 6nermesinin ispatlanmasi

oldugu varsayilarak bilinenlerden (tamim, teorem, ozellik, vb.) hareketle “p’”
onermesinin dogru oldugu ¢ikarsanmaya calisilir.

Celiski ile Ispat (Olmayana Ergi ile Ispat): Celiski ile ispat yontemi, ispatlanmasi
istenen 0dnermenin degilinin dogru oldugunun kabul edilmesi durumunda bir ¢eligki elde

edilmesi ve buradan da 6nermenin degili yanlis oldugundan 6nermenin kendisinin dogru

olmasi sonucuna ulasiimasi esasina dayamir. Ornegin “p = q” seklinde bir kosullu
onerme verilmesi durumunda bu 6nermenin degili olan “pAq’” 6nermesinin dogru oldugu

kabul edilir. “p”, “q"” 6nermeleri ve bilinenlerden (tanim, teorem, 6zellik, vb.) hareketle
bir ¢eliskiye ulagilir. Dolayisiyla “p = q” kosullu Onermesinin degili olan “paq’”

onermesi yanlis oldugundan “p = q” kosullu 6nermesi dogru olur.

Aksine Ornek ile Ispat: Bu ispat yontemi, evrensel niceleyici igeren bir dnerme igin
Onermenin tanim kiimesinde 6nermeyi saglamayan bir elemanin bulunmasi ile dnermenin
yanligliginin ispatlanmis olmasi esasina dayanir.

Varlik Ispati: Bu ydntemde, varlik niceleyicisi iceren bir dnerme igin dnermenin
tanim kiimesinden bir elemanin 6nermeyi sagladiginin gosterilmesi, dnermenin dogru
oldugunun gosterilmesi i¢in yeterlidir.

Ogrenciler bu ispat yontemlerini uygularken cesitli hatalar yapmaktadirlar. Epp
(2010) ogrencilerin matematiksel ispatlari yazarken genel olarak yaptiklari hatalarin

bazilarini asagidaki sekilde 6zetlemistir (s. 135-137).
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Ornekler iizerinden tartisma: Orneklere bakmak problem ¢oziiciiye yardimer olan
en yararli uygulamalardan biri olup matematik d6gretmenleri tarafindan da tesvik edilen
bir uygulamadir. Fakat bir 6nermenin birka¢ 6zel 6rnek i¢in dogru oldugunu gostererek
ispat yapmak hatalidir. Verilen 6nerme i¢in bir dzellik genelde dogru olmayip pek ¢ok
ornek i¢in dogru olabilir. Asagida herhangi iki ¢ift sayinin toplaminin ¢ift olmasina iliskin
hatal1 bir ispat sunulmustur:

“Bu 6nerme dogrudur ¢iinkii eger m=14 ve n=6 ise ki bu sayilarin her ikisi de gifttir o
zaman m+n=20’dir ki bu say1 ¢ifttir.”

Bazi kisiler bu tiir bir argiimani ikna edici bulabilirler, ¢linkii durum saglanir ve
sonucun dogru oldugunu destekleyen bir delil vardir. Ancak bir argiiman dogru bir sonuca
sahip olsa bile gegersiz olabilir. Orneklerden elde edilen argiiman dogru bir &nermenin
ispat1 igin hatali bir sekilde kullanilabilir. Ornekten de goriildiigii gibi “m+n cifttir”
sonucunun “m=14" ve “n=6" i¢in dogru oldugunu gostermek yeterli degildir. Sonucun
herhangi bir m ve n ¢ift tam sayis1 i¢in dogru oldugunu gosteren bir argliman verilmelidir.

Farkli iki seyi ifade etmek icin ayni harfin kullanilmasi: ispat yapmaya yeni
baslayan bazi kisiler yeni bir degiskene daha 6nceden tanitilan degiskenle ayni harfi
verebilir. Asagida buna iligkin bir 6rnek verilmistir:

“m ve n’nin tek tam sayilar oldugunu varsayalim. O zaman teklik tanimi ile belli bir k
tam sayis1 i¢in m=2k+1 ve n=2k+1"dir.”

Bu ifade bicimi yanlistir. Hem m hem de n i¢in verilen ifadelerde ayni1 “k” semboliinii
kullanmak “m=2k+1=n" olmasini1 gerektirir. O zaman ispatin geri kalan1 sadece birbirine
esit “m” ve “n” tam sayilari i¢in gecerli olacaktir. Bu durum “m” ve “n’’nin keyfi secilen
tek tam sayilar olmasi varsayimina aykiridir. Yapilan ispat “3” ve “5”’in toplaminin gift
olmasini gostermeyecektir.

Sonuca atlama: Kisiler, yeterli bir neden vermeksizin bir seyin dogru oldugunu ileri
siirebilirler. Ornegin “herhangi iki ¢ift tam saymnin toplam ¢ifttir” dnermesinin ispatini
ele alalim:

“m ve n’nin herhangi ¢ift tam sayilar oldugunu varsayalim. Tekligin tanimina gore, r ve
s belli tam sayilar olmak {izere m=2r ve n=2s’dir. O zaman m+n=2r+2s’dir. Boylece m+n
cifttir.”

Bu ispattaki problem olduk¢a dnemli olan “2r+2s=2(r+s)” hesaplamasinin eksikligidir.

Ispatin yazar1 zamanindan dnce sonuca gegmistir.
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Dongiisel muhakeme: Dongiisel muhakeme ile ugragsmak ispatlanan seyi varsaymak
anlamina gelmektedir. Bu durum sonuca atlamanin baska bir ¢esidi olarak da goriilebilir.
Ornek olarak asagida “iki tek tam saymin ¢arpimi tektir” dnermesinin ispati ele alinmustir.
“m ve n’nin herhangi bir tek tamsay1 oldugunu varsayalim. Tek tamsayilar ¢arpildiginda
carpim tektir. Bu nedenle m.n tektir.”

Bilinen ve gosterilmek istenen seyler arasindaki karmaga: Dongiisel muhakemeden
daha zor algilanan bir diger durum da gdsterilmek istenen sonug, degisken kullanilarak
ifade edildiginde meydana gelmektedir. Asagida buna iliskin “herhangi iki tek tamsayinin
carpimi tektir” dnermesinin ispati verilmistir:

“m ve n’nin herhangi iki tek tam say1 oldugunu varsayalim. m.n’nin tek oldugunu
gostermeliyiz. Bu bir s tam sayisinin var oldugu dyle ki m.n=2s+1 oldugu anlamina gelir.
Teklik tanimi araciligiyla da a ve b tamsayilar1 vardir 6yle ki m=2a+1 ve n=2b+1’dir. O
zaman m.n=(2a+1)(2b+1)=2s+1’dir. Boylece s bir tam say1 oldugu i¢in teklik tanimina
gore m.n tektir.”

Bu o6rnekte ispat1 yazan kisi gosterilmek istenen sonucu (m.n tektir) tekrar ifade etmistir.
Yazar “bir s tamsayis1 vardir yle ki m.n=2s+1” yazmistir. Yazar daha heniiz yokken ya
da olusturulmamisken s’nin varligin1 varsayarak dogrulanmamis olan sonuca atlamistir.
Bu hata, eger yazar “bu durum bir s tam sayist vardir 6yle ki mn=2s+1 oldugunu
gostermeliyiz anlamima gelir” seklinde yazarsa kag¢inilmazdir. Bu tiir bir hatadan
kaginmanin en iyi yolu hipotezin bir pargasi ya da hipotezden ¢ikarsanan bir sey
olmadikga ispatta bir degisken tanitmamaktir.

Yukarida ifade edilen ispatlama siirecini etkileyen durumlari da gz Oniinde
bulundurarak Selden ve Selden (2007) ispatlama becerisinin analizi i¢in bir g¢ergeve
gelistirmistir. Universite dgrencilerinin ispatlama becerilerini analiz etmek icin
gelistirilen bu ¢ercevede, dgrencilerin sahip olmasi gereken pek ¢ok beceri ele alinmis ve
ogrencilerin ispat yaparken siklikla kullandiklar1 davranigsal bilgiden (behavioral
knowledge) bahsedilmistir. Asagida Selden ve Selden’in (2007) tiniversite 6grencilerinin
ispat yazimini analiz etmek igin gelistirdigi bu teorik ger¢eve ve bu gergevede ele aldigi,
ispat siirecinde 6nemli bir rolii olan davranigsal bilginin ne olduguna iliskin Selden ve
Selden’in  (2008) gelistirmis oldugu davranigsal semalar (behavioral schemas)

aciklanmustir.
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1.2. Selden ve Selden’in (2007) Teorik Cercevesi

Selden ve Selden (2007), ¢esitli yapilar olan ispatlari ve lisansiistiine yeni baslayan
ogrenciler ile lisans Ogrencilerinin ispatlama becerilerini analiz etmek i¢in zengin bir
gergevenin gerektigini ifade etmistir. Bu nedenle bir lisans ya da lisansiistii 6grencisinin
ispatinin, ispat yapmaya katkida bulunan ve dgrenci gelisiminin farkli donemlerinde ve
farkli sekillerde 6grenilebilen ¢esitli daha kiigiik becerileri igeren daha detayli bir gergeve
(finer-grained framework) araciligiyla agiklamanin  daha yararli  oldugunu

vurgulamiglardir (Selden ve Selden, 2007, s. 1).

Selden ve Selden (2007, s. 3) galismasinda ispatlarin ii¢ yapisi oldugunu ifade
etmislerdir. Bu yapilar:

1) Alt ispatlar ve alt yapilarla ilgilenilen Aiyerarsik yapt (6rnegin £ — & ispatinda
bir & bulma durumunda birden fazla agamanin yapilmasi gerekir)

2) idealize edilen bir ispatlayici tarafindan (hata yapmayan, yaptiklar hataya yol
agmayan ve her bir adimi miimkiin oldugunca yazan) olusturulan bir ispat boyunca
asamalarin siralanmasinin agiklandigi bir lineer yol olan yapulis yolu (construction path)

3) ispatlarmn formal-retorik ve problem merkezli kisimlara ayrimi
seklindedir.

Selden ve Selden (2007) bu yapilari, tek degiskenli analizde yer alan “f ve g
fonksiyonlar1 a noktasinda siirekli olmak sartiyla, f+g a noktasinda siireklidir” teoreminin
ispat1 iizerinden agiklamislardir. Oncelikle bu teoremin ispat1 sunulmus, sonrasinda ispat
analiz edilmis, teoreme iliskin alt ispatlar ve alt yapilar olusturularak hiyerarsik olarak
ispat insa edilmistir. Es zamanl olarak idealize edilmis ispatlayan tarafindan yazilan
ctimlelerdeki sira verilerek, yapilis yolu insa edilmistir. Bu teoremin ispatinin asamalari,
ispat sirasindaki yerlerine gore numaralandirilarak asagidaki sekilde ifade edilmistir

(Selden ve Selden, 2007, s. 5):

Ispat: [1] a bir say1 ve f ve g a’da siirekli fonksiyonlar olsunlar. [2] £ sifirdan biiyiik bir say1 olsun.

[3] ¢ [2 =0 olduguna dikkat edelim. [4] Simdi f a’da siirekli oldugu i¢in bir &; = 0 vardir dyle ki
herhangi bir x i¢in eger |x; —al| < &y ise 0 zaman |f{x,) — fla)| < £/5°dir. [S] Ayn1 zamanda g
a’da siirekli oldugu icin, bir &, = 0 vardir dyle ki herhangi bir x, igin eger |¥2 — al <0 &3 ise 0 zaman
lg(x2) — ga)| < £/, dir. [6] & = min(8;,8;) olsun. [7] & > 0 olduguna dikkat edelim. [8] x bir
sayt olsun. [9] |x—al <& oldugunu varsayalim. [10] O zaman |x—al <&, boylece
IF(x) - Fla)| < 8/2. [11] Ayn1 zamanda |x — a| < 85, boylece |g(x) — g(a)| < 8/2 olur. [12, 13, 14, 15]
Simdi
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IF ) + g(x) — (Fla) + gl@)| = |(Fx) — Fl@) + (gx) — glad| = |[(F) — Flad)}| +
(g —gad)| < Efa+Ef,=c¢

[16] Bu nedenle |£(x) + g(x) — (F{a) + g(a))| < . [17] Bu durumda fig a’da siireklidir.

Yapilis yolunun ilk asamasi ispatta ya da ispatin hiyerarsik yapisinda olmayan,
teorem climlesinin agikliga kavusturulmasiyla elde edilen [H1] climlesidir. Bu cilimle,
standart mantik baglaclarini kullanarak ve niceleyici ile degiskenlerden acikca
bahsederek daha formal bir sekilde climlenin tekrar yazilmasiyla elde edilir. Bu durumda
asagidaki ciimle elde edilir:

HI1: “Her reel degerli f fonksiyonu, her reel degerli g fonksiyonu ve her a reel sayisi i¢in,
eger f fonksiyonu ve g fonksiyonu a noktasinda siirekli ise o zaman f+g fonksiyonu a
noktasinda siireklidir.”

Teorem climlesinin bu yorumu, ciimlenin mantiksal yapisini ortaya ¢ikarir. Yapilan
ispatin baska bir teoremi degil de bu teoremi ispatladigindan emin olmak igin bu
mantiksal yapinin anlasilmasi gerekir. Mantiksal yapi, “fonksiyon”, “+” ve “siireklilik”
kavramlarinin anlamindan bagimsiz olup, bu yap1 ispatin ilk ve son climlesini agiga
¢ikarir. Bunlarin hepsi Selden ve Selden (1995)’in “ispat gergevesi” olarak adlandirdiklari
yapiy1, baska bir ifadeyle ispata iliskin matematiksel kavramlarin detayl bilgisine bagh
olmayan, bir ispatin en iist diizey mantiksal yapisini olusturur.

Bu durumda idealize edilen ispatlayanin elde ettigi yapilis yolunun bir kism1 [H1], [1],
[17] seklindedir ve sonugta olusan hiyerarsik yapinin bir bolimi asagida Sekil 1.3.’te
gosterildigi gibidir.

Ispat: [1] a bir say1 ve fve g a’da siirekli fonksiyonlar olsunlar.

[17] Bu durumda f+g a’da siireklidir.

Sekil 1.3. Hiyerarsik yapinin en iist diizeyi (Selden ve Selden, 2007, 5.6)

Sonrasinda f+g fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmas1 tanimimi uygulayarak
[17] satir1 agikliga kavusturulur ve bu agikliga kavusturma islemi yeni bir climle olan
[H2]: “Her £ = 0 igin bir & = 0 vardir 6yle ki her x i¢in eger |x —al < & ise 0 zaman
If00) + g(x) — (Fla) + gla))| <&
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seklindeki climleyi verir; bu ciimle bir alt ispat yapmay1 gerektirir. Bu alt ispat igin bir
ispat ¢ercevesi yazarak [H1], [1], [17], [H2], [2], [7], [8], [9], [16] seklinde bir yapilis

yolu elde edilir ve bu durumda elde edilen hiyerarsik yap1 asagidaki gibi olur:

Ispat: [1] a bir say1 ve f ve g a’da siirekli fonksiyonlar olsunlar.

[2] & sifirdan biiyiik bir say1 olsun. & = =+

[7] & = 0°dur. [8] x bir say1 olsun. [9] |x — al| <X & oldugunu varsayalim.
[16] Bu nedenle | f(x) + g(x) — (f(a) + g(a))| < e

[17] Bu durumda f+g a’da siireklidir.

Sekil 1.4. Hiyerarsik yapuya ikinci bir diizey eklemek (Selden ve Selden, 2007, 5.6)

Sonra &’nin elde edilmesi kism1 eklenir ve ispat bitirilir. Boylece asagidaki hiyerarsik

yapiya ulagilir:

Ispat: [1] a bir say1 ve f ve g a’da siirekli fonksiyonlar olsunlar.

[2] £ sifirdan biiyiik bir say1 olsun.
[3]¢ /30 olduguna dikkat edelim. [4] Simdi f a’da siirekli oldugu i¢in bir é; > 0 vardir 6yle ki herhangi bir

xy i¢in eger |x, —al < &, ise 0 zaman |f(x,) — f(a)| < ¥ /z’dir. [5] Ayni zamanda g a’da siirekli oldugu i¢in,
bir é; > 0 vardir &yle ki herhangi bir x; i¢in eger |x;— al < &; ise 0 zaman |g(x,) — gla)| < S/E’dir. [6]

& = min{&4,8,) olsun.

[7] & = 0°dir. [8] x bir say1 olsun. [9] |x —a| <X & oldugunu varsayalim. [10] O zaman |x —a| < &;, bOylece
|f(x) = f(@)l < #/5. [11] Ayn1 zamanda |x — al < &;, boylece |g(x) — gla)| < 52}2 olur. [12, 13, 14, 15] Simdi
£ + g(x) — (Fl@) + gla))| = |[(FGD — Fl@) + (g(x) — g(a))| = |(F() — )| +

(g — glad)}| = Efa+Ef==¢

[16] Bu nedenle |f(x) + g{x) — (F(a) + g(a))] < =.

[17] Bu durumda f+g a’da siireklidir.

Sekil 1.5. Hiyerarsik yapimn tigiincii kismini ekleme ve ispat: bitirme (Selden ve Selden, 2007, 5.7)

Sekil 1.5’te once yapilis yolunun [3]-[6] satirlari, sonrasinda [10]-[15] satirlari
eklenmistir. Ik eklenen [3]-[6] satirlar1 hiyerarsik yapida yeni bir diizey olarak
diistiniilebilir; fakat yapilan ikinci ekleme olan [10]-[15] satirlar i¢in ayn1 sey gegerli
degildir. Ciinkii [3]-[6] satirlar1 tek basina ¢’ nin olusumu i¢indir; fakat [10]-[15] satirlar
tek basina bir alt ispat degildir. Bu satirlar [H2] ispatinin yani [2]-[16] satirlarinin bir

boliimiinii olustururlar.
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Bu durumda idealize edilen ispatlayanin yapilis yolu; [H1], [1], [17], [H2], [2], [7], [8],
[9], [16], [3], [4], [5], [6], [10], [11], [12], [13], [14], [15] seklindedir.

Burada idealize edilen ispatlayanin yapilis yolundaki [H1], [1], [17], [H2], [2], [7],
[8], [9], [16] asamalar1, ispatlanacak teoremin mantiksal yapilarini anlamay1 ve bir
noktada siirekli olma tanimin1 bilmeyi gerektirir. Ayrica kisinin, teoremin bdliimleri ile
onun ispatinin nasil iligkilendirilecegini bilmesi gerekir; bu bilgiyi Selden ve Selden
(2007) “davramissal bilgi” (behavioral knowledge) olarak adlandirmistir. Ornegin bir
teoremin formal versiyonu “Her x reel sayisi i¢in” diye basliyorsa, o zaman dogrudan
Ispatta kisi ispata x degiskenini tanitmayla yani “x bir reel say1 olsun” gibi bir climle ile
baslayabilir. Ispat yapmak i¢in bu sekilde pek ¢ok davranissal bilgiye ihtiya¢ vardir.
Burada 6grencinin boyle bir davranigsal bilgiyi agik¢a ifade edebilmesi ¢ok onemli
degildir; onemli olan ispatin devamini yazarak, konusmayla ya da ig¢inden de olsa
devamini getirme egilimidir. Ispata iliskin uygun davranissal bilgiye sahip bir 6grenci
icin ispatin hiyerarsik yapisini olusturmak oldukca agik olabilir. Boyle bir hiyerarsik
yapiy1 yazmak, lisedeki bir cebir denklemini ¢6zmek gibi bir semaya bagvurmak seklinde
diisiiniilebilir. Bu yazim, teoreme iligkin kavramlarin derinlemesine anlasilmasina,
sezgisine ya da Schoenfeld’in (1985) belirttigi anlamda 6zgiin bir problem ¢6zmeye bagli
degildir. Selden ve Selden (2007) ispatin [1], [2], [7], [16] seklindeki kismin1 formal-
retorik kisim, geriye kalan idealize edilen ispatlayanin [3], [4], [5], [6], [10], [11], [12],
[13], [14], [15] secklindeki yapilis yolunu ise problem-merkezli kisim olarak
adlandirmiglardir. Bir ispatin problem merkezli bu kismi problem ¢dzmeyi gerektirir.
Problem-merkezli kisimdaki asamalar i¢in kavramsal bilgi, matematiksel sezgi ve dogru
zamanda dogru kaynaklarin zihne getirilmesi becerisine bagvurulur. Bir ispatin formal-
retorik kismini olusturan teoremler ispatin geri kalanmin yapilmasi i¢in “gergek
problem”in ortaya ¢ikarilmasinda yararli olurlar. Yukaridaki ornekte kisi stirekli
fonksiyonlara iligkin olarak fonksiyonlarla ilgili gorsel uzamsal bir sezgiye sahip olabilir
ve bu sezgi ispatin yapilmasinda kisiye yardime1 olabilir. Ayrica ispatin [1], [2], [7], [16]
seklindeki formal-retorik kismu,|f(x) + g(x) — (f{a) + g(a))| < = esitsizligini saglayan bir
& bulunmasi problemini aciga cikarir. Burada fonksiyonlara iliskin sezgiler yardimiyla

¢Oziime ulagilamaz; onun yerine f ve g fonksiyonlarinin stirekli olmasi taniminda £/,’yi

kullanmak, elde edilen iki &’dan kiigiik olan1 segmek, tiggen esitsizligini kullanmak ve
cebirsel bazi islemler yapmak gerekir. Bu ispat 6rnegindeki yapilis yolunda diger ¢ogu

ispatta oldugu gibi ispatin tiim formal-retorik kism1 6nce gelir ve sonrasinda problem-

23



merkezli kisim yapilir. Ayrica uzun ispatlarda, her alt ispatin kendi formal retorik kismi
ve problem-merkezli kismi olabilir.

Selden ve Selden (2007), iiniversite Ogrencilerinin ispat yazma becerilerini
arastirabilmek i¢in gelistirdikleri c¢ercevelerinin yani sira g¢ergevelerine katmadiklari,
fakat ispat yapma siirecinde olduk¢a Onemli oldugunu diisiindiikleri {i¢ informal
gozlemlerine yer vermislerdir. Bunlar “ispat bi¢imi”, “kendini ikna etme” ve “mantik”tir.

Selden ve Selden (2007) 6grencilerin ilk olarak ispat yapmaya basladiklarinda
ispatin ne oldugunu sorgulayabileceklerini ifade etmislerdir. Ogrencilerden &grenim
hayatlar1 boyunca zaman zaman sadece ikna edici bir argiiman yazmalar1 istenmesine
ragmen aslinda ispatlar sadece ikna edici tlimdengelimsel argiimanlar degildir; ispatlar
0zel bir bigimde yazilan metinlerden olugsmaktadir. Eger ispat yapmaya yeni baslayan
ogrenciler, ispat1 6zel bir bigimde yazmanin gerekliligini fark etmezlerse, ¢cok kolay
ispatlarda bile hatalar yapabilirler. Selden ve Selden (2007) bu durumu asikarlik engeli
(obviousness obstacle) olarak adlandirmistir. Bu duruma 6rnek olarak Selden ve Selden
(2007), Moore (1994)’un calismasindaki, liniversite 6grencisinin “A ve B kiimeleri A n
B = A esitligini sagliyorsa o zaman A U B = B’dir” climlesini bir Venn diyagrami ¢izerek
ve kiime esitligi, alt kiime, kesisim, birlesim kavramlarina iliskin anlamasina dayanan
sezgisel argiimanini, informal bir dil kullanarak ifade eden 6grencisini vermislerdir (Sekil
1). Selden ve Selden, bu 6grencinin ispatin bir bi¢imi olduguna iligkin bir anlayis
gelistirmedigini ve bu sekildeki oldukc¢a agik teoremlerin ispatinin Ogrenciye zor
gelebilecegini ifade etmislerdir.

Selden ve Selden (2007) kendini ikna etme olarak ise 6grencinin ilk dnce sezgisel
olarak kendisini ikna etmesi olarak ele almis ve bunun ispat yapmada 6grenciye yardimci
olacagimi ifade etmislerdir. Ornegin “Her tek degiskenli reel degerli fonksiyon igin eger f
a’da stirekli ve g f(a)’da stirekli ise o zaman gof a’da siireklidir” teoremi i¢in asagida

verildigi gibi bir gorsel-uzamsal sezgi gelistirebilir.

4 3 4
J ’ T
} e ‘l':,lu[ - ‘.»I 3 (£Ca)

Sekil 1.6. gof’un a’da siirekli olduguna iliskin gelistirilen bir temsil (Selden ve Selden, 2007, s.16)
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Sekil 1. 6’daki gosterim, s6z konusu teoremin dogru oldugunu gosterecek ve € — &
komsuluk argiimaninin genisletilmesi ispatin yapilmasini saglayacaktir. Fakat her teorem
icin kisinin kendisini sezgisel olarak ikna etmesi miimkiin degildir.

Selden ve Selden (2007), bir 6nermenin degilinin nasil alindigin1 anlama gibi
manti@in bazi kisimlarinin bazi ispatlar1 olusturmada olduk¢a Onemli oldugunu
belirtmelerine ragmen, ispat yapmaya yeni baslayan 6grencilerin tipik olarak yaptiklari
ispatlarda formal mantigin 6nemli bir rolii oldugu konusunda stiphelerinin oldugunu ifade
etmiglerdir. Selden ve Selden, iki siirekli fonksiyonun toplamiin siirekli olmasi
teoreminde Ogrencilerin ¢ok fazla formal mantig1 c¢agirdiklarini diigtinmediklerini
belirtmislerdir. S6z konusu teoremin ispatinda ii¢ yerde mantiksal argiiman kullanildigini

([2]’den [3]’e gegerken, [4], [5], [6] dan [ 7] ye gegerken [9]’dan [ 10]’a gegerken) 6rnegin

[4], [5], [6]’dan [7]’ye gecerken (P~Q)= R, P, Q R mantiksal argiimaninin kullanildigini
ifade etmislerdir. Selden ve Selden, o6grencilerin ¢ok azinin bu sekilde mantik
argiimanlarini1 kullandiklarini, ¢linkii bu tiir bir teoremin ispatinda pek ¢ok dogrudan ispat
yapilabilecegini, bu ispatlarda da mantiga ¢cok az basvuruldugunu ve mantigin ispatlari
anlamada bir Onkosul olmadigin1 diistindiiklerini sdylemislerdir. Ayrica ispatlar
baglaminda mantigin 6gretiminin yararli olabilecegini belirtmislerdir.

Selden ve Selden (2007) bir 6grencinin ispat yapma becerisine sahip olma durumu
ile bir ispat yapabilmek i¢in gerekenleri tartismis ve bunlar1 koordine etmeye ¢aligsmistir.
Selden ve Selden bunun igin “ispat gesitleri”, “problem-merkezli muhakemeye karsi
formal-retorik muhakeme”, “ispatlarin zorluklarinin karsilastirilmasi”, “kiimeler ve
fonksiyonlar”, “mantik” ve “problem-merkezli muhakeme” baglhklar1 altinda bazi
onerilerde bulunmuglardir.

Selden ve Selden (2007) ispata gegis kitaplarinin yazarlari tarafindan ispatlarin
dogrudan ispat, celiski ile ispat, timevarimla ispat gibi tiirlere ayrildigini ve bir
ogrencinin belli bir teoremin ispatinda bu yollardan birinin daha uygun veya daha kolay
oldugunu fark etmesi gerektigini ifade etmislerdir. Fakat boyle ayrimlarin 6grencilerin
gelisiminde yeterli olmadigini, bazi ispatlarin karmasik yapisi ve birkag niceleyici
icermesi nedeniyle kolaylikla yapilamadigini, bunun i¢in de 6gretmenlerin dgrencilerine
karmasik teoremler sunabilecegini belirtmislerdir.

Selden ve Selden (2007) ispatin formal-retorik kismui ile problem-merkezli kisminin
olusturulmasinda farkl: tiir bilgilere ihtiya¢ oldugunu ve bu nedenle bunlarin 6gretiminin

de farkli olacagini ifade etmislerdir. Selden ve Selden, bu iki kism1 yazma becerilerini
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formal-retorik muhakeme ve problem-merkezli muhakeme olarak adlandirmislardir. Bazi
ispatlarda problem-merkezli muhakeme 6nce yapilabilir. Ornegin “Bir kiimedeki eleman
sayist n ise, bu kiimenin alt kiime sayist 2"’dir.” seklindeki bir teoremin ispatinda
ogrenciler tek tek iki elemanli, {i¢ elemanli, dort elemanli kiimelerin alt kiime sayilarini
bulabilir ve ancak yonlendirme ile tiimevarim yontemini kullanarak bu ciimleyi
ispatlayabileceklerini fark edebilirler.

Selden ve Selden’in (2007) dikkate aldig1 bir diger durum da ispatlarin farkli zorluk
derecelerinde olmalar1 ve en 6nemli zorluk kaynaginin ispati yapacak kisinin bilgisi ve
zihin aligkanliklar1 oldugunu belirtmislerdir. Selden ve Selden, bu zorluklarin bazen de
kisiye 6zgii olmadigini, ispatin kendi dogasindan kaynaklandigini, bir noktada siirekli iki
fonksiyonun toplaminin da ayni noktada siirekli olmasi teoremindeki gibi bazi ispatlarin
daha karmasik bir yapisi oldugunu ifade etmislerdir.

Selden ve Selden’in (2007) tizerinde durdugu bir diger konu da kiimeler ve
fonksiyonlardir. Selden ve Selden, kiimeler ve fonksiyonlarin ispatlarda siklikla
kullanildigin1 belirtmislerdir. Ayrica Selden ve Selden, Moore (1994)’un da belirttigi gibi
bir tanimin yapilabilmesinden ¢ok bir tanimin ispatta kullanilabilmesinin daha 6nemli
oldugunu ve ozellikle problem-merkezli kisimlarda bu durumun oldukc¢a Onemli
oldugunu ifade etmislerdir. Ogrencilerin bunu yaparken davramigsal bilgi olarak
adlandirilan neyin nerede yapilacagi bilgisine ihtiyaclar1 olacaktir ve Selden ve Selden,
bu durumun ispat yaparken soyut tanimlardan 6grenilebilecegini diistinmektedir. Selden
ve Selden, bu duruma Ornek olarak iki kiimenin esitligini vermislerdir. “A = B”
oldugunun gosterilmesi i¢in “A < B” ve “B < A”nin gosterilmesi gereklidir. Bu durum,
A ve B kiimelerinin ayn1 elemanlara sahip oldugu anlamina gelir. Fakat iki kiimenin
esitligi ispatlanirken, akla gelmesi gereken bir kiimeden keyfi bir eleman alip o elemanin
diger kiimede de oldugunu ve tam tersini gostermektir. Bu ispat igin, iki alt ispat
gereklidir. Bunlar “varsayalim ki x € A ... o zaman x € B” ve “varsayalimki x € B ...
0 zaman x € A” oldugunun gosterilmesidir. Selden ve Selden, gézlemlerine dayanarak
ogrencilerin ispata hipotezden basladigini ve dogrudan “A = B” oldugu sonucuna
vardiklarini, kiimelerin elemanlarin1 g6z 6niinde bulundurmadiklarini belirtmislerdir.
Selden ve Selden (2007), mantigin ise ispatlarda tahmin edildigi gibi ¢ok fazla
kullanilmadigini, mantigin daha ¢ok 6nermesel kalkulustaki ispatlarda kullanildigini ve
ispatlarda degisken ve niceleyicilerden miimkiin oldugunca kaginma egilimi oldugunu

ifade etmislerdir. Tipik olarak yapilan ispatlar, tiim x elemanlar1 igin yapilan argiimanlari
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icermez, onun yerine sabit fakat keyfi bir eleman i¢in yapilan argiimanlar icerir. Fakat

Selden ve Selden, ispatlarda kullanilan mantigin énemine de deginmislerdir. Ornegin
ogrencilerin “(pAq)"” ifadesini “(p’vq’)” olarak, “p = q” ifadesini “p’vq” olarak ya da
ccql = pln [13
cikarsamalar1 gerekir. Ayrica Selden ve Selden (1995, 2007), 6grencilerin bir teoremin

eger p olarak almalari, “p” ve “p=q” verildiginde bunlardan “q”yu

ispatin1 yazmaya baslamadan once teoremin degiskenleri ve niceleyicilerini agik hale

(154

getirerek ve “ise” gibi standart mantik baglaglarini kullanarak, teoremin mantiksal
yapisin1 agabilmeleri gerektigini ifade etmistir. Ogrencinin, ispatlayacagi teoremin
mantiksal yapisia uygun bir ispat ¢erevesi olusturmasi gerekir. Ornegin ¢eliski ile
ispatta 6grencinin nicelenmis dnermelerin degillerini alabilmesi gerekir. Ogrenci, “Her x
icin P(x)” ctimlesinin degilini “Bir x vardir 6yle ki P(x) degildir” seklinde otomatik olarak
alabilmelidir. Kisacasi1 bir 6grencinin bir ispati yaparken bir teorem veya bir tanimla iligki
kurabilmesi, bunu yaparken de teoremin veya tanimin mantiksal yapisini agmasi, bir
ornek alarak uygun sembolleri de kullanarak onciillerin ispatta saglandigini gérmesi ve
sonucu yazmasi gerekir.

Selden ve Selden (2007) son olarak problem-merkezli muhakemeyi ele almis ve bu
muhakemedeki becerilerin ispat i¢in gereken diger becerilere gore gbzlenmesinin ve ayirt
edilmesinin daha zor oldugunu ifade etmislerdir. Selden ve Selden, problem-merkezli
muhakemenin, ispat olusturmada biiyiik ve 6nemli bir rol oynadigi belirtmislerdir. Selden
ve Selden, Schoenfeld’in (1985) problem ¢6zmedeki yaklagimini baz alarak problem
¢ozmede oldugu gibi ispat yapmada da 6grencilerin kendi ¢alismalarini takip etmede
basarisiz olduklarin1 ve stratejik bilginin ispat yapmada o6nemli oldugunu ifade
etmiglerdir. Ayrica ispat yapmada en 6nemli faktorlerden biri de Ggrencilerin sahip
olduklar1 bilgileri akillarina getirme durumlaridir. Uygun bilgiyi cagirma, dgrenciler igin
oldukca zordur. Uygun bilgiyi akla getirme, hem duruma hem de 6grencinin kendi
bilgisinin dogasindaki iliskilere baghdir. Ornegin yukarida da bahsedilen n elemanl: bir
kiimenin alt kiime sayisinin 2" oldugunun ispatinda 6grenciler tiimevarim bilgisine sahip
olmalarina ragmen yonlendirme ile bu bilgiyi akillarina getirebilmislerdir.

Selden ve Selden (2007), problem-merkezli muhakemede sezginin 6nemli bir rolii
oldugunu ve sezginin de gorsel-uzamsal ve teknik-cebirsel olarak adlandirdiklari iki tiire
ayrilmasinin yararli olacagim ifade etmislerdir. Gorsel-uzamsal sezgi ile kastedilen;

cizilebilen, gorsellestirilebilen diyagramlara, resimlere dayanan sezgidir. Bu bir grafik

27



gibi gergekei olabilecegi gibi metaforik de olabilir. Teknik-cebirsel sezgi ise teoremler ya
da tamimlardaki iliskilere olan asinaliga baglidir. Ornek olarak ispatta yer alan esitsizligin
manipiile edilmesi verilebilir.

Selden ve Selden ilerleyen yillarda bu g¢ercevelerini daha da gelistirmistir. Selden
ve Selden (2015) calismasinda ispati iki sekilde ele almigtir. Bunlar ispat metnini
olusturma ve ispat olusturmanin psikolojik 6zellikleridir. Ispat metnini olusturma baslhig
altinda “ispat metni”, “ispattaki yap1”, “durum-eylem iligkileri, otomatiklesme ve
davranis semalar1” ele alinmistir. Ispat metni bir siir gibi ispatin da yaziminin bir formu
oldugunu, ispatta ispat siirecinin tamaminin yazilmadigimni hatta bazen ispatlayanin
niceleyicileri 6zellikle evrensel niceleyici yazmaktan kagindig1 ifade edilmistir. Ispattaki
yap1 ise Selden’lerin 2007 yilinda da bahsettikleri gibi ispatin formal-retorik ve problem-
merkezli olma tizere iki kisimdan olusmasidir. Formal-retorik kisimdan kasit ispatlanacak
durumun mantiksal yapisinin ortaya ¢ikarilmasidir. Bu kisim ispata iliskin kavramlarin
anlasilmasi ya da problem ¢6zmeye bagli degildir. Hatta bu kisim teknik bir beceri olarak
goriilmektedir. Problem-merkezli kisim ise problem ¢6zmeye, sezgiye, stratejilere s6z
konusu kavramlara iligkin daha derinlemesine bir anlamaya baglidir. Birazdan ispat
cergevelerini daha detayli olarak anlatacagim. Durum-eylem iligkileri ise birey ispat
yaparken belli durumlarla karsilastiginda karsilastigi durumlara iliskin bir eylem
sergilendik¢e durum ve eylem arasinda bir iliski kurulmasi seklinde ele alinir. Selden ve
Selden (2008), kisinin bir durumla bir eylemi iliskilendirmesine izin veren kalic1 zihinsel
yapilar1 ise yani bu iligkinin otomatik hale getirilmesini “davranis semas1” olarak
adlandirmislar. Seldenler davranis semalarinin otomatik olarak harekete gecirilmesinin
de kisa siireli bellegin yiikiinii azaltacagini ifade etmislerdir. Burada duygulardan kasit
bir seyi bilme hissidir ve bu ispat olusturma siirecinde olduk¢a énemlidir. Ornegin kisi
ispat olusturma siirecinde bir teoremin kullanigliligini gérebilir ve buna iliskin bir his
deneyimleyebilir. Bu da kisinin ispat siirecine devam edip etmemesini
etkileyebildiginden bilissel eylemlere rehberlik edebilir. Bu tiir hisler bilisi etkiler ve bu
biligsel hisler olarak tamimlanir. Oz-yeterlik ise kisinin ispat siirecine devam etmedeki
istek ve kararligi olarak ele alinmis olup bunun da ispat olusturma siirecini etkiledigi ifade

edilmistir. Asagida davranissal semalar daha ayrintili olarak agiklanmistir.

28



1.3. Davramgsal Semalar

Selden ve Selden (2008), bir ¢esit islemsel bilgi tiirliniin harekete gegirilmesi
(enactment) ve bu harekete gecirmenin bilingle nasil bir iliskisinin oldugunu inceledikleri
bir perspektif gelistirmistir. Bu perspektifte, ispat yaparken eylemlerin (action) ¢ogunun
sadece yapildigini, sonradan bu eylemin dogrulamasi yapilsa bile eylemden hemen
onceki kavramsal muhakemenin genellikle farkinda olunmadigini ifade etmistir. Ornegin
bir teorem “Her x reel sayisi igin” seklinde basliyorsa o zaman ispatin basinda kisi “x bir
reel say1 olsun” seklinde yazabilir ve bunun anlami, x’in bir degisken olmadigi, belli fakat
keyfi bir reel say1 oldugudur (Selden ve Selden, 2008, s. 2). Selden ve Selden, ispat
yazimindaki bdyle eylemler i¢cin eylemin yazimindan hemen once neyin farkinda
olundugunu kendilerine sormus ve eylemi ¢agiran durumun haricinde, evrensel niceleme
yapilan bir teoremi ispatlamada bu soruya verdikleri cevap “higbir sey” olmustur. Selden
ve Selden (2008), kavramsal bilgi denilen herhangi bir muhakeme mekanizmasinin
bilincinde ya da farkinda olunmadigini ifade etmistir. Boyle bir kavramsal muhakemenin,
ornegin i¢ konusma olarak kolaylikla yapilabilecegini, fakat bunun yapilmadigini ifade
eden Selden ve Selden, yapilan eylemler degisken olmadigi igin bir seyin onlara rehberlik
ettigini belirtmislerdir. Selden ve Selden verdikleri bu 6rnegi, bir tiir iglemsel bilginin
harekete gecirilmesi olarak agiklamiglardir. Selden ve Selden (2008)’e gore, kavramsal
muhakeme ya da anlamanin, belli bir durumun belli bir eylemi ¢agirmasini ve eylemin
uygulanmasini, tiim bu siirecin birkag ispatta tekrarlanmasini sagladiginda, bu bilgi
timevarimsal olarak ortaya ¢ikmaktadir. Selden ve Selden, bdyle bir eyleme rehberlik
eden bu tiir bir iglemsel bilginin kullaniminin, eylemi dogrularken ki kavramsal bilgiye
dayanan muhakeme ile karsilastirildiginda, zihnin yiikiinii azaltmada daha yararlh
oldugunu disiinmektedir. Ayrica Selden ve Selden, bu tiir islemsel bir bilginin
kullaniminin olduk¢a yaygin oldugunu ve kavramsal bilginin belli bir parcasini
hatirlamaya ¢alisma veya zihne getirilen bir bilgiden bir ¢ikarsamay1 yazma gibi zihinsel
eylemleri tetikledigini ya da bu eylemlere rehberlik ettigini ifade etmislerdir. Selden ve
Selden (2008); ispatta, muhakemede ve problem ¢dzmede kullanilan kavramsal bilginin
cogunun, bahsedilen sekilde, bir tiir islemsel bilginin harekete gegirilmesiyle kontrol
edilebilecegini ifade etmislerdir. Selden ve Selden, ispat olusturmada bu sekildeki bir
islemsel bilginin nasil kullanildigin1 anlamak i¢in bir ¢ergeve gelistirmeye calismis ve
bunun i¢in matematik egitimi, psikoloji, noroloji ve felsefeden yararlanmiglardir. Selden

ve Selden (2008), kisinin bir durumla bir eylemi iliskilendirmesine izin veren kalici
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zihinsel yapilar1 “davranigsal sema” (behavioral schema) olarak adlandirmislar.
Davranigsal semalar, bir seyin neden dogru oldugu veya bir seyi bilmek degil, islemsel
bilgi 6rnekleri olup nasil hareket edilecegini bilmektir (Selden, McKee ve Selden, 2010).
Ayrica davranigsal semalar, Mason ve Spence’in (1999) “zamaninda hareket etmeyi
bilmek” (knowing-to-act in the moment) olarak isimlendirdikleri 6zellige de sahiptir
(Aktaran Selden ve Selden, 2008). Burada kastedilen ispat olusturmada gereken 6zgiin
problem ¢ozme, sezgi, analiz ve kavramlarin derinlemesine anlasilmasi degil; davranigsal
semalarin dogas1 geregi islemsel olmasidir.

Bir kere bilingli bir gerekge gerektiren eylemler, tetikleyici durumlarla baglanarak
otomatik hale gelebilir. Uciincii bir kisi tarafindan ya da disaridan bakan bir gozle,
devamli bir sekilde <durum, eylem> (<situation, action>) giftlerinin baglanmasi
perspektifi, kiiclik zihin aligkanliklar1 (habits of mind) olarak goriilebilir. Diger taraftan
bu kiigiik zihin aligkanliklari; Kisinin i¢ diinyasi ele alindiginda veya psikolojik bir bakis
acistyla Selden ve Selden (2008)’in davranigsal semalar olarak (behavioral schemas)
adlandirdiklar1 kalict zihinsel yapilardir (Selden, McKee ve Selden, 2010). Davranigsal
semalar benzer ispat olusturma deneyimleriyle kazanilir veya 6grenilirler ve bu semalari
otomatik olarak harekete gegirmek (enactment), ispatlayanin isler belleginin yikiinii
azaltabilir (Selden, McKee ve Selden, 2010). Bazi semalar yararlidir ve dogru ispatlar
olusturmaya katki saglarlar, Selden, McKee ve Selden (2010) bunlarin beceriler olarak
da ele alinabilecegini ifade etmislerdir. Davranigsal bir sema, bir durumla eylem arasinda
dogru bir sekilde iliski kurmayabilir (Selden ve Selden, 2008). Selden ve Selden (2008)
buna 6rnek olarak, bir davranissal semanin bir 6grencinin “(2a+3)/2b” (durum) seklindeki
bir sadelestirmeyi “(a+3)/b” (eylem) seklinde yazmasi gibi bir kisaltma hatasina yol
agmasini vermislerdir.

Selden, McKee ve Selden (2010), Mary isimli bir lisansiistii 6grencisinin “IR™ nin
tikiz (kompakt) bir A alt kiimesi simirlidir” teoreminin ispatindaki <durum, eylem> giftini
aciklayarak, yararli bir davranigsal sema 6rnegi vermislerdir. Mary ve lisansiistii 6grencisi
olan iki arkadasi, A kiimesinin sinirli olmadigini varsaymislar ve siirli bir alt kapanisa
sahip olmayan A’nin agik bir kapanisini olusturabilmislerdir. Ogrenciler hemen bunun
A’nin tikizligiyla celistigini ve teoremin ispatlandigini gérmiislerdir. Daha 6nce formal
mantik almamis olan Mary, sonlu bir alt kapanisi olmayan bir kapanis bularak teoremin
ispatlandigini hemen gordiigiinii ifade etmistir. Mary, ispatin tamamlanmasi i¢in ihtiyag

duyulan gerekgeyi (warrant) agik olarak ortaya ¢ikaran mantiksal yapiy1 yansitmamuistir.
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Diger iki 0grencinin de yansitmaya (reflect) ya da bir gerekceye ihtiyag duymadiklar
goriilmistiir. Buradan Selden, McKee ve Selden (2010), durumu fark eden her bir
Ogrencinin daha dnceden hipotezin kabul edildigi, sonucun yanlis oldugunun varsayildigi
ve sonunda bir ¢eliskinin elde edildigi pek ¢ok deneyime sahip oldugunu ¢ikarsadiklarini
ifade etmislerdir. Zihinsel eylem, basit olarak teoremin ispatina karar vermektir. Durum
ve zihinsel eylem arasindaki bagin otomatik oldugu ve yansitma veya bir gerekgeye
ihtiya¢ duyulmadigi goriilmiistiir. Selden, McKee ve Selden (2010) bunun 6grencilerin
kapsamli ispat olusturma deneyimlerinden dolay1 gerceklestigini ifade etmislerdir. Ayrica
daha az deneyim sahibi olan Ogrenciler, biiyiik 6l¢iide yansitmaya ihtiya¢ duyarlar ve
gereksiz yere celiskiye diisiilen seyi merak ederler. Selden, McKee ve Selden (2010)
boyle <durum, eylem> ciftlerinin ispat siireglerinde 6nemli bir rolii oldugunu ve yaygin
olarak kullanildigini ifade etmislerdir.

Selden ve Selden (2009), Moore’un (1994) calismasinda lisans 6grencilerinin final
smavinda yer alan “f ve g, A’dan A’ya fonksiyonlar ve fog 1-1 ise 0 zaman g 1-1’dir”
Onermesinin ispatina “g(x)=g(y)”’yi varsaymak yerine yanlis yerden, hipotezden
baslamalarini zararl bir davranigsal sema olarak ele almiglardir. Selden ve Selden (2009),
pek ¢ok 6grencinin sonucu agmak Ve onu ispatlamaya ¢alismak yerine aliskanlikla hemen
hipoteze odaklandigini belirtmistir. Selden ve Selden (2009) 6grencileri sabirla dncelikle
ispatlarin formal-retorik kisimlarini yazmaya yonlendirmeyle bu zararli semanin ya da

aliskanligin iistesinden gelinebilecegini ifade etmislerdir.

1.4. ispatin Okuléncesinden Universite Diizeyine Gelisimi
Ispatin ileri diizey matematikte yer alacagi ve dgrencilerin lise ve iistii seviyede

ispata iliskin anlamli bir 6grenme gelistirebilecegini savunan geleneksel bir egilim vardir
(Cooper vd., 2011; Knuth, 2002). Ancak bu egilim oldukga yanlistir. National Council
Teacher of Mathematics [NCTM] (2000) 6gretim programlarinin muhakeme ve ispati
okuloncesi donemden 12. sinifa kadar gelistirmesi gerektigini vurgulayarak, tim sinif
diizeylerindeki 6grencilerin

e muhakeme ve ispatin matematigin temel yonleri olarak farkinda olma

e matematiksel varsayimlari arastirma ve olusturma

e matematiksel argiiman ve ispatlar1 gelistirme ve degerlendirme

e cesitli muhakeme tiirleri ve ispat yontemlerini segme ve kullanma
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becerilerine sahip olmalari gerektigini belirtmistir (s. 56). Aktas’in (2002) da ifade ettigi
gibi bilissel gelisim siireci igerisinde, ispat kavramimin gelisimi okuloncesi donemde
baslamaktadir. Piaget’nin sezgisel donem olarak isimlendirdigi okuléncesi donem, ispat
kavramimin gelisimi a¢isindan son derece 6nemli olup, bu donemde kisi siiflama,
eslestirme, siralama, karsilastirma gibi ispat igin temel becerilerini gelistirerek mantiksal
diisiinmeye gecer (Altiparmak ve Ozis, 2005, s. 27). Piaget’nin somut islemler donemi
olarak isimlendirdigi ilkokul déneminde ise kisi, somut nesne ve durumlar iizerinden akil
yiiriitme ve varsayimda bulunmaya baslarlar. Ilkokul 3. siniftan itibaren kisi ulastig
genellemeleri ve varsayimlari test etmeye ve savunmaya baslar ve varsayimlarini sinamak
veya varsayimlariin dogrulugunu gostermek igin birkag Ornegin yeterli olmadigini
bilebilir, kars1 6rnekleri varsayimlarini giiriitebilmek igin kullanabilir (Altiparmak ve
Ozis, 2005, 5.30). Boylelikle kiside matematiksel iddia kavrami olusmaya baslar.

Ortaokul doneminde O6grencilerde soyut diisiincenin gelisimi s6z konusudur.
Ogrenciler bu dénemde matematiksel ifadeleri sembolik dil kullanarak ifade etmeye
baslarlar. Ogrenciler matematiksel iddialar1 tiimdengelim ve tiimevarim yontemlerini
kullanarak sinayabilir, yanlis olan ifadelere karsi 6rnekler sunabilirler (NCTM, 2000).
Dede ve Karakus’un (2014, s.65) da belirttigi gibi bu donemde yapilan ispatlarda formal
anlamda eksiklikler olabilmesine ragmen, uygun bir fikir sunma, sunulan fikri test etme
ve bagkalarinin degerlendirmesi i¢in mantiksal aciklamalar yapma gibi 6nemli 6zellikler
gosterilir.

Lise déneminde ise &grenciler artik soyut diisiinebilmektedir. Ogrenciler
tiimdegelimsel ispatlar yapabilirler. Ogrencilerden bir &nermenin yanlishgin
gostermeleri icin bir aksine Ornek vermenin yeterli oldugunu fakat dogrulugunu
gostermek i¢in Ornekler vermenin yeterli olmadigini bilmeleri beklenir (Altiparmak ve
Ozis, 2005, s.33). Ulkemizde de ortadgretim programinda tiimevarim ve tiimdengelimli
ispatlar olarak da dogrudan ispat, olmayana ergi yontemi ile ispat, ¢eliski yontemi ile
ispat, deneme yontemi ile ispat ve aksine 6rnek vererek ispat yontemleri ele alinmis ve
uygun baglamlarda d6grencilerin bu ispat yontemlerini kullanarak ispatlama becerilerinin
gelistirilmesi amaglanmistir (MEB, 2011).

Universite diizeyinde ise artik ispatlarin, gerekli teoremlerin, tanimlarm (Dede ve
Karakus, 2014, 5.67) ve gesitli ispat yontemlerinin kullanilarak formal dille ifade edilmesi

beklenmektedir. Universitedeki programlarda yer alan cesitli matematik derslerinde
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ispatlama becerileri gelistirilmeye ¢alisilmakta ve genel olarak her iilkede birinci sinifta

ispata gecis dersleri yer almaktadir (Moore, 1994).

1.5. Ortaokul Matematik Dersi Programinda ispat

Ulkemizde 2013 yilinda hazirlanan Ortaokul Matematik Dersi Programi
incelendiginde ispata bir kavram ya da bir beceri olarak yer verilmedigi goriilmektedir
(Aylar, 2014, s.354). Programda 6grencilere kazandirilmasi gereken beceriler “problem
¢ozme”, “matematiksel siire¢ becerileri”, “duyussal beceriler”, “psikomotor beceriler” ve
“bilgi ve iletisim teknolojileri” olarak ele alinmistir (MEB, 2013). “Matematiksel siire¢
becerileri” de kendi i¢inde “iletisim”, “akil yliriitme” ve “iliskilendirme” olmak iizere {i¢
baglikta ifade edilmistir. Ortaokul Matematik Dersi Programi’nda, akil yiiriitme becerisi
ise “eldeki bilgilerden hareketle matematigin kendine 0zgii ara¢ (semboller, tanimlar,
iligkiler, vb.) ve diislinme yontemlerini (tlimevarim, tiimdengelim, karsilastirma,
genelleme, vb.) kullanarak yeni bilgiler elde etme siireci” olarak tanimlanmistir (MEB,
2013, s.5). Bu nedenle, Aylar’in (2014, s. 355) da belirtigi gibi programda ispat ile akil
yiiriitme becerisi arasinda dolayli olarak bir iligki kuruldugu sdylenebilir. Programda
Ogrencilere akil yiirlitme becerisinin kazandirilmasinda dikkate alinmasi gereken
gostergeler arasinda “cgikarimlarin dogrulugunu ve gegerliligini savunma”, “mantikli
genellemelerde ve ¢gikarimlarda bulunma” ve “bir matematiksel durumu analiz ederken

matematiksel oriintii ve iligkileri agiklama ve kullanma *’ya yer verilmesi bu diisiinceyi

dogrulamaktadir.

1.6. Ortadgretim Matematik Dersi Programinda ispat

2011-2012 Ogretim Yil'nda uygulamaya konan Ortadgretim Matematik
Programi’nda “Mantik”, “Cebir”, “Trigonometri”, “Lineer Cebir”, “Olasilik-Istatistik” ve
“Temel Matematik” olmak {iizere toplam alti 6grenme alami bulunmaktaydi. Bu
programda ogrenme alanlarindan biri olarak ele alinan ‘“Mantik”; Onermeler, bilesik
onermeler, agik Onermeler ve ispat yontemleri olmak iizere dort alt 6grenme alanindan
olusmakta ve 9. Sinifta matematik Ogretimine ilk olarak Mantik {nitesi ile
baslanmaktaydi. Asagida bu programda yer alan alt “ispat yontemleri” O6grenme
alanindaki kazanimlar verilmistir (MEB, 2011, s.67):

Ispat Yéntemleri
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1. Tanim, aksiyom, teorem ve ispat kavramlarini agiklar, bir teoremin hipotezini ve hiikmiinii
belirtir.

2. Ispat yontemlerini kullanarak basit ispatlar yapar.

Ortadgretim Matematik Programi’nin Mantik {initesi ile baslamasinin hakli bir
nedeni oldugunu savunan Altun (2011), mantik iinitesi araciligi ile mantik-matematik
iligkisinin ortaya konuldugunu, mantik biliminin matematigin gelismesine olan katkisinin
tanitildigint belirtmis ve mantik {initesinin tam olarak kavranamamasi durumunda
Ogrenilen matematigin temelinde eksiklikler olacagini ve bazi bilgilerin agiklanmasinda
zorluklarla karsilasilacagini ifade etmistir (s.97). Ancak 2013-2014 Ogretim Yili’nda
uygulamaya konulan yeni Ortadgretim Matematik Programi’nda bir 6nceki programdan
farkli olarak “Sayilar ve Cebir”, “Geometri” ve “Veri Sayma ve Olasilik” olmak tizere {i¢
ogrenme alan1 tamimlanmustir. Onceki programda temel 6grenme alanlarindan biri olarak
alinan Mantik, hazirlanan bu yeni programla birlikte “Sayilar ve Cebir” 6grenme alaninin
icinde ele alinmistir. Ayrica Mantik, “Onermeler ve bilesik 6nermeler”, “acik dnermeler
ve ispat yontemleri” olmak iizere iki kisma ayrilmis ve mantik {initesinin programda
verilis yeri degistirilerek 11. smnifin ilk {initesi olmustur. Asagida yeni Ortadgretim

Matematik Programi'min Mantik Ogrenme alamina iliskin “agik onermeler ve ispat

yontemleri” alt 6grenme alaninda yer alan kazanimlar verilmistir (MEB, 2013, s.34-35):
Acik Onermeler ve Ispat Teknikleri
1. Her (V) ve baz1 (3) niceleyicilerini 6rneklerle agiklar.
- Sozel olarak verilen ve niceleyici igeren agik 6nermeler sembolik mantik diliyle; sembolik mantik
diliyle verilen ve niceleyici igeren agik onermeler de sozel olarak ifade edilir.
2. Acik dnermeyi ve dogruluk kiimesini drneklerle agiklar.
- Denklem ve esitsizliklerin agik 6nerme oldugu vurgulanir.
3. Tanim, aksiyom, teorem ve ispat kavramlarini agiklar, bir teoremin hipotezini ve hikkmiinii
belirtir.
4. Mantik kurallarini basit teoremlerin ispatlarinda kullanir.
- Aksine ornek verme, karsit ters, dogrudan ispat ve ¢eliski yoluyla ispat teknikleri verilir.
5. Tiimevarim yontemi ile ispat yapar.

Gorildigi gibi yeni programda, mantik iinitesinin programda verilis sirasinin degistigi

ancak, ispata yonelik kazanimlarda ¢ok fazla bir degisiklik yapilmadig: goriilmektedir.

1.7. Okul Matematiginde Ispat Yapmaya Iliskin Gériisler
Bugiine kadar hem &grencilerin hem 6gretmen adaylarinin ispat yapmaya iligkin

tutumlari, gelistirilen 6l¢ekler araciligiyla incelenmistir. Bu da 6gretmen adaylarinin ispat
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yapmaya iliskin goriisleri olarak ifade edilmistir. Ornegin Morali vd. (2006),
Iskenderoglu (2010) yaptiklar1 calismada, matematik dgretmen adaylarinin matematiksel
ispat yapmaya yonelik gorislerinin ne oldugunu arastirmislardir. Bu ¢alismalarda
gelistirilen Olgekler kullanilmistir. Sar1 ise (2011) agik uglu sorular ile O6gretmen
adaylarmin ispata iliskin goriislerini almistir. Sonug olarak yapilan bu ¢alismalarda,
O0gretmen adaylarmin ispat yapmaya yonelik goriislerinin tam olarak olusmadigi,
O0gretmen adaylarinin ispat yapmanin, matematik ve matematik Ogretimi agisindan
Onemini bilmedikleri ve {lizerine diistinmedikleri ifade edilmistir.

Knuth (2002) ise yaptig1 ¢alismalarda lise matematik 6gretmenlerinin ispata iliskin
kavramsallastirmalarint incelemistir. Katilimcilarin lise matematik 6gretmeni oldugu
calismada veriler yar1 yapilandirilmis goriismeler araciligiyla iki asamada toplanmastir.
Birinci asamada ogretmenlerin matematik disiplininde ispati kavramsallagtirmalarina
odaklanilmis (baska bir deyisle 6gretmenlerin matematik hakkinda bilgi sahibi kisiler
olarak kavramsallastirmalarina bakilmais), ikinci agamada ise lise matematigi baglaminda
kavramsallastirmalarina odaklanilmistir (6gretmenlerin lise matematik 6gretmeni olarak
kavramsallastirmalar1). Goriisme boyunca Ogretmenlere arastirmaci tarafindan
olusturulan farkli argiimanlar (gegerlilikleri agisindan) verilmis ve 6gretmenlerin bunlari
degerlendirmeleri istenmistir. Sonug olarak dgretmenlerin ispatin roliine iliskin istenen
diizeyde bir kavramsallastirmalarmin olmadigi goriilmiistiir. Ikinci asamada ise ilk
asamaya benzer sekilde arastirmaci tarafindan olusturulan argiimanlar verilmis ve her bir
arglimanin 6gretime uygunlugu agisindan degerlendirilmesi yani 6gretmenin 6nermenin
dogruluguna oOgrencileri ikna etmede bunlar1 kullanma durumlar sorgulanmstir.
Ogretmenlerin ¢ogunlugu, okul matematiginde ispatin bir nermenin dogrulugunu
gosteren tiimdengelimsel veya mantiksal bir argiiman oldugunu ifade etmistir. Lise
matematigi baglaminda ispatin anlamina iliskin ise Ogretmenlerin cevaplar1 farkl
formallik derecelerine gore formal ispatlar, daha az formal ispatlar, informal ispatlar
olarak seklinde iige ayrilmigtir. Ogretmenler formal ispatla diger ispatlar arasindaki farki
ortaya koyabilmislerdir. Fakat 6gretmenlerin okul matematiginde ispatin roliinii tam
olarak agiklayamadiklar1 goriilmiistiir. Ogretmenlerin ¢ogu okul matematiginde ispatin
rollinii mantiksal diisiinme ve muhakeme becerilerini gelistirmek olarak ifade etmistir.
Ogretmenler genel olarak ispati, alt siniflardaki dgrenciler icin uygun bulmadiklarmni ve

alt siniflar i¢in informal ispatlart uygun bulduklarini ifade etmislerdir.
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Schwarz vd. (2008, s. 791, s. 807-808) ise yaptiklar1 kapsamli ¢alismada, Almanya,
Hong Kong ve Avustralya’daki {iniversitelerden segilen 6gretmen adaylarinin ispat ve
argiimantasyon alanindaki mesleki bilgileri hakkinda yiiriitiilen bir durum ¢alismasinin
sonuglarmi agiklamistir. Ag¢ik uglu 6lgek sorularina dayanarak 6gretmen adaylarmin
matematiksel bilgi ve pedagoji alanlarinda sahip olduklar1 beceriler incelenmistir. Sonug
olarak {i¢ lilkenin de aday 6gretmenlerinin ¢ogunun ortaokul matematik igerigi gerektiren
formal ispatlar1 uygun ve matematiksel olarak dogru bir sekilde yapamadiklar
gorilmistiir. Bunun aksine tiim {ilkelerde 6gretmen adaylarinin matematik 6gretiminde
preformal ve formal ispat hakkinda pedagojik igerigi yansitmada en azindan ortalama bir
beceriye sahip olduklar1 goriilmiistiir. Sonugta {i¢ iilkedeki aday 6gretmenlerin de okul
diizeyinde ispat yapamadigi ya da uygun bir sekilde ispat yapamadigi gorilmiistiir.
Ogretmen adaylar1 gok ciddi hatalar yapmis, ispati tamamlayamamis ya da pre-formal
ispat1 yeniden ifade etmistir. Calismada, 6gretmen adaylarmin tniversite diizeyinde
oldukga giiclii bir matematiksel alt yapiya sahip olsalar bile bunun onlarin ortaokul
diizeyinde ispatlamaya iligkin tam bir imaj aktarabilecekleri anlamina gelmedigi

belirtilmistir.

1.8. Amac ve Arastirma Sorulari

Bu tez ¢alismasinda ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin fonksiyonlar ve
sayilar konusu baglaminda, ispatlama siireclerinin incelenmesi amaglanmaktadir.

Calismanin amaci baglaminda asagidaki aragtirma sorularina yanit aranacaktir:

1. Ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin ispat yapma siiregleri nasildir?

2. Ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin farkli sinif diizeylerine gore ispat
yapma siirecleri nasildir?

3. Ortaokul matematik Ogretmeni adaylarinin almis olduklari matematik
derslerindeki bagarilarina gore ispat yapma siiregleri nasildir?

4. Ortaokul matematik Ogretmeni adaylarinin ortaokul matematiginde ispat

yapmaya iligkin goriisleri nasildir?

1.9. Arastirmanin Onemi

Ispatlama oldukg¢a karmasik bir siire¢ olup bireylerin matematiksel diisiinmelerinin

gelistirilmesinde olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Bu nedenle ilkokuldan iiniversiteye
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kadar 6gretimin her kademesinde matematik Ogretmenlerinin ispatlama becerilerinin
gelismis olmast beklenmektedir. Matematik o6gretmenlerinin ispatlama becerileri
gelismedigi slirece, matematik 6gretmenlerinin 6grencilerini ispatlama siirecinde etkili
bir sekilde destekleyemeyecegi agiktir (Stylianides ve Ball, 2008, s.309).

Selden ve Selden’in (2007) de belirttigi gibi 6grencilerin ispatlama becerilerini
analiz etmek i¢in matematiksel kavramlarin ispat siirecinde kullanilmasindan, ispatlarin
matematiksel bir dilde ifade edilmesine kadar pek ¢ok becerinin gbéz Oniinde
bulunduruldugu zengin bir ¢erceve gerekmektedir. Bu analiz i¢in 6grencinin tiimevarim
veya geliski ile ispat gibi ¢esitli yontemlerle teoremleri ya da belli teorilerdeki teoremleri
ispatlayabilme durumlariin belirlenmesinden daha fazlasiin bilinmesi gerekmektedir
(Selden ve Selden, 2007, s.1). Alanyazin incelendiginde 6gretmen adaylarinin ispatlama
becerileri lizerine yapilan ¢alismalarin genel olarak {iniversiteye yeni baslayan ya da son
smifta olan 6gretmen adaylari ile daha ¢ok bu 6gretmen adaylarinin ispatlama becerisini
gelistirmeye yonelik bir ders kapsaminda yiiriitiildiigii goriilmiistiir (6rn. Iskenderoglu,
2010; Sart, 2011). Ogretmen adaylarinm ispatlama becerilerini gelistirmek igin nasil bir
Ogretim yapilabileceginin belirlenmesi olduk¢a dnemlidir. Ancak dgretmen adaylarinin
ni¢in ispat yapamadiklar1 ve ispatlama siireglerinde hangi nedenlerle zorlandiklarinin
incelenmesinde ilkdgretim matematik 6gretmenligi programi derslerinin tasarlanmasi
icin fayda olacagi diisiiniilmektedir. Bugiine kadar yapilan pek ¢ok ¢alismada 6gretmen
adaylarinin neden ispatlamada zorlandiklarina iliskin gesitli sonuglar ortaya konmasina
ragmen yapilan bu arastirma ile kavram bilgisi, ispat yontemi ve bunlarin
organizasyonunun temel matematiksel kavramlarin kullanilmasinin beklendigi ispat
yapma siire¢leri lizerinden daha iyi ortaya ¢ikarilacagi diistiniilmektedir. Ayrica 6gretmen
adaylarinin daha ¢ok hakim olduklarinin disiiniildiigii temel matematiksel kavramlar
tizerinden ispat yapma siireglerinin incelenmesi, dgretmen adaylarinin ispat yapma
siireclerindeki zayif ve giiclii yanlar1 daha iyi ortaya koyacaktir. Ogretmen adaylarinin
ispat yapma stireclerinin belli bir baglama odaklanilarak arastirilmasi nemli oldugundan
calismada her smif diizeyindeki ortaokul matematik Ogretmen adayr gbz Oniinde
bulundurularak 6gretmen adaylarinin fonksiyonlar ve sayilar konusu baglaminda ispat
yapma siirecleri incelenmistir. Matematik programlarinda 6nemli bir yeri olan ve
matematigin en temel kavramlardan biri olan fonksiyon kavraminin (Clement, 2001)
baglam olarak secilmesi olduk¢a Onemlidir. Cilinkii fonksiyon kavrami ortaokul

programinda yer almamasina karsin bu kavramin gelisiminde ortaokul yillar1 oldukca
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kritiktir. Sayilar ise Ogretmen adaylarinin ilkokuldan itibaren agina olduklar1 bir
kavramdir. Ayrica fonksiyon ve say1 kavrami segilerek ispat yapma siirecinde en énemli
zorluk kaynaklarindan biri olan kavram bilgisine iliskin zorluklarin da en aza indirilmesi
amagclanmustir.

Ogretmenlerin ispat1 anlamasi oldukga énemli olmasina ragmen alan yazinda aday
Ogretmenlerin ya da 6gretmenlerin ispati anlamalarina iliskin yapilmis az sayida ¢alisma
vardir (Goetting, 1995; Knuth, 2002; Martin ve Harel, 1989; Morris, 2002; Stylianides,
Stylianides ve Philippou, 2007). Ayrica ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin
ortaokul diizeyinde ispat yapmaya iliskin goriislerinin incelendigi az sayida calisma
oldugu goriilmiistiir. Calismada ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin ortaokul
diizeyinde ispat yapmaya iliskin goriisleri klinik goriismelerde kullanilan sayilarla ilgili

Onermeler lizerinden arastirilmastir.

1.10. Arastirmanin Simirhliklar:
Arastirmanin sinirliliklart asagida belirtildigi sekildedir:

1. Arastirma, katilimcilarla yapilan klinik goriismelerden elde edilen verilere
dayanmaktadir.

2. Arastirma, 2014-2015 6gretim yilinin sonlarina dogru Eskisehir’deki bir devlet
tiniversitesinin 1., 2., 3., 4. smiflarinda ve 2015-2016 6gretim yilinin basinda olan 1.
smiftaki ilkdgretim matematik 6gretmen adaylari ile sinirhidir.

3. Arastirma, devlet iiniversitesinin ilkdgretim matematik 6gretmenligine kayith
tim Ogretmen adaylar1 arasindan Olgilit Ornekleme yontemi kullanilarak her simif

diizeyinde secilen 6 katilimc1 olmak tizere toplam 30 katilimci ile sinirlidir.
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2. YONTEM

Bu boliimde arastirma modeli, arastirmanin 6rneklemini olusturan katilimcilar,

veri toplama araglar1 ve elde edilen verilerin analizine yer verilmistir.

2. 1. Arastirma Modeli

Birinci sinifa yeni baslayan, birinci sinif, ikinci sinif, ligiincii sinif ve dordiincii
smif olmak tizere tiim siif diizeylerindeki ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin ispat
yapma siire¢lerinin derinlemesine incelenmesinin amaglandigi bu ¢alismada nitel

arastirma yaklasimi benimsenmistir.

2.1.1. Nitel arastirma yaklasim

Her ne kadar nitel arastirmanin taniminin yapilmasi zor olsa da Yildirim ve
Simsek (2005) nitel arastirmayi; gozlem, goriisme ve dokiiman analizi gibi nitel veri
toplama yontemlerinin kullanildigi, algilarin ve olaylarin dogal ortamda gercekei ve
biitiinciil bir bi¢imde ortaya konmasi i¢in nitel bir siirecin izlendigi arastirma olarak
tanimlamislardir (s.39). Baska bir tanimda ise nitel arastirmanin; semsiye bir terim olarak,
tanimlama, ¢6zme, yorumlama ve anlamla ilgili terimlere ulasmada kullanilan teknikleri
kapsadigi (Van Maanen, 1979’dan aktaran Merriam, 2013) ifade edilmistir. En kapsaml
nitel arastirma tanimlarindan biri de Denzin ve Lincoln (1998) tarafindan,
arastirmacilarin arastirilacak konu ya da konulari dogal ortaminda inceledikleri,
arastirilan insanlarin getirdikleri anlamlar agisindan olguyu anlamlastirma ve yorumlama
cabasi igerisinde olduklar1 seklinde yapilmistir (Aktaran Ekiz, 2009). Kisacasi
Merriam’in (2013) da belirttigi gibi nitel arastirmalarda, insanlarin diinyayr nasil

algiladiklar1 ve diinyada ne gibi deneyimler yasadiklari ile ilgilenilir.

Nitel aragtirmalarin olay ve olgular1 dogal ortaminda ele aldig: i¢in “dogallik”,
elde edilen veriler sayisaldan daha c¢ok kelimeler ve resimler bigiminde oldugundan
“betimleyici”, ¢ikt1 ve sonug ile degil siirecle ilgilendigi i¢in “slire¢ odakli”, elde edilen
veriler bir hipotezi ¢iirlitmek ya da kanitlamak icin degil biitlinii ortaya ¢ikarmak i¢in
gerceklestirildiginden “timevarimsal” ve ortaya c¢ikan anlamla ugrasildigindan ve
ozellikle bu anlami ortaya koyan arastirmacinin olaylari nasil ele aldigina verilen 6nem
nedeniyle “anlam” olmak iizere bes temel 6zelligi vardir (Bogdan ve Biklen, 2007, s. 4-

6).
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Arastirmada tiim sinif diizeylerinde ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin
biligsel bir siireg olan ispat yapma siireglerinin derinlemesine incelenmesi

amaglandigindan bu arastirmada nitel arastirma yaklasimi benimsenmistir.

2.2. Katilmcilar

Arastirmanin  katilmcilar;, I¢ Anadolu’da bir devlet iiniversitesinin egitim
fakiiltesi ilkogretim matematik Ogretmenligi programinda okumakta olan ortaokul
matematik Ogretmeni adaylaridir. Arastirmanin  amact dogrultusunda tiim siif
diizeylerinde ortaokul matematik Ogretmeni adaylarinin ispat yapma siiregleri
derinlemesine arastirilmak istendiginden smirl sayida 6gretmen adayi, klinik goriisme
yapmak iizere secilmistir. Klinik goriisme, matematik egitimi arastirmalarinda siklikla
kullanilan veri toplama tekniklerinden birisidir. Klinik goriismelerde amag, goriisiilen
kisinin bilgi yapilarin1 ve muhakeme siireglerini ortaya ¢ikartmaktir (Clement, 2000).
Klinik goriisme yapilacak Ogretmen adaylarini se¢mek icin amacgli Ornekleme
yontemlerinden biri olan maksimum g¢esitlilik ornekleme yontemi kullanilmustir.
Maksimum g¢esitlilik 6rnekleme yonteminde kiigiik bir o6rneklem olusturarak, bu
orneklemde calisilan probleme taraf olabilecek bireylerin ¢esitliligini maksimum
diizeyde saglamak amaglanir (Yildinnm ve Simsek, 2005, s. 108). Burada amag
genellemeye ulasmak degil, farkli durumlar ele alindiginda bu ¢ok ¢esitliligin ortaya
konmasi ve farkliliklarda birlesen 6nemli ortak oriintiilerin ortaya ¢ikarilmasidir (Patton,
2014, s. 243).

Aragtirmaya katilacak 6gretmen adaylarinin se¢iminde goniilliiliik esasina dikkat
edilmistir. Klinik goriisme yapilacak katilimcilart se¢mek i¢in 6gretmen adaylarinin o
zamana kadar almis olduklar1 matematik derslerinin not ortalamalar1 goz Oniinde
bulundurularak 6gretmen adaylar1 ¢ok basarili, orta derecede basarili ve basarisiz olmak
lizere li¢ gruba ayrilmistir. Maksimum ¢esitliligin saglanmasi i¢in her gruptan grubu
temsilen iki 6gretmen adayi alinarak her sinif diizeyinden toplam alti katilimci segilmistir.
Lisans egitimine yeni baslayan ve ilk doneminde olan 6gretmen adaylari ise Lisans
Yerlestirme Smavi (LY S) puanlarina gore ii¢ gruba ayrilmis ve benzer sekilde her gruptan
grubu temsilen ikiser 6gretmen aday1 olmak iizere toplam alt1 katilimer secilmistir. Bu
secim, 6gretmen adaylarinin lisans egitimlerinin basladigi ilk donemin basinda olmustur.
Klinik gériisme icin belirlenen Slgiitler ve hangi sinif diizeyinde ka¢ 6gretmen adayi ile

ne zaman klinik goriisme yapildigina iliskin asagida Tablo 2.1. verilmistir.
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Arastirmaya baglamadan Once katilimcilara hem aragtirmanin amaci hakkinda hem
de elde edilen verilerin sadece arastirma kapsaminda kullanilacagina dair bilgilendirme
yapilmis (EK II) ve katilimcilardan arastirmaya katilimlarmna iliskin gerekli izinler
alinmistir (EK IIl). Arastirmada katilimcilarin isimleri kodlanarak gizli tutulmustur.

Caligmaya katilacak ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin se¢imi yapilirken,
asagidaki Tablo 2.1.’de gorildiigii gibi 6gretmen adaylarinin o zamana kadar almis
olduklar1 matematik dersi basar1 notlar1 ile eger dersin final sinavina heniiz
girmemislerse, o dersin ara siav notlar1 alinarak Excel programi yardimiyla her bir
Ogretmen adayinin not ortalamasit bulunmustur. Ayrica Excel programi yardimiyla her
siif diizeyinde 6gretmen adaylarinin not ortalamalarinin ortalamasi yani sinif ortalamasi
ve not ortalamalarinin standart sapmasi hesaplanmistir. Her sinif diizeyinde 6gretmen
adaylarini; ¢ok basarili, orta derecede basarili ve basarisiz olmak iizere ii¢ gruba ayirmak
icin Oncelikle sinif bazinda 6gretmen adaylarinin ders notlarinin ortalamasi biiylikten
kiigiige dogru siralanmigtir. Sonra sinif ortalamasindan bir standart sapma yukartya
gidilerek c¢ok basarili grup ile orta derecede basarili grubun siniri, bir standart sapma
asagiya gidilerek de orta derecede basarili grup ile basarisiz grup arasindaki sinir
bulunmustur (Tekin, 1991). Genel olarak 6gretmen adaylarinin seg¢iminde bir ya da birkag
dersten basari notu ya da ara smav notu bulunmayan, af, farabi degisim programi,
tiniversite i¢i ya da tiniversiteler arasi yatay gecis ve merkezi yerlestirme puani (MYP)
ile yatay gecis 6grencisi olan dgretmen adaylari, 6gretmen aday1 se¢iminin yapilacagi
sinif listelerinden ¢ikarilmistir. Ogretmen adaylarinin seciminde ise her simf diizeyinde
olusan ¢ok basarili, orta derecede basarili ve basarisiz gruplari en ¢ok temsil ettigi
diisiiniilen ve caligmaya katilmaya goniillii olan 6gretmen adaylarinin se¢ilmesine dikkat
edilmistir. Ayrica her sinif diizeyinde belirlenen gruplardan 6gretmen adaylar segilirken,
grubun 6zelliklerini yansitacak sekilde o zamana kadar aldig1 tiim matematik derslerinden
gecen ya da pek c¢ok dersten kalan, birbirlerinden farkli durumda olan 6gretmen adaylari
secilmeye calisilmistir. Asagida her sinif diizeyinde 6gretmen adayinin se¢iminin nasil

yapildig1 ve secilen 6gretmen adaylarina iliskin bilgiler ayrintili olarak ifade edilecektir.
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Tablo 2.1. Klinik goriisme i¢in katilimct se¢iminde dikkat edilecek kriterler ve goriisme zamanlart

Yeni 1. - LYS puanlari 1. yariyilin
Simif basinda
- Genel Matematik
1. Sumf - Soyut Matematik
2 2 2 - Geometri 2. yariyilda

derslerinin not ortalamalar:

- Genel Matematik
- Soyut Matematik
- Geometri
- Analiz |
2. Simf 2 2 2 - Lineer Cebir | 4. yariyilda
- Analiz 11
- Lineer Cebir Il
derslerinin not ortalamalar:

- Genel Matematik
- Soyut Matematik
- Geometri
- Analiz |
- Lineer Cebir |
- Analiz Il
3. Sif 2 2 2 - Lineer Cebir Il 6. yariyilda
- Analiz 111
- Analitik Geometri |
- Cebire Giris
- Diferansiyel Denklemler
- Analitik Geometri Il
derslerinin not ortalamalar1

- Genel Matematik
- Soyut Matematik
- Geometri
- Analiz |
- Lineer Cebir |
- Analiz Il
- Lineer Cebir Il
4. Simf 2 2 2 - Analiz 111 8. yariyilda
- Analitik Geometri |
- Cebire Girig
- Diferansiyel Denklemler
- Analitik Geometri Il
- Elementer Say1 Kurami
derslerinin not ortalamalari

Birinci siifta okumakta olan 6gretmen adaylari; genel matematik dersini almis,
soyut matematik ile geometri dersinin ise ders asamasini bitirmis, fakat heniiz bu

derslerden final sinavina girmemistir. Birinci sinifta kayitli olan 83 6gretmen aday1
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bulunmaktadir. Bu 6gretmen adaylarindan biri af 6grencisi olup kaydin1 dondurmus, bir
digeri MYP ile bahar doneminde yatay gec¢is yapmis, bir 0gretmen adayr da geometri
dersinin ara sinavina girmemistir. Boylece bu ili¢ 0gretmen adayi, se¢im listesinden
cikarilmistir. Kalan 80 6gretmen adayinin her birinin bu ii¢ dersten aldiklar1 notlarin not
ortalamasi bulunmus ve bu not ortalamalarin da sinif bazinda ortalamas1 62,95 olarak
hesaplanmistir. Bu not ortalamalarinin standart sapmasi ise 10,82 olarak bulunmustur.
Ogretmen adaylarmmn not ortalamalarindan bir standart sapma yukariya gidilerek ¢ok
basarili grup ile orta derecede basarili grup arasindaki sinir 73,60, not ortalamalarindan
bir standart sapma asagiya gidilerek ise orta derecede basarili grup ile basarisiz grup
arasindaki sinir 53,33 olarak bulunmustur. Buna gore ¢ok basarili grupta 11, orta derecede
basarili grupta 60, basarisiz grupta dokuz 6gretmen aday1 vardir. Cok basarili gruptaki
Ogretmen adaylarinin hepsinin, ilk donem aldiklar1 genel matematik dersinden gegctikleri
goriilmistiir. Ayrica bu gruptaki 6gretmen adaylarinin bu donem almakta olduklar1 soyut
matematik ve geometri derslerinin ara sinav notlarinin da diger gruplardaki 6grencilere
gore yiiksek oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle bu gruptan 6gretmen aday1 segerken, grubu
en cok yansittig1 diisiiniilen Esra ve Nese gorlisme yapmak iizere sec¢ilmistir. ESra’nin not
ortalamasi 85,67 dir. ESra’nin not ortalamasi, tlim birinci sinifta okumakta olan 6gretmen
adaylar1 i¢inde en iyi ikinci not ortalamasidir. Nese’nin not ortalamasi ise 79,53 olup, bu
not ortalamasi ile Ogretmen adayr ¢ok basarili grup icerisinde orta siralarda yer
almaktadir. Orta derecede basarili grupta ise sadece bir 0gretmen adayinin genel
matematik dersinden kaldigi goriilmiistir. Bu nedenle bu grubu en ¢ok yansittig
diistiniilen ve genel matematik dersinden kalmamis olan Eda ve Umut se¢ilmistir. Eda’nin
not ortalamasi 67,07 olup, bu not ortalamasi ile 6gretmen adayi, orta derecede basarili
grubun st siralarinda yer almaktadir. Umut’un ise not ortalamast 59,33 olup grubun alt
siralarinda yer almaktadir. Orta derecede bagarili grubu temsilen secilen bu iki 6gretmen
aday1 da genel matematik dersinden kalmamistir. Eda not ortalamasina gére grubun daha
iist siralarinda yer alirken Umut, grubun daha alt siralarinda yer almaktadir. Birinci
smiflarin basarisiz grubu ise genel olarak genel matematik dersinden kalan ve almis
olduklar1 soyut matematik ve geometri ara sinav notlari diger gruplardaki 6gretmen
adaylarina gore diislik olan 6gretmen adaylarindan olugsmaktadir. Bunun i¢in grubu en
cok temsil ettigi diisiintilen, biri genel matematik dersinden kalan ve not ortalamasi1 43,93
olan Nalan ve digeri ise genel matematik dersinden gegen ve not ortalamasi 42,67 olan

Naz secilmistir.
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Ikinci siifta okumakta olan dgretmen adaylar1; genel matematik, soyut matematik,
analiz I, lineer cebir I derslerini almis, analiz II ve lineer cebir II derslerinin ise ders
asamasini bitirmis, fakat heniiz bu derslerden final sinavina girmemislerdir. ikinci sinifta
toplam 86 Ogretmen adayr kayithdir. ikinci simiftaki 6gretmen adaylarmin {icii
{iniversiteler aras1 yatay gecis dgrencisi olup ikinci siifa yatay gecis yapmustir. Iki
Ogretmen adaymnin birden fazla dersten, dort 6gretmen adayinin ise bir dersten notu
bulunmamaktadir. Bu nedenle bagka bir {iniversiteden ge¢is yapan ya da bir ya da fazla
dersten notu bulunmayan bu dokuz 6grenci se¢im listesinin disinda tutulmustur. Kalan
77 dgretmen adaymin her birinin bu yedi dersten not ortalamalari bulunmus ve bu not
ortalamalarinin siif bazinda ortalamasi ise 58,92 olarak hesaplanmistir. Bu not
ortalamalarinin standart sapmasi ise 9,55 olarak hesaplanmistir. Ogretmen adaylarmin not
ortalamalarindan bir standart sapma yukariya gidilerek ¢ok basarili grup ile orta derecede
basarili grup arasindaki sinir 69,09, not ortalamalarindan bir standart sapma asagiya
gidilerek ise orta derecede basarili grup ile basarisiz grup arasindaki siir 49,37 olarak
bulunmustur. Buna gore ¢ok basarili grupta 16, orta derecede basarili grupta 48, basarisiz
grupta 13 6gretmen aday1 vardir. Cok basarili gruptaki 6gretmen adaylarinin hepsinin
almis olduklar1 genel matematik, soyut matematik, geometri, analiz I, lineer cebir I
derslerinden gegtikleri goriilmistiir. Gruptaki 6gretmen adaylarinin bu donem almakta
olduklar1 analiz II ve lineer cebir II derslerinin ara sinav notlarinin da diger gruplardaki
ogrencilere gore yiiksek oldugu goriilmiistiir. Ikinci smiflarin ¢ok basarili grubu icin
grubu en iyi sekilde temsil ettigi diistiniilen iki 6gretmen aday1 Sevgi ve Ayse secilmistir.
Sevgi, not ortalamasi 76,57 olan ve tiim ikinci siniflar i¢erisinde en iyi ikinci ortalamaya
sahip olan 6gretmen adayidir. Ayrica Sevgi bugiine kadar aldigr matematik derslerinden
kalmamistir. Ayse ise 71,29 not ortalamas ile grubun orta siralarinda yer almaktadir.
Ayse sadece soyut matematik dersinden kalmis, fakat yaz okulunda dersi tekrar alarak
geemistir. Orta derecede basarili grubu temsilen ise not ortalamasi 62,77 olan Melih ve
not ortalamasi 56,76 olan Betiil se¢ilmistir. Melih orta derecede basarili grubun {ist
siralarinda yer almaktadir. Melih geometriyi ikinci aliginda gegmis ve bu gruptaki ¢ogu
ogrenci gibi soyut matematik dersinden kalmis olup ikinci siifin bahar doneminde bu
tersi tekrar almaktadir. Betiil ise grubunun daha alt siralarinda yer almaktadir. Ayrica
Betiil bugiine kadar aldig: hicbir dersten kalmamstir. Ikinci siniflarin basarisiz grubunu
temsilen ise not ortalamasi1 47,17 olan Selda ve not ortalamasi 40,69 olan Can segilmistir.

Selda basarisiz grubun daha iist siralarinda yer almaktadir. Selda soyut matematik
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dersinden kalmis ve bu dersi tekrar almaktadir. Can ise grubun daha alt siralarinda yer
almakta olup bugiine kadar Analiz I dersinden kalmustir. ikinci smiflarin basarisiz
grubunda s6z konusu tiim matematik derslerini gegen 6grenci bulunmamaktadir.
Ugiincii  smifta okumakta olan Ogretmen adaylari, genel matematik, soyut
matematik, geometri, analiz I, lineer cebir I, analiz Il, lineer cebir 11, analiz 11, analitik
geometri | ve cebire giris derslerini almig, diferansiyel denklemler ve analitik geometri I1
derslerinin ise ders agamasini bitirmis ve bu derslerin final sinavina heniiz girmemislerdir.
Uciincii smnifta kayitli olan toplam 87 &gretmen adayr bulunmaktadir. Ogretmen
adaylarindan biri MYP ile iigiincii sinifin ikinci donemi yatay gegis yapmis, li¢ 6gretmen
aday1 iiclincii sinifin gliz donemi, iki 6gretmen adayi ise ikinci sinifin giiz doneminde
liniversiteler aras1 yatay gegis yapmustir. Ug 6grencinin tek dersten, sekiz dgrencinin ise
iki ve ikiden fazla dersten notu bulunmamaktadir. Bu nedenle on yedi 6gretmen adayz,
Ogretmen adayi se¢im listesinden ¢ikarilmistir. Kalan 70 6gretmen adaymin her birinin
on iki dersten not ortalamasi alinmis ve bu not ortalamalarinin sinif bazinda not ortalamasi
60,74 olarak bulunmustur. Ogretmen adaylarinin ortalamalarinin standart sapmasi ise
8,15 olarak hesaplanmistir. Sinif ortalamasindan bir standart sapma yukariya gidilerek
cok basarili grup ile orta derecede basarili grup arasindaki smir 68,55, smif
ortalamasindan bir standart sapma asagiya gidilerek ise orta derecede basarili grup ile
basarisiz grup arasindaki sinir 53,22 olarak bulunmustur. Buna gore ¢ok basarili grupta
on, orta derecede basarili grupta 48, basarisiz grupta 12 6gretmen adayr vardir. Cok
basarili gruptaki 6gretmen adaylarinin hepsinin almis olduklar1 genel matematik, soyut
matematik, geometri, analiz I, lineer cebir I, analiz Il, lineer cebir 11, analiz 111, analitik
geometri [, cebire giris derslerinden gectikleri goriilmistiir. Gruptaki 6gretmen
adaylarinin bu donem almakta olduklar1 diferansiyel denklemler ve analitik geometri 11
derslerinin ara simav notlarinin da diger gruplardaki 6grencilere gore yiiksek oldugu
goriilmiistiir. Bu grupta yer alan 6gretmen adaylarmin higbiri s6z konusu matematik
derslerinden kalmamistir. Ugiincii simiflarin ¢ok basarili grubunu temsil etmek igin grubu
en iyi yansittigi diigiiniilen iki 6gretmen adayr Nihal ve Emel secilmistir. Nihal, not
ortalamasi 76,48 olan ve tiim {iglincli siniflar igerisinde en 1yi li¢ilincii ortalamaya sahip
olan 6gretmen adayidir. Emel’in not ortalamasi ise 73,32 ortalama olup grubun orta
siralarinda yer almaktadir. Orta derecede basarili grubu temsilen ise not ortalamasi 63,66
olan Kiibra ve not ortalamasi1 59,71 olan Hale segilmistir. Kiibra, orta derecede basarili

grubun iist siralarinda yer almakta olup bugiine kadar aldigi matematik derslerinden
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kalmamigtir. Hale Yildiz ise Kiibra’ya gére grubun daha alt siralarinda yer almakta olup
bu gruptaki gogu ogrenci gibi soyut matematigi ikinci alisinda gegmistir. Uciincii
smiflarin basarisiz grubunu temsilen ise not ortalamasi 50,60 olan Miray ve not
ortalamasi 45,75 olan Ruhi se¢ilmistir. Miray, Ruhi’ye goére basarisiz grubun daha ist
siralarinda yer almis ve bugiine kadar aldig1 matematik derslerinin hepsini gegmistir. Ruhi
ise basarisiz grubun alt siralarinda yer almistir. Ruhi, soyut matematik dersini {ligiincii,
analiz I, analiz II derslerini ise ikinci alisinda gegmis, Analiz III dersinden ise kalmuistir.

Dordiincii smifta okumakta olan 6gretmen adaylari soyut matematik, genel
matematik, analiz I, lineer cebir I, analiz 11, lineer cebir I, analiz 11, analitik geometri I,
cebire giris, diferansiyel denklemler, analitik geometri II ve elementer say1 kurami olmak
lizere Ogrenci se¢imi i¢in belirlenen tiim matematik derslerini almislardir. Dordiincii
sinifta kayitli olan toplam 79 6gretmen aday1 bulunmaktadir. Ogretmen adaylarindan biri
af, biri ise Farabi Degisim Programi 6grencisidir. Ogretmen adaylarindan ikisi ikinci
smifin giiz doneminde, biri ise ii¢lincli sinifin giiz doneminde liniversiteler arasi yatay
gecis yapmistir. Bir 6gretmen aday1 da ikinci sinifin giiz ddneminde iiniversite i¢i yatay
gecis yapmistir. Ogretmen adaylarinin besinin tek dersten, dérdiiniin ise iki ve ikiden
fazla dersten notu bulunmamaktadir. Bu nedenle on bes 6gretmen aday1, 6gretmen aday1
secim listesinden ¢ikarilmistir. Kalan 64 6gretmen adayinin her birinin on {i¢ dersten not
ortalamas1 alinmis ve bu not ortalamalarinin smif bazinda ortalamasi 60,69 olarak
bulunmustur. Ogretmen adaylarinin not ortalamalarinin standart sapmast ise 6,40 olarak
hesaplanmistir. Sinif ortalamasindan bir standart sapma yukariya gidilerek ¢ok basarili
grup ile orta derecede basarili grup arasindaki smir 67,68, siif ortalamasindan bir
standart sapma asagiya gidilerek ise orta derecede basarili grup ile basarisiz grup
arasindaki sinir 54,86 olarak bulunmustur. Buna gore ¢ok basarili grupta dokuz, orta
derecede basarili grupta 45, basarisiz grupta on 6gretmen adayi vardir. Cok basarili
gruptaki 6gretmen adaylarinin biri hari¢ hepsinin almis olduklar1 genel matematik, soyut
matematik, geometri, analiz I, lineer cebir I, analiz Il, lineer cebir 11, analiz 111, analitik
geometri I, cebire girig, elementer sayr kurami derslerinden gectikleri goriilmiistiir.
Sadece bir 6gretmen aday1 diferansiyel denklemler dersinden kalmis ve dordiincii sinifin
bahar doneminde bu dersi tekrar almistir. Gruptaki Ogretmen adaylarmin tim bu
derslerden aldiklar1 notlar, genel olarak diger gruplardaki 6gretmen adaylarina gore
yilksek olup grubun tiim o&grencileri aldiklari matematik derslerinin hepsinden

gecmislerdir. Dordiincii siniflarin ¢ok basarili grubu igin grubu en iyi sekilde temsil ettigi
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diistintilen iki 6gretmen adayr Burcu ve Gizem sec¢ilmistir. Burcu’nun not ortalamasi
72,58’tir. Bu ortalama, tiim dordiincii smiflar icerisinde en iyi liglincii ortalamadir.
Gizem’in not ortalamasi ise 70,27 olup, bu ortalama ile 6gretmen aday1 ¢ok basarili
grubun orta siralarinda yer almaktadir. Orta derecede basarili grubu temsilen ise Metin ve
Deniz se¢ilmistir. Metin’in not ortalamasi 62,71 olup, bu not ortalamasi ile 6gretmen
aday1, orta derecede basarili grubun bu gruptan segilen diger 6gretmen adayina gore daha
iist siralarda yer almaktadir. Metin, bugiine kadar aldig1 derslerden kalmamistir. Deniz’in
not ortalamasi ise 58,62 olup, bu not ortalamasi ile grubunun daha alt siralarinda yer
almaktadir. Deniz, soyut matematik, analiz I, analiz 11, analiz I, lineer cebir Il, cebire
girig derslerinden kalmis ve bu dersleri ikinci alisinda ge¢cmistir. Dordiincii siniflarin
basarisiz grubunu temsilen ise Ayla ve Leyla secilmistir. Ayla’nin not ortalamasi 52,29
olup bu not ortalamasi ile grubunun orta siralarinda yer almaktadir. Ayla, tiim dersleri ilk
alisinda gegmistir. Leyla’nin not ortalamasi ise 51,87°dir. Leyla, soyut matematik dersini
ikinci alisinda gegmis, Analiz II dersinden iki kere kalmis ve cebire girig dersini ise ikinci
aliginda gegmistir. Leyla Analiz II dersini dordiincii sinifin bahar déneminde {iglincii kere
almaktadir. Diger deslerden ise ikinci alisinda gegmistir. Leyla diger 6gretmen adayina
gore bir alt sirada yer almaktadir. Fakat Ayla gibi grubun orta siralarinda yer almaktadir.

[Ikdgretim matematik 6gretmenligi programina yeni baslayan 6gretmen adaylarinin
se¢imi i¢in ise yeni kayit yaptiran ikisi okul birincisi olmak iizere toplam 82 6gretmen
adaymin LYS puanlarn kullamilmistir. LYS puani, 68retmen adaylarinin programa
yerlestirilmelerinde kullanilan puan olup bu puanin i¢inde okul basart puani da
bulunmaktadir. Sonra Excel programi yardimiyla 6gretmen adaylarinin LY'S puanlarinin
ortalamas1 ve bu puanlarin standart sapmasi hesaplanmistir. LYS puanlarinin ortalamasi
373,96, LYS puanlarinin standart sapmasi ise 8,30 olarak bulunmugstur. Ardindan diger
katilimcr se¢imlerinde oldugu gibi ortalamanin bir standart sapma yukarisina gidilerek
cok basarili grup ile orta derecede basarili grup arasindaki smir 380,87 olarak
bulunmustur. Fakat ayn1 sey orta derece basarili grup ile basarisiz grup arasindaki siniri
bulmak icin yapilamamistir. Cilinkii ortalamadan bir standart sapma asagiya
inilememistir. Ortalamadan bir standart sapma asagiya inildiginde 365,66 bulunmaktadir;
fakat sirali puan listesini yaklasik olarak boyle bir puandan bdlecek puan yoktur. Bu
durumdan LY'S puanlarinin normal dagilim gdstermedigi sonucu ¢ikmaktadir. Bunun igin
LYS puanlarinin carpiklik ve basik degerleri hesaplanmistir. Normal dagilimda O olan

carpiklik degeri, LYS puanlarinin dagiliminda -0,38 olarak hesaplanirken yine normal
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dagilimda 0 olan basiklik degeri, LYS puanlarinin dagiliminda 6,91 olarak bulunmustur.
Buradan carpiklik negatif oldugu icin LYS puanlarinin dagilimmin saga carpik ve
basiklik degeri pozitif oldugu i¢in de LYS puanlarinin dagiliminin sivri oldugu ortaya
cikmistir (Tekin, 1991). Asagida verilen Sekil 2.1.’de SPSS 19 yardimiyla cizilen
grafikten de goriildiigii gibi yaklasik 340 puan civarinda dagilimda kopma oldugu ve

puanlarin sag tarafa dogru yaklasik 370 puan civarinda y1gildig: goriillmektedir.
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Yerlegtirmede Kullanilan Puan
Sekil 2.1. Birinci sinifa yeni baslayan katilimcilarin LYS puanlarimin dagilimi

Olgme Segme ve Yerlestirme Merkezi (OSYM) tarafindan yapilan puanlamanin
dagiliminin bu sekilde ¢ikmasi beklenen bir durumdur. Bu nedenle katilimeilar segilirken
ortalamadan bir standart sapma yukariya gidilerek ¢ok basarili grup ile orta derecede
basarili grup arasindaki sinir belirlenmistir. Buna gore ¢ok basarili grupta 10 6gretmen
aday1 yer almistir. Aslinda bu grubun en basarili 6gretmen adaylar1 olan Engin ve Samet
ile de gortismeler gerceklestirilmistir. Ancak Engin’in ikinci {iniversitesi olmasi sebebiyle
Engin katilimcr olarak segilmemistir. Hem Engin hem de Samet’in puanlari, ¢ok basarili
gruptaki diger sekiz 6gretmen adayindan oldukea yiiksek oldugu i¢in ¢ok basarili grubu
temsilen puani1 385,86 olan Hacer ve puani 383,43 olan Ece se¢ilmistir. Dagilimin saga
carpik ve sivri olmasindan dolay: orta derecede basarili grup ile basarisiz grup, dagilimin
kopma gosterdigi okul birincilerinin puanlarinin bagladig1 yerden ayrilmistir. Buna gore
orta derecede 69 6gretmen aday1 yer almistir. Bu 6gretmen adaylarindan puani 377,09
olan Melis ve puani 371,05 olan Yonca katilimci olarak se¢ilmistir. Basarisiz grubu
temsilen iki okul birincisi Zehra ve Seda secilmistir. Ancak Zehra 6nce goriigme yapmay1
kabul etmesine ragmen sonrasinda yapilacak olan kamera ¢ekiminden rahatsiz olacagini

dile getirerek goriisme yapmak istemedigini belirtmistir. Bu nedenle basarisiz grubu
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temsilen Zehra yerine puani Zehra’ya en yakin olan 368,54 puanli Fatmagiil goriigme
yapmak iizere secilmistir.

Aragtirmanin tim smif diizeylerindeki katilimcilarinin demografik bilgilerine
(vaslari, hangi liseden mezun olduklar1 ve varsa hangi matematik ve matematik egitimi
agirhikli segmeli dersleri aldiklari) iligskin olarak asagida Tablo 2.2 verilmistir. Tablo
2.2°den goruldiigii gibi katilimcilarin 5’1 erkek, geriye kalan 25’1 kizdir. Katilimeilarin
yas aralig1 17 ile 22 arasinda degismektedir. Katilimcilarin ¢ogu Anadolu Lisesi ya da
Anadolu Ogretmen Lisesi mezunudur. Katilimcilarin 14°ii Anadolu Lisesi, 12’si Anadolu
Ogretmen Lisesi, 2’si Diiz Lise, 1’i Fen Lisesi ve 1’i de Ozel Lise mezunudur.
Katilimeilarin simif diizeyleri arttikca daha cok matematik ya da matematik egitimi
agirlikli se¢gmeli dersler aldiklari goriilmiistiir. Tablo 2.2°de katilimcilarin aldiklar

matematik ve matematik egitimi disindaki segmeli dersler goz ardi edilmistir.

Tablo 2.2. Katilimcilarin Demografik Bilgileri

Gruplar Katihmcilar  Yas Lise Tiirii Alian Se¢cmeli Dersler
Hacer 19 Anadolu Lisesi -
Basarili Ece 18 Anadolu Lisesi -
Yeni 1. Orta Derecede Melis 18 Anadolu Lisesi -
Simf Basarili Yonca 19 Anadolu Lisesi -
Fatmagiil 17 Diiz Lise -
Bagarisiz Seda 18 Anadolu Ogretmen -
Lisesi
Esra 19 Anadolu Ogretmen =
Basarili Lisesi
1. Sumf Nese 20 Anadolu Lisesi -
Orta Derecede Eda 21 Anadolu Ogretmen
Basarili Lisesi
Umut 20 Anadolu Ogretmen -
Lisesi
Nalan 19 Fen Lisesi -
Basarisiz Naz 19 Anadolu Ogretmen =
Lisesi
Sevgi 19 Anadolu Lisesi - Metrik Uzaylara Giris
Basarili - Sentetik Geometri
2. Siif Ayse 20 Anadolu Ogretmen - Metrik Uzaylar
Lisesi
Melih 20 Anadolu Ogretmen - Sentetik Geometri
Orta Derecede Lisesi
Basarili Betiil 20 Anadolu Lisesi - Metrik Uzaylara Girig
Selda 19 Anadolu Lisesi - Metrik Uzaylara Giris
Bagsarisiz - Sentetik Geometri
Can 20 Anadolu Ogretmen -
Lisesi
Nihal 20 Ozel Lise - Matematik Dili

- Cebirsel Kavramlar ve Ogretimi
- Geometrik Diisiinme ve Gelisimi
- Giinliik Hayatta Matematik
- Teknoloji Destekli Geometri
3.Smf  Basarih Ogretimi
Emel 21 Anadolu Lisesi - Matematik Dili
- Sentetik Geometri
- Cebirsel Kavramlar ve Ogretimi
- Matematik Egitiminde Problem
Cozme Yaklagimlari
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Tablo 2.3. (Devam) Katilimcilarin Demografik Bilgileri

Kiibra 20 Anadolu Ogretmen - Matematik Dili
Lisesi - Matematik Egitiminde Problem
Cozme Yaklagimlar
- Sentetik Geometri

Orta Derecede - Cebirsel Kavramlar ve Ogretimi
Basarili Hale 21 Anadolu Ogretmen - Tikogretimde Cebirsel Diisiinmenin
Lisesi Gelisimi
- Teknoloji Destekli Geometri
Ogretimi

- Matematik Egitiminde Problem
Cozme Yaklagimlar
3. Simf - Metrik Uzaylara Giris
- Sentetik Geometri
Miray 21 Diiz Lise -Matematik Egitiminde Problem
Cozme Yaklagimlar
- Giinliik Hayatta Matematik
- Farkli Problem Tiirleri ile Matematik
Ogretimi
Basarisiz - {Ikgretimde Cebirsel Diisiinmenin
Gelisimi
Ruhi 21 Anadolu Lisesi - Web Destekli Proje Tasarimi
- Matematik Egitiminde Problem
Cozme Yaklagimlar
- Matematik Dili
Burcu 22 Anadolu Lisesi - Matematik Dili
- Farkli Problem Tiirleri ile Matematik
Ogretimi
- Giinliik Hayatta Matematik
- Matematik Egitiminde Problem
Basarilt Cozme Yaklagimlar:
Gizem 22 Anadolu Ogretmen -Sentetik Geometri
Lisesi - fikégretimde Cebirsel Diisiinmenin
Geligimi
- Farkli Problem Tiirleri ile Matematik
Ogretimi
4. Simf Metin 22 Anadolu Lisesi - {Ikdgretimde Cebirsel Diisiinmenin
Gelisimi
- Sentetik Geometri
- Farkli Problem Tiirleri ile Matematik
Ogretimi
Orta Derecede - Matematik Egitiminde Problem
Basarili Cozme Yaklagimlar:
Deniz 22 Anadolu Ogretmen - Geometrik Diistinme ve Gelisimi
Lisesi - Bilgisayar Destekli Matematik
Opretimi
Ayla 22 Anadolu Lisesi -Sentetik Geometri
Basarisiz - Matematik Dili
Leyla 22 Anadolu Lisesi - Geometrik Diistinme ve Gelisimi
- Sentetik Geometri
- Metrik Uzaylara Girig

2.3. Verilerin Toplanmasi

Aragtirmada ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin biligsel bir siire¢ olan ispat
yapma siirecleri derinlemesine incelenmek istendiginden veri toplama yontemi olarak
klinik goriisme sec¢ilmistir. Ayrica klinik goriismeler boyunca arastirmaci glinliigii
tutularak da veri toplanmistir. Arastirmanin verilerinin toplanma siiresi yaklasik olarak
dort ay stirmiistiir. Asagida Tablo 2.3’te aragtirma verilerinin toplanmasina iliskin takvim

verilmistir.
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Tablo 2.3. Arastrma Verileri Toplama Takvimi

Gruplar Katihmeilar Tarih Siire
Hacer 17.10.2015 90 dak.
Basarili Ece 19.10.2015 54 dak.
Yeni 1. Simf Melis 18.10.2015 81 dak.
Orta Derecede Basarili Yonca 22.10.2015 65 dak.
Fatmagiil 17.10.2015 98 dak.
Basarisiz Seda 22.10.2015 56 dak.
Esra 08.06.2015 65 dak.
Bagarili Nese 07.06.2015 164 dak.
1. Simf Eda 05.06.2015 97 dak.
Orta Derecede Basarili Umut 17.06.2015 114 dak.
Nalan 04.06.2015 86 dak.
Basarisiz Naz 06.06.2015 102 dak.
Sevgi 06.06.2015 159 dak.
Bagarilt Ayse 11.06.2015 110 dak.
2. Simf Melih 13.06.2015 114 dak.
Orta Derecede Basarili Betiil 08.06.2015 75 dak.
Selda 03.06.2015 135 dak.
Basarisiz Can 18.06.2015 157 dak.
Nihal 07.06.2015 65 dak.
Basarili Emel 05.06.2015 142 dak.
3. Sumf Kiibra 09.06.2015 85 dak.
Orta Derecede Basarili Hale 07.06.2015 95 dak.
Miray 12.06.2015 89 dak.
Basarisiz Ruhi 09.06.2015 90 dak.
Burcu 19.06.2015 106 dak.
Basarili Gizem 13.07.2015 74 dak.
4. Simf Metin 21.06.2015 119 dak.
Orta Derecede Basarili Deniz 20.06.2015 179 dak.
Ayla 11.08.2015 94 dak.
Basarisiz Leyla 19.08.2015 125 dak.

Tablo 2.3’ten goriildiigii gibi 4. smuflarla yapilan klinik goériismeler segilen
katilimcilardan bazilariin istekleri dogrultusunda Temmuz ayinda yapilan Kamu
Personel Se¢me Siavi (KPSS) sonrasinda gergeklestirilmistir. 1. Sinifa yeni baslayan
katilimcilarla ise klinik goriismeler derslerin baslamasindan en fazla bir ay sonrasina
kadar tamamlanmistir. Klinik goriismeler minimum 54 ile maksimum 179 dakika olmak
tizere her bir gériisme ortalama 102 dakika stirmiistiir. Klinik goriismeciler arastirmact

tarafindan gerceklestirilmis ve elde edilen veriler video kamera ve ses kayit cihazi ile

kaydedilmistir. Asagida Sekil 2.2°de arastirma siirecinde izlenen yol verilmistir.
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Katihmecilar1 Secmek icin Olgiitlerin Belirlenmesi
Bir devlet tiniversitesindeki ilkdgretim matematik dgretmenligi programina kayitl tiim
ogretmen adaylarinin (N = 372) 6l¢iit 6rnekleme yontemi kullanilarak her sinif diizeyinde
basarili, orta derecede basarili ve basarisiz olmak iizere ii¢ gruba ayrilmasi ;

Pilot Klinik Gériismeler Yapilmasi
1. siuf, 2. sinif, 3. sinif ve 4. siniftan birer katilimer olmak tizere 4 katilimer ile pilot klinik
goriismeler yapilmasi

Klinik Goriisme Siirecine iliskin Uzman Déniitii Alma

Matematik egitimi alaninda uzman bir 6gretim iiyesinden, yapilan klinik goriismeler ile ilgili
olarak doniit alinmasi

Katihmcilarin Secimi
Her sinif diizeyinde basarili, orta derecede basarili ve basarisiz gruplardan 2 olmak tizere 6
katilimc1 ve toplamda 30 katilimei segilmesi

Verilerin Toplanmasi
Katilimeilar ile klinik goriismelerin gergeklestirilmesi ve bu siirecte aragtirmacinin giinlitk
tutmasi

Verilerin Analizi
Verilerin Miles ve Huberman’in (1994) {i¢ asamali nitel veri analizi yontemi kullanilarak
analizi

Raporlastirma

Sekil 2.2. Veri Toplama Stireci

Sekil 2.2°den de goriildiigli gibi dnce arastirmanin katilimeilarini belirleyebilmek
i¢in 6l¢iitler belirlenmis ardindan programa yeni baglayan katilimeilar disinda diger sinif
diizeylerinden birer katilimcr ile klinik goriismeler yapilmistir. Klinik goriismelerde
yapilan sorgulamalar1 degerlendirmek {izere matematik egitimi alaninda uzman bir
Ogretim liyesinin goriigleri alinmig ve arastirmaci klinik goriismede dikkat etmesi gereken
noktalar1 belirlemistir. Ardindan Ol¢iit Ornekleme yontemi kullanilarak her simmif
diizeyinden belirlenen Olciitlere gore secilen 6 katilimci olmak tizere toplam 30 katilimci
klinik goriisme yapmak tizere seg¢ilmistir. Katilimcilar ile klinik goriismeler
gerceklestirilmis ve bu siire¢ boyunca arastirmaci giinliikler tutmustur. Son olarak elde
edilen veriler Miles ve Huberman’in (1994) ii¢ asamali nitel veri analizi kullanilarak

analiz edilmis ve sonuglar raporlastirilmistir.
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2.4. Veri Toplama Araclan
Arastirmanin tasarlandigi nitel aragtirma desenine bagli olarak arastirmada veri
toplamak i¢in klinik goriisme ve arastirmaci giinliikleri kullanilmistir. Arastirmada

kullanilan veri toplama araglar1 asagida detayli olarak agiklanmustir.

2.4.1. Klinik goriismeler

Klinik goriisme, matematik egitimi arastirmalarinda siklikla kullanilan veri toplama
tekniklerinden biridir. Klinik goriismede amag, goriisiilen kisinin bilgi yapilarmi ve
muhakeme siireclerini ortaya ¢ikartmaktir (Clement, 2000). Klinik goriismedeki “klinik”
kelimesi kapsamli bir gozlem yapilmasi ve goriismenin genellikle klinik olarak
adlandirilan bir ofiste ya da goriisiilen kisilerin dogal ortamlar1 olan sinif gibi ortamlarda

yapildigin1 vurgulamaktadir (Zazkis ve Hazzan, 1998).

Klinik goriigmenin temeli Piaget’nin biligsel gelisim teorisine dayanir (Gingsburg,
1981). Gingsburg, Piaget’nin teorisinden hareketle klinik goriismelerin kesfetme,
tanmimlama ve yeterlik olmak iizere ii¢ amaci oldugunu ifade etmistir.

o Kesfetme, O0grenenin problem durumlarina yaklasimlarindaki bilissel olguyu
ortaya ¢ikarma
e Tammlama, bilissel siireglerin altinda yatan seyleri agiklama
o Yeterlik ise Ogrenenin belli bir goérevi yerine getirmedeki kapasitesini
degerlendirme olarak ele alinmistir.

Gingsburg’a (1981) gore yeterlik; motivasyonun degerlendirilmesini, verilen
gorevin anlasilmasii ve inanci gerektirmektedir. Zazkis ve Hazzan (1998) inancin
O0grenenin duruma iliskin cevabinin keyfi bir se¢im mi yoksa kendi yaklasimi i¢inde
devamli ve direncli mi olup olmadiginin anlasilmasi agisindan énemli oldugunu ifade
etmistir. Yapilacak olan klinik goriismelerde 6gretmen adaylarinin yaptiklar ispatlart
bilingli bir sekilde yapip yapmadiklar: da ortaya ¢ikarilmaya calisilmistir.

Arastirmanin amaci {iniversiteye yeni baglamis ortaokul matematik 6gretmen
adaylarinin, belirlenen matematik derslerini almis birinci, ikinci, iiglincli ve son sinifta
okumakta olan ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin ispatlama stireclerini incelemek
oldugundan, arastirma belli bir kavram ya da ders kapsaminda gergeklestirilmemistir.
Bunun i¢in yapilacak olan klinik gériismelerde, her sinif diizeyindeki ortaokul matematik
Ogretmeni adayinin bilgi sahibi oldugu diisiiniilen fonksiyon ve say1 kavramina iligkin
onermeler verilmis ve bu dnermelerin dogruluklar1 ya da yanlisliklarinin ispatlanmasi
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istenmistir. Fonksiyon kavramu ile ilgili sadece fonksiyon olma taniminin kullanilacagi
onermeler ele alinmistir. Bunun igin hem sonlu elemanli kiime hem de sonsuz elemanl:
kiime tizerinde tanimlanan cebirsel olarak verilen bir esitligin fonksiyon olup olmadiginin
ispatlanmasi istenmistir. Klinik gériismede fonksiyon olma durumu disinda fonksiyon
kavramina iligkin diger 6nermelere 6zellikle yer verilmemistir (fonksiyonun bire birligi,
ortenligi, artanligr vb.). Ciinkii alan yazinda da belirtildigi tizere ispatlama siirecinde,
ispatlanacak 6nermeye iliskin tanim, teorem ve 6zelliklerin bilinmesi olduk¢a 6nemlidir
(Moore, 1994). S6z konusu 6nermeye iliskin tanim, teorem ve 6zelliklerin bilinmemesi
durumunda, 6grencilerden 6nermenin ispatin1 yapmalarini beklemek olanaksizdir. Bunun
icin klinik goriismede fonksiyon olmaya iliskin Onermelerin yani sira yine temel
matematiksel kavramlardan dogal say1 ve tamsayilarin tekligi ve ¢iftligi ve reel sayilar
kiimesi ile ilgili dnermeler verilmistir. Ogrenciler dnermenin yapisina iligkin bir imaja
sahip olup ispat yontemlerine iliskin bilgi ve becerileri varsa verilen 6nermenin ispatina
iligkin hangi yontem ya da yontemlerin kullanilabilecegini belirtebilirler. Ancak
ogrenciler, ispatlanacak Onermeye iliskin tanim, teorem ve Ozellikleri bilmemeleri
durumunda ispat yapamayacaklardir. Kisacasi arasgtirmanin amaci her sinif diizeydeki
ortaokul matematik 6gretmen adayinin ispat yapma siireglerini incelemek oldugundan
klinik goriismelerde Ogretmen adaylarinin timiiniin bilgi sahibi oldugu diistiniilen
fonksiyon ve say1 kavramlarina yonelik basit dnermelerin ispatlanmasi istenmistir (EK
IV). Gerekli goriilen durumlarda klinik goriismenin dogasi geregi arastirmay1 agikliga
kavusturmak ve genisletmek i¢in yeni sorular da sorulmustur (Clement, 2000).
Ogretmen adaylarinin ispat yapma siireclerinin incelenmesinde gz Oniinde
bulundurulmasi gereken bir diger durum da ispat yontemleri bilgisidir. Ispat yontemlerine
iliskin alan yazinda pek ¢ok siniflama yapildigi goriilmektedir (MEB, 2011; Ozer, Coker
ve Tas, 2010; Epp, 2010). Arastirmada bu simniflamalardan Epp’in (2010) siniflamasi
kullanilacaktir. Epp (2010) ispat yontemlerini “dogrudan ispat”, “karsit ters ile ispat”,
“celiski ile ispat”, “durumlarla ispat”, “aksine 6rnek ile ispat”, “tiikketerek ispat”, “varlik
Ispat1” olmak iizere yedi baslik altinda toplamistir. Aragtirmada bu ispat yontemlerinden
“dogrudan ispat”, “karsit ters ile ispat”, “celiski ile ispat (olmayana ergi ile ispat)”,
“tiiketerek ispat”, “aksine ornek ile ispat” ve “varlik ile ispat” yontemleri ele alinmistir.
Katilimcilara klinik goriismede tiiketerek, dogrudan, karsit ters, aksine 6rnek verme,
olmayana ergi ve varlik ispat yontemlerini kullanmalarinin beklendigi alti1 ispatlama

sorusu sorulmustur. Ispatlanacak dnermeler secilirken, bu dnermelerin daha cok tek bir
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Ispat yontemi kullanilarak ispatlanabilir olmasina dikkat edilmistir. Asagida verilen Tablo
2.4’te klinik goriismede sorulan sorularda katilimcilarin kullanmalarinin beklendigi ispat

yontemleri verilmistir.

Tablo 2.4. Klinik goriisme sorularinda kullanilmast beklenen ispat yontemleri

1. Soru 2. Soru 3. Soru 4. Soru 5. Soru 6. Soru
Kullamilmasi Karsit ters / Aksine Olmayana
beklenen Tiiketerek Dogrudan Olmayana Ornek ergi Varlik
ispat yontemi ergi verme

Ancak Tablo 2.4’ten de goriildiigii gibi 3. soruda 6nermenin mantiksal yapisi geregi
olmayana ergi yontemi de kullanilabilmektedir. Bunun i¢in 3. soruda olmayana ergi ispat
yontemini kullanmayr segen katilimcilart karsit ters ispat yontemini kullanmaya
yonlendirmek icin verilen 6nermeye denk olan bir 6nerme yazmalari istenmistir. Ayrica
tiiketerek ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 1. soruda diger sorularda oldugu
gibi 6nerme dogrudan verilmemis, katilimcilardan oncelikle verilen bagintinin fonksiyon
olma durumuna karar vererek hipotezi kendilerinin ortaya atmasi beklenmistir. Burada
amag 6gretmen adaylarinin fonksiyon kavram bilgilerini degerlendirmektir. Ayrica Klinik
goriismelerde ispatlama siirecinin sonunda katilimcilardan yaptiklarinin ispat olma
durumunu degerlendirmeleri de istenmistir. Bunun amaci katilimcilarin ispatlama
stiregleri hakkinda daha detayli bilgi sahibi olmak ve ispat yontemlerini farkindalik
durumlarin ortaya ¢ikartmaktir.
Ogretmen adaylarinin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin goriislerini

incelemek i¢in ise klinik goériismede 6gretmen adaylarina:

- Sence ispat yapmak hangi sinif diizeyinde basliyor?

- Ortaokulda ispat nedir?

- Az 6nce konustugumuz sayilara ilisin onermelerin dogruluklarini ortaokul
ogrencileri ile tartismanin uygunlugu konusunda ne diisiiniiyorsun?

- Sen boyle 6nermelerin dogruluklarini ortaokul 6grencilerine gostermek i¢in ne
yaparsin?

- Ortaokul 6grencilerinin ispatlama becerilerini gelistirmeye yonelik neler

yaparsin?
sorular1 yoneltilmistir. Burada amag 6gretmen adaylarinin ortaokul diizeyinde goriilen ve

kendilerine de yoneltilen sayilarin tekligi ve ciftligi lizerine olan dnermelerin ortaokul
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diizeyinde ispatina iliskin ne disiindiiklerini, ispatlamanin ilkégretim yillarinda
bagladiginin ve ileride 6gretmen olduklarinda ogrencilerinin ispatlama becerilerini

gelistirmekten sorumlu olduklarinin farkinda olma durumlarini arastirmaktir.

2.4.2. Arastirmaci giinliikleri

Arastirmanin bir diger veri toplama araci da arastirmacinin arastirma siireci
boyunca, yapacagi klinik gériisme 6ncesi ve sonrasinda tuttugu arastirmaci giinliikleridir.
Arastirmact katilimcilarla ilgili gozlemlerini, yapilan klinik goriismelerle ilgili ilk
degerlendirmelerini ve siiregte yasananlar1 gilinliigline not tutmustur. Ayrica
katilimcilardan klinik goriisme disinda alinan bilgiler de giinliige kaydedilmistir. Bu
giinliikler 6zellikle klinik goriisme Oncesi ve sonrasinda tutularak 6gretmen adaylari
hakkinda daha fazla bilgi sahibi olmada, siiregte elde edilen verileri organize etmede ve

verilerin analizinde yarar saglamistir.

2.5. Verilerin Analizi ve Yorumlanmasi

Klinik goriismelerden elde edilen veriler Selden ve Selden’in (2007) teorik
cergevesine gore Miles ve Huberman’in (1994) verilerin azaltilmasi, verilerin gésterimi
ve sonuglart ortaya koyma ve dogrulama olmak iizere ii¢ asamasi olan nitel veri analizi
yontemi kullanilarak analiz edilmistir. Verilerin azaltilmas1 asamasinda elde edilen veri
calismanin amact dogrultusunda ayiklanmis, bu veriler kodlanarak iliskili kodlarin bir
araya getirilmesiyle temalar olusturulmustur.

Arastirmada Selden ve Selden’in (2007) teorik ¢ercevesinde yer alan ispatin
formal-retorik kisminin nasil olusturuldugu ve ispatlama siirecinde ortaya ¢ikan problem-
merkezli kismin nasil ¢oziildiigii analiz edilmistir. Selden ve Selden’in teorik
cercevesinde yer alan ispatin alt ispatlar ile nasil organize edildiginin ele alindigi
hiyerarsik yap1 ve idealize edilen bir ispatlayici tarafindan olusturulan ispat boyunca
asamalarin yapilis yolu, ispatin formal-retorik kismimin olusturulmasi siirecinde
degerlendirilmis, ayrica ele alinmamistir. Ciinkii arastirmada herhangi bir alt ispat
gerektirmeyen basit Onermelerin ispatlanmasi istenmis, dolayisiyla da hiyerarsik yap1 ve
yapilis yolu da ispatin kendi i¢inde degerlendirilmistir. Selden ve Selden (2007) ispatlama
becerisini analiz etmek i¢in gelistirdigi teorik ¢ergcevede ispati kendi iginde formal-retorik
ve problem merkezli kisim olmak iizere ikiye ayirmistir. Bir 6nermenin ispatindaki

formal-retorik kisim, bu 6nermenin ve bu 6nermenin ispati i¢in gerekli olan tanim ya da
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onermelerin mantiksal yapisinin matematik dilinde ifade edilmesi (unpacking) ve bu
mantiksal yapimin ispat icin kullanilmasidir (Selden ve Selden, 2013). Ispat cercevesi
(proof framework) olarak da ifade edilen formal-retorik kisimda (Selden ve Selden,
2013), ispatin yapilmasi i¢in gerekli olan ispat yontemi bilgisi kullanilir. Formal-retorik
kismin olusturulmasi igin ispata iligkin kavramlarin derinlemesine anlagilmasi ya da
problem ¢6zme becerisinin kullanilmasi gerekli degildir (Selden ve Selden, 2007). Bu
nedenle formal-retorik kismin olusturulmasi yontem bir beceri olarak goriilmektedir
(Selden ve Selden, 2015). ispatin problem merkezli kismi ise ispatlanacak olan
Onermenin mantiksal yapist matematik dili ile ifade edildikten sonra gerekli olan
kavramsal ve islemsel bilgilerin kullanilarak ispatin tamamlanmasidir. Problem-merkezli
kisim i¢in ispatlanacak 6nermeye iliskin kavramsal bilginin derinlemesine anlasilmasi ve
problem ¢6zme becerisi gereklidir (Selden ve Selden, 2013). Selden ve Selden’in (2007)
teorik cergevesinde bahsettigi davranis semalari da ispatlama siireci i¢in oldukca
onemlidir. Ispatlama siirecinde Selden ve Selden’in (2009) de ifade ettigi gibi ispatlama
deneyimi kazanildik¢a karsilagilan durumlar ve bu durumlara karsilik yapilan eylemler
zaman icinde iligkilendirilir ve boylece davranis semalar1 olusur. Ornegin “Vx € IR i¢in
...” seklindeki bir dnermenin ispatina “Keyfi bir x € IR alalim” bigiminde baslamak
yararli bir davranig semasidir (Selden ve Selden, 2007).

Klinik gortismede ilk soruda sonlu elemanli kiime {izerinde taniml1 bagint1 cebirsel
temsil ile verilerek bu bagintinin fonksiyon olup olmama durumunun belirlenmesi ve bu
belirleme sonucunda fonksiyon olma durumuna iliskin ortaya atilan hipotezin

ispatlanmasi istenmistir (EK IV). Selden ve Selden’in teorik ¢er¢evesinin kullanildigi

calismalarda (Selden vd., 2010; Selden vd., 2014; Savic, 2015) genel olarak “p = g (p
ve q bir 6nerme) formundaki 6nermelerin ispatlanmasi istenmektedir. Boyle 6nermelerin
ispatlanmas1 siireci, eger Onerme matematik dilinde ifade edilmemisse Onermenin
matematik dilinde ifade edilmesi ile baslar. Ardindan formal retorik kisim olusturulur ve
formal-retorik kismin ortaya ¢ikarttig1 problemin ¢6ziilmesi ile problem-merkezli kisim
coziilerek ispatlama siireci tamamlanir. Klinik goriismede yalnizca bu soruda
ispatlanacak olan ©onerme dogrudan verilmemis, katilimcilardan Oncelikle verilen
bagmtinin fonksiyon olma durumuna karar vererek bir hipotez ortaya atmalarinin

beklendigi asagidaki soru sorulmustur:
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f:A-> A

olacak sekilde
x>y =f(x) ¢

“A=1{0,1,2,3} olmak iizere y = 3 — x esitligi

bir fonksiyon belirtir mi?”’
Burada katilimcilarin ispatlama siirecine gegmeden 6nce bir hipotez ortaya atmak
icin fonksiyon kavrami bilgilerini kullanma durumlart incelenmistir. Sonrasinda

katilimcilara ortaya attiklar1 dogru hipotez dogrultusunda asagidaki soru yoneltilmistir.

fiIR - IR

x>y =f(x) olacak sekilde bir

“A =1{0,1, 2,3} olmakiizere y = 3 — x esitligi

>

fonksiyon belirttigini ispatlayiniz.’

Katilimcilarin ispatlama siirecine gegmeden 6nce bir hipotez ortaya atmak igin
fonksiyon kavramu bilgilerini kullanmalar1 gerekmektedir. Fonksiyon olma ya da olmama
durumuna gore ortaya hipotezin atilmasindan sonra Selden ve Selden’in (2007) teorik
cercevesinde ifade edilen ispatlama siireci (formal ispat) baslamaktadir. Ayrica burada
katilimcilarin sonlu elemanli bir kiime {iizerinde tanimli olarak verilen bagmtinin
fonksiyon belirttigini ispatlamak ic¢in tiiketerek ispat yontemini kullanmasi

beklenmektedir. Asagida Tablo 2.5’te 1. soruya iliskin kodlama tablosu verilmistir.

Tablo 2.5. Tiiketerek ispat yapilmasinmin beklendigi soruya iliskin kod, kategori ve tema tablosu

KURAMSAL
TEMA (Tiiketerek ispat) KARSILIK KODLAR
(Selden ve Selden
(2007)
Bagintinin fonksiyon Hipotezin e Dogru hipotezi ortaya atma
olup olmadigina karar verme ortaya atilmasi e Fonksiyon kavram bilgisine sahip
olma
e Fonksiyon kavram bilgisini dogru
kullanma
o Eksik fonksiyon kavram bilgisine
sahip olma
e Eksik fonksiyon kavram bilgisini
kullanma
e Hatali fonksiyon kavram bilgisine
sahip olma
e Hatali fonksiyon kavram bilgisini
kullanma

e lslem bilgisini dogru kullanma
e Grafikle fonksiyon olma durumunu
arastirma
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Tablo 2.5. (Devam) Tiiketerek ispat yapimasinin beklendigi soruya iliskin kod, kategori ve tema tablosu

KURAMSAL
TEMA (Tiiketerek ispat) KARSILIK KODLAR
(Selden ve Selden
(2007)
Fonksiyon olma Onermenin e Fonksiyon olma kosulunu matematik
kosulunun matematik mantiksal  yapisini dilinde uygun bir sekilde ifade etme
dilinde ifadesi ¢6zme (Unpack) e  Fonksiyon olma kosulunu matematik
dilinde eksik bir sekilde ifade etme
e Fonksiyon olma kosulunu anadilde
ifade etme
e Fonksiyon olma kosulunu anadilde
eksik bir sekilde ifade etme
e Fonksiyon olma kosulunu ifade
etmeme
Fonksiyon olma durumunu Ispatin e Kiimenin smirlh sayida elemani
ispat yolu Formal—Retorik oldugunu fark etme
(Fonksiyon ise tanim Kismu (Ispat e Tiketerek ispat yontemi bilgisine
kiimesinin sinirli olmast gergevesi) sahip olma
durumunda tiiketerek ispat e Tiiketerek ispat yontemini kullanma
yontemini kullanma) o Tiiketerek ispat ydntemi bilgisine
sahip olmama
e Uygun olmayan ispat yontemini
kullanma
e Olmayana ergi ile ispat yontemini
kullanma
e Herhangi bir ispat girisiminde
bulunmama
Fonksiyon kavram bilgisi ve Ispatin Problem- e Eksik olan fonksiyon kavram bilgisini
gerekli islemsel bilgilerle Merkezli Kismi kullanarak fonksiyon olma durumunu
fonksiyon olma gosterme
durumunun gosterilmesi e Fonksiyon kavram bilgisini
kullanarak fonksiyon olma durumunu
gosterme

e Hatali fonksiyon kavram bilgisini
kullanarak fonksiyon olma durumunu
gosterme

e Gerekli islemsel bilgiyi kullanarak
fonksiyon olma durumunu gdsterme

Katilimcilara sonsuz elemanli bir kiime lizerinde tanimli bir bagintinin fonksiyon
olma durumunu ispatlamak i¢in dogrudan ispat yontemini kullanmalarinin beklendigi

asagidaki soru sorulmustur.

fiIR - IR

“v=x+1 esitligi
Y e x>y =f(x)

olacak sekilde bir fonksiyon belirttigini

ispatlayiniz.”

Bu soruda katilimcilardan hipotez ortaya atmalar1 beklenmeden dogrudan verilen
onermenin dogrulugunu ispatlamalar1 beklenmistir. Burada katilimcilarin fonksiyon
kavram bilgilerini kullanmalar1 ve baginti sonsuz elemanli bir kiime iizerinde

tanimlandig1 i¢in tanim kiimesinden keyfi bir eleman secerek verilen bagintinin fonksiyon
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olma kosullarmi sagladigim

dogrudan

ispat yontemini

kullanarak gostermesi

gerekmektedir. Bu soruya iliskin kodlama tablosu agsagida Tablo 2.6’da verilmistir.

Tablo 2.6. Dogrudan ispat yapilmasimin beklendigi soruya iliskin kod, kategori ve tema tablosu

TEMA (Dogrudan ispat)

KURAMSAL
KARSILIK

(Selden ve Selden,
2007)

KODLAR

Onermenin matematik
dilinde ifadesi

Onermenin mantiksal
yapisini ¢0zme

Fonksiyon kavramint matematik

dilinde ifade etme

(Unpack) Fonksiyon kavramini anadilde ifade
etme
Fonksiyon kavramini ifade etmeme
Matematik dilinde “her”
niceleyicisini dogru kullanma
“Her” niceleyicisini kullanmama
Onermenin dogru olma Ispatin Dogrudan ispat yontemi bilgisine
durumunu ispat yolu Formal-Retorik sahip olma
(Onermenin yapisina Kismi (Ispat Dogrudan ispat yontemi bilgisine
gore dogrudan ispat cergevesi) sahip olmama

yontemini kullanma)

Dogrudan ispat yontemi bilgisini
uygun sekilde kullanamama
Dogrudan ispat yontemi bilgisini
uygun sekilde kullanma

Uygun olmayan ispat yontemini
kullanma

Herhangi bir ispat girisiminde
bulunmama
Fonksiyon kavram Ispatin problem- Fonksiyon kavramini dogru
bilgisi ve gerekli islemsel merkezli kismi kullanma

bilgilerle 6nermenin dogru
oldugunu gésterme

Eksik fonksiyon kavram bilgisini
kullanma

Hatali fonksiyon kavram bilgisini
kullanma
Gerekli
kullanma

islemsel Dbilgiyi dogru

Karsit ters ya da olmayana ergi ispat yonteminin kullaniimasinin beklendigi klinik

goriismenin 3. sorusu olan “n bir dogal sayr olmak iizere n? tek sayi ise n tek sayidir.”

Onermesinin ispatinda ise katilimcilarin Oncelikle Onermenin mantiksal yapisini

cozmeleri baska bir ifade ile “ise” baglacinin kullani1ldig1 bu 6nermede hipotez ve hiikiim

kisimlarini ayirt ederek uygun ispat yontemlerinden birini segmeleri beklenmistir. Bu

Onermenin ispati i¢in dogrudan ispat yontemi uygun degildir. Katilimcilarin karsit ters

ispat yontemi yerine olmayana ergi ispat yontemini se¢gmeleri durumunda karsit ters ispat

yontemini kullanmalar1 i¢in yOnlendirme yapilmistir. Bu Onermenin ispatina iliskin

kodlama tablosu asagida Tablo 2.7’de verilmistir.
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Tablo 2.7. Kargit ters / olmayana ergi ispat: yapilmaswnin beklendigi soruya iliskin kod, kategori ve tema

tablosu
TEMA (Karsit ters / KURAMSAL KODLAR
Olmayana ergi ispatr) KARSILIK
Selden ve Selden
(2007)
Onermenin matematik Onermenin mantiksal e  Onermenin  mantiksal ~ yapisini
dilinde ifadesi yapisini ¢dzme ¢cbzme
(Unpack) e Onermenin mantiksal  yapisini
¢0zememe
e Onermeyi matematik dilinde ifade
etme
e Onermeyi anadilde ifade etme
e Tek tam sayiyr dogru bir sekilde
ifade etme
e  Matematik dilinde “her”
niceleyicisini dogru kullanma
e “Ise” baglacii dogru kullanma
e  “Her” niceleyicisini kullanmama
e “Ise” baglacini kullanmama
Onermenin dogru olma ispatln e Uygun ispat yontemini se¢me
durumunu ispat yolu Formal-Retorik (karsit ters ya da olmayana ergi)
(Onermenin dogru Kisn (Ispat e Olmayana ergi ve aksine Ornek
olmasi durumunda gergevesi) verme ispat yontemlerini karigtirma
Onermenin yapisina gore e Eksik varsayimda bulunma
aksine 6rnek verme (hiikmiin degilini ve hipotezi aym
ispat yontemini kullanma) anda kabul etmesi gerekirken
yalnizca hiikmiin degilini kabul
etme)
e Hiikmii varsayip hipotezi gdsterme
(converse error)
e Hipotesin degilini varsayip hiikmiin
degilini gosterme (inverse error)
e Uygun olmayan ispat yontemini
se¢me (Dogrudan ispat yontemi)
e ispat yontemini hatali kullanma
e Herhangi bir ispat girisiminde
bulunmama
Tek ve cift tamsay1 kavram Ispatin Problem- o Tek ve gift tamsayr kavramlarini
bilgisi ve gerekli islemsel Merkezli Kismi dogru kullanma
bilgilerle 6nermenin dogru e Tek ve ¢ift tamsayr kavramlarim
oldugunu gosterme matematik dilinde dogru bir sekilde

temsil etmeme
e Gerekli islemsel bilgiyi dogru
kullanma

Klinik goriismenin 4. sorusunda katilimcilardan “Her x € IR i¢in x < x2’dir.”
onermesinin dogru oldugunu ya da yanlis oldugunu ispatlamalari istenmistir. Evrensel
niceleyicinin kullanildig1 bu 6nermenin yanlis oldugunu ispatlamak i¢in katilimcilardan
aksine Ornek verme ispat yontemini ve reel sayr kavram bilgisini kullanmalari

beklenmektedir. Asagida Tablo 2.8’de bu soruya iliskin kodlama tablosu verilmistir.
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Tablo 2.8. Aksine 6rnek verme ispati yapilmasinin beklendigi soruya iliskin kod, kategori ve tema tablosu

TEMA (Aksine ornek verme KURAMSAL

ispati) KARSILIK KODLAR
(Selden ve Selden,
2007)
Onermenin matematik Onermenin mantiksal e  Onermenin  mantiksal  yapisini
dilinde ifadesi yapisini ¢dzme ¢cbzme
(Unpack) e Onermenin  mantiksal  yapisini
¢0zememe
e Onermeyi matematik dilinde ifade
etme
e  Matematik dilinde “her”

niceleyicisini dogru kullanma
e “Her” niceleyicisini kullanmama

Onermenin dogru olma Ispatin e Aksine 6rnek verme ispat yontemini
durumunu ispat yolu Formal-Retorik bilgisine sahip olma
(Onermenin yanlis Kismi (Ispat e Aksine drnek verme ispat yontemini
olmasi durumunda cercevesi) kullanma
Onermenin yapisina gore e Aksine ornek verme ispat yontemi
aksine 6rnek verme bilgisine sahip olmama
ispat yontemini kullanma) e Uygun olmayan ispat y&ntemini
kullanma
Reel say1 kavram Ispatin Problem- e Reel say1 kavramini dogru kullanma
bilgisi ve gerekli iglemsel Merkezli Kismi e Reel say1 kavram bilgisi eksikligi
bilgilerle 6nermenin dogru e Reel sayr kavram bilgisini yanlis
oldugunu gésterme kullanma
e Gerekli islemsel bilgiyi dogru
kullanma

Klinik gériismenin 5. sorusu olarak katilimcilardan “Hem tek hem de ¢ift olan bir
tamsayr yoktur.” Onermesinin dogrulugunu ispatlamalari istenmigstir. Bunun igin
katilimeilarin tamsay1 kavram bilgilerini ve olmayana ergi ispat yontemini kullanmalari

bekInemektedir. Asagida Tablo 2.9°da bu soruya iliskin kodlama tablosu verilmistir.

Tablo 2.9. Olmayana ergi ispat: yapilmasinin beklendigi soruya iligkin kod, kategori ve tema tablosu

TEMA (Olmayana ergi ispatr) KURAMSAL KODLAR
KARSILIK (Selden
ve Selden, 2007)

Onermenin matematik Onermenin mantiksal o  Onermenin  mantiksal ~ yapisini
dilinde ifadesi yapisini ¢6zme ¢cOzme
(Unpack) e Onermenin mantiksal  yapisini
¢0zememe
Onermenin dogru olma Ispatin e Olmayana ergi ispat yontemi
durumunu ispat yolu Formal—Retorik bilgisine sahip olma
(Onermenin dogru Kism (Ispat e Olmayana ergi ispat yontemini
olmasi durumunda cercevesi) kullanma
Onermenin yapisina gore e Olmayana ergi ispat yontemi
olmayana ergi bilgisine sahip olmama
ispat yontemini kullanma) e Uygun olmayan ispat yontemini
kullanma
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Tablo 2.9. (Devam) Olmayana ergi ispati yapimasinin beklendigi soruyu iliskin kod, kategori ve tema

tablosu

TEMA (Olmayana ergi ispat)

KURAMSAL
KARSILIK (Selden
ve Selden, 2007)

KODLAR

Onermenin dogru olma
durumunu ispat yolu
(Onermenin dogru

olmas1 durumunda
Onermenin yapisina gore
olmayana ergi

ispat yontemini kullanma)

Ispatin Formal- .

Retorik Kismu (Ispat
gergevesi)

Herhangi bir ispat girisiminde
bulunmama

Cift-tek tamsay1 ve degisken
kavram bilgisi ve gerekli
islemsel bilgilerle 6nermenin
dogru oldugunu gosterme

Ispatin Problem- .

Merkezli Kismi

Cift tamsay1 kavramini matematik
dilinde temsil etme

Cift tamsay1 kavramini matematik
dilinde temsil edememe

Cift tamsayr kavramimi dogru
kullanma

Tek tamsay1 kavramini matematik
dilinde temsil etme

Tek tamsayr kavramini matematik
dilinde temsil edememe

Tek tamsayr kavramimmi dogru
kullanma

Degigken kavramini dogru
kullanma
Degisken kavramini yanlig
kullanma

Gerekli islemsel bilgiyi dogru
kullanma

Klinik goriismenin 6. sorusu olarak katilimcilardan “Bir x > 5 reel sayisi vardir

oyle ki x? < 26°dir.” Snermesinin dogrulugunu ispatlamalar1 istenmistir. Bunun icin

katilimcilarin 6nermede kullanilan varlik niceleyicini fark ederek dnermenin mantiksal

yapisini ¢ozmeleri, reel say1 kavram bilgisi, varlik ispat yontemini kullanmalari ve gerekli

islemleri yapmalar1 beklenmektedir. Asagida Tablo 2.11°de bu soruya iliskin kodlama

tablosu verilmistir.

Tablo 2.10. Varlik ispat: yapilmasimin beklendigi soruya iligkin kod, kategori ve tema tablosu

TEMA (Varlik ispati) KURAMSAL KODLAR
KARSILIK (Selden
ve Selden, 2007)
Onermenin matematik Onermenin mantiksal e  Onermenin  mantiksal  yapisin
dilinde ifadesi yapisini ¢6zme ¢cozme
(Unpack) e Onermenin mantiksal  yapisini
¢0zememe
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Tablo 2.10. (Devam) Variik ispati yapimasinin beklendigi soruya iliskin kod, kategori ve tema tablosu

TEMA (Varlik ispati) KURAMSAL KODLAR
KARSILIK (Selden
ve Selden, 2007)

Onermenin matematik dilinde Onermenin mantiksal e  Matematik dilinde “varhik”
ifadesi yapisini ¢dzme niceleyicisini dogru kullanma
(Unpack) e “Varlik” niceleyicisini kullanmama
Onermenin dogru olma Ispatin e Varlik ispat yontemini bilgisine
durumunu ispat yolu Formal-Retorik sahip olma
(Onermenin dogru Kismi (Ispat e Varlik ispat yontemini kullanma
olmas1 durumunda gergevesi) e Varlik ispat yontemi bilgisine sahip
Onermenin yapisina gore olmama
varlik ispat yontemini kullanma) e Uygun olmayan ispat yontemini
kullanma
e Herhangi bir ispat girisiminde
bulunmama
Reel say1 kavram Ispatin Problem- e Reel say1 kavramini dogru kullanma
bilgisi ve gerekli islemsel Merkezli Kismi e Reel say1 kavram bilgisi eksikligi
bilgilerle 6nermenin dogru e Reel say1 kavram bilgisini yanlis
oldugunu gésterme kullanma
e Gerekli islemsel bilgiyi dogru
kullanma

e  Gerekli iglemleri yapmama

Kisaca 6zetlemek gerekirse katilimcilarin ispatlama siireci ispatin formal-retorik ve
problem-merkezli kisimlarina gore incelenmis ve ispatlama siirecinde gerekli olan
kavram bilgisi, islemsel bilgi ve ispat yontemi bilgisini kullanma durumlari analiz
edilmigtir. Katilimeilarin verilen Onermelerin  mantiksal yapisinin farkinda olma
durumlart ve ispatlarint matematik dili ya da anadilde ifade etme bigimleri de ele
alinmistir.

Katilimcilarin ortaokul diizeyinde ispat yapmaya iliskin gortisleri ise Klinik
goriismede sorulan sorular dogrultusunda “ispat yapmaya hangi simif diizeyinde
baslanacag1”, “ortaokulda ispatin ne oldugu”, “sayilarla ilgili gériismedeki 6nermelerin
dogruluklarim1 ortaokul Ogrencileri ile tartismanin uygunlugu”, “sayilarla ilgili
goriismedeki Onermelerin dogruluklarin nasil gosterilecegi” ve “ortaokulda ispat
becerilerini gelistirmek i¢in yapilacaklar” bigiminde kategorilere ayrilarak Tablo 2.11°de

verildigi gibi kodlanmustir.
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Tablo 2.11. Ortaokul diizeyinde ispat yapmaya iliskin goriislerin kod ve kategorileri

Ortaokul Diizeyinde ispat Yapmaya iliskin
Goriislerin Kategorileri Kodlar
Ispat yapmaya hangi simif diizeyinde baslanacagi iIkdgretim diizeyinde baslar.
e Lise diizeyinde baslar.
e Universite diizeyinde baslar.

Ortaokulda ispatin ne oldugu e Ortaokulda basit diizeyde ispat yapilir.
e Ortaokul diizeyinde ispat yapilmaz.
e Seviyeye uygun olarak cebirsel ispatlar da

yapilir.
Sayilarla ilgili goriigmedeki 6nermelerin e Uygundur.
dogrululuklarini ortaokul dgrencileri ile e Uygun degildir.
tartismanin uygunlugu
Sayilarla ilgili goriigmedeki 6nermelerin e Uygun olmadig1 icin géstermeme
dogruluklarinin nasil gosterilecegi e Nasil gosterilecegini bilmeme

¢ Orneklerle denemeler yapma
o Once ispatlamaya iliskin kendi eksiklerini
giderme
e Yalnizca sozel olarak dogru oldugunu
sOyleme
o Cebirsel olarak gosterme
Ortaokulda ispat becerilerini geligtirmek i¢in o Ogrencilere ispat yaptirma

yapilacaklar o Ogrencilere yaptiklarin sorgulatma
e Ne yapilacagini bilmeme
e Somut materyallerle etkinlikler yapma

2.6. Arastirmanin Gegerligi ve Giivenirligi

Aragtirmada veri toplama araci olarak klinik gériisme yoOntemi ve arastirmaci
giinliikleri kullanilmigtir. Hazirlanan klinik gériisme sorulari iki matematik egitimi ve bir
Tiirkge egitimi alanlarinda uzman 6gretim tiyelerine gosterilmis ve 6gretim tiyelerinden
sorular1 arastirmanin amacina uygunlugu ve dil bakimindan anlagilirligi agisindan
degerlendirmeleri istenerek goriisleri alinmistir. Alinan doniitler dogrultusunda gerekli
diizenlemeler yapildiktan sonra hazirlanan sorularla 1., 2., 3. ve 4. smifta okumakta olan
birer 6gretmen adayi ile pilot klinik gortismeler yapilmustir. Pilot klinik goriismeler ile
ilgili matematik egimi alaninda uzman bir 6gretim iiyesinden doniitler alinmistir.
Katilimcilarla klinik goriismeler yapildiktan sonra elde edilen veriler, konu alaninda
uzman bir kisi ile arastirmaci tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak degerlendirilerek
giivenirlik ¢alismasi yapilmis ve yapilan degerlendirmeler arasinda uyum saglanmistir.
(Miles ve Huberman, 1994). Verilerin gosterimi asamasinda tablo ya da gorsel
kullanilarak veriler gorsel hale getirilmis, sonuglar1 ortaya koyma ve dogrulama
asamasinda ise ortaya cikan iligkiler yorumlanarak elde edilen sonuglar alan yazinla

karsilastirilmistir.
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3. BULGULAR VE YORUM
3.1. Katihmeilarin Ispatlama Siireclerine Iliskin Bulgular
3.1.1. Birinci sinifa yeni baslayan katihmcilarin ispatlama siirecleri

Sorulan sorulardaki ispatlama siireclerinin tiimiinii basar1 ile tamamlayan katilimci
olmamustir. Katilimeilarin ispat yontemi ve ispat igin gerekli olan kavram bilgilerinin
eksik oldugu gorilmistiir. Alt1 katilimcidan ikisi (Fatmagiil ve Seda) hi¢bir ispatlama
stirecinde basarili olamazken, ti¢li (Hacer, Ece ve Melis) yalnizca bir soruda, biri ise
(Yonca) iki soruda ispatlama siireclerini basari ile tamamlamigtir. Katilimcilarin en g¢ok
aksine ornek verme ispat yontemini kullanmalarinin beklendigi 6nermenin ispatlama
slirecinde basarili olduklari, tiiketerek, dogrudan, karsit ters olmayana ergi ispat
yontemlerinin  kullanilmasinin  beklendigi Onermelerin ispatlama siireclerinde ise
basarisiz olduklari goriilmistiir. Katilimcilardan tigli aksine ornek verme ispatlama
slirecinde basarili olmus, tiiketerek, dogrudan, karsit ters ve olmayana ergi ispatlama
siireclerini basariyla tamamlayan katilimci ise olmamistir. Genellikle katilimeilarin
uygun ispat yontemi bilgisine ya da ispat i¢in gerekli olan kavram bilgisine sahip
olmadiklarindan ispatlama siire¢lerinde basarisiz olduklar1 gériilmiistiir.

Ispatlama siireclerinde diger katilimcilara gore daha basarili olan Yonca, aksine
ornek verme ve varlik ispat yontemini kullanmasinin beklendigi sorularda basarili bir
sekilde ispat yapmustir. Fatmagiil ve Seda ise higbir ispatlama siirecini basariliyla
tamamlayamamuistir. Hacer ve Ece yalnizca aksine 6rnek verme, Melis ise yalnizca varlik
ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermeleri dogru bir sekilde ispatlamistir.
Katilimcilar, sorulan sorular i¢inde en ¢ok aksine ornek verme ispat yonteminin
kullanilmasinin beklendigi “Her x € IR icin x < x?dir” 6nermesinin ispatinda basarili
olmuslardir. Alt1 katilimcidan ti¢ii (Hacer, Ece ve Yonca) dnermenin mantiksal yapisini
dogru bir sekilde anladigini ve aksine 6rnek verme ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu
gostermis, reel say1 kavram bilgisini de kullanarak ispatlama siirecini basaril bir sekilde
tamamlamistir. Bu {i¢ katilimci verilen 6nermenin yanlis oldugunu gosteren bir reel say1
bulmus ve yaptiklarinin bir ispat oldugunu ifade etmistir. Geriye kalan ti¢ katilimcidan
ikisi (Melis ve Seda) onermenin yanlis oldugunu gosteren bir reel sayr bulmalarina
ragmen yaptiklarinin dnermenin yanlis oldugunu gostermek oldugunu belirterek aksine
ornek verme kant yontemi bilgisine sahip olmadiklarini géstermislerdir. Asagida aksine
ornek verme ispatlama siirecinde basarili olan ii¢ katilimcidan biri olan Yonca’nin aksine
ornek verme ispatina iligkin goriisme kagidindan ve gériismesinden alintilar verilmistir.
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Géorsel 3.1. Yonca 'min aksine érnek verme ispatina iliskin goriisme kagidindan alinty

Yonca: Bu yanlistir, ¢iinkil reel sayilar icerisinde kesirli ifadelerde vardir. Mesela basit
kesirler vardir onlarda boyle bir sey saglanmiyor (yaziyor...). Reel sayilar i¢in yanlis
oldugunu soyle ispatladim. Sadece bir 6rnek yetti. x yerine 3/7 yazdim, 3/7 bir reel sayidir.
Onun karesini aldim, 9/49 buldum. Simdi ben bunu 7 ile genislettim 21/49 oldu. Yani x,
x2’den daha biiyiik oldu. O yiizden bu 6nerme yanlistir.

Goriismeci: Bu bir ispat midir?

Yonca: Ispattir, kimse bunun iistiine konusamaz

Goriigmeci: Neden?

Yonca: Ciinkii bunu yanlis yapti burada. x de zaten su 3/7, suraya yazayim 3/7 € R

(yaziyor...) ondan sonra evet ispattir.

Katilimcilardan ikisi (Melis ve Seda) ise aksine 6rnek verme ispat yonteminin
kullanilmasiin beklendigi 6nermenin ispatlama siirecinde 6nermenin yanlis oldugunu
gosteren bir reel sayr bulmasina ragmen bu yaptiklarini bir ispat olarak
degerlendirmemistir. Asagida bu katilimcilardan Melis’in aksine 6rnek verme ispat
yontemini kullanmasinin beklendigi onermenin ispatina iliskin gériisme kagidindan ve

goriigmesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.2. Melis'in aksine ornek verme ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Goriismeci: Peki bu bir ispat oldu mu?

Melis: Hayir. Diisiinemiyorum ya ne desem, ne yapsam mesela bir x eklemektir, ne bileyim
2’ye bolmektir dyle seyler yapiyorlar ya her iki tarafa da

Goriligmeci: x yerine % verdin. Bu sekilde sen ne yapmis oldun?

Melis: Ben burada hep deniyorum. % verdim, 1 verdim, sonra dedim ki, bu boyle degildir.
Goriismeci: Peki dogrulugu i¢in ne diyorsun?

Melis: Bu yanlistir diyorum.
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Goriigmeci: Yanlistir diyorsun. Peki, bu gekilde bir tane 6rnek verdin % dedin. Bu bir ispat
olur mu?
Melis: Ciirlittiim ben bunu, hani kendi dedigimi ispatlayamiyorum ama bunu ¢iiriittiim

bence.

Melis: Ciinkii diisiinemedigim yani ¢ok sey var, ne desem, ne yazsam
Goriigmeci: Yani bu bir ispat oldu mu dedigimde ne dedin?

Melis: Bu bir ispat degil.

Gortismeci: Peki ne bu yaptigin ne?

Melis: Denemek.

Yukaridaki alintidan da goriildigi gibi Melis, 6nermeyi saglamayan bir reel say1
bulmasina ve Onermenin yanlis oldugunu belirtmesine ragmen yaptigmin bir ispat
olmadigin1 deneme oldugunu ifade ederek aksine 6rnek verme ispat yontemi bilgisine
sahip olmadigin1 géstermistir.

Katilimcilardan Fatmagiil ise reel sayr kavram bilgisini dogru bir sekilde
kullanamamis ve onermenin dogru oldugunu ifade etmistir. Ancak Fatmagiil 6nermenin
ispati i¢in 6nermenin mantiksal yapisina uygun bir ispat yontemi segmemis, yalnizca bir
ornek iizerinden dnermenin dogru oldugunu ifade etmistir. Asagida Fatmagiil’lin aksine
ornek verme ispat yontemini kullanmasinin beklendigi Onermeye iliskin goériisme

kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.

Ny — B e
x‘z.: o U o =

-

Gorsel 3.3. Fatmagiil iin aksine drnek verme ispat yontemini kullanmasi beklenen onermeyi ispatina

iliskin yaptiklar

Fatmagiil: Yani elimde 6yle ispatlayabilecegim bir sey yok ama sayi veririm. Mesela
(yaziyor...) x’e -2 verdim, x* o zaman 4’tiir ve 4, -2’den biiyliktiir. Bu durumda da bunu
ispatlamis oluyorum. Yani -2’de zaten reel sayidir, her reel say1 i¢in bunu sdyleyebiliriz.
Goriismeci: Her reel say1 igin oldugunu nasil diisiiniiyorsun?

Fatmagiil: Sonugta bir sayidan iki tane ¢arpiyoruz, bu sayinin degerini arttiracagiz. O da iste
negatif olsun o say1. Isaretini pozitif yapacagiz, degerini arttiracagiz. Mutlaka dogru olmak
zorunda, boyle diisiiniiyorum.

Goriigsmeci: Ne diyorsun dogrulugu i¢in?

Fatmagiil: Bence dogru. Ama ispat su an bilmiyorum.
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Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Fatmagiil yaptiklarimi ispat olarak
degerlendirmemistir. Fatmagiil’in aksine 6rnek verme ispat yontemi bilgisine sahip olma
durumunu sorgulamak i¢in 6nerme yanlis olsaydi ne yapacagi soruldugunda ise Fatmagiil
onermeyi saglayan bir deger bulsa bile bunun bir ispat olmayacagini ifade ederek aksine
ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini yansitmistir. Asagida bu duruma
iliskin Fatmagiil’iin gériigmesinden bir alint1 verilmistir.

Goriismeci: Peki 6nermenin yanlis igin ne olmasi gerekiyor?

Fatmagiil: Yanlis olmasi i¢in yani ben x’e bir reel say1 verdigimde onun karesinin bir sonucu
cikacak ve o kare o x’den kiiciik olacak ki dogru olmayacak.

Goriigmeci: O zaman boyle bir say1 bulabilseydin bu ispat olur muydu?

Fatmagiil: Oyle bir say1 bulabilseydim eger yani o zaman onun yanls oldugunu bulurdum

ama o yine yanlig oldugunun ispati olmazdi bence.

Goriismeci: Neden?
Fatmagiil: Yani bir tane deger vererek olacak bir sey degil, ¢iinkii bircok deger verebiliriz.

Hemen onun dogru oldugunu sdyleyemeyiz, sdyleyebiliriz de ispatlayamayiz.
Katilimcilarin aksine 6rnek vermeden sonra diger ispatlama siireglerine gére daha
basarili olduklari ispatlama siireci varlik ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi “Bir

b

x > 5 reel sayist vardir 6yle ki x* < 26’dwr.” dnermesinin ispatinda olmustur. Alt1
katilimciin tiimii dnermenin mantiksal yapisini herhangi bir yonlendirme olmaksizin
dogru bir sekilde anladigini gostermis ve onermede ifade edildigi sekilde bir sayi
bulunabilecegini ifade ederek 6nermenin dogru oldugunu ifade etmistir. Ancak buna
ragmen katilimcilardan yalnizca ikisi (Melis ve Yonca) basarili bir sekilde ispatlama
siirecini tamamlamistir. Geriye kalan dort katilimci onermenin dogru oldugunu ifade
etmelerine ragmen 6nermenin neden dogru oldugunu agik bir sekilde ifade etmemislerdir.
Bu dort katilimet varlik ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostermis ancak 6nermeyi
saglayan bir reel say1 bulmamislardir.

Katilimcilardan yalnizca ikisi (Melis ve Yonca) varlik ispat yontemi bilgisine sahip
olduklarmi1 gostererek reel sayr kavram bilgilerini ve gerekli islemsel bilgilerini

kullanarak basarili bir sekilde ispatlama siireglerini tamamlamislardir. Asagida bu

katilimcilardan Yonca nin gériisme kagidindan ve goriigmesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.4. Yonca 'nin varlik ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Goriismeci: Bu bir ispat midir?

Yonca: Evet ispattir

Goriigsmeci: Neden?

Yonca: Ciinkii gerekli iglemleri yaptigimi diisiinliyorum. x*’yi elde ettim 25’den biiyiik
oldugunu gérdiim. 26’dan da kiiciik oldugunu gordiim. Oyle de dogru olmus oldu.
Goriismeci: Peki burada neyi ispatlamaya caligiyorsun?

Yonca: x’in 5’den biiyiik olup, bir x, boyle bir say1 var galiba x sayisi var bir tane. Yani biitiin
reel sayilar i¢in gecerli olmayan 5’ten biiyiikmiis karesinin 26’dan kiiciik oldugunu
ispatladim. 5’den biiyiik olup karesinin 26 dan kii¢iik oldugunu ispatladim.

Goriismeci: Peki bu 6nermedeki bir ne anlama geliyor?
Yonca: Sadece bir x degeri i¢in, belirli bir x degeri varmis. Onun igin sdyliiyor. Yoksa yani
bir yazmasaydi biitiin 5°ten biiyiik reel sayilar igin gegerli olsaydi yanlis olurdu.
Goriismeci: Neden?
Yonca: Mesela 6 diyelim. 6’y1 yazalim oraya, 6’nin karesi 36 oluyor. 36, 26’dan kii¢iik iste
bu bdyle yanlis oluyor.

Yukaridaki alintilardan da goriildiigii gibi Yonca varlik niceleyicisine dikkat etmis,

gerekli islemleri yaparak 6nermeyi saglayan bir reel say1 bulmus ve bunu bir ispat olarak
degerlendirmistir.

Varlik ispat yontemini kullanarak basaril bir sekilde ispat yapan iki katilimec1 Melis
ve Yonca disinda kalan dort katilimc1 Hacer, Ece, Fatmagiil ve Seda da onermenin
mantiksal yapisint anladigini yansitarak varlik ispat yontemi bilgisine sahip olduklarini
gbstermis ve onermeyi saglayan bir reel say1 bulunabilecegini ifade etmislerdir. Ancak
bu katilimecilar bdyle bir saymimn nasil bulunacagina iliskin yeterli agiklamay1
yapmamislardir. Asagida bu katilimcilardan biri olan Ece’nin gériisme kagidindan ve

goriismesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.5. Ece 'nin varlik ispat yontemini kullanmasi beklenen énermeyi ispatlamak icin yaptiklar:

Ece: Ama biiyiik oldu, daha kii¢iigiinii de alabilirim. Ben su an aradaki sayilara ¢ok fazla
yorum yapamiyorum bilemedigim i¢in. 5,1’1 verdigim zaman bu say1 26,01 oluyor. Tamam
26’dan kiiciik degil ama 5,1 ile 5 arasinda bir siirii reel say1 var. Verdigim zaman 26’dan
kiigiik olacak demektir.

Gorligmeci: Nasil biliyorsun onu?

Ece: Daha 6nce bunun hatasini ¢ok yaptim. Reel say1 kismina dikkat etmeyip direkt tamsay1
dogal sayiyr alip soruyu yanlis ¢6zdiigiim igin aklimda kaldi. Buraya ¢ok ¢ok ¢ok 5’den
biiylik ama ¢ok minik bir say1 yazabilirim ve karesini aldigim zaman da aslinda soyle de bir
sey var her zaman dogru olur mu bir de dyle diisiindiim simdi reel say1 diyor. Bir x > 5 reel
sayis1 vardir dyle bir deger ver ki diyor x* yani verdigin degerin karesi 26’dan kii¢iik olsun
ya ben bu degeri verebilirim. Ben veremesem de veren illaki olur yani.

Goriigmeci: Peki verebilirim dedin yani veren illaki olur dedin, 6yle bir deger olsa ne olur?
Ece: Bunun dogrulugu ispatlanmis olur.

Goriismeci: Yeterli mi bir tane 6rnek?

Ece: Yeterli

Goriigmeci: Neden?

Ece: Ciinkii zaten bize bir tane reel sayr diyor. Bir tane x’e orada deger verip bunu

ispatlamamiz igin yeterli.

Yukaridaki alintilardan da goriildiigii gibi Ece dnermeyi saglayan bir reel say1

bulabildigini agik¢a gerek¢elendirmeyerek ispatini tamamlamasa da varlik ispat yontemi

bilgisine sahip oldugunu yansitmistir.

Katilimcilardan tiiketerek, dogrudan, karsit ters ve olmayana ergi ispatlarini dogru

bir sekilde yapan ise olmamustir. Karsit ters ve olmayana ergi ispat yontemi bilgisine

sahip katilimci olmazken, dogrudan ispat yontemi bilgisine sadece bir, tiiketerek ispat

yontemi bilgisine ise sadece iki katilimc1 sahiptir. Ayrica tiim katilimcilarin tiiketerek ve

dogrudan ispat yapilmasinin beklendigi sorularda ispat igin gerekli olan fonksiyon

kavram bilgisini ve karsit ters ve olmayana ergi ispati yapilmasinin beklendigi sorularda
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ise ispat i¢in gerekli olan tek ve ¢ift dogal say1 ya da tamsayi kavram bilgisini kullanmakta
zorluklar yagadiklar1 goriilmiistiir.

Katilimcilardan tiimii tiikketerek ispat yontemini kullanmalarinin beklendigi soruda
ispatlama siirecini basariyla tamamlayamamistir. Katilimcilardan verilen bagmtinin

fonksiyon olma durumuna karar vererek bir hipotez ortaya atmalarinin beklendigi

fiIR - IR

“A=1{0,1, 2,3} olmakiizerey = 3 — x esitligi
{ } Z y SUG x>y =f(x)

olacak sekilde bir

fonksiyon belirtir mi?”
sorusunda tiim katilimcilarin fonksiyon kavram bilgilerini kullanarak verilen esitligin bir
fonksiyon belirttigi dogru hipotezi ortaya attiklar1 goriilmiistiir. Ancak katilimcilardan bir
katilimci hari¢ (Yonca) diger tiim katilimeilar eksik fonksiyon kavram bilgisine sahip
olduklarini gostermislerdir. Katilimcilarin verilen esitligin fonksiyon belirtme durumunu
arastirirken, tanim kiimesinden alinan bir elemanin goriintiisiiniin deger kiimesinde
olmasini ifade ettikleri ancak tanim kiimesinden alinan her bir eleman i¢in deger
kiimesinden tek bir eleman karsilik gelmesini ifade etmedikleri goriilmiistiir.

Fonksiyon kavram bilgisine sahip oldugu goriilen Yonca’nin goriisme kagidindan

bir alint1 asagida verilmistir.
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Gorsel 3.6. Yonca 'nin _fonksiyon kavram bilgisine iliskin gériisme kagidindan alinti

Alintidan da goriildiigii gibi Yonca, fonksiyonun iki kiime arasinda nasil bir esleme
oldugunu acikga ifade etmistir.

Asagida eksik fonksiyon kavram bilgisine sahip oldugu goriilen bes katilimcidan
biri olan Fatmagiil’iin fonksiyon kavram bilgisini verilen esitligin fonksiyon belirtme
durumunu arastirirken nasil kullandigi ve fonksiyonu nasil tanimladigina iligkin
goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Fatmagiil: Simdi A’dan A’ya olduguna gore x yerine kiimedeki elemanlar1 yazsak mesela
(yaziyor...) y=3-0’dan 3, y=3-1’den 2, y=3-3’den 0. Yani 3, 2, 1 A’dan A’ya ise yine
elemanlar1 ayn1 olduguna gore o zaman fonksiyon belirtir bence.

Goriigsmeci: Neden belirtir dedin?
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Fatmagiil: Simdi soyle diistindiim, fonksiyonu A’dan A’ya diigiinmiistiik. Simdi A kiimesinin
elemanlar1 0, 1, 2, 3°tii, x yerine 0, 1, 2, 3 yazdigimiz takdirde yine sonu¢ elemanlart ayni
oluyordu, yine 0, 1, 2, 3 ¢ikiyordu y sonucu da. Bu durumda yine A’dan A’ya ikisinin de
elemanlar1 ayn1 olduguna gore bence belirtir.

Goriigmeci: Peki, fonksiyon neydi?

Fatmagiil: Yani fonksiyon neydi su an yani, su an agiklayamiyorum ama yani kiimelerle
alakal1 yani

Gorligsmeci: Sen burada fonksiyon belirtir mi diye sordugumda, nasil bir arastirma yaptin?
Fatmagiil: Yani kiimedeki elemanlar1 x’in yerine koydum, sonug olarak yani y sonucunu elde

etmeye ¢alistim ve y’nin sonuglarina gére de onun fonksiyon oldugunu diisiindiim.

Burada Fatmagiil, tanim kiimesinden alinan bir elemanin goriintiisiiniin deger
kiimesinde olma durumunu ifade etmis ancak tanim kiimesinden alinan her bir eleman
icin deger kiimesinden tek bir eleman karsilik gelmesi durumunu ifade etmemistir.
Fatmagiil’in fonksiyon kavram bilgisini kullaniminda ve fonksiyonun ne olduguna
iliskin yaptig1 agiklamada, tanim kiimesi ile deger kiimesi arasinda nasil bir esleme
yaptigini agikca ifade etmedigi goriilmektedir.

Eksik kavram bilgisini kullanarak tim katilimeilar verilen esitligin bir fonksiyon
belirttigi dogru hipotezini ortaya atmistir. Katilimcilarin dogru hipotezi ortaya

atmalarindan sonra sorulan tiikketerek ispat yontemini kullanmalarinin beklendigi

fiIR - IR

lacak sekilde bi
x—>y=f(x)0aca sekilde bir

“A =1{0,1, 2,3} olmakiizere y = 3 — x esitligi

’

fonksiyon belirttigini ispatlayniz.’
sorusunda katilimcilardan dogru bir sekilde ispat yapan olmamistir. Katilimcilardan
yalnizca ikisi (Yonca ve Seda) tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu
gostermistir. Ancak bu katilimcilar da fonksiyon kavramlarindaki eksiklik nedeniyle
ispatlama siireglerinde yalnizca goriintiilerin deger kiimesinde olma durumunu gostererek
basarili bir sekilde ispatlama siireglerini tamamlamamusglardir. Geriye kalan dort katilimci
(Hacer, Ece, Melis ve Fatmagiil) ise eksik fonksiyon kavram bilgisine sahip olup
tilketerek ispat yontemi bilgisine de sahip olmadiklarin1 gostermiglerdir. Tiiketerek ispat
yontemi bilgisine sahip olan iki katilimcidan biri olan Yonca’'nin yaptig: ispata iliskin

goriisme kagidindan ve goriismesinden alintilar agsagida verilmistir.
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Gorsel 3.7. Yonca 'nin tiiketerek ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Yonca: Zaten A’dan A’ya tanimli olacak sekilde bir fonksiyon belirttigini ispatlayiniz. A’dan
A’ya bakiyoruz. x degerlerini A kiimesinden se¢tik mi sectik. Cikan y degerleri A
kiimesinden mi evet, A kiimesinden. O yiizden tamamdir, sagliyor yani bu.

Gortsmeci: Bu bir ispat oldu mu?

Yonca: Evet oldu.

Alintilardan da goriildiigii gibi Yonca fonksiyon kavram bilgisine sahip olmasina
ragmen kavram bilgisini dogru bir sekilde kullanamamis ancak tiiketerek ispat yontemini
kullanarak bir ispat yapmistir. Yonca tanim kiimesinden alinan her bir elemanin deger
kiimesinden tek bir elemana gittigini ispatinda vurgulamamustir.

Hem fonksiyon kavram bilgisi eksik olan hem de tiiketerek ispat yontemi bilgisine
sahip olmadigini1 yansitan dort katilimcidan biri olan Fatmagiil’lin verilen esitligin

fonksiyon olma durumunu ispatina iliskin yaptiklarindan alintilar agsagida verilmistir.

)T J = O=mP
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Gorsel 3. 8. Fatmagiil iin tiiketerek ispat yontemini kullanmasi beklenen énermeyi ispatlamak igin

yaptiklart

Gorligmeci: Ne yaptin simdi, neyi géstermeye ¢aligtyorsun?

Fatmagiil: Ben fonksiyon oldugunu gostermeye calistyorum az dnceki yaptigim gibi ama
boyle bir ispat yapmis olamiyorum tabi nasil devam edecegim bilmiyorum

Goriigsmeci: Neden?

Fatmagiil: Su an sadece fonksiyon oldugunu gosterdim ya da gdsterdigimi zannediyorum iste
ama fonksiyon belirttigini yani gosterdigini ispatlamis miyim zannetmiyorum.

Goriismeci: Yani bu yaptiklarin bir ispat midir desem ne dersin?

Fatmagiil: Bence degil.
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Gorligmeci: Neden degil?

Fatmagiil: Ispat olduguna ulasmadim bence.

Goriismeci: Ne olmasi gerekiyor ispat i¢in, neden oyle diigiiniiyorsun?

Fatmagiil: Yani az 6nce de sdyledigim gibi mesela tersinden giderek hani onun fonksiyon
belirtmedigini diisiinecegim. Ama sonra en sonunda buldugum sonuca gére mesela belirttigi
sonucuna ulasmam gerekiyormus, demek ki diyecegim ki o zaman tersi ¢iktigina gore, bu

fonksiyon belirtiyor diyecegim. Ama su an nasil yapacagim konusunda ¢ok bir fikrim yok.

Fatmagiil’iin alintilarindan goriildiigii gibi Fatmagiil’iin tiiketerek ispat yontemi
bilgisine sahip olmadig1 hatta aksine 6rnek verme ispat yontemini kullanabilse bunun
ispat olacagini degerlendirdigi gériilmektedir.

Katilimcilarin timiiniin basarisiz oldugu bir diger ispatlama siireci dogrudan ispat

yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermede olmustur.

fiIR - IR

x—y=fx) olacak sekilde bir fonksiyon belirttigini

“v=x+1 esitligi

ispatlayiniz.”

sorusu sorudugunda katilimcilardan dogrudan ispat yontemini ve fonksiyon kavram
bilgisini basarili bir sekilde kullanarak verilen esitligin bir fonksiyon belirttigini dogru bir
sekilde ispatlayan olmadigi goriilmiistiir. Katilimcilardan yalnizca biri (Yonca), dogrudan
ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostermis ancak bu katilime1 da fonksiyon kavram
bilgisini dogru bir sekilde kullanmayarak ispatlama siirecini basarili bir sekilde
tamamlayamamustir. Geriye kalan bes katilimcidan ikisi (Fatmagiil ve Seda) ispat igin
herhangi bir girisimde bulunmamis ve bir ispat yapamayacaklarini ifade etmis, {igii ise
her ne kadar yaptiklarinin bir ispat olmadigini ifade etseler de reel sayilar kiimesinden
belli elemanlar alarak bunlari verilen esitlikte yerine koymustur. Asagida dogrudan ispat
yontemi bilgisine sahip oldugunu gosteren Yonca’nin dogrudan ispat yontemini
kullanmasi beklenen Onermeyi nasil ispatladigina iligkin goriisme kagidindan alintt

verilmistir.
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Gorsel 3.9.Yonca min dogrudan ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Alintidan da goriildiigi gibi Yonca, fonksiyon kavram bilgisine sahiptir. Ancak
Yonca’nin ispatini anadilde ifade ettigi goriilmektedir. Ayrica tanim kiimesinde alinan bir
elemana karsilik deger kiimesinde tek bir goriintiiniin karsilik geldigini aldig1 iki eleman
ile gostermistir. Tiim sayilar i¢cin bu durumun nasil saglandigi soruldugunda ise
Yonca’nin deneyerek bunun gosterilemeyecegini fark ettigi gortilmiistiir. Asagida buna

iligkin Yonca’'nin goriismesinden bir alint1 verilmistir.
Goriismeci: Bunun hepsi i¢in oldugunu nasil sdyliiyorsun?
Yonca: Nasil sdylityorum tabi ki de bu iki tanesi yetersiz kalir ama yani sonugta nasil
anlatayim hocam size? Hangi say1ya bir, iste dedigimiz gibi mesela bu bir reel say1. Bir reel
say1 sonucu ne ¢ikt1 -6 ¢ikti, -6’da bir reel say1 mesela o ylizden bu biitiin reel sayilarda saglar
bu kural bence.

Dogrudan ispat yontemini kullanmalarinin beklendigi 6nermenin ispatina iliskin
herhangi bir girisimde bulunmayan iki katilimcidan biri olan Fatmagiil iin gériismesinden
bir kesit agagida verilmistir.

Fatmagiil: Disiindiim Oyle ispatlamaya c¢alistm. Ama simdi reel sayilarin tersi olarak
diistinebilecegim say1 kiimesinin ne oldugunu bilmedigim i¢in bu sekilde de ispat
yapabilecegimi zannetmiyorum.

Gorigmeci: Neden?

Fatmagiil: Yani iste hani yine tersinden gidecegimi diisiindiim. Ama ben yine reel say1

vermekle olay ¢oziilmez. Ciinkii o kadar ¢ok var ki yani bilmiyoruz ne kadar oldugunu. Yani
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demek ki bir yontem bulmamiz gerekiyor mesela tersinden giderek ama reel sayilarin tersi
olarak hani nasil bir say1 verecegimi su an bilmiyorum. O yiizden nasil ispatlayacagimi da
bilmiyorum yani ispatlayamam su an.

Verilen alintidan da goriildiigii gibi Fatmagiil dnermenin ispati i¢in uygun olmayan
aksine ornek verme ispat yontemini kullanmak istedigini ama bunu da kullanamadigi
goriilmektedir. Deneyerek de ispat olmayacaginin farkinda olan Fatmagiil ispata iliskin
bir girisimde bulunamamistir. Fatmagiil gibi ispata iliskin bir girisimde bulunmayan bir
diger katilimci olan Seda ise verilen esitligin bir fonksiyon belirttigini bildigini ama nasil
bir ispat yapacagini bilmedigini ifade ettigi gorilmiistiir. Asagida Seda’nin dogrudan
ispat yontemini kullanmasinin beklendigi 6nermenin ispatina iligskin goriismesinden alint
verilmistir.

Seda: freel sayilardan reel sayilara tanimli demis, bir fonksiyon bu ¢iinkii ben buraya deger
verdigimde reel say1 olduguna gore hangi degeri verirsem vereyim ikisinin de reel sayilarda
bir karsilig1 olacak sonugta, fonksiyondur. Bunu nasil ispatlayayim ben. ...... (diistiniiyor)
Seda: Nasil ispatlayacagimi bilmiyorum. Fonksiyon eminim

Goriismeci: Neden?

Seda: Ciinkii reel sayilardan reel sayilara demis ve denkleme gore ben y’ye hangi degeri
verirsem sonugta x’ten y’ye demis ya da x’e hangi degeri verirsem y bir deger alacak sonugta
reel say1 oldugu i¢in. x bagimsiz degisken y bagimli degisken demistik. x’i nasil degistirirsem
y de o sekilde degisecek ve bir karsilig1 olacak.

Goriismeci: Nereden biliyorsun?

Seda: Ciinkii reel sayilardan reel sayilara demis, biitiin sayilar1 denedigimde olabilir yani reel
sayilari.

Goriismeci: Biitiin reel sayilar1 deneyebilir misin?

Seda: Tek tek deneyemeyiz

Goriigmeci: Neden?

Seda: Ciinkii reel sayilar kiimesi genis bir kiime yani o ylizden birgok dogal sayilari,
tamsayilar1 kapsiyor. Sonugta biiyilik bir kiime. O yiizden tek tek deneyerek yapamam ama

nasil ispatlayacagimi bilmiyorum, ispatlayiniz diyor ya ama fonksiyon oldugunu biliyorum.

Alintidan da goriildiigii gibi Seda verilen esitligin fonksiyon oldugunu ifade etse de

bunu herhangi bir sekilde gosterememistir. Seda’nin dogrudan ispat yontemi bilgisine
sahip olmadig1 goriilmektedir.

Geriye kalan ti¢ katilmcinin (Hacer, Ece ve Melis) ise dogrudan ispat yontemi

bilgisine sahip olmadigi ve yaptiklarinin ispat olarak degerlendirmeseler de tanim

kiimesinden aldiklar1 birkag elemanin goriintiisiinii inceledikleri goriilmiistiir. Asagida bu
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katihimcilardan biri olan Ece’nin goriisme kagidindan ve gorlismesinden alintilar

verilmigtir.

Gorsel 3.10. Ece 'nin dogrudan ispatina iliskin gortisme kagidindan alinti

Ece: Burada fonksiyon olur ¢iinkii reel sayilar demis. Sayilar arasinda biz bir iste su kiime
olur bu kiime olur demedigi i¢in benim buraya x’e yazacagim biitiin degerlere reel yazdigim
sayilar sonucu yine bir reel say1 ¢ikacak. Yine deger vererek.

Goriismeci: Ispatlar misin?

Ece: (x’e 3 ve !4 degerlerini veriyor) En basiti bu yani su an geldi aklima. Reel bir sayi,
sonucu yine reel bir say1 oldu ya da rasyonel bir say1 ile topladigim zaman da yine bir reel
say1 ¢ikiyor.

Goriigmeci: Bu bir ispat midir?

Ece: Degildir

Goriigmeci: Neden?

Ece: Ciinkii ben sadece 6rnek verdim, bu tam bir ispat degil ¢iinkii aksini ispat eden aksi bir

ornek mesela aksi bir say1 verdigim zaman benim bu ispatim bosa gidebilir.

Katilimcilardan basarili bir sekilde ispat yapan olmadig: bir diger ispat sorusu “n
bir dogal sayr olmak iizere n? tek sayi ise n tek sayidir.” Snermesinin ispatinmn istendigi
soru olmugtur. Katilimeilarin tiimii 6nermenin ispatina uygun bir ispat yontemi se¢gmemis
ve yapilan yonlendirmelere ragmen katilimcilarin karsit ters ispat yontemi bilgisine de
sahip olmadiklar1 goriilmistiir. Katilimcilardan ikisi (Ece ve Fatmagiil), verilen
onermenin mantiksal yapisini anladigini gosterse de onermenin ispati i¢in uygun olmayan
dogrudan ispat yontemini kullanmistir. Geriye kalan dort katilmcinin (Hacer, Melis,
Yonca ve Seda) ise 6nermenin mantiksal yapisini anlamadigimi yansittiklart ve hitkkmii
kabul edip hipotezi gostermeye calistiklar1 goriilmiistiir. Ayrica tiim katilimcilar, karsit
ters ispat yontemini kullanmalar1 beklenen Gnermenin ispatlama siirecinde tek ve ¢ift
tamsayilari matematiksel olarak temsil etmemistir. Asagida nermenin mantiksal yapisini
anladigini yansitan ancak dnermenin ispati i¢in uygun olmayan dogrudan ispat yontemini
kullanmaya ¢alisan iki katilimcidan biri olan Ece’nin ispatina iliskin goriisme kagidindan

ve goriismesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.11. Ece 'nin karsit ters ispat yontemini kullanmasmmin beklendigi onermeye iliskin ispat:

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Ece dogrudan ispat yontemini kullanmaya
calismis ancak bunu kullanirken de degerler vermistir. Tek sayilart matematiksel olarak
temsil de edemedigi goriilen Ece, yaptiklarini da bir ispat olarak degerlendirmistir.
Asagida Ece’nin deger vererek verilen dnermenin dogrulugunu gostermeye calismasini
nasil ispat olarak degerlendirdigine iliskin goriismesinden alint1 verilmistir.

Goriigmeci: Yani 6rnek vererek ispat yapabilir misin?

Ece: Biitiin sorular i¢in gegerli degil.

Goriligmeci: Neden 6yle dedin?

Ece: Ciinkii mesela az dnce emin olamadigim sorular vardi. Benim verdigim ornege zit

diisecek bir ornek verilir benim ispatim ¢iiriiyebilirdi. Ama ben burada emin oldugum i¢in

orneklerimle ispatlarim, ispattir bu.
Alintidan da goriildiigii gibi Ece verilen 6nerenin dogrulugundan emin oldugu icin
deger vererek bir ispat yapmis oldugunu ifade etmistir.
Verilen Onermenin ispati i¢in dogrudan ispat yontemini kullanmaya calistig
goriilen bir diger katilimc1 Fatmagiil’iin ispatina iliskin asagida goriisme kagidindan ve

goriismesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.12. Fatmagiil iin karsit ters ispat yontemini kullanmasimin beklendigi 6nermeye iligkin ispat:
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Goriismeci: Bu bir ispat oldu mu?

Fatmagiil: Yani bence olacaktir.

Goriligmeci: Neyi gostermeye calisiyorsun burada?

Fatmagiil: Burada gostermeye calistigim sey, n in tek say1 oldugu.

Goriligmeci: Nasil gosterdin?

Fatmagiil: Yani bize n*’nin tek say1 olmasi gerektigi sdylenmis soruda. Simdi n? tek say1 ise
n? sonug olarak iki tane n sayisinin carpimi. Yani iki sayinin ¢arpiminin tek olabilmesi i¢in
de carptigim iki sayinin da tek olmasi gerekiyor. Ciinkii bagka tiirlii o iki carpim tek olamaz.
Herhangi bir ¢ift ya da ikisi de ¢ift oldugu takdirde sonucun ¢ift ¢gikmasi lazim ama ikisinin

de carptminin n? oldugu sdylenmis yani tek say1 oldugu séylenmis. Bu durumda diger iki
sayinin da ki bunlar ayn1 sayilar, tek olmasi gerekiyor. O yiizden de n bir tektir.

Almtilardan goriildiigi gibi Fatmagiil’iin de 6nermenin mantiksal yapisini anladigi
ama ispat i¢in uygun olmayan dogrudan ispat yontemini kullandig1 ve yaptiklarini da ispat
olarak degerlendirdigi goriilmiistiir. Ayrica Fatmagiil de tek sayilar1 matematiksel olarak
temsil edememistir.

Bu iki katilimc1 diginda geriye kalan dort katilimer (Hacer, Melis, Yonca ve Seda)
ise onermenin mantiksal yapisin1 anlamadiklarini yansitarak onermedeki hiikmii kabul
edip hipotezi gostermeye calismiglardir. Fatmagiil ve Ece gibi bu dort katilimci da tek ve
cift tamsayilar1 matematiksel olarak temsil edememistir. Bu dort katilimcidan ikisi Yonca
ve Seda yaptiklarinin ispat olarak degerlendirirken, ikisi Hacer ve Melis ise yaptiklarini
ispat olarak degerlendirmemis ve baska bir ispatlama girisiminde de bulunmamislardir.
Asagida yaptiklarimni ispat olarak da degerlendiren iki katilimcidan biri olan Yonca’nin

goriisme kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.13. Yonca 'min karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi onermeye iliskin ispat:

Yukaridaki alintidan da goriildiigli gibi Yonca tek sayilart matematiksel olarak

temsil edememis ve hiikkmi kabul edip hipotezi gdstermeye caligmistir. Yapilan
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yonlendirmeye ragmen Yonca yaptig1 hatayi fark etmemis ve yaptiklarini bir ispat olarak
degerlendirmistir.
Goriismeci: Peki 6nermedeki ise ne anlama geliyor?
Yonca: n? tek say1 ise n tek sayidir ya n?’den baslamig aslinda ben tersten bagladim. Ben n
tek say1 ise n? tek sayidir diye yaptim. Boyleyse boyledir bu bir sart galiba sart kogmus.
Gorlismeci: Neyi sart kosmus?
Yonca: n? tek say1 ise n tek sayidir bir kosuldur.
Goriligmeci: Peki sen tersten baglamigim galiba dedin
Yonca: Evet
Goriismeci: Ne demek istedin?
Yonca: Yani dedim ki n tek say1 ise n? tek sayidir yani takla attirdim. Aym kapiya denk
geliyor. Ayni seyler onlar.
Hiuikmii kabul edip hipotezi gostermeye calisan ancak yaptiklarii bir ispat olarak

degerlendirmeyen iki katilimcidan biri olan Hacer’in ispatina iligkin goriisme kagidindan

ve goriismesinden alintilar ise asagida verilmistir.
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Gorsel 3.14. Hacer’in karsit ters kani yonteminin kullanilmasinin beklendigi onermenin ispatina iliskin
yaptiklar

Hacer: Mesela, biliyoruz ya 1°in karesinin 1 oldugunu, iki tek say1. Onermenin dogrulugunu
ispatlayin. Dogru olarak kabul ediyorum, oradan tek tek yerine n’in yerine tek say1 vererek
ilerliyorum, su sekilde

Goriismeci: Sen dnce tek say1r mi aliyorsun?

Hacer: Evet, ondan sonra n? yerinde yaziyorum. Eger tek say1 elde ediyorsam dogrudur
diyorum.

Goriismeci: Peki, bu yaptigin sey bu 6nermenin ispati olur mu?

Hacer: Tam bir ispati olmaz.

Gorilismeci: Neden?

Hacer: Dedigim gibi tam bir anlam ifade edemedigim igin.

Goriismeci: Anlam derken neyi kastediyorsun?

Hacer: Yani sey nasil diyeyim, mesela su yoldan gidersek hani suna bagli olarak soyle olabilir

falan diye ama bunu ispatlayamayacagim hocam.
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Katilimcilardan basarili bir sekilde ispatlama siirecini tamamlayanin olmadigi bir
soru da olmayana ergi ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi “Hem tek hem de ¢ift
olan bir tamsayt yoktur.” dnermesinin ispatinin soruldugu soru olmustur. Katilimcilardan
bu 6nermeyi dogru bir sekilde ispatlayan olmamistir. Katilimeilardan ti¢ii (Hacer, Ece ve
Fatmagiil) ispata iliskin herhangi bir girisimde bulunamayarak ispat yapamayacagini
ifade etmis, geriye kalan ii¢ katilimci1 (Melis, Yonca ve Seda) ise olmayana ergi ispat
yontemi bilgisine sahip olmadiklarin1 gostererek yalnizca 6nermenin dogru oldugunu
belirtmislerdir. Olmayana ergi ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermeye
iliskin herhangi bir ispat girisiminde bulunmayan ii¢ katilimcidan biri olan Ece’nin

goriigmesinden bir alint1 asagida verilmistir.
Ece: Hem tek hem de ¢ift olan bir tamsay1 yoktur. Yok, gibi geliyor ¢iinkii sayilar ya tektir
ya da cifttir, ikisini bir arada bulunduran bir tamsayi yoktur. Ama hani ben bunun
dogrulugunu sadece bunu yazabilirim. Ciinkii hani 0, 2, 4, 6, 8 ¢ift, 1, 3, 5, 7, 9 tek deyip,
bilmem ¢ok enteresan geldi bu soru. Hem tek hem de cift olan bir tamsay1 yoktur. kisini bir
arada zaten barindiramaz ki iistinde, ya tektir ya da ¢ifttir. Dogrulugunu ispatlayin, hani bunu
ben biliyorum tamam ama ben bunu nasil ispatlayayim ki hani bunu kime sorsaniz soyler
zaten. Hem ¢ift hem tek olamaz ya tektir ya ¢ifttir ama bunu nasil ispatlarim... Higbir fikrim
yok gergekten higbir sey gelmedi aklima.
Goriismeci: Nasil?
Ece: Ciinkii hani bilmem, bunu ben biliyorum bu bana birinci siniftan beri 6gretilmis bir sey.
Ama neden bdyle, hani bunu ispatla diye kesinlikle bir seyle karsilasmadim. ispatlama geregi
duymadigim i¢in herhalde sadece biliyorum onun dyle oldugunu, ama neden dyle oldugunu
bilmiyorum.

Bu ii¢ katilimci disindan diger ti¢ katilimci1 Melis, Yonca ve Seda’nin ise herhangi
bir kant yontemi segmedikleri, yalnizca tamsayilarin ya tek ya da ¢ift olacagini ifade
ettikleri ancak bunu da bir ispat olarak degerlendirdikleri goériilmiistiir. Asagida bu
katilimcilardan Yonca’nin yaptigr ispata iliskin goriisme kagidindan ve goriismesinden

alintilar verilmistir.

Gorsel 3.15. Yonca 'min olmayana ergi ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi onermeye iliskin
ispat:
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Yonca: Bir saymin ¢ift olabilmesi icin 2 olmasi gereklidir, bir sayiyr ¢arpanlarina
ayirdigimizda 2 sayisini gérmiiyorsak direkt o tek sayidir, tam tersi i¢inde ¢ift sayidir. Ciinki
bagka yolu yok bence bunun, bu kadar. Bir saymin ¢ift olabilmesi i¢in ¢arpanlart arsinda 2
sayisinin olmasi gerekir, bunu bilmemiz gerekiyor. Bir sayiy1 ¢carpanlarina ayirdigimizda 2
sayisini goriirsek ¢ift gérmezsek tektir. Ayni seyi yazdim ama sonugta budur yani hem tek
hem ¢ift tamsay1 olmas1 imkansiz. 2’yi gordiik ¢ift gormedik tek bitti.

Goriigmeci: Peki bu yaptigin bir ispat midir?

Yonca: Su an ne geldi aklima biliyor musunuz sifir geldi, sifirin ¢arpanlar1 arasinda 2 yok
ama o neden ¢ift bilmiyorum, evet sifir1 unuttum ben.

Goriligmeci: Ne diisliniiyorsun?

Yonca: Sifir neden ¢iftti hicbir fikrim yok ama sifir disindaki tiim tamsayilar i¢erisinde bu
soylediklerim ispattir.

Yukaridaki alintilardan da goriildiigli gibi Yonca tek tamsayilari matematiksel
olarak temsil etmemis, ispat olarak da herhangi bir ispat yontemi se¢gmeksizin sadece tek
tamsayilarin tekligini ifade etmistir. Ayrica goriismeden yapilan alintidan Yonca’nin 0’
ni¢in bir ¢ift tamsay1 oldugunu ifade edemeyerek tamsayr kavram bilgisinin de eksik
oldugu goriilmiistiir.

Bu ii¢ katiimcidan biri olan Seda’nin da benzer sekilde bir ispat yontemi
se¢meksizin ispat olarak sadece sayilarin tek ya da ¢ift olacagini ifade ettigi goriilmistiir.
Ancak diger katilimcilardan farkli olarak Seda’nin bu soruda tek ve ¢ift sayilari
matematiksel olarak temsil edebildigi goriilmiistiir. Asagida Seda’nin olmayana ergi ispat

yontemini kullanmasinin beklendigi dnermeyi ispatina iliskin goriisme kagidindan ve

goriigmesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.16. Seda 'nin olmayana ergi ispat yonteminin kullanilmasimin beklendigi onermeye iliskin ispat:

Seda: Nasil ispatlayacagim x’e ben bir tamsay1 dersem ¢iftler 2x’dir, teklerde yani 2x+1"dir.
Bu sekilde devam eder. x bir tamsay1, buraya tamsay1 getirdigim zaman bunun ¢ift oldugunu
goriirim. Buraya bir tamsayr getirdigimde bunun tek oldugunu goriiriim. Bunun bir aksi
yoktur. Bir bir artarak gidiyor yani bdyle de gider mesela. Aksini bulamadim aksini
bulamadigima gore de dogru bir dnermedir.

Goriismeci: Peki bu bir ispat midir?

Seda: Bu bir ispat mudir ispattir.
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Goriigmeci: Neden?
Seda: Ciinkii ben bunun aksini bulamadim, aksini bulamadigima gore bunun dogrulugunun
bir gostergesidir bu.
Goriismeci: Peki aksini bulamadigini burada nasil gosterdin?
Seda: Yani tamsayi. Tamsay1 koydugum zaman deger verdigim zaman, ben bunun tek ya da
¢ift oldugunu bulabilirim. Ortas1 oldugunu bulamam yani hem tek hem de ¢ift oldugunu
bulamam. Ciinkii hem tek hem de ¢ift olan say1 tamsay1 yoktur.
Gortigsmeci: Peki hepsini deneyecek misin?
Seda: Yok, hepsini denemek olmaz. Hepsini deneyemem ama aksini de béyle diisiindigiim
zaman bulamam.
Goriismeci: Neden bulamazsin?
Seda: Tamsay1 yani hem tek hem de ¢ift olan bir say1 yoktur ki yani 6yle bir say1 yok bana
gore.
Alintilardan da gortldigii gibi Seda herhangi bir ispat yontemi kullanmamus,
yalnizca tek ve ¢ift tamsayilar1 matematiksel olarak temsil ederek ispat yaptigini ifade
etmistir. Ayrica Seda’nin her ne kadar yazili olarak vermese de tiim sayilari

denemeyecegini belirtmesine ragmen tek ve ¢ift sayilar1 alarak aksi bir Ornege

ulasamadigini ifade ettigi goriilmektedir.

3.1.2. Birinci simftaki katilimeilarin ispatlama siirecleri

Tim sorularda ispatlama siirecini gii¢liik yasamaksizin basari ile tamamlayan
katilimer olmadig goriilmiistiir. Alti katilimeidan biri (Naz) higbir ispatlama siirecinde
basarili olamazken, ti¢ii (Nese, Eda ve Nalan) yalnizca bir soruda, biri (Esra) iki soruda,
biri (Umut) ise {i¢ soruda ispatlama siireglerini basari ile tamamlamistir. Katilimcilarin en
cok aksine drnek verme ispat yontemini kullanmalarinin beklendigi 6nermenin ispatlama
slireglerinde bagarili olduklari, dogrudan, olmayana ergi ve varlik ispat yontemlerinin
kullanilmasiin beklendigi onermelerin ispatlama siireglerinde ise basarisiz olduklari
goriilmiistiir. Katilimeilardan dordii aksine 6rnek verme ispatlama siirecinde basarili
olmus, dogrudan, olmayana ergi ve varlik ispatlama siireglerini basariyla tamamlayan
katilimer ise olmamistir. Katilimeilar varlik ispat yontemini kullanmalart beklenen
Oonerme haricinde verilen diger 6nermelerin dogru ya da yanlis oldugunu dogru bir sekilde
ifade edebilmislerdir. Genellikle katilimecilar uygun ispat yontemi bilgisine sahip
olmadiklarindan ya da ispat i¢in gerekli olan kavram bilgisine sahip olmadiklarindan

ispatlama siireclerinde basarisiz olduklari goriilmiistiir.
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Ispatlama siireclerinde diger katilimcilara gére daha basarili olan Umut, tiiketerek,
karsit ters ve aksine 6rnek verme ispat yontemini kullanmasinin beklendigi sorularda
basarili bir sekilde ispat yapmistir. Naz ise higbir ispatlama siirecini basariliyla
tamamlayamamis, herhangi bir ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini géstermistir.
Esra tiiketerek ve karsit ters ispat yontemini kullanmasinin beklendigi 6nermeleri dogru
bir sekilde ispatlarken, ii¢ katilimci Nese, Eda ve Nalan yalnizca aksine 6rnek verme ispat
yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermeleri dogru bir sekilde ispatlamiglardir.

Katilimcilar en ¢ok aksine Ornek verme ispat yonteminin kullanilmasinin
beklendigi “Her x € IR i¢in x < x? dir” énermesinin ispatinda basarili olmuslardir. Alti
katilimcidan dordii (Nese, Eda, Umut, Nalan) 6nermenin mantiksal yapisini dogru bir
sekilde anladigini ve aksine Ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu
gostermis, reel say1 kavram bilgisini de kullanarak ispatlama siirecini basarili bir sekilde
tamamlamigtir. Dort katilimetr da verilen 6nermenin yanlis oldugunu gosteren bir reel say1
bulmus ve yaptiklarinin bir ispat oldugunu ifade etmistir. Geriye kalan iki katilimci ise
(Kiibra ve Naz) onermenin yanlis oldugunu gosteren bir reel say1 bulmalarina ragmen
yaptiklarinin sadece dnermenin yanlis oldugunu gostermek oldugunu belirterek aksine
ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip olmadiklarini yansitmislardir. Asagida aksine
ornek verme ispatlama siirecinde basarili olan dort katilimcidan biri olan Eda’nin aksine

ornek verme ispatina iligkin gériisme kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.17. Eda’nin aksine drnek verme ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Eda: Bu yanlig bilerek yanlig. Simdi bunun yanlis oldugunu gdstermem igin bir 6rnek
vermemin yeterli olacagint diisiniiyorum, o da su 6rnegi veriyorum. x=Y diyorum, %<V
degildir. Yanlis yani bu ifade, yanlis oldugundan dolayr hemencecik sey yaptigimi
diistiniiyorum, yanlis oldugunu gosterdigimi diisiiniiyorum.

Goriismeci: Peki bu bir ispat oldu mu?

Eda: Oldu ¢iinkii tersi bir 6rnek gostermek ispati bozar zaten

Goriigmeci: Ispat1 bozar derken neyi kastettin?

Eda: Yani aslinda 6nermeyi bozar, 6nermenin dogru oldugunu bozar.

Goriigsmeci: Neden bozar?

Eda: Aksi bir tane 6rnek varsa dogru diyemeyiz biz ona
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Aksine Ornek verme ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermenin
Ispatlama siirecinde alt1 katilimcidan Esra ve Naz 6nermenin yanlis oldugunu gosteren
bir reel say1 bulmalarina ragmen bu yaptiklarini bir ispat olarak degerlendirmemislerdir.
Asagida Esra’nin aksine Ornek verme ispat yontemini kullanmasmin beklendigi

Onermenin ispatina iligskin goriisme kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.18. ESra 'nin aksine drnek verme ispatina iligkin goriisme kagidindan alinti

Esra: Yani yanlis oldugunu gostermek i¢in bir seyin yanlis oldugunu gostermek yeterli.

Dogru oldugunu gostermek i¢in hepsini gostermemiz sart ama yani arada bir tane yanlis varsa

demek ki 6nerme yanlistir. Ben burada rasyonel sayilari diisiindiigiim zaman basit rasyonel

sayilar diisindiiglim zaman % < % oluyor mesela diyelim 6rnek olarak. Bu 6nermenin

yanlighigini gosteriyor, yani rasyonel sayilarda bir reel sayidir sonugta.

Gorligmeci: Yazabilir misin bu soylediklerini?

Esra: Sozel olarak yazarim da yani ispatlayamayabilirim, ispatlayamam yani.

Goriismeci: Peki bu sdylediklerin bir ispat oluyor mu?

Esra: Yok sadece diisiincelerim oluyor, ispat olmaz.

Goriismeci: Neden olmaz?

Esra: Yani bunun neden boyle oldugunu degil de yine...... (diisiiniiyor) Ispat olmaz, ciinkii

yani ben bunu mesela soyut sinavinda yazsam hoca kabul etmez.

Goriismeci: Neden?

Esra: Cilinkii onu agiklamamizi ister daha bdyle ayrintili olarak.

Goriigmeci: Nasil?

Esra: Yani deger vererek soru aslinda ¢oziilmez ama bir seyin yanlis oldugunu géstermemiz

i¢in bir tane yanhs 6rnek vererek onu ¢6ziimleyebiliriz ama yani ispatlamis olmayiz.

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Esra, 6nermeyi saglamayan bir reel say1

bulmasina ve dnermenin yanlis oldugunu belirtmesine ragmen deger vermenin bir ispat
olmadigini, boyle yapmasinin sinavda ispat olarak kabul edilemeyecegini ifade ederek
aksine ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini yansitmistir. Naz da Esra

gibi 6nermenin yanlis oldugunu gosteren bir reel say1 bulmus ancak o da yaptigini bir

ispat olarak degerlendirmeyerek aksine Ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip
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olmadigin1 gdstermistir. Onermenin ispatia iliskin bir girisimde de bulunmayan Naz’m

Oonermenin ispatina iliskin gériismesinden bir alint1 asagida verilmistir.

Naz: Su an nasil bir ispat yapabilirim diye diisiinliyorum da hani degerler {izerinden hani
sayisal deger tizerinden diisiiniirsek her zaman dogru... ama sey x reel sayiymis. Mesela 0
verdigimizi diisiinlirsek burada esitlik yok. 0’da celisiyor mesela. Ama diger tiim degerler
icin 6nerme dogru, tabi sayisal veriler iizerinden ispat olarak olmuyor.

Goriigmeci: Nasil dedin?

Naz: Yani sayisal degerler kullanarak yapinca ispat olarak hani kabul edilmiyor.
Goriismeci: Neden kabul edilmiyor?

Naz: Dedigim gibi herhangi degerler de verilebilir. Tiim sayilar1 veremiyoruz. Hepsini
gOsteremiyoruz sonugta. Su an ispat yontemleri aklima gelmiyor benim de. Ya ben bir ispat
yapamiyorum ama yanlis oldugunu disiiniiyorum. Ciinkii esitlik olsaydi eger bu hani
kiictiktlir simgesinde esitlik olsaydi dogru kabul edilebilirdi. Dedigim gibi 0°da bir celiski
olusuyor. Ciinkii x degerine 0 verdigimizde x?> de O oluyor. Buradan esitlik olmasi

gerekiyordu.
Yukardaki alintidan goriildiigii gibi Naz, 6nermenin ispatina iliskin herhangi bir

girisimde bulunmamis yalnizca 6nermenin yanlis oldugunu ifade etmistir. Ayrica Naz’in
onermede esitsizlik yerine kiiglik esit olsaydi dnermenin dogru olacagini ifade etmesi,
reel say1 kavram bilgisini dogru bir sekilde kullanmadigini géstermektedir.

Katilimcilarin zorlandigi ispatlama sorularindan biri “n bir dogal sayt olmak tizere
n? tek sayr ise n tek sayidir.” Onermesinin ispatinm istendigi soru olmustur.
Katilimcilardan yalnizca ikisi (Esra ve Umut) verilen onermenin mantiksal yapisina
uygun ispatlama yontemlerinden biri olan karsit ters ispat yontemini se¢mis, tek ve ¢ift
sayr kavram bilgilerini de dogru bir sekilde kullanarak ispatlama siirecini basariyla
tamamlamiglardir. Geriye kalan dort katilimci (Nese, Eda, Nalan ve Naz) ise hitkmii kabul
edip hipotezi gostermeye calisarak Onermenin mantiksal yapisin1 anlamadiklarini
gostermis ve ispatlama siireglerinde basarisiz olmuslardir.

Asagida karsit ters ispat yontemini kullanarak basarili bir sekilde ispat yapan iki
katilimecidan biri olan Umut’un karsit ters ispat yonteminin kullanilmasiin beklendigi
Oonermeyi nasil ispatladigina iliskin goriisme kagidindan ve goriismesinden alintilar

verilmistir.
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Gorsel 3.19. Umut un karsut ters ispatina iliskin goriisme kagidindan alinty

Umut: Buradan n’nin ¢ift oldugunu varsayalim. Burada n’e 2k diyelim. Ciinkii ¢ift olmasi
i¢in 2’ye boliinen bir say1 olmasi lazimdi. Cift olma kurali. n’e 2k dersek, 2kx2k, buradan da
k’ya tamsay1 diyelim. Pozitif tam say1. Ya da tam say1 desek de olur. 2kx2k’dan 4k gelir. 4k
da 2’ye boliinen bir say1 oldugu i¢in ¢arpimlart gifttir. Yani burada 2kx2k seklinde yazariz.
Bu 2xn oluyor. Yani n, 2 ye béliinen bir sayidir. O zaman cifttir. 2kx2k da 4k? yani 2k x
2k’dan 4k? de 2’ye boliinebilen sayidir. O zaman nxn de ¢ifttir. Eger dolayli yontemden
ispatladiysak zaten ispat olmus oluyor.

Goriismeci: Ispat mi dedigimde ne diyorsun?

Umut: Ispat diyorum.

Goriligmeci Sen burada neyi gostermeye calisiyorsun?

Umut: Ben n ¢ift ise n? de gifttiri gdsterdim.

Goriismeci: Bunu gostermekle bu verilen 6nermeyi ispatlamis oluyor musun?
Umut: Olurum

Goriigmeci: Neden?

Umut: Ciinki p ise q denktir q degilse p degildir.

Umut’un goriismesinden yapilan alintidan da goriildiigii gibi Umut 6nermeye denk
olan Onermenin Kkarsit tersini ispatlayarak Onermenin ispatini basarili bir sekilde
yapmustir. Ancak Umut’un ispat yaparken esitliklere ve neye ulastigini ifade etmeye
dikkat etmeyerek matematik dilini dogru bir sekilde kullanmadigi gériilmektedir. Esra’da
Umut gibi 6nermenin ispatin1 dogru bir sekilde yapmistir. Asagida Esra’nin aksine 6rnek

verme ispatina iliskin gériisme kagidindan bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.20. Esra’nin karsit ters ispatina iligkin goriisme kagidindan alinti
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Yukaridaki alintidan Esra’nin esitliklere ve neye ulastigini ifade etmeye dikkat
ederek matematik dilini dogru bir sekilde kullandig1 goriilmektedir.

Geriye kalan dort katilimer (Nese, Eda, Nalan ve Naz) ise tek ve cift dogal say1
kavram bilgisine sahip oldugunu gostermis, ancak onermenin mantiksal yapisina dikkat
etmeyerek dnermenin ispatini dogru bir sekilde yapamamustir. Onermeyi ispatlarken dort
katilimci da hiikmii kabul edip hipotezi gostermeye ¢alismis, ayrica bu dort katilimeidan
biri (Eda) hiikkmii kabul edip hipotezi gdstermenin yani sira her ne kadar karsit ters ispat
yontemini de kullansa da dogrudan ispat yontemini de kullanarak énermenin mantiksal
yapisini anlamadigimi yansitmistir. Katilimcilara yonlendirme yapildiginda ise bu dort
katilimcidan yalnizca Nese hiikmii kabul edip hipotezi goéstermesinin hatali oldugunu fark
etmig, diger katilimcilar ise yaptiklarini ispat olarak kabul etmislerdir. Ayrica
katilimcilardan yalnizca Eda ispatlama siirecinde tek ve ¢ift sayilarin gésterimlerini
degiskenleri dogru bir sekilde kullanarak ifade etmis, Nese, Nalan ve Naz tek ve cift
sayilar1 zaman zaman hatali bigimlerde temsil etmislerdir.

Asagida karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermeyi ispatlama
stirecinde basarili olamayan ancak yonlendirme ile 6nermenin mantiksal yapisina aykiri
bir sekilde ispat yapmaya calistigini fark eden Nese’nin ispatina iligkin goriisme

kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.21. Nese 'nin karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi onermeyi ispatina iligkin
goriisme kagidindan alinti

Nese: n bir tek say1 ama ondan 6nce ben bir ¢ift say1 aldim, sonra o tek sayiy1 olusturmak
icin bir ekledim. Onun karesini kontrol ettim ve o da tek sayidir dedim. Ama bunlarin
sonucunu tekrardan dogal sayilarda olup olmadigini da gosterdim.

Goriismeci: Anladim peki bu bir ispat mi1?

Nese: Hocam ya ben bunun biraz yanlis oldugunu diisiiniiyorum ama

Goriismeci: Ne acidan yanlis oldugunu disiiniiyorsun?

Nesge: Bu taraftan gitmem gerektigini diisiinityorum, ama onu da yapamiyorum su an.
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Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Nese, hiikmii kabul edip hipotezi gostermis
ancak yaptigiin hatali oldugunu fark etmesine ragmen bagka bir ispatlama girisiminde
bulunmamustir.

Eda ise dogrudan, karsit ters, hitkkmii kabul edip hipotezi gésterme seklinde pek ¢ok
farkli sekilde ispat yapmaya calisarak Onermenin mantiksal yapisini anlamadigini
gostermistir. Eda’nin verilen dnermenin ispati i¢in hiikkmii kabul edip hipotezi gostermesi
sorgulandiginda kolay oldugu i¢in bu sekilde yaptigini ifade ettigi goriilmiistiir. Asagida
Eda’nin karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermenin ispatina iliskin
goriisme kagidindan ve hiikkmii kabul edip hipotezi gésterme durumunun sorgulanmasina

iligkin gériismesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.22. Eda’nin karsut ters ispat yonteminin kullaniimasumn beklendigi onermeyi ¢esitli bigimlerde
ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Goriigmeci: Burada nasil ispat yapiyorsun nereden bagliyorsun?

Eda: n tektir’den bagliyorum, yani bunu kabul edip bunu géstermeye ¢alisiyorum.
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Gorlismeci: Neden onu kabul edip onu gostermeye ¢alistyorsun?
Eda: Daha kolayima geldi agikgasi
Goriismeci: Peki dnermede sana ne diyor?
Eda: Onermede bana n? tek say1 ise n tektir
Nalan ve Naz da karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermenin

ispat1 i¢in hitkmii kabul edip hipotezi gostermeye ¢alismistir. Asagida sirasiyla Nalan ve

Naz’in verilen dnermenin ispatina iligskin gériigme kagitlarindan alintilar verilmistir.

Gorsel 3.23. Nalan ' karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi onermeyi ispatina iliskin
goriisme kagidindan alinti

Gorsel 3.24. Naz'in karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermeyi ispatina iliskin
goriisme kagidindan alinti

Yukaridaki iki alintidan da gorildigi gibi Nalan ve Naz tek ve cift tamsayilar
cebirsel olarak ifade edebilmelerine ragmen elde ettikleri sonucun tekligini gosterirken
tek sayilar i¢in “T” ya da “Tek” seklinde gosterimler kullanmiglardir.

Katilimcilarin zorlandigi bir diger ispatlama siireci, tiiketerek ispat yontemini
kullanmalarinin  beklendigi soruda olmustur. Katilimcilardan verilen bagintinin

fonksiyon olma durumuna karar vererek bir hipotez ortaya atmalariin beklendigi
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fiIR - IR

x -y =f(x) olacak sekilde bir

“A=1{0,1,2,3} olmak iizere y = 3 — x esitligi

fonksiyon belirtir mi?”

sorusunda tiim katilimcilarin fonksiyon kavram bilgilerini kullanarak verilen esitligin bir
fonksiyon belirttigi dogru hipotezi ortaya attiklar1 goriilmiistiir. Katilimcilardan Naz harig
diger tim katilimcilar fonksiyon kavram bilgisine sahip olduklarini gdstermislerdir.
Naz’1in fonksiyon kavram bilgisinin eksik oldugu goriilmiistiir. Asagida Naz’in fonksiyon

kavram bilgisine iligkin goériismesinden bir alint1 verilmistir.
Gorligsmeci: Neden fonksiyon belirtir dedin?
Naz: Ciinkii A’nin degerleri ayni. Yani A’nin degerleri 0, 1, 2 ve 3. Buradan biz A’nin
degerlerini x’in yerine kullandik. Buradan y’yi bulduk. y’nin degerleri de ayn1 sekilde O, 1,
2, 3 olarak ¢ikti. Yani A ile ayni degerler. O yiizden A’dan A’ ya fonksiyon belirtir, diye
diistiniiyorum.
Gorligmeci: Tamam. Peki, fonksiyon neydi?
Naz: Fonksiyonu tanim olarak diyorsunuz.
Goriismeci: Tanimlaya da bilirsin.
Naz: Yani x’ten y’ye, su an sey yapamiyorum toparlayamadim.
Goriigmeci: Neden?
Naz: x degerlerinin iste onlar1 yerine koyup iste belli bir y degeri bulmak gibi. Daha diizgiin

bir sekilde toparlayabiliriz. Su an toparlayamryorum.

Alintidan da gorildiigii gibi Naz tanim kiimesinden alinan bir elemanin
gorlintiisiinlin deger kiimesinde olma durumunu ifade ederken tanim kiimesinden alinan
her bir eleman igin deger kiimesinden tek bir eleman karsilik gelmesi durumunu ifade
etmemigstir. Naz’in tanim kiimesi ile deger kiimesi arasinda nasil bir esleme yapildigini
acikca ifade etmedigi goriilmektedir.

Naz’in disinda diger katilimcilar (Esra, Nese, Eda ve Nalan) dogru fonksiyon
kavram bilgisine sahip oldugunu gostermistir. Asagida bu katilimcilardan biri olan

Nalan’in fonksiyon kavram bilgisine iligkin bir alint1 verilmistir.
Goriismeci: Neden fonksiyon belirtir dedin?
Nalan: Once ilk aklima gelen ¢ok az sayida oldugu igin burada kiimedeki eleman sayist,
direkt iizerinden gitmek istedim. A’dan A’ya oldugu icin tek tek degerlendirdikten sonra tiim
buradaki elemanlarin A kamesinde mevcut oldugunu fark ettim yani goérdiim. Ve daha sonra
baktigim zaman tiim elemanlar farkli bir elemana gitmis, o yiizden fonksiyon belirtir diye
diistiniyorum.

Goriismeci: Tamam, peki fonksiyon neydi?
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Nalan: Fonksiyon, A kiimesi vardi B kiimesi, A kiimesinden B kiimesine tanimli olacak, A
kiimesinde bosta hi¢ eleman kalmayacak ve A kiimesindeki her bir eleman B’de yalniz bir

elemana gidecekti.

Eksik kavram bilgisini kullanarak Naz da dahil olmak tizere tiim katilimcilar verilen
esitligin bir fonksiyon belirttigi dogru hipotezini ortaya atmislardir. Ancak katilimcilarin
dogru hipotezi ortaya atmalari {izerine tliketerek ispat yontemini kullanmalarinin
beklendigi

fiIR - IR

olacak sekilde bir
x -y =f(x) d

“A =1{0,1, 2,3} olmakiizere y = 3 — x esitligi

)

fonksiyon belirttigini ispatlayniz.’
sorusunda yalnizca Esra ve Umut tiiketerek ispat yontemini dogru bir sekilde kullanmig
ve fonksiyon kavram bilgisini de dogru bir sekilde kullanarak ispatlama siirecini basarili
bir sekilde tamamlamustir. Esra ve Umut disinda geriye kalan dort katilimcr (Nese, Eda,
Nalan ve Naz) tiikketerek ispat yontemi bilgisine sahip olmadiklarini yansitmiglardir.

Tiiketerek ispat yontemini ve fonksiyon kavram bilgisini de dogru bir sekilde kullanarak
basarili bir sekilde ispat yapan Esra’nin ispatina iliskin gériisme kagidindan alint1 asagida

verilmigtir.

Gorsel 3.25. Esra mn tiiketerek ispatina iligkin goriisme kagidindan alinti

Esra ve Umut disinda Nese, Eda, Nalan ve Naz fonksiyon bilgilerini kullanarak
verilen esitligin fonksiyon belirttigini géstermeye ¢alismis ancak yaptiklarinin bir ispat
olmadigin1 degerlendirerek tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip olmadiklarini
yansitmiglardir. Asagida fonksiyon kavram bilgisi de eksik olan Naz’in ispat igin

yaptiklarina ve bunu degerlendirme durumuna iligkin gériismesinden bir kesit verilmistir.
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Naz: 0 koyuyorduk ilk basta 3, simdi buna A diyorum bunda B diyorum. A’y1 vermis bize.
Bulduklarima da B diyorum. A elemanlarini, sdyle daha biiyiik ¢izeyim. Ben 3’ii x yerine 0
verdigimde bulmustum. Hani o zaman x B de 3’ e gidiyor. 1, 2’ye gidiyor. A’daki 1 B’de
2’ye gidiyor.2, 1’ e gidiyor. 3’de 0 gidiyor. Yani hepsi eslesti. A’da herhangi bir boslukta bir
eleman kalmadi. O yiizden bu fonksiyon belirtiyor. Su an boyle yapabildim.

Goriismeci: Bu bir ispat mudir?

Naz: Degil gibi.

Goriigsmeci: Neden?

Naz: Ciinkii 6rnek tizerinden gittik gibi oluyor biraz. Yani bir bakima ispat aslinda ama sey
olarak kabul edilemeyebilir.

Goriismeci: Ne olarak?

Naz: Ispat olarak hani daha ¢ok s6zel ve sey formiiller daha ¢ok belirgin oldugu i¢in. Burada
ornek lizerinden gitmis olduk biraz.

Goériismeci: Ornek iizerinden neyi kastediyorsun?

Naz: Yani sayisal veriler kullanarak biraz daha onun iizerinden gittigimiz i¢in kabul

edilemeyebilir.

Yukarida verilen alintidan da goriildigii gibi Naz, tanim kiimesindeki tiim
elemanlar esitlikte yerine koymasina ragmen bunu 6rnek vermek olarak degerlendirmis
ve ispat olmadigini ifade ederek tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini
gostermistir.

Katilimcilarin en ¢ok zorlandiklari ispatlardan biri dogrudan ispat yontemini

fiIR - IR
x =y =f)

bir fonksiyon belirttigini ispatlaymiz.” sorusunda olmustur. Katilimcilardan dogrudan

(13

kullanmalarinin beklendigi “y = x + 1 esitligi olacak sekilde

ispat yontemini ve fonksiyon kavram bilgisini basarili bir sekilde kullanarak verilen
esitligin bir fonksiyon belirttigini dogru bir sekilde ispatlayan olmamistir.
Katilimcilardan yalnizca ikisi (Nese ve Eda) dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip
oldugunu gostermis ancak bu katilimcilar da fonksiyon kavram bilgisini dogru bir sekilde
kullanmayarak ispatlama siirecini basarili bir sekilde tamamlayamamistir. Geriye kalan
dort katilimer (Esra, Umut, Nalan ve Naz) ise dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip
olmadigimi yansitarak ispatlama siirecinde bagarili olmadiklart goriilmiistiir.

Dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olan, fonksiyon kavram bilgisi de dogru
olan iki katilimc1 (Nese ve Eda), ispatlama siire¢lerinde fonksiyon kavram bilgilerini
dogru bir sekilde kullanamamislardir. Her iki katilimemin da tanim kiimesinden alinan
elemanin goriintiisiinlin deger kiimesinde olma durumunu degerlendirdigi ancak tanim

kiimesinden alinan elemana karsilik, deger kiimesinden tek bir eleman karsilik gelmesi
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durumunu ifade etmedikleri goriilmiistiir. Bu katilimcilardan Nese’nin ispatlama siirecine

iligkin goériisme kagidindan alint1 agagida verilmistir.

Gorsel 3.26. Nese 'nin dogrudan ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Yukaridaki alintidan da goriildiigli gibi Nese, tanim kiimesinden alinan bir elemana
deger kiimesinden tek bir eleman karsilik geldigini ifade etmemistir.

Dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olmadigi goriilen dort katilimcidan Nalan
verilen esitligin fonksiyon belirtmesine iligkin herhangi bir ispatlama girisiminde
bulunmazken, Umut fonksiyonun bire-birligini ve tersinin oldugunu gostermeye ¢alismis,
bagska bir ispatlama girisiminde bulunmamustir. Esra ve Naz ise reel sayilar kiimesinden
aldiklar1 bazi degerlerin fonksiyon altindaki goriintiilerini arastirmislardir.

Dogrudan ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi soruda herhangi bir

ispatlama girisiminde bulunmayan Nalan’in gériismesinden alint1 asagida verilmistir.

Nalan: Bu durumda ne yapayim, yapamiyorum mu yazayim?
Goriismeci: Ispatlayamayacak misin?

Nalan: I uih (Basini olumsuz anlaminda salliyor)
Goriismeci: Neden ispatlayamadigim syliiyorsun?

Nalan: Ciinkii hatirlamiyorum.

Goriismeci: Neyi hatirlamiyorsun?

Nalan: Bu genel matematik konusuydu, hatirlamiyorum yani ispatini nasil yaptigimizi.

Dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini gosteren bir diger katilimci
Umut ise verilen esitligin fonksiyon belirttigini ispatlamak igin anlamsiz bir sekilde

verilen esitligi fonksiyon kabul ederek bire-birligini gostermeye ve sonrasinda da tersini
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almaya calismistir. Yaptiklarinin bir ispat olmadigini degerlendiren Umut’un ispatina

iligkin goriisme kagidindan ve goriismesinden alintilar agagida verilmistir.

Gorsel 3.27. Umut’'un dogrudan ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Goriismeci: Sen burada neyi gostermeye calistyorsun?

Umut: Simdi bu fonksiyonun tersini aldim.

Goriismeci: Neden?

Umut: Ben de bilmiyorum aslinda. Fonksiyonun tersini aldim da, fonksiyon olsa dedim 6yle
tersini aldim.

Goriismeci: Neden tersini aldin?

Umut: Tersi fonksiyon ise kendisi de fonksiyondur dedim.

Goriigmeci: Fonksiyon olmastyla tersinin olmasi arasinda bir iligki var m1?

Umut: Yani fonksiyon birebir ve ortense tersi de fonksiyondur.

Goriigmeci: Peki birebir 6rten olmasiyla, fonksiyon olma arasinda bir iligki var mi1?

Umut: Hani birebir ve 6rtense fonksiyondur demek anlaminda m1 soruyorsunuz?
Gorligmeci: Nasil distiniiyorsun?

Umut: Simdi birebir ve fonksiyon olmasi igin birebir ve ortenlige gerek yok. Ama fonksiyon

birebir ve ortense tersi fonksiyondur.

Goriismeci: Peki sen nasil gosterdin bunu?

Umut: Bire birligine baktim ilk 6nce. Sonra da tersini aldim da 11 bir dakika ... tersini aldim
da

Gorigmeci: Nigin tersini almigtin?

Umut: Tersinin de fonksiyon oldugunu gostermek icin. Tersi fonksiyonsa kendisi de
fonksiyondur diyebilmek igin.

Goriigmeci: Ne diisliniiyorsun peki?

96



Umut: Tersinin fonksiyon oldugunu diisiindiim. Zaten tersi de fonksiyonsa kendisi de
fonksiyondur. Ama ispatlayin dedigi i¢in burada da zaten demis bir fonksiyon belirttigini
ispatlayin. Zaten fonksiyon oldugunu sdylemis. Yani bu sekil ispat olmaz.
Goriismeci: Neden?
Umut: Ciinkii baktigimiz zaman mesela dolayl ispat veya dogrudan ispat. Hi¢ birine
girmiyor bence bu.
Goriigmeci: Girmedigi i¢in mi ispat degil diyorsun?
Umut: Evet.... Bir sey diyemem (basini olumsuz anlamda saga ve sola salliyor).
Gortismeci: Peki, gdstermeye calistigin sey ne?
Umut: Tersi fonksiyonsa kendisi de fonksiyondur. Bunu gosterdim
Burada Umut’un verilen esitligi fonksiyon kabul etmis, X1 ve X2’leri nereden aldigini
ifade etmeyerek eksik de olsa fonksiyonun bire birligini géstermistir. Fonksiyonun da
tersini alan Umut anlamsiz bir sekilde verilen esitligin fonksiyon oldugunu gostermeye
calismistir. Sonra verilen esitligi basta kendisinin fonksiyon kabul ettigini fark eden
Umut, herhangi bir ispat yontemi de kullanmadigi igin yaptiklarinin bir ispat olmadigini
ifade etmistir. Umut verilen esitligin fonksiyon belirtmesine iligkin bagka bir ispatlama
girisiminde de bulunmamuistir.
Esra ve Naz ise yaptiklarini ispat olarak degerlendirmeseler de yalnizca aldiklar
bazi reel sayilarin fonksiyon altindaki goriintiilerinin reel sayilarda olma durumunu

aragtirmiglar, baska bir ispatlama girisiminde bulunmamislardir. Asagida bu

katilimcilardan Naz’in goriisme kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.28. Naz'in dogrudan ispatina iligkin goriisme kagidindan alinti

Naz: Ya bunda say1 koysak yerine mesela x yerine 0 versek buradan y 1 ¢ikiyor. Biraz daha
verebiliriz. x yerine 1 verince y 2 ¢ikiyor. x yerine 2 verince y 3 oluyor. Reel sayilardan reel
sayilara demis. Yani bizim burada x degerlerimiz s6yle 0 dan bashyoruz ki sonsuza kadar
gidebilir. Bu x soyle, belirtelim. y de yine ayni sekilde. Bunlar hep reel sayilar ¢ikiyor. Yani

x yerine reel sayilar verdigimizde y de hep reel sayilar ¢ikiyor. Tabi x’e reel sayilar vermemiz
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gerekiyor bunun i¢in. Ben su an bdyle diisiindiim ama. Yani x’e reel sayilar verdikten sonra
y de daima reel say1 ¢ikiyor. Bu da reel sayilardan reel sayilara bir fonksiyon oldugunu
ispatlar. Daha fazla ne diyebiliriz. Su an boyle diigiindiim ama.

Goriigmeci: Peki, bu yaptigin bir ispat midir?

Naz: Yok, degil tabi.

Goriigmeci: Neden?

Naz: Ciinkii biz bunlari veriyoruz ama tabi bunlar ispat olarak kabul edilmeyebilir, yani kabul
edilmez.

Goriigsmeci: Neden?

Naz: Ciinkii biz bunu kendimize gore bireysel olarak verdik. Bir ispat olarak kullanamay1z.
Goériismeci: Ispat olmast i¢in ne olmasi lazim?

Naz: Yine dedigim gibi belli hani o tanimlara gére. Su an reel sayilardan reel sayilara olsa.
Ya mesela bir 6ncekinde yaptigimiz gibi fonksiyon tanimindan hani, bu x deki 0 bosta kaliyor
orasit. Ya bosta kalmiyor evet bosta kalmiyor 1’e gidiyor. Mesela onu ispatliyor.

Goriigmeci: Nasil?

Naz: Fonksiyon oldugu bire bir veya ortenlik konusundan nasil olabilir? Bir sey var hani
bire birligi ispatlamak ama burada bire birlikle ilgili bir sey yok

Goriismeci: Bire birlikle, fonksiyon olma arasinda bir iligki var m1?

Naz: Var yani sonugta bire bir fonksiyonda buradaki tiim elemanlar A’daki tiim elemanlar B
deki elemanla eslesmesi gerekiyor. B’ de de bir bos bosta eleman kalmamas1 gerekiyor. Yani
bir bakima var.

Goriigmeci: Peki, fonksiyon olmasi i¢in birebir olmasi gerekiyor mu?

Naz: Hayir. Mesela birebir fonksiyonun tanimi onunla hani aklimda kalmis. Onun i¢in f(x1)=
f(x2), x1 = x2 olunca birebir fonksiyon oluyordu. Mesela onun gibi belli bir kalip olmasi
gerekiyor ispatlamamiz igin. Su an o benim aklima gelmiyor. Yani bu mesela ispat agisindan
kabul olmaz. Dedigim gibi hani 6yle bir kaliplagsmis veriler olacak, sey gibi formiil gibi onlar

tizerinden ispat yapmamiz gerekiyor. Yani bu da kabul olmuyor aslinda.

Yukaridaki alintilardan goriildiigii gibi Naz, ispat yapmak i¢in dogrudan ispat

yontemini kullanamamis ve eksik olan fonksiyon kavram bilgisini kullanmaya

calismasina ragmen fonksiyon kavramini tam olarak kullanamayarak ispat yapamamustir.

Katilimcilarin basarisiz olduklari bir diger soru, olmayana ergi ispat yonteminin

kullanilmasinin beklendigi “Hem tek hem de ¢ift olan bir tamsayt yoktur.” dnermesinin

ispatinin  soruldugu soru olmustur. Katilimcilardan bu 6nermeyi dogru bir sekilde

ispatlayan olmamistir. Katilimcilardan dordii (Nese, Eda, Umut ve Nalan) verilen

Onermesini ispatlama siirecinde olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu ve

bu yontemi kullanabildigini gostermistir. Bu dort katilimer tek ve ¢ift tamsay1 kavram

bilgisine de sahip oldugunu gostermis ancak ispatlama siireglerinde geliskiye ulasmakta
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zorlandiklar1 ve dogru bir sekilde ¢eliskiye ulasamadiklar1 goriilmiistiir. Esra ve Naz ise
tek ve cift tamsay1 kavram bilgisine sahip olduklarini gostermelerine ragmen olmayana
ergi ispat yontemi bilgisine sahip olmadiklarindan herhangi bir ispatlama girisiminde
bulunamamaslardir.

Olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip olan dort katilimcidan Nese ve Nalan
celiskiye ulagmak icin aldiklar tek ve cift tamsayilarin karesini almiglardir. Asagida bu
katilimcilardan Nese’nin olmayana ergi anit yonteminin kullanilmasmin beklendigi

Onermenin ispatina iligkin gériisme kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.29. Nese 'nin olmayana ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Nese: Hani a’y1 ¢ift say1 aldim 2k, sonra bir de tek say1 kabul ettim. Bu ifadelerin esit
olmadig1 ya da birbirinden farkli oldugunu séyleyip bitecek mi ki? Ya bunu yazmam ispatsa
bilmiyorum ama buradan girig yapacagim bagka aklima gelmiyor. Hem tek hem ¢ift olan bir
tam say1 yoktur, o zaman ben hem tek hem ¢ift olan bir tam say1 vardir diyecegim, sonra
yanlis olduguna nasil gegecegim? Cok eksigim varmis hocam.

Goriismeci: Neden dyle diisiindiin?

Nese: Hocam nasil giris yapacagimi bilsem sonuglandiramiyorum, sonuglandirsam basini
tutturamiyorum. Hocam herhalde bu kadar bagka aklima hicbir sey gelmiyor. Olamaz,
suradan bir bdyle bir sey olamaz falan m1 demeliyim? Celiskiye diisemiyorum zaten soru
celiski gibi.

Goriismeci: Celiskiye diisemiyorum demekle neyi kastettin?

Nese: Hocam simdi hem tek hem ¢ift tam say1 yoktur. Ben simdi vardir deyip ¢eliskiye
diisecegim ama sonra bunlar dogruymus diyecegim ama diisemiyorum ki, nasil diisecegim.
Goriismeci: Neden diisemiyorsun?

Nese: Zaten hocam 2k 2k+1 dedim ama burada zaten belli oluyor, ben nasil diisecegim,
yapamadim zor matematik sorusu.

Goriismeci: Sen a’y1 tam say1 mi aldim demistin.
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Nese: Evet hocam. Boyle mi devam etsem, bir de karesini alayim ben. Niye karesini
alryorum, ciinkii a>=4 yaparim, sonra bunlar esit degildir desem, hocam bdyle ¢eliskiye
diistiim ben anca. Yani daha farkli yapamiyorum.

Goriismeci: Neden karesini aldin peki?

Nese: Neden karesi, zaten burada agik

Goriigmeci: Yani karesini alma ile bu 6nerme arasinda nasil bir iligki var?

Nese: Hocam ben de bilmiyorum, yani nedense dyle yapasim geldi. Yani aslinda surada zaten
cok belli oluyor 2k, 2k+1

Gortismeci: Neden belli oluyor diyorsun?

Nese: Hani burasi tek burasi ¢ift ama zaten bana onu soruyor. Ya hocam ben aslinda burasi
cift burast tek  hani ¢iftin karesi tekin karesi ve zaten ikisini de a kabul etmistim, ikisi
birbirine esit olmak zorunda gibi ama degil. Baska bir ¢eliski yok gibi ya da var da
goremiyorum. Hem tek hem ¢ift olan hocam bagka bir sey diisiinemedim ya.

Yukaridaki alintilardan da goriildiigii gibi Nese olmayana ergi ispat yontemi
bilgisine sahip oldugunu gostermis ancak celiski elde etmekte zorlanmis ve 6nerme ile
ilgisi olmayan bir sekilde aldig1 tamsayilarin karesini alarak hatali bir sekilde celiskiye
ulagsmistir. Ayrica Nese’ nin aldigi tamsayinin ayn1 anda hem tek hem de ¢ift oldugunu
ifade ederken hatali bir sekilde ayn1 degiskeni kullandigi goriilmiistiir. Ancak Nese,
yaptiklariin bir ispat olmadigini degerlendirmis, ispata dogru sekilde basladigini ancak
celigkiye ulasamadigi ifade etmistir. Asagida Nese’nin Onermenin ispatina yonelik
yaptiklarini degerlendirmesine iligkin gériismesinden bir alint1 verilmistir.

Goriismeci: Peki bu yaptigin bir ispat oldu mu?

Nese: Ispat olmadi.

Goriigmeci: Neden?

Nese: Ciinkii ben surada bazi seyler yazmaliyim. a’y1 bir ¢ift say1 alalim, a burada tek say1
olsun gibi eklemeler yapmaliyim, sonra keZ diyecegim daha bir siirli eksigim var. a tam say1s1
¢ift olsun, a tam sayis1 tek olsun. Hocam bu sekilde mi? k eleman hem ¢ift hem tek say1 ama
hocam bu giris dogru sanki.

Goériismeci: Oyle mi diisiiniiyorsun?

Nese: Evet ama sonra devam edemedim.

Goriigmeci: Anladim, peki sen burada neyi gostermeye caligtin?

Nese: Hocam bize verileni hem ¢ift hem tek say1 olan bir tam say1 yoktur diyor, ben de olsun
diyorum. Sonra ¢eligkiye diisiip bunun dogrulugunu gostermeye ¢aligtim

Umut ve Eda de olmayan ergi ispat yontemi ve tek ve ¢ift tamsay1 kavram bilgisine
sahip olduklarin1 géstermis ancak bu iki katilimc1 da herhangi bir ¢eligskiye ulagamamustir.

Asagida Umut’un olmayan ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alint1 verilmistir.
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Gorsel 3.30. Umut 'un olmayana ergi ispatina iliskin gortisme kagidindan alinti

Alintidan da goriildiigii gibi Umut herhangi bir ¢eliski elde etmemistir. Ayrica
Umut’un aldigi tamsayiyr ayn1 anda hem tek hem de ¢ift oldugunu gosterirken ayni
degiskeni kullanarak hatali bir sekilde ifade ettigi goriilmektedir. Goriismeci degisken
kullanimindaki bu hatay1 sorguladiginda, Umut yaptig1 hatay1 fark etmemistir. Asagida
bu duruma iligkin Umut’un goriismesinden bir alint1 yer almaktadir.

Goriismeci: Peki n’ye 2k dedin n’ye bir de 2k art1 1 dedin. 2k 2k+1’e esit olabilir mi?
Umut: Olamaz. Cilinkii 2k’y1 diger tarafa attigimizda 0 esit degildir 1 olur.

Goriismeci: Peki bu n ile bu n ayn1 m1?

Umut: Ayni ¢iinkii hem tek hem de ¢ift olan bir tamsay1 yoktur demis. Bir tamsay1 dedigi
icin hem tek hem de cift olacak, yani n tek bir tamsay1 ama iste bu durumda ayni olmuyor.
Ciinkii birbirlerine esit olmadiklari igin

Gortsmeci: 2k 2k+1’¢e esit olabilir mi?

Umut: Olamaz

Naz ve Esra ise tek ve ¢ift tamsayr kavram bilgisine sahip olduklarini
gostermelerine ragmen olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip olmadiklarindan
verilen Onermeyi ispatlamaya yoOnelik herhangi bir ispatlama girisiminde
bulunmamiglardir. Asagida Naz’in olmayana ergi ispat yonteminin kullanilmasinin
beklendigi 6nermeyi ispatlayamayacagini ifade etmesine iligkin gériismesinden alinti
verilmistir.

Naz: Aklima bir sey gelmiyor ama su an. Dedigim gibi tam sayilarda ya tek ya ¢ift sayilar

hani onun arasinda hem tek hem ¢ift say1 olan bir say1 yok. Suan ispat yapamiyorum.
Naz’a benzer sekilde Esra da verilen Onermenin ispatini yapamayacagini
belirtmistir. Asagida bu duruma iligkin Esra’nin goriismesinden bir alinti
verilmistir.

Esra: Hem tek hem de ¢ift olan bir tamsay1 yoktur, dogrulugunu ispatlayiniz, ben bunu nasil

ispatlayacagim. ..... Yoktur da, tek sayilari 2n+1 diye tammliyoruz, ¢ift sayilar1 da 2n diye
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tamimliyoruz, 2n+1 olan 2n olamaz. Ben ispat olarak yapamiyorum ama disiinerek
yapabiliyorum hocam.

Goriligmeci: Ne diisliniiyorsun?

Esra: Tek sayilar1 biz 2n+1 diye tanimliyoruz ¢ift sayilar1 da 2n diye, 2n+1 olan 2n olamaz.

................... Diisinemiyorum.

Katilimcilarin basarisiz olduklari bir diger ispatlama siireci ise varlik ispat
yonteminin kullanilmasinim beklendigi “Bir x > 5 reel sayist vardir éyle ki x* < 26 dir.”
Onermesinin ispati olmustur. Katilimcilardan varlik ispatini basarili bir sekilde
tamamlayan olmamistir. Katilimcilardan yalnizca ikisi (Eda ve Umut) herhangi bir
yonlendirme olmaksizin 6nermenin mantiksal yapisini dogru bir sekilde anlamistir.
Geriye kalan dort katilimcidan ise yalnizca Nalan yapilan yonlendirme ile dnermenin
mantiksal yapisini anladigini, diger t¢ katilimer (Esra, Nese ve Naz) ise yapilan
yonlendirmeye ragmen Onermenin mantiksal yapisini anlamadiklarini gostermislerdir.
Ancak bu iki katilimci da dahil olmak tizere katilimcilarin timii varlik ispatini
yapamamuislardir.

Eda 6nermenin mantiksal yapisint anladigini1 gostermis ve dnermeyi saglayan bir
reel sayr da bulmustur. Ancak Eda, Onermeyi saglayan bir sayr bulmanin ispat
olmayacagini ifade ederek varlik ispat yontemi bilgisine sahip olmadigin1 géstermistir.
Asagida Eda’nin varlik yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermenin ispatina iliskin

goriisme kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.31. Eda’'min variik ispat yontemini kullanmasi beklenen onermeyi ispatlamak icin yaptiklar

Goriismeci: Bu bir ispat olacak mi?

Eda: Yok olmaz

Goriigsmeci: Neden olmaz?

Eda: Ornek olurdu gene. x’e bir drnek vermis olurdum.

Goriigmeci: Peki 6nerme sana neyi soyliiyor, ne diyor?

Eda: x’den bilyiik bir reel say1 dyle ki yani bir reel say1 var 5’den bilyiik bir reel say1 var ve

karesi de 26’dan kii¢iikmiis bu sayimnin.
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Goriigmeci: Sen ispat yapmak i¢in ne olmasi gerektigini diisiiniiyorsun burada, ne yapman
gerektigini diisliiniiyorsun?
Eda: Ya aslinda bilemiyorum hi¢ bilemiyorum su anda ispat yapmam igin ne yapmam
gerektigini, ispat konusunda kendimi bastan beri ¢ok yetersiz goriiyorum.
Umut ise 6nermenin mantiksal yapisini anladigini ve varlik ispat yontemi bilgisine
sahip oldugunu gostermis, ancak onermeyi saglayan bir reel say1 bulmamis ya da boyle
bir reel sayinin bulunabilecegini gosterememistir. Asagida Umut’un varlik kani

yontemini kullanmasinin beklendigi dnermenin ispatina iligskin gériisme kagidindan ve

goriismesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.32. Umut’un varlik ispat yontemini kullanmasi beklenen onermeyi ispatiamak i¢in yaptiklar:

Umut: Burada bir x sayisi dedigi i¢in orada kafam takildi.

Goriismeci: Neden takildi?

Umut: Hani bir say1 i¢in sagliyorsa o zaman 6nermeye dogru diyebiliriz gibime geldi bana.
Goriligmeci: Nasil diistintiyorsun?

Umut: Ciinkii bir x reel sayist demis. Hani herhangi bir x reel sayisi i¢in sagliyorsa
sagliyordur gibime geldi. Bir x

Goriigmeci: Gibime geldi diyorsun, su an ne diisiiniiyorsun?

Umut: Yani bir x > 5 reel sayis1 varsa dyle ki demis x?< 26 hani bir say1 icin sagliyorsa, bu
onerme dogrudur anlamina geliyor.

Goriigmeci: Peki, 6yle bir sayiy1 bulsaydin, bulsan o zaman ne olur?

Umut: Onermeye dogru derim.

Gortismeci: Peki ispati i¢in ne dersin?

Umut: Sayiy1 bulduysam, bir x sayisi dedigi i¢in ispat yapmama gerek kalmaz bence.

Geriye kalan dort katilimecidan yalnizca Nalan yonlendirme ile varlik niceleyicisini
fark etmis ve varlik ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu yansitmistir. Asagida Nalan’in

goriisme kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.33. Nalan i varlik ispat yonteminin kullanilmaswin beklendigi onermeyi ispatina iligkin

goriisme kagidindan alinti

Nalan: Onerme dogru olmaz ciinkii sonucta bunun yanlis oldugu yerlerde var. O zaman
onerme direkt yanlistir.

Gorligmeci: Yanlis oldugu yerler derken ne demek istedin?

Nalan: Simdi demek istedigim su, x’ten biiylik sayilarin karesinin hepsi 26 dan kiigiik

degildir o yiizden bu 6nerme yanlistir.

Goriismeci: Simdi buradaki birin ne anlama geldigini sdylilyorsun?
Nalan: Bir yani bir bildigimiz bir, bir tane boyle bir say1 olabilir.
Goriismeci: Peki bir tane dyle bir say1 bulsan ne olur?

Nalan: Dogru olur.

Goriismeci: Gosterebilir misin?

Nalan: Hayir.

Dort katilimcidan ticti (Esra, Nese ve Naz) ise yonlendirme yapilmasina ragmen

Onermenin

mantiksal yapisini anlamadigini gdstermis, Onermede kullanilan varlik

niceleyicisini evrensel niceleyici gibi ele alarak Onermenin yanlis oldugunu

gostermislerdir. Asagida bu katilimcilardan biri olan Esra’nin goriigmesinden alinti

verilmigtir.

Esra: Bir sey yapamadim yani x 5’lerden biiyiik olacak. x><26 ise 5’ten biiyiik bir say1
verdigimiz zaman 36<26 oluyor mesela. Bu yanlis bir ifade oluyor demek ki yanlistir.
Onerme dogru degildir, yanlistir o zaman. Bir x>5 reel sayisi vardir dyle ki x2 < 26’dir demis
yani 5’ten biiyiik sayilar icin x>5 oldugu takdirde x>5 ise demis. Yerine verdigin zaman
x?<26°d1r demis. Bunun i¢in bu saglaniyor demis yani.

Goriismeci: Peki 6nermedeki “bir” kelimesi ne anlama geliyor?

Esra: “Bir” kelimesi ne anlama geliyor, bilmiyorum. Fikir yiiriitemeyecegim onun igin.
Goriigmeci: Tamam, peki bu yaptigin ispat midir dedigimde ne dedin, x e 6 verdin galiba.
Esra: Evet 6 verdim yani ispat degildir dedim.

Goriismeci: neden degildir dedin?

Esra: Ciinkii agiklayamadim yani direkt sdyledim.
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3.1.3. ikinci simiftaki katiimeilarin ispatlama siirecleri

Katilimcilara goriismelerde sirasiyla tiiketerek, dogrudan, karsit ters, aksine 6rnek
verme, olmayana ergi ve varlik ispat yontemlerini kullanmalarimin beklendigi alti
ispatlama sorusu sorulmustur. Sorularin tamaminda ispatlama siirecini giigliik
yasamaksizin basari ile tamamlayan katilime1 olmamustir. Alt1 katilimcidan ikisi (Betiil
ve Melih) ti¢ soruda, ikisi (Ayse ve Selda) iki soruda, ikisi de (Sevgi ve Can) yalnizca bir
soruda ispatlama siireglerini basari ile tamamlamistir. Katilimcilarin genel olarak aksine
ornek verme ve olmayana ergi ispat yontemlerini kullanmalari beklenen sorularda
ispatlama stireclerinde basar1 gosterdikleri, en ¢ok da dogrudan, karsit ters ve varlik ispat
yontemlerini  kullanmalart beklenen ispatlama sorularinda giiglik yasadiklari
goriilmistiir. Katilimeilarin tiimii 6zellikle karsit ters ispat yontemi bilgisine sahip
olmadigini, cogu (alt1 katilimcidan besi) ise olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip
oldugunu yansitmistir. Katilimeilar tiim sorularda verilen 6nermelerin dogru ya da yanlis
oldugunu ifade edebilmelerine ragmen genellikle uygun ispat yontemi bilgisine sahip
olmadiklarindan, uygun ispat yontemi bilgisine sahip olmalarina ragmen ispat yontemini
dogru bir sekilde kullanamadiklarindan ya da ispat i¢in gerekli olan kavram bilgisine
sahip olmadiklarindan ispatlama siireglerinde basarisiz olduklar1 goriilmiistiir.

Ispatlama siireglerinde diger katilimcilara gére daha basarili olan iki katilimcidan
Melih ve Betiil karsit ters ispat yontemini kullanmalar1 beklenen soruda karsit ters ispat
yontemini kullanmamis ancak olmayana ergi ispat yontemini kullanarak basarili bir
sekilde ispat yapmuslardir. Karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi
sorunun diginda Melih, aksine 6rnek verme ve varlik ispat yonteminin kullanilmasinin
beklendigi sorularda, Betiil ise tiiketerek ve aksine ornek verme ispat yonteminin
kullanilmasmin beklendigi sorularda ispatlama siireglerini basarili bir sekilde
tamamlamistir.

Katilimcilarin en basarili oldugu ispatlama siireci, aksine ornek verme ispat
yonteminin kullanilmasinin beklendigi “Her x € IR icin x < x?’dir” &nermesinin
ispatinda olmustur. Alt1 katilimcidan besi (Sevgi, Ayse, Melih, Betiil ve Selda) 6nermenin
mantiksal yapisini dogru bir sekilde anladigimi ve aksine drnek verme ispat yontemi
bilgisine sahip oldugunu goéstermis, reel sayr kavram bilgisini de kullanarak ispatlama
siirecini basarili bir sekilde tamamlamistir. Bes katilimer da verilen 6nermenin yanlis

oldugunu gosteren bir 6rnek bulmus ve yaptiklarinin bir ispat oldugunu ifade etmistir.
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Asagida bu katilimcilardan biri olan Betiil’iin aksine 6rnek verme ispatina iligkin goriisme

kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.34. Betiil'iin aksine ornek verme ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Betiil: 0 ile 1 arasindaki her say1 kiigiik oluyor zaten 2 mesela onlarin kareleri kendilerinden
daha kiiciik sayilar oluyor o ylizden olmuyor. Sunda da ne dedim sayinin karesi hep pozitif o
yiizden olur (“0 < a < o0 araliina isaret ediyor), sunda da ayn1 sey gegerli (“0 > a > —o0”
araligina isaret ediyor).
Goriismeci: Peki bu bir ispat mudir dedigimde ne diyorsun?
Betiil: Ispattir diyorum.
Goriismeci: Peki burada sen neyi gdstermeye caligtyorsun?
Betiil: Yani her x i¢in gecerli olmadigini gdsteriyorum bu kuralin.
Aksine Ornek verme ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermenin
ispatlama siirecinde alt1 katilimcidan yalnizca Can verilen 6nermeyi saglamayan aksine
bir 6rnek bulmasina ragmen, yaptigiin bir ispat olmadigini ifade ederek aksine 6rnek

verme ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini yansitmigtir. Asagida Can’in aksine 6rnek

verme ispatina iligskin goriisme kagidindan ve goriigmesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.35. Can ' aksine 6rnek verme ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti
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Can: Ama hani dogrudan x’e 1 vererek 1<1’den verilen 6nermenin yanlis oldugunu, yanlis
oldugundan dolayr da bu 6nermenin tamamen yanlis oldugunu diisiiniiyorum sadece bir
tanesi bozdugu i¢in.

Goriigmeci: Bu yaptigin bir ispat midir?

Can: Degildir bu sekilde

Goriigmeci: Neden?

Can: Aslinda bilmiyorum yanlis1 bularak ispatladigimi disiiniiyorum. Ama mesela bu
sekilde bir ispat bana ¢ok sicak gelmiyor.

Gorligmeci: Ne gelmiyor?

Can: Cok sey gelmiyor mutlaka bunun farkl bir sekilde gercekten her X € R i¢in x < x?’nin
bir ispati vardir farkli. Ama bu sekilde deger vererek ispatladigimi diigiiniiyorum ama ¢ok da
emin degilim.

Goriismeci: Neden emin degilsin?

Can: Hani sonucta deger vererck yanlis oldugunu buluyorum. Ispatladigimi diisiiniiyorum
aslinda ama bunun gergekte ispatinin farkl bir sekilde oldugunu diisiiniiyorum. Dedigim gibi
su an su soru sinavda karsima ¢iksa ben bu dnermenin yanlis oldugunu bu sekilde gostersem
bilmiyorum hani soruyu ¢dzdiim tamam diyemem.

Goriigmeci: Neden diyemezsin?

Can: Ciinkii sonucta deger verme yontemiyle bir seyin yanlis oldugunu goésteriyorum ama
onun dogru olmadigimi yanhs oldugunu hani ne bileyim ispat gibi gelmiyor bana deger
vererek yapmak.

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Can, Onermeyi saglamayan bir deger
bulmasina ve dnermenin yanlis oldugunu belirtmesine ragmen deger vermenin bir ispat
olmadigimi ifade etmistir. Yaptiginin bir ispat olmadigini ifade eden Can’in verilen
onermenin bagka bir sekilde ispatlanacagini belirttigi goriilmiistiir. Verilen dnermenin
nasil ispatlanacagini diisiindiigli sorgulandiginda ise Can, ispat i¢in kendisinin yaptigi
gibi deger verme ile degil cebirsel olarak bir takim islemler sonucu verilen énermenin
yanlighgini gostermesi gerektigini ifade etmistir. Asagida Can’in verilen Onermenin

ispatinin  nasil  olmasi gerektigini disiindiigiine ve kendi yaptiklarini nasil

degerlendirdigine iliskin goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Goriismeci: O dedigin ispat nasil peki?

Can: Hani yine matematiksel ifadelerle her x € R i¢in x < x?’nin mesela bilmiyorum x>’nin
mesela bunun iizerinde igslemler yaparak bunu farkli sekillere doniistiirerek, bunu her x € R
icin yanlis oldugu, bir dizi iglemden sonra yanlis oldugu kendiliginden ortaya ¢ikabilir. Ben
burada direkt islem iizerinden deger verip yanlis oldugunu gosteriyorum. Ama bunu farkli
sekillere doniistiirerek direkt hani x € R i¢in x < x*’nin degil de mesela x > x*’nin bir dizi
islemler sonucunda bunu bulabilir mesela biri. Ya da x > x bulur ya da x < x bulur. Bir dizi

islemler sonucunda bunun yanlis oldugu buluNaz. Bu sekilde ispat olur aslinda, ispatin bu
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sekilde boyle bir sey oldugunu diisiiniiyorum. Ne kadar bunun yanlis oldugunu gostererek
ispatlamis da olsam hani ¢ok emin degilim. Asil ispatin farkli oldugunu diigiinityorum.
Goriismeci: Peki bu yaptigin ne?

Can: Bu sanirim deger verme ydntemiyle hani deger verme yontemiyle bir seyin yanlis
oldugunu bulmak.

Goriigmeci: Bu bir ispat midir dedigimde ne diyorsun?

Can: Aslinda ispat oldugunu digiiniiyorum ama bunun ispatimin farkli bir sey oldugunu
diigtiniiyorum. Bunun dedigim gibi asil ispatin bu sekilde bir sey oldugunu diisiinityorum. Bu
yaptigim ne kadar dogru olursa olsun hani bir dizi islemler sonucunda bunun yanlis
oldugunun kendiliginden islemler sonucunda ortaya ¢ikmasinin asil ispat oldugunu
distiniyorum.

Katilimcilarin aksine 6rnek verme ispat yonteminden sonra kullanmada en basarili
olduklar1 ispat yontemi olmayana ergi ispat yontemi olmustur. Olmayana ergi ispat
yonteminin kullanilmasinin beklendigi “Hem tek hem de ¢ift olan bir tamsayr yoktur.”
Onermesini ispatlama siirecinde alti katilimcidan besi olmayana ergi ispat yontemi
bilgisine sahip oldugunu ve bu yontemi kullanabildigini gdstermistir. Ancak bu bes
katilimcidan yalnizca ikisinin (Ayse ve Selda) ispatlama siirecini basarili bir sekilde
tamamladigr goriilmiistiir. Bu katilimcilardan da Ayse herhangi bir ydnlendirme
olmaksizin ispatlama siirecini basariyla tamamlarken, Selda gériismecinin yonlendirmesi
ile ispatlama siirecini basarili bir sekilde tamamlamistir. Asagida Ayse’nin olmayana ergi

ispat yontemini kullanmasinin beklendigi 6nemenin ispatina iliskin goriisme kagidindan

ve gorlismesinden alintilar verilmistir.

N2
~

Gorsel 3.36. Ayse 'nin olmayana ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Goriigmeci: Bu bir ispat oldu mu?
Ece: Evet ¢ok i¢ime sindi.

Goriismeci: Neden dyle dedin?
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Ece: Bundan eminim bu sekilde soyleyebilirim.

Goriismeci: Peki bu yaptiginin bir adi var mi?

Ece: Evet dilimin ucunda ama bilmiyorum hani sey verilenin tam tersini kabul edip onun da
yanlis oldugunu gosterdigim igin verilen dogru oluyor.

Goriigmeci: Peki verilenin tersi dedigin sey ne?

Ece: Burada tamsay1 yoktur demis ben Oyle bir tamsay1 oldugunu kabul ettim.

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Ayse onermenin mantiksal yapisini ¢ozerek
uygun ispat yontemi olan olmayana ergi ispat yontemini se¢gmis ve bu ispat yontemi ile
tek ve ¢ift tamsay1 kavramlarini ve islem bilgisini kullanarak dogru bir ispat yapmustir.
Ayrica Ayse yaptiginin bir ispat oldugunu da degerlendirmistir. Selda ise olmayana ergi
ispat yontemini dogru kullanmasina ragmen 6nermeyi ispatlarken aldig: bir tamsayimnin
tekligini ve ¢iftligini ayn1 degiskeni kullanarak (n€Z i¢in n=2k ve n=2k+1 olsun) yanlis
bir sekilde gostermistir. Asagida Selda’nin olmayana ergi ispatina iliskin goériismesinden

bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.37. Selda ’nin olmayana ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Ancak goriismecinin yaptig1 yonlendirme ile Selda, aldigi tamsayiy1 ifade ederken
saymnin tekligini ve ¢iftligini ayn1 degiskeni kullanarak ifade etmesinin hatali oldugunu
fark etmis ve ayni tamsayiy1 ifade ederken farkli degiskenler kullanarak asagidaki
bicimde ispatin1 dogru bir sekilde tamamlamistir. Yaptiginin bir ispat oldugunu da
degerlendiren Selda’nin yapmis oldugu degisken hatasini yonlendirme ile fark etmesine
ve yaptigini bir ispat olarak degerlendirmesine iligkin olarak asagida goriismesinden ve

goriisme kagidindan alintilar verilmistir.

Goriismeci: Peki x’i 2k aldin bir de 2k + 1 aldin.

Selda: Evet.

Goriismeci: Bu x’leri sen bastan ayn1 m1 kabul etmis oldun bdyle yaparak?

Selda: Ayni kabul etmeye ¢alistim. Yani birinde ¢ift kabul ettim, digerinde tek olabilmesi
i¢in kabul etmeye calistim. Ama. .. ikisinde de k yazmam m1 dogru degil diye diisiiniiyorum.

Goriigsmeci: Neden?
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Selda: Mesela x’i 2k kabul ederken ayni zamanda x’i 21 + 1 kabul etmeliydim diye
distiniiyorum.

Gorligmeci: Neden dyle diisiindiin?

Selda: Ciinkii hem x’ler ayn1 hem k’lar ikisinde de ortak ama k’nin alacag: higbir deger i¢in
bu saglanmaz zaten. 1 olarak kabul etsem degisir miydi?

Gorligsmeci: Ne diistintiyorsun?

Selda: x, 2k olsa ve x, 21 +1 olsa ki bu durumda yine ¢ift yine tekler. Ve bunlari birbirine
esitlemeye kalksam ben. 21 +1 c¢iinkii ikisi de x’ler, 2 parantezinde k-1 = 1/2 ¢ikacak. Ama
ben k ve 1’yi tam say1 kabul ediyorum ve hicbir tamsayiyla 2’nin ¢arpimi 1 olamaz. k-I’nin
kesinlikle payli paydali bir say1 olmasi gerekir.

Goriismeci: Nasil?

Selda: Rasyonel say1 olmasi gerekir. Ve olmuyor, saglamiyor. Bu yiizden saglanamiyor.
Yukardaki sebepten dolayr degil de su sekilde kabul ettigimde daha dogru bir ifade sekli
olacak.

Goriigmeci: Neden?

Selda: Yani 2 k ile 2k +1 birbirine esit olamaz zaten.

Goriigmeci: Bu bir ispat midir dedigimde ne diyorsun?

Selda: Ispattir diyorum. Yani ispatladim su an. Oyle olmadigmi ispatladim.

Gorsel 3.38. Selda 'min yapilan yénlendirmeden sonra olmayana ergi ispatina iliskin gériisme kagidindan
alinti

Ayse ve Selda haricinde geriye kalan dort katilimcidan ticii ise (Melih, Betiil ve
Can) olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu géstermis ve bu yontemi
dogru bir sekilde kullanmaistir. Ancak bu ii¢ katilimci da aldiklar1 tamsayinin ayri ayr tek
ve ¢ift oldugunu gosterirken ayni degiskeni kullanmistir. Asagida bu {li¢ katilimcinin

olmayana ergi ispatlarindan alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.39. Melih’in olmayana ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Gorsel 3.40. Betiil in olmayana ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alinty

Gorsel 3.41. Can’in olmayana ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Yapilan yonlendirmelere ragmen bu tii¢ katilime1 da ayni sayiy1 farkli degiskenlerle
ifade etme yanlisin1 fark edememis ve bu yanlisa dayanarak hatali bir sekilde ¢eliskiye
ulasmistir. Asagida bu katilimcilardan biri olan Can’in yapilan yonlendirmeye ragmen

yaptig1 yanlis1 fark etmemesine iliskin goriismesinden bir alint1 verilmistir.
Goriismeci: x’e 2k ve 2k+1 dedin. Bunlar birbirine esit olabilir mi?
Can: Iste x hem 2k hem de 2k+1 olamaz. Yani 2k, 2k+1’e esit olamayacagi igin x hem gift
hem tek olamaz. Bu sayi1 bu say1ya esit olamayacagindan dolay1 x hem ¢ift hem tek olamaz.
Goriismeci: 2k, 2k+1’e esit olabilir mi?
Can: Esit olamaz o yiizden ¢ift olamaz.
Goriigmeci: x’e 2k dedin burada da x’e 2k+1 dedin.
Can: Evet, ¢linkii burada diyor hem tek hem de ¢ift say1 olacak diyor. x hem tek olacak diyor
hem de ¢ift olacak diyor.

Goriismeci: Bunlar ayni x’ler mi?
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Can: Yani ayn1 x olsun mesela x 2k, k’lar da ayn1 k’lar, x’ler de ayn1 x’ler ama iste x=2k
digeri de 2k+1 dir.

Goriligmeci: Neden dyledir?

Can: Ciinkii 2k, 2k+1’¢ esit olamayacagindan dolay1 x’ler birbirine esit 2k da 2k+1’°¢ esit
olmasi gerekiyor. Ama olamayacagindan dolay1 yani x ya 2k’dir ya da 2k+1’dir. Yani x ya

tektir ya cifttir.

Katilimcilardan yalnizca Sevgi, olmayana ergi ispat yonteminin kullanilmasinin

beklendigi 6nermenin mantiksal yapisini ¢ozememis ve 6nermenin dogru oldugunu ifade

etmesine ragmen Onermeyi dogru bir sekilde ispatlayamamistir. Asagida Sevgi’nin

Onermenin

verilmigtir.

mantiksal yapisini nasil ele aldigina iliskin gorliismesinden bir alinti

Sevgi: Simdi diisiinliyorum, tam say1 yoktur diyor. Hem ¢ift hem tek tamsay1 yoktur. Ben
tam sayilardan aliyorum. Cift aliyorum, ¢ift tam sayi ¢ift ¢cikiyor. Cift tam sayi tek ¢ikamryor.
Yani tek tam say1 da ¢ift ¢tkamuyor. Ikisi bir arada olmuyor demek ki. Demek ki béyle bir
sey yok, ¢iftse ¢ift ¢cikiyor. Hem ¢ift hem tek olan tam say1 bulamadim ben. Mesela su an
nasil sdyleyeyim, tam sayilardan eleman aldim hem tek hem ¢ift olan say1 bulamadim, dyle

distiniiyorum.

Tek ve ¢ift tamsayr kavram bilgisine sahip oldugunu goriilen Sevgi, verilen

Onermenin ispatlama siirecinde ¢ift sayinin ¢ift, tek saymnin ise tek oldugunu gostermistir.

Asagida Sevgi’nin olmayana ergi ispat yontemini kullanarak ispatlamasi beklenen

onermeyi nasil ispatladigina iliskin gériisme kagidindan ve alintilar verilmistir.

Gorsel 3.42. Sevgi’nin olmayana ergi ispat yontemini kullanmasi beklenen onermeyi ispat:

Onermenin ispat1 icin herhangi bir ispat yontemi se¢medigi goriilen Sevgi’nin

yaptiklarini ispat olarak degerlendirme durumuna iligskin asagida goriismesinden bir alint1

verilmistir.
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Goriismeci: Him, bu bir ispat midir?
Sevgi: Evet oyle diigtinityorum.

Ayrica verilen dnermenin ispati i¢in uygun olan olmayana ergi ispat yontemini
segmeyen Sevgi, goriisme siirecinde olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip
oldugunu asagidaki bicimde gostermistir.

Sevgi: Ama bdyle yaptigim zaman sunda tersini buldugum zaman, bunun dogru oldugunu
gosterebiliyorum. Bu yanlis bir sey ise tersi kesinlikle dogrudur diyebiliyorum. Tersi dedigim

varsaydigimiz yanlig ise digeri kesin dogrudur diyebiliyoruz.
Olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip oldugu goriilen Sevgi, énermenin
ispatinda bu ispat yontemini kullanamamustir.
Katilimcilarin giigliik yasadigi bir diger ispatlama siireci, tiiketerek ispat yontemini
kullanmalarinin  beklendigi soruda olmustur. Katilimcilardan verilen bagintinin

fonksiyon olma durumuna karar vererek bir hipotez ortaya atmalarinin beklendigi
f:IR - IR

olacak sekilde bir
x>y =f(x) d

“A=1{0,1,2,3} olmak iizere y = 3 — x esitligi

fonksiyon belirtir mi?”

sorusunda tiim katilimcilarin fonksiyon kavram bilgilerini kullanarak verilen esitligin bir
fonksiyon belirttigini ifade ettigi ve dogru hipotezi ortaya attiklar1 goriilmiistiir.
Katilimcilardan Sevgi ve Melih hari¢ diger tiim katilimcilar fonksiyon kavram bilgisine
sahip oldugunu gosterirken Sevgi fonksiyon kavram bilgisinin dogru olmadigini, Melih
ise eksik kavram bilgisine sahip oldugunu yansitmistir.

Sevgi fonksiyon kavram bilgisini kullanarak verilen esitligin bir fonksiyon belirttigini
ifade etmis ve dogru hipotezi ortaya atmistir. Asagida Sevgi’nin verilen esitligin
fonksiyon belirttigi hipotezini nasil ortaya attigina iliskin goriisme kagidindan bir alinti

verilmistir.
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Gorsel 3.43. Sevgi 'nin verilen esitligin fonksiyon belirttigi hipotezini ortaya atmasina iliskin goriisme
kagidindan alinti
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Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Sevgi, verilen tanim kiimesindeki
elemanlarin goriintiilerinin deger kiimesinde olma durumunu degerlendirmis ancak tanim
ve deger kiimesi arasinda nasil bir eslesme olmasi gerektigini acik¢a ifade etmemistir.
Sevgi’nin fonksiyon kavram bilgisi sorgulandiginda ise tanim kiimesi ile deger kiimesi
arasinda nasil bir eslesme oldugunu dogru bir sekilde ifade etmedigi goriilmiistiir.
Asagida Sevgi'nin fonksiyon kavram bilgisine iligkin goriismesinden bir alinti
verilmistir.

Sevgi: A ve B bostan farkli iki kiime olsun. A’daki tamim kiimesindeki elemanlar B
kiimesinde en az bir elemanla eslesiyorsa elemanla eslestiriliyorsa A’dan B’ye tanimlanan
bagntiya fonksiyon denir.

Goriigsmeci: Ne demek istiyorsun en az bir demekle?

Sevgi: Yani bir tane deger kesinlikle olacak hani bunun gittigi bir tane deger kesinlikle olacak
demek istiyorum.

Gériismeci: Iki tane olabilir mi?

Sevgi: iki tane en az bir, iki tane de olabilir

Melih de fonksiyon kavram bilgisini kullanarak verilen esitligin bir fonksiyon
belirttigini ifade etmis ve dogru hipotezi ortaya atmistir. Asagida Melih’in verilen
esitligin fonksiyon belirttigi hipotezini nasil ortaya attigina iligkin goriismesinden bir
alint1 verilmistir.

Melih: Simdi fonksiyon belirtir diyorum, ¢iinkii bu gortntii kiimesinde buldugum elemanlar
3,2, 1, 0 onlar da bu fonksiyon dedigi gibi A kiimesi sey A’dan A’ya dedigi i¢in A’daki
elemanlar 0, 1, 2, 3 de A’da. Bu goriintii kiimesinde 3, 2, 1, 0 buldum yerine koydugumuzda,

yani onlar da A kiimesinin elemanlart. O zaman fonksiyon belirtir.

Melih ise hipotezi ortaya atarken tanim kiimesinden alinan bir elemana deger
kiimesinden yalniz bir eleman karsilik gelmesi durumunu ifade etmemistir. Melih’in
fonksiyon kavram bilgisi sorgulandiginda, tanim kiimesinden almman elemanlarin
fonksiyon altindaki goriintiilerinin deger kiimesinde olma durumunu ifade ettigi, ancak
alinan elemanlarin deger kiimesinden tek bir elemana karsilik gelmesi durumunu ifade
etmedigi gorilmistiir. Asagida eksik fonksiyon kavram bilgisine sahip oldugu goriilen

Melih’in fonksiyon kavram bilgisine iligkin goriigmesinden bir alint1 verilmistir.
Melih: Goriintii kiimesindeki elemanlari pardon tanim kiimesindeki elemanlari bir fonksiyon
iizerinde hatta nasil deyim denklem fizerinde karsidaki goriintii kiimesinde elemanlarin

olugmasidir yani olusturacak sekilde yapilan bir mekanizma gibi bir sey.
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Sevgi ve Melih’in disinda diger katilimeilar (Ayse, Betiil, Selda ve Can) dogru
fonksiyon kavram bilgisine sahip oldugunu gostermistir. Asagida bu katilimcilardan biri

olan Ayse’nin fonksiyon kavram bilgisine iliskin bir alint1 verilmistir.
Ayse: Hangi kiimeden hangi kiimeyeyse fonksiyon, o ilk kiime dedigimiz kiimenin
elemanlarindan hig agikta eleman kalmayacak. Biitiin elemanlar karsidaki kiimeden bir yere

gidecek ama sadece bir elemana gidecekler.

Dogru olmayan fonksiyon kavram bilgisini kullanarak Sevgi ve eksik kavram
bilgisini kullanarak Melih de dahil olmak tizere tiim katilimcilar verilen esitligin bir
fonksiyon belirttigi dogru hipotezini ortaya atmislardir. Ancak katilimecilarin dogru

hipotezi ortaya atmalar lizerine tiiketerek ispat yontemini kullanmalarinin beklendigi
f:IR - IR

“A =1{0,1,2,3}olmak iizere y = 3 — x esitligi
{ } zerey SILLLG x -y =f(x)

olacak sekilde bir

)

fonksiyon belirttigini ispatlayiniz.’
sorusunda yalnizca Betiil ve Can tiiketerek ispat yontemini dogru bir sekilde kullanmig
ve fonksiyon kavram bilgisini de dogru bir sekilde kullanarak ispatlama siirecini basarili
bir sekilde tamamlamuistir. Betiil ve Can disinda Sevgi de tiikketerek ispat yontemi bilgisine
sahip oldugunu gostermistir. Ancak Sevgi dogru olmayan fonksiyon kavram bilgisi
nedeniyle ispatlama siirecini basarili bir sekilde tamamlayamamistir. Asagida Sevgi’nin

tiiketerek ispatina iliskin goriisme kagidindan bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.44. Sevgi nin tiiketerek ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Alntidan da goriildiigi gibi Sevgi fonksiyon kavram bilgisi dogru olmamasina
ragmen tiikketerek ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostermis ve kendi kavram
bilgisini kullanarak bir ispat yapmistir. Ayrica Sevgi yaptiklarini bir ispat olarak da
degerlendirmistir. Asagida Sevgi’nin yaptiklarini degerlendirmesine iligkin bir alint1

verilmistir.
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Goriigmeci: Peki o zaman bu yaptigin bir ispat midir?
Sevgi: Galiba dyle evet
Goriismeci: Emin misin?
Sevgi: Yani, evet ispattir.
Tiiketerek ispat yontemini segen ve fonksiyon kavram bilgisini de dogru bir sekilde
kullanarak basarili bir sekilde ispat yapan Betiil ve Can’dan Can’in ispatina iliskin

gorisme kagidindan ve yaptigim1 bir ispat olarak degerlendirmesine iligkin

goriigmesinden alintilar agagida verilmistir.

Gorsel 3.45. Can’wn tiiketerek ispatina iliskin goriisme kagidindan alinty

Can: Hani tanimi1 baz aldigimda ben herhangi bir aykir1 bir durum bulmadim. Tiim elemanlar
bir elemanla eslesti farkli elemanla eslesti, biitiin elemanlar eslesti. Bunu gosterdigim zaman
ben bunu ispatladigimi diisiinityorum, fonksiyon oldugunu ispatladigimi diigiiniiyorum.
Tanimi1 uyguladigim diisiiniiyorum.

Geriye kalan ii¢ katilimcidan Ayse, Selda ve Melih fonksiyon kavram bilgisine
sahip olduklar1 ancak tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip olmadiklar1 goriilmiistiir.
Ayse verilen esitligin fonksiyon belirttigini ifade etmesine ragmen fonksiyon kavramini
tam olarak tanimlayamadigini ve nasil bir ispat yapacagmi bilmedigini ifade etmistir. ilk
once verilen kiimelerin venn semasini ve elemanlar arasi eslesmeleri gosteren Ayse bu
yaptiginin ispat olmadigin1 degerlendirmis ancak baska bir ispatlama girisiminde
bulunmamistir. Asagida Ayse’nin tiiketerek ispata iliskin goriisme kagidindan ve

goriigmesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.46. Ece 'nin tiiketerek ispat yontemini kullanmast beklendigi sorudaki ¢oziimii
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Ece: Fonksiyon belirttigini ispatlayiniz. Ama ben fonksiyon belirttigini sdyledim, nasil
ispatlayabilirim. Kiimeleri ¢izebilirim su sekilde daha basit diistiniiyorum sanirim.
Goriismeci: Neden dyle dedin?

Ece: Yani gorsel olarak diigiiniiyorum tanimsal degil de yani goziimde canlandig: sekilde.
Elemanlar1 yazarim sonra tekrar A kiimesini yazarim, eslestirme dedigimde hani su sekilde
diistiniiriim. Buradaki her eleman bir elemana gittigi i¢in ve burada hi¢ eleman ac131 olmadigi
icin fonksiyondur diyebilirim fonksiyonun tanimi geregi hani tamimlayamadigim
fonksiyonun geregi.

Gorismeci: Peki bu bir ispat olur mu?

Ece: Olmaz sanki.

Goriismeci: Neden?

Ece: Yani hani ispat daha ¢ok tanima yonelik oldugu igin

Goriismeci: Nasil?

Ece: Yani tanimda sdyledigimiz baska bir sekilde tanimdakileri kullanarak hani elde etme
oldugu icin bende tanim konusunda eksik oldugum i¢in olmadigini diistiniiyorum.
Goriigmeci: Bu yaptiklarinla senin az 6nce ifade ettigin fonksiyon olma sartlar1 arasinda nasil
bir iligki var?

Ece: Aslinda bu sdylediklerim tanimda gegiyor ama hani tam cilimle olarak ifade

edemiyorum.

Selda da verilen esitligin fonksiyon belirttigini ifade etmesine ragmen yaptiklarinin
matematiksel olmadigint kendisine gore bir ispat oldugunu ifade etmistir. Asagida
Selda’nin tiiketerek ispata iliskin goriisme kagidindan ve goriismesinden bir kesit

sunulmustur.

Gorsel 3.47. Selda 'nin tiiketerek ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Goriigmeci: Hii, tamam bu bir ispat midir?

Selda: Bence degil ama
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Goriigmeci: Neden?
Selda: Aslinda ispat yani aksini iddia efden bir durum yok. Kime gére ispat gergekten su an
evet bana gore ispat. Bununla ikna olurum ama ¢ok matematiksel boyle mi hani tam

anlamiyla dogru mu zannetmiyorum ¢ok dogru yazdigimi, bence bir ispat.

Melih’in ise yaptiginin derslerdeki yaptiklari ispatlara benzemedigini bu nedenle
bir ispat olmadigin1 degerlendirdigi goriilmiistiir. Asagida Melih’in tiiketerek ispata

iligkin goriisme kagidindan ve goriigmesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.48. Melih’in tiiketerek ispat yontemini kullanmasi beklendigi sorudaki ¢éziimii

Melih: Karigmasin diye 3, 2, 1, 0 buna da A diyeyim. Soyle A kiimesi oldugu igin yani hocam

bu seyde denklemde yerine yerlestirdigimizde 0, 1, 2, 3’iin diginda nasil diyeyim bu gériintii

kiimesine 4, 5, 6, 7 daha farkli sayilar. Yani A kiimesinin eleman1 olmayan sayilar olmadigi

icin yani bu denkleme gore mesela bu f A’dan A’ya dedigi i¢in o yiizden ben belirtir.

Gortismeci: Him bu bir ispat oldu mu?

Melih: Olmadi

Goriigmeci: Neden?

Melih: Clinkii biz bunu yazdigimizda hocalar puan vermezdi.

Goriismeci: Neden

Melih: Simdi onda daha farkli seylerde kullaniyoruz da iste benim bu fonksiyon belirtip

belirtmedigi aklima gelmedi o yiizden yani o konu.

Goriismeci: Ne aklina gelmedi?

Melih: Sey fonksiyon belirtip belirtmedigi, o konuda nasil yaptiklarimiz.

Goriismeci: Him anladim onlar1 mi hatirlamaya ¢alistyorsun su anda?

Melih: Aynen

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Melih fonksiyon olma durumunu

ispatlamak i¢in derste yaptiklari1 hatirlamaya ¢alismis, kendi yaptigi derslerde
yaptiklarindan farkli oldugu igin yaptigini bir ispat olarak degerlendirmemistir. Bu ii¢
katilmcinin da (Ayse, Selda ve Melih) verilen esitligin ispatinin daha farkli bir sekilde
yapilmasi gerektigini belirtmeleri, katilimcilarin tiikketerek ispat yontemi bilgisine sahip

olmadiklarina isaret etmektedir.
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Katilimcilarin zorlandigi bir diger ispatlama sorusu ise “n bir dogal sayr olmak
iizere n? tek sayi ise n tek sayidir.” dnermesinin ispatinin istendigi soru olmustur. Verilen
Onermenin ispati igin katilimeilardan hicbiri 6nermenin mantiksal yapisina uygun olan
ispat yontemlerinden biri olan karsit ters ispat yontemini kullanmayi se¢gmemistir.
Yapilan yonlendirmelere ragmen katilimcilar karsit ters ispat yontemini segmemis
yalnizca iki katilimci (Melih ve Betiil) bu Onermenin ispati igin uygun ispat
yontemlerinden biri olan olmayana ergi ispat yontemini secerek tek ve ¢ift dogal sayi
kavram bilgisini de dogru kullanarak ispatlama siirecini basarili bir sekilde
tamamlamigtir. Asagida bu katilimcilardan Melih’in  karsit ters ispat yontemi
kullanmasimnin beklendigi onermeyi olmayana ergi ispat yontemini kullanarak

ispatlamasina iligkin goriisme kagidinda bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.49. Melih’in karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi énermeyi olmayana ergi
ispat yontemini kullanarak ispat:

Melih goriisme esnasinda k degiskenini 6nce tamsayi olarak almis sonra n’nin dogal
say1 oldugunu fark ederek k’y1 dogal say1 olarak almistir. Asagida bu duruma iliskin

Melih’in goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Goriigmeci: Bunun tam say1 oldugunu nasil sdyliiyorsun?
Melih: Onu da ya surada demistim ya keZ’den sey negatif tamsayilar1 ¢ikardim.
Goriigmeci: Him neden 6yle yazdin?
Melih: Ciinkii dogal say1 hatta onu tam say1 degil de n bir dogal say1 olmak iizere diyor k’ya
dogal say1 da diyebiliriz
Goriigsmeci: Neden?
Melih: Zaten dogal sayilar sifirdan bagliyor 1, 2, 3 devam ediyor. Ben burada tam sayilardan
negatif tam sayilar ¢ikardigimda zaten yine dogal sayilari elde ederim, o yiizden yani direk
keN diyebiliriz.

Geriye kalan dort katilimer ise tek ve ¢ift dogal sayr kavram bilgisine sahip

oldugunu gostermistir. Ancak katilimeilarin 6nermenin mantiksal yapisina uygun ispat
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yontemlerini segemedikleri goriilmiistiir. Katilimcilardan Sevgi verilen Onermenin
ispatlama siirecinde olmayana ergi ve aksine Ornek verme ispat yontemlerini
karistirmigtir. Ayse hiikmii kabul ederek hipotezi gostermeye galigmis ve yonlendirme ile
hatasini anlamasina ragmen bir ispat yapmamistir. Selda dogrudan ispat yontemini segmis
ancak yonlendirmeye ragmen hatasini fark etmemis, Can ise herhangi bir ispat yontemi
se¢memis ve ispatlama siirecinde basarili olamamustir.

Sevgi dogal say1 ve tek ve ¢ift tamsay1 kavram bilgisine sahip oldugunu yansitmig
ve Once olmayana ergi ispat yontemini kullandig: gériilmiistiir. Ancak bunu yaparken
once hipotez kismindan baglamis ve n?’yi tek alarak n’yi buna gére n?’nin karekokiinii
alarak se¢mistir. Sectigi n’nin de tek say1 degil ¢ift say1 oldugunu kabul eden Sevgi, sonra
0zel degerler vererek aksine bir 6rnek bulmaya calismistir. Asagida Sevgi’nin karsit ters
ispat yontemini kullanmasinin beklendigi dnermeyi ispatina iligkin gériisme kagidindan

bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.50. Sevgi 'nin karsit ters ispat yontemini kullanmasimin beklendigi 6nermeyi ispatina iliskin
goriisme kagidindan alinti

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Sevgi hem olmayana ergi hem de aksine
ornek verme ispat yontemlerini kullanmistir. Yaptiklarin1 bir ispat olarak da
degerlendiren Sevgi, yapilan yonlendirmeye karsit ters ispat yontemini kullanmamustir.
Asagida yaptiklarini bir ispat olarak degerlendiren Sevgi’nin yapilan yonlendirmeye

ragmen karsit ters ispat yontemini segmemesine iligkin gériismesinden alint1 verilmistir.
Sevgi: Boyle dedigimizde yani tiim n’lerin ¢ift oldugunu diigiiniiyorum varsayiyorum diye
baslayip buraya geldigimde tiim n’lerin ¢ift olmadigini gériiyorum cift degilse tekmis gibi

diistiniiyoruz.
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Goriismeci: Bu yaptigin bir ispat midir?
Sevgi: ispattir.

Goriismeci: Peki bagka sekilde ispat yapabilir misin?

Sevgi: 1 u (hayir anlaminda bagini salliyor) ben bdyle yaparim yani su teki tekin tek
olmadigini diisiinerek yani cifttir deyip tek olduguna giderdim. Yani yanliglayan bir 6rnek
bulup tek olduguna giderdim.

Goriismeci: Peki bu 6nermeyi, bu 6nermeye denk olacak sekilde baska bir sekilde ifade
edebilir misin?

Sevgi: Tek sayi ise n tek sayidir yani p ise q’yu sey p' V q diye yazmamiz gerekiyor
Goriligsmeci: bu sekilde mi ifade ediyorsun

Sevgi: Yani boyle yazardim ben n yani o zaman ne diyecegiz n? ¢ift bir say1 ise n tektir tek
sayidir olmuyor

Goriligmeci: Bu araya yazdigin ne?

Sevgi: Veya su veya hani sey deriz ama nasil diyebilirim n? tek say1 degilse yani n? ¢ift ise
n? ¢ift ise 0 zaman sey cift diyecegiz n ¢ift sayidir deriz.

Goriigmeci: Him, nasil dedin?

Sevgi: Yani simdi sunlari suna gore diisiiniiyorum da veyali bir sey yazmam gerekiyor yani
p’nin degili n*’nin tek olmamasi n*’nin ¢ift olmas1 demek q dedigimiz sey de n’nin tek say1
olmast

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Sevgi 6nermeye denk olan énermeyi veya
baglacini kullanarak dogru bir sekilde ifade etmis ancak onermenin karsit tersini ifade
etmemistir.

Ayse ise dnermeyi ispatlamak igin hitkmii kabul edip hipotezi gostermeye galisarak
Oonermenin mantiksal yapisini yanlis anladigini1 yansitmis ve 6nermenin ispatini dogru bir

sekilde yapamamustir.

Gorsel 3.51. Ece 'nin karsit ters ispat yontemini kullanmasmin beklendigi 6nermeyi ispatina iliskin
goriisme kagidindan alinti
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Ece: Ciinkii n zaten bir tane bir say1 hani buradaki 2a diyeyim ben buna karigmasin. 2a+1 in
n’e esit oldugunu varsaydim. Bu da o zaman n’dir dedim. O zaman sonug tek ise tek de n?
ise n de tektir diigiincesini varsaydim ya da hani 2a+1 = n varsayalim da diyebiliriz.
Goriligmeci: Peki sen burada neyi gostermeye calisiyorsun?

Ece: n’in tek say1 oldugunu

Gorligmeci: Nasil gosterdin?

Ece: n*’nin tek say1 oldugunu biliyorum zaten. Bunu bana vermis soruda. O zaman dedim ki
n? iki n degerinin carpimindan olusuyor. Ben tek bir saymnin kendisi ile ¢arpiminin tek

oldugunu gosterirsem n’in de tek oldugunu gostermis olurum dedim.

Gorlisme stirecinde nasil ispat yaptigi sorgulanan Ece, yapmis oldugu ispatin
verilen dnermenin ispatlanmasi i¢in uygun olmadigini fark etmis ve hipotezi kabul edip
hiikmii gostermek yerine tam tersini yaptigini ifade etmistir. Asagida bu duruma iliskin

Ece’nin goriigmesinden bir alint1 verilmistir.
Goriismeci: Onermede sana nasil demis ne demis?
Ece: n bir dogal say1 olmak {izere n? tek ise n tek sayidir. n?’nin tek say1 oldugunu vermis,
istedigi de n’in tek say1 oldugu.
Goriligmeci: Sen onun i¢in ne yaptin burada?
Ece: Ben ters mi yaptim acaba?
Goriismeci: Ne yaptin onu merak ediyorum.
Ece: Ben n’i tek say1 olarak yani bana verilen n? tek say1 ise n tek sayidir demis ben n tek
say1 ise n? tek sayidira dogru gittim.
Goriigmeci: Anladim, ne oldu &yle yapinca?
Ece: Tersten diisiinmiis oldum.
Goriismeci: Nasil?
Ece: Yani bana verilenden istenene gitmedim de istenenden verilene gittim.
Goriismeci: Anladim, peki yapabilir misin o sekilde ispat1?
Ece: Bu sekilde n tek sayidir n? tek say1 ise hani nasil yapabilirim, n? tek bu da n.n’e esit,
yine ayn1 sekilde yaparim gibi.
Goriismeci: Nasil?
Ece: n? tek say1 ise bu da n.n’e esit, n*’nin tek oldugunu biliyorum, yani bunlar 2a+1 dersem
bunu pargalayamam ki.
Goriismeci: Neden?
Ece: Ciinkii isler karigir.
Gorligmeci: Nasil karigir?
Ece: 2a+1 dersem neden olmadi. n tek sayidir, yok olmuyor.
Goriismeci: Neden olmuyor?
Ece: Ya hani bu taraftan bu tarafa diigiiniiyorum ama n?’den n’e gidemiyorum neden

bilmiyorum.
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Ece’nin bagka bir ispat yapamayacagi ve verilen 6nermeyi basgka sekilde ifade edip

edemeyecegi de sorgulanmis ancak Ece baska bir ispatlama girisiminde bulunmamustir.
Goriigmeci: Anladim, peki bagka bir sekilde ispat yapabilir misin?
Ece: Yani suan aklima baska bir sey yok.
Gorlismeci: Anladim, peki n bir dogal say1 olmak iizere n? tek say1 ise n tek sayidir
Onermesini bu 6nermeye denk olacak sekilde baska sekilde ifade edebilir misin?
Ece: Nasil yani?
Goriismeci: Yani sana aym seyi sOyleyecek onu ispatladiginda aslinda bu Onermeyi
ispatlamis olacaksin.
Ece: Bir sayinin kendisi ile garpimu tek bir say1 ise o sayinin kendisi de tek sayidir diyebilirim.
Bu da hani n yerine sadece bir say1 dememize neden olur farkli bir sekilde.

Selda ise dnce karsit ters ispat yontemini ve ¢ift tamsayi kavram bilgisini kullanarak
onermenin mantiksal yapisini anladigini yansitmasina ragmen sonrasinda hiikmii kabul
edip hipoteze ulagmaya ¢alisarak 6dnermenin mantiksal yapisini anlamadigini gostermis

ve dogru bir sekilde ispat yapamamustir.

Gorsel 3.52. Selda’nin karsit ters ispat yonteminin kullanilmaswin beklendigi onermeyi ispatina iliskin

goriisme kagidindan alinti

Selda: n = 2k olmak iizere n> = 4k’dir. Ve bir dakika. Ben burada sey sdylemek istedim. n
eger bir ¢ift say1 olsayd: bunun herhangi bir kuvveti, n? olmak zorunda degil n® de olabilirdi,
herhangi bir kuvveti ¢ift say1 olacakti. n bir tek sayiysa 2’ye béliinmiiyor demektir. Ve hig
bir zaman higbir kuvvetiyle de bu ikiye boliinemez. Ciinkii 2 tek ¢ift asal sayidir ve hig bir
¢ift saymin kuvveti tek olamaz. Bu durumda olmayan ergi yontemiyle n’ i 2k kabul edersek
n? 4k? olacagmdan ki bu da ¢ift say1, ¢ift olmasim gerektirdiginden dolay1 yani 2x2, k x k
oldugunu disiiniirsek ve bunun da n oldugunu hatirlarsak ne olursa olsun bu elde edecegimiz
n? say1s1 2’nin bir kat1 olacak. O yiizden de ¢ift say1 olacak yani. n, 2k degil. Buradan bunu
cikartyoruz. Yani n eger 2k degilse k’dir. Ve k ise tektir. Tekse n’nin herhangi bir kuvveti de
tektir. Ya da n’ in herhangi bir kuvveti tek ise n tektir.

Goriigmeci: Nasil?
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Selda: Simdi diisiindiigiim n karenin 2k’ya esitleyip yle mi, n? 2k’ya esitlersem n, V2k olur.
n’i 2k kabul ederek n?nin 4k? oldugunu sdylersem eger burada n’i ¢ift kabul ettim. n? de gift
¢ikt1 ve eger n? tek ise n tek olmak zorunda dedim. Buradan gidemez miyim? Gidebilirim
sanki sonucta yanlis bir sey kabul etmedim. n’i ¢ift kabul ettim ve n?nin de ¢ift ¢iktigini
sdyledim. n kare tek ise n tektir. n?’nin tek olmas1 demek sonucun 2k olmadigini gosterir ki
k elemamdir Z olmak iizere. n? tek ise evet n ¢ift degildir. Peki nedir? Tektir. Bunu nasil
ifade edebilirim? Yazili olarak nasil ifade edebilirim? Ifade etmem gereken sey tam olarak n
esittir 2k dan yola cikmasi gerektigini farkindayim. Ama tam olarak nasil diizene
sokabilirim. n? tek say1 ise n tek sayidir. n? tek ise n ¢ift say1 degildir. n ¢ift say1 ise n? tek
degildir. n, 2k ise n? 4k?’dir. Peki n? tek say1 ise n’nin tek say1 olmasi demek 2k + 1 demek.
k elemanidir Z demek. Dogal olarak bunun karesini almam demek. 4k? + 4k + 1 demek.
Burasi 4’ten kaynakli her tiirlii ¢ift ¢gikacak. 4 den kaynakli her tiirlii ¢ift ¢ikacak yani Z, k’
ya ne deger verirsek verelim tam sayilar kiimesinden basindaki ¢arp1 4 ibaresi sebebiyle o
say1 her tiirlii ¢ift ¢cikacak ve bu +1 degeri onun tek olmasina sebep olacak. Yani, ¢ift + tek
=tek, evet.

Gorligsmeci: Bu bir ispat midir?

Selda: Eger daha diizgiin ifade edersem bir ispat.

Goriismeci: Tamam. Peki, burada neyi gostermeye ¢aligtin?

Selda: Ben burada n’nin tek say1 oldugunu gostermeye ¢alistim ve tek say1 olmasi demek 2k
+ 1 demek. Yani k nasil bir deger alirsa alsin bu 2 ile ¢arpildiginda her tiirlii bir ¢ift say1 elde
edilecek ve bir eklendiginde ki bu bir olmak zorunda degil 3 ya da 5 de olabilirdi. Cift ile tek
saymin toplaminin tek oldugundan yola ¢ikarak n’nin 2k + 1 olmasi durumunda bunun
karesinin 4k? + 4k + 1 oldugunu gdsterdim. Ve bu 4k? + 4k her ikisi de k’nin herhangi bir
degeri i¢in ¢ift sonug verecek. Cift + ¢ift + tek tek sonug verecek. Haliyle sonug tek olacak.

Onerme dogru olacak.
Selda’nin verilen Onermeye denk oOnerme yazmasi istendiginde ise mantik
bilgisinde hatalar oldugu goriilmiistiir. Asagida bu duruma iliskin Selda’nin
goriismesinden alint1 verilmistir.

Goriismeci: n® tek say1 ise n tek sayidir. Bu dnermeyi baska sekilde ifade edebilir misin?
Ayni sey yani, birbirinin dengi esdegeri olacak sekilde baska bir 6nerme ifade edebilir misin?
Selda: n tek say1 iken n2’nin de tek oldugunu ifade edebilirim. Ya da n ¢ift iken n?’nin de cift

2

olmak zorunda oldugunu, n?’nin ¢ift iken n’nin ¢ift cikacagini, n?’nin ¢ift iken n’nin asla tek

¢ikamayacagi.
Goriigmeci: Bunlar esdeger onermeler mi, bu dediklerin?

Selda: Evet
Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Selda 6nermenin karsit tersi ile tersini
birbirine denk olarak almistir. Selda hem karsit ters ispat yontemini kullanarak bir ispat

yapmis hem de hiikmii kabul edip hipotezi gostererek hatali bir ispat yapmustir.
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Can ise 6nermenin hipotez ve hiikiim kismini ifade ederek dnermenin mantiksal
yapisini anladigini géstermis ancak 6nermenin ispati i¢in uygun olmayan dogrudan ispat
yontemini se¢mistir. Dogrudan ispat yontemini kullanamayacagini fark eden Can

Oonermenin ispatin1 yapmamuistir. Asagida Can’in 6nermenin yapisina iliskin ve
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Gorsel 3.53. Can in karsit ters ispat yontemini kullanmasinin beklendigi 6nermeyi ispatina iliskin

goriisme kagidindan alinti

Can: Dogrulugunu ispatlayiniz. n bir dogal say1 olacak n? tek say1 ise n tek sayi, suan aklima
bir sey gelmiyor hani diisiinliyorum mesela n?*’nin tek say1 oldugu durumlari diistiniiyorum.
Mesela 25 veya 9; 5, 1 karekoklerinin hepsi tek sayl. Ama bunun dogrulugunu nasil
ispatlayacagiz. Bir fikrim Vn*’nin 2k+1 seklinde bir say1 olmast lazim. Yalniz Vn? 2k+1
seklinde bir say1 Vn? nin de 2m+1 bir say1 olmasi lazim daha dogrusu Oyle oldugunu
gostermem lazim. Su an aklima bir sey gelmiyor n bir dogal say1 hani sayilar aklima geliyor.
n?’nin tek say1 oldugu durumlarda n’in tek oldugunu diisiiniiyorum. Ama bunun dogrulugunu
nasil ispatlayacagimiz konusunda hani pek bir sey gelmiyor aklima.

Gorligmeci: Peki sen burada neyi gostermeye calisiyorsun?

Can: Hani tek sayilar 2k+1 seklinde gdsteriliyor hani n? 2k+1 seklinde bir saytymis, hipotez
kisminda yle diyor. n de tek sayidir diyor, kok n? den 2k+1 seklindedir ya da 2m+1, tek
sayidir. Soruyu biraz bu sekle doniistiirmeye ¢aligtyorum ama devami aklima gelmiyor. Ne

yapabilecegim nasil bir yoldan gidebilecegim aklima gelmiyor.

Varlik ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi “Bir x > 5 reel sayist vardir
oyle ki x* < 26°dir.” dnermesini ise alt1 katilimcidan Melih herhangi bir yonlendirme
olmaksizin Selda ise yonlendirme ile dogru bir sekilde ispatlamistir. Geriye kalan dort
katilimct ise Gnermenin ispatini yapamamustir. Bu dort katilimeilardan iicii (Sevgi, Betiil
ve Can) dnermenin mantiksal yapisin1 anlamadigini gostermis, bir katilimci da (Ayse)
Oonermenin mantiksal yapisini anladigini gostermesine ragmen reel say1 kavram bilgisini
kullanamayarak ispatlama siirecini basarili bir sekilde tamamlayamamustir.

Ispatlama siirecinde basaril1 olan iki katilimcidan biri olan Melih, énermenin mantiksal

yapisint dogru bir sekilde anladigini gostermis, varlik ispat yontemini se¢mis, reel sayi
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kavram bilgisini ve islemsel bilgisini kullanarak 6nermeyi dogru bir sekilde ispatlamistir.
Melih’in ispatina iligkin goriisme kagidindan ve goriismesinden bir alinti asagida

verilmistir.

Gorsel 3.54. Melih’in variik ispatina iliskin goriisme kagidindan alnti

Goriligmeci: Ne diisliniiyorsun?
Melih: Ne diisiiniiyorum, xeR oldugu i¢in bence ispattir ya.
Goriismeci: Neden?
Melih: Ciinkii x’in araligim buldum, aralikta x’in araliginda yani x 5 ile V26 arasinda oldugu
icin, verilen ifade de reel say1 dedigi i¢in bize o x 5 ile \26 arasinda herhangi bir tane reel
say1 olabilir. Yani bu reel sayiyr da bulabilecegimiz igin ifademiz dogrudur. Ispatlamis
oluruz.
Selda ise once dnermenin mantiksal yapisina dikkat etmeksizin onermenin yanlig
oldugunu ifade etmis ancak 6nermenin yapisi sorgulandiginda dnermenin yapisina uygun
ispat yontemi olan varlik ispat yontemini ve reel say1 kavram bilgisini kullanarak dogru

bir sekilde ispat yapmistir. Asagida Selda’nin varlik ispatina iliskin goriisme kagidindan

alint1 verilmistir.

Gorsel 3.55. Selda’min varlik ispatina iligkin goriisme kagidindan alinti

126



Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Selda 6nce dnermenin mantiksal yapisina
dikkat etmeyerek esitsizligi saglamayan bir reel say1r buldugunda 6nermenin yanlis
oldugunu ifade etmis, sonra goriismecinin Onermenin yapisini sorgulamasinin ardindan
onermedeki varlik niceleyicisine dikkat ederek 6nermeyi saglayan bir reel say1 bulmus ve
ispatlama siirecin basariyla tamamlamistir. Asagida goriismeci tarafindan Gnermenin
mantiksal yapisinin sorgulanmasina ve Selda’nin varlik ispatina iligskin gériismesinden

bir alint1 verilmistir.
Goriismeci: Peki 6nermedeki “bir” kelimesi ne anlama geliyor?
Selda: Goz ardi ettigim bir durum o. Bir x >5 reel sayis1 vardir dyle ki x2 <26 diyor. Yani
tim x’in 5’ten bilyiik olma ihtimalleri degil de tek bir durumun var olabilecegi ihtimalini
sunuyor ki benim kesinlikle géz ard1 ettigim bir ihtimal. Her x 5’ten biiyiikken reel say1 vardir
iste x><26 demiyor bana. Bir tane yani en az bir tane vardir diyor ve dogru en az bir tane
vardir aslinda. Bu 6nerme dogru, yanlig degil dogru.
Goriigmeci: Sen az dnce ne diislinmiistiin?
Selda: Ben her x >5 reel sayisi i¢in iglemlerimi yaptim ve her x i¢in bunun saglanmadigini
gordiim. Ama o zaten her x i¢in bunu iddia etmiyor. Su an bunu fark ettim evet.
Goriismeci: Bu durumda ne diyorsun?
Selda: Onerme dogrudur. Bu énerme dogrudur.
Gortsmeci: Nasil ispatlarsin?
Selda: x’in 5,01 yani 5’in yakmn komsulugu olma durumunda x?nin 25,1001 oldugunu
buldum islemlerim sonucunda, eger yanlis degilse ve elde ettigim bu sonug¢ x%’nin 26’dan
kiigiik oldugunu kabul goren bir sonug olmustur ve o yiizden bu 6nerme dogrudur.
Goriigmeci: Peki bu bir ispat oldu mu?
Selda: Evet bu bir ispat. Yani dogru oldugunu gosteriyorum su an. Herhangi bir, bir deger

i¢in dogru yani en azindan ve zaten dnerme de daha fazlasini iddia etmiyor.

Onermenin mantiksal yapisin1 anlamadi§im gdsteren ii¢ katilimei (Sevgi, Betiil ve
Can) yapilan yonlendirmelere ragmen ispatlama siireglerinde basarisiz olmuslardir. Sevgi
onermede varlik niceleyicisi kullamldigini anlamadigim géstermistir. Onermede evrensel
niceleyici kullanildigini diistindiigii gériilen Sevgi, 6nermenin yanlis oldugunu goésteren
bir reel say1 bularak (aksine 6rnek) onermenin yanlis oldugunu ifade etmistir. Asagida
Sevgi’nin varlik ispat yontemi kullanmasimin beklendigi Onermeyi ispatina iliskin
gorigsme kagidindan ve Onermenin mantiksal yapisinin sorgulanmasina iligkin

goriismesinden bir alint1 verilmistir.
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Gorsel 3.56. Sevgi 'nin variik ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Gortigmeci: Peki, onermedeki bir kelimesi ne anlama geliyor?

Sevgi: Oradan hani bir tane deger almamiz gerek hain 6yle bir say1 var ama zaten surada ben
hepsini ispatladim. O bir say1 da zaten onun i¢ine girmis olmuyor mu hani bir say1 demis, bir
X > 5 reel sayist i¢in demis ama. Zaten ben burada genelleyince bir tanesi i¢in de bunun
dogru oldugunu ya da yanlis oldugunu géstermis oluyorum. Burada kiimesel olarak nasil
diyeyim ben simdi burada yanlisladim ya bu ifade yanlistir dedim. Bu ifade yanligsa x>5 igin
yanlis ama x< 5 i¢in dogru mesela diger tiim seyler i¢in dogru, bir tanesi de zaten onun i¢ine
giriyor. Genel olarak dogrulayip ya da yanlisladigimiz zaman “bir” dediginin bence dnemi
yok yani.

Goriligmeci: Neden 6nemi yok?

Sevgi: Clinkii hani bir tane almigsin reel sayist varmis ya simdi diisiiniiyorum surasi “bir”
deyince 5,01 oluyor ya da 5,1 olsa o zaman belki dogru olacak.

Goriigmeci: Olursa ne olur?

Sevgi: O zaman bu ifade dogru olacak mesela 5,0001 onun i¢in dogru mesela, o zaman dogru
olabilir hani su an karesini alamiyorum ama

Goriismeci: O zaman ne olur bulabilsen?

Sevgi: O zaman bulabilsem bu ifade yanlis degil dogru olur. Sey “bir” demesi o yiizden
6nemli burada. Ciinkii hani ben buradan bir tane alirim, dyle bir iste o dedigimiz say1y1 alirim
ki o bunu dogrular. Ama simdi “bir” diyor. Ben oradan sunu da alabilirim, bu da var bu
kiimenin i¢inde. O zaman bu yine dogru degildir.

Goriigmeci: Nasil diistinliyorsun?

Sevgi: Simdi mesela bir tane diyor tamam bir tane. 5,001 buray1 dogruladi mesela. Ama ben
buna yine dogru diyemem

Goriismeci: Neden?

Sevgi: Ciinkii 6 da var bu kiimenin iginde. Yani ben bunu 5,001 dedim. Bagkas gitti 5,1 dedi
mesela. Buradan o alinan bir denen say1 hani bir tane diyor ama bu bir tane kime gore neye
gore. Bir tane ve bu bir tane denilen bu say1 illa bunu kastetmiyor. Mesela burada hani bir
stirii say1 var bunlardan herhangi biri olabilir hani sadece bunun i¢in diisiinemeyiz ya da

burada bu nasil yanlis diyorsa bu da sadece dogrulad1 diye biitiin sayilar i¢in dogrulamaz.

Goriismeden yapilan alintidan da goriildiigii gibi Sevgi, varlik niceleyicisi ve
dolayisiyla varlik ispat yontemi bilgisine sahip degildir. Sevgi’nin varlik niceleyicisini

evrensel niceleyici olarak degerlendirdigi goriilmektedir.
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Betiil ise varlik ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi dnermenin yapisini
¢ozmeksizin cebirsel bir takim iglemler yapmis, ancak 6nermenin ispatini yapmamustir.
Betiil’iin verilen Onermenin ispati i¢in yaptiklarina iliskin goriismesinden bir alinti
asagida verilmistir.

Betiil: Bir x>5 reel sayis1 vardir, dyle ki x><26’dir énermesinin dogrulugunu ispatlaymz.
Him dogrulugunu ispatlaymmiz, simdi iki tarafinda karesini alayim x>5, x?>25 yani simdi
26’da 25’ten biiyiik. Suradaki ifadeyi de yazayim x?<26. Buraya yazdigim zaman da 26 x?
25. x’in en bilyiik degeri ile ilgili bir sey yok ki ya da en kiigiik degeri. Tamam, 25’ten bilyiik
olmasi lazim. Bunu da bu var dogrulugunu ispatlayimz bilmiyorum bunu. x?>25 degerini
bulabilirim ama 26’dan kiigiik oldugunu nasil ispatlayacagimi bilmiyorum, yani verilen hani
sunlar1 yazabilirim bu kadar yani, ama 26’dan kii¢iik oldugunu 1 1 ispatlayamam (olumsuz
anlamda basini salliyor).

Goriigmeci: Peki 6nermede neyi sdyliiyor sana?

Betiil: Yani x?’nin 26’dan kiiciik oldugunu sdyliiyor ki yle ki gercekten yani varken x>5

reel sayis1 varken x?<26’dir diyor. Yok, gelmiyor aklima.

26 SN DTS

Gorsel 3.57. Betiil’iin varlik ispat yontemini kullanmasi beklenen dnermeyi ispatlamak igin yaptiklar

Onermenin mantiksal yapisi sorgulandiginda ise Betiil’iin varlik niceleyicisini
anlamlandiramadigr ve neyi ispatlamasi gerektigini ifade edemedigi gorilmustiir.
Onermenin mantiksal yapisinin sorgulanmasina iliskin Betiil’iin goriismesinden alinti
asagida verilmistir.

Goriigmeci: Orada “bir” demis, “bir” ne anlama geliyor orada?

Betiil: Bir x, bir bir tane X, bir x yani herhangi bir de olabilir bir tane de olabilir bilemedim
su anda. Belirsizlik var aslinda ya belirsizlik derken

Goriismeci: Nasil?

Betiil: Tiirk¢ede olur ya bir ¢ocuk geldi falan onun gibi bir sey diisiindiim su anda. Bir ¢cocuk
kim oldugu bilinmeyen bir ¢ocuk. Bir x, bilinmeyen bir x say1si 11 (bagin1 olumsuz anlaminda
saga sola sallryor)

Can da 6nermenin mantiksal yapisini anlamadigini ve varlik ispat yontemi bilgisine
sahip olmadigin1 gostermistir. Can 6nermedeki “Oyle ki ifadesini “ancak ve ancak”

baglac1 gibi almis ve dnermede istendigi sekilde bir reel sayr bulunabilecegini ifade

ederek Onermenin dogru oldugunu belirtmesine ragmen yaptiklarinin bir ispat
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olmayacagini ifade etmistir. Asagida bu duruma iligkin Can’in goriisme kagidindan ve

goriigmesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.58. Can 'in varlik ispat yontemini kullanmasi beklenen dnermeyi ispatlamak igin yaptiklari

Can: O say1iy1 bulsam bdyle bir saymin oldugunu géstermis olurum ama ispat olmaz
Goriismeci: Neden?

Can: Ispat gibi gelmiyor bana bu sekilde

Goriismeci: Neden gelmiyor?

Can: Dedigim gibi hani suna bakarak ben mutlaka bir say1 vardir diyebilirim ama bu ispat
degildir (yazdiklarini gosteriyor)

Goriigmeci: Ne olmasi lazim ispat igin?

Can: Bence bunun ispat olmast i¢in iki tarafin da birbirini saglamasi lazim.

Goriigmeci: Iki taraftan neyi kastediyorsun?

Can: Hipotez ve hitkkiim kismini.

Goriismeci: Hipotez dedigin ne?

Can: Yani bize verilen sonucun kendi, sonucu kendi sdylemis bize x>5 reel sayis1 vardir
demis dyle ki bu x>5 reel sayis1 x2<26’y1 saglar. Hipotez kismi1 x>5 reel sayis1 vardir, hiikiim
kismi da x2<26. x>5 sayis1 i¢in hani saglar, hitkiim kismi burasi hipotez kismi burasi. Hani
bir de x?><26 igin X, 5’ten bilyiik boyle bir say1 var m1 hani iki tarafli da.

Goriismeci: Peki iki taraflt oldugunu nasil diisiiniiyorsun?

Can: Hani dyle ki.

Goriigmeci: Neden?

Can: x>5 reel sayis1 vardir Oyle ki x><26

Goriismeci: Oyle ki ne anlama geliyor orada?

Can: Sanirim ancak ve ancak

Can’in Onermenin ispatt i¢in yaptiklart sorgulandiginda onermeyi iki tarafli
ispatlamaya ¢alistigi goriilmiistiir. Can x>5 kabul ederek x2<26 ifadesini elde ederek bu

kismin dogru oldugunu ancak x?><26 kabul ederek x>5 ifadesini elde edemedigini ve
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Onermenin ispatini yapamadigini belirtmistir. Ayrica x>5 igin x2><26 olacak sekilde bir
reel say1 bulunabilecegini ancak bu say1y1 bulamadigi i¢in bu kisim i¢in yaptiklarinin da
bir ispat olamayacagini ifade etmistir. Asagida Can’in dnermenin ispatini nasil yapmaya

calistigina iliskin goriismesinden bir alint1 verilmistir.
Goriigmeci: O zaman bunun ispati i¢in ne diyorsun, bu 6nermenin ispati i¢in?
Can: Bunun gibi ¢ift tarafli bir ispat yapiliyordur illaki ama.
Goriligmeci: Sen ne yaptin?
Can: Ben bir tek tarafli yapmay1 denedim x>5’in her iki tarafin karesini aldim, x* nin 25 ile
26 arasinda oldugunu buldum ve bdyle bir sayinin mutlaka olacagini hani gostermis oldum.
Bir de tersinden gitmeye ¢alistim x><26 iken x>5 olur mu diye x<26 oluyor buradan mutlak
x 5 kiisiir bir say1 oluyor.
Goriigmeci: O kisim i¢in ne diyorsun?
Can: Tersten olmuyor x<5 ¢ikiyor. Zaten tersten de dogrulugunu ispatlamig olsaydim bunun
bir ispat oldugunu diigiiniirdiim ve sonugta her iki taraftaki verilenlerden yola ¢ikarak sey
yaptim.
Goriligmeci: Peki su anda yaptigin ne oldu?
Can: Hani su an tek tarafli dogru oldugunu gostermis oldum diyelim ispatlamak degil de.
Gorligmeci: Tek taraf dedigin neresi?
Can: Bu kisim bu tarafa dogru, dogru oldugunu (x>5 alip x?<26 oldugunu gosteriyor)
Gortgmeci: Peki o bir ispat oldu mu o kisim igin?
Can: Hani tam bir ispat olmadi.
Goriismeci: Neden?
Can: Hani sadece sOyleyebiliyorum buradan itibaren x2 25 ile 26 arasinda. Ama boyle bir x
sayist var mutlaka var. Ama bunu gdsteremiyorum iste x sayisint gosteremiyorum. 5 ile 6

iste 5 e yakin bir say1 oldugunu gosteremiyorum.

Varlik ispat yonteminin kullanilmasimin beklendigi 6nermede Ece’nin ise varlik
niceleyicisinin anlamini vererek Onermenin mantiksal yapisini anladigr goriilmiistiir.
Ayrica Ece x>5 i¢in x2<26 olacak sekilde bir reel say1 bulabilse bunun bir ispat olacagini
ifade ederek varlik ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostermistir. Ancak Ece, reel
sayt kavram bilgisini kullanamamis ve Onermenin ispatii dogru bir sekilde
yapamamistiAyse onermenin yanlis oldugunu ifade etmis ve bunun i¢in de 6’dan biiyiik
tiim reel sayilar i¢in x?><26 esitsizliginin saglanmadigin1 géstermistir. Yaptiklarinin da bir
ispat oldugunu degerlendiren Ece’nin varlik ispat yontemi bilgisine sahip olmasina
ragmen reel say1 kavram bilgisini kullanamadigi ve ispatlama siirecini basarili bir sekilde

tamamlayamadig1 goriilmustiir.
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Gorsel 3.59. Ece 'nin varlik ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Ece: Bu 6nermeyi aldik, x = 6 oldugunda x> = 36 bu da biiyiiktiir 26. Ama bize x* <26 vermis.
Burada 26’dan biiyiik ama bir tane diyor. Her x reel sayisi i¢in demiyor. Boyle bir x reel
sayisinin varligini ispatlarsak 6nerme dogru olur. Ama 6yle bir x reel sayist yoktur. O zaman
bu reel saymin olmadigini ispatlamamiz gerekir. 26’dan biiyiik, 5’ten biiyiik bir reel say1 var.
Karesi 26’dan kii¢iik ama 5’ten biiyiik hangi reel say1y1 alirsam alayim 26’dan biiyiik olacak
karesi.

Goriligmeci: Nasil diisiiniiyorsun?

Ece: Sayilar1 koyuyorum yerine. Yani baska yapabilecegim bir yol yok gibi. Bir x > 5 reel
sayisi vardir dyle ki x* <26’dir. x = 6 oldugunda x* = 36 oluyor. Yine 26’dan biiyiik oluyor.
Ben bunu devam ettirirsem x = n oldugunda x* = n? olur, x= n+1 oldugunda x> = n? + 2n+1
Olur. Bunlarin hepsi 26’dan biiyiik. Olmaz.

Goriismeci: Sen neyi gostermeye ¢alistyorsun burada?

Ece: Su an 5’ten biiyiik reel sayilarin hepsinin karesinin 26’dan biiyiik oldugunu gostermeye
calistyorum. Eger bunu gosterirsem hani boyle bir tane bile olsun 26’dan kii¢liik x*’nin
varhigmi ispatlamis olurum. Mesela surada x = 7 oldugunda deseydim x2 = 49 olacakti. Bu
da 26°dan biiyiik olacakti. Burada x sayilarini biiyliterek n’e ve n+1’e kadar giderim. Bunlar
da 26’dan biiyiik olur. O zaman derim ki her x > 5 reel say1s1 i¢in x> > 26 oldugundan bdyle
bir reel say1 yoktur, 6nerme yanlistir.

Goriigmeci: Az dnce ne dedin bir tane olsaydi dedin 5’ten biiyiik ve karesi 26’dan kiigiik
Ece: Onermem dogru olurdu, giinkii bir x > 5 reel sayisi diyor.

Goriigmeci: “Bir” ne anlama geliyor orada?

Ece: Yani 5’ten biiyiik biitiin reel sayilarin kareleri 26’dan kiigiiktiir demek istemiyor, 5’ten
biiyiik 6yle bir say1 vardir ki diyor onun karesi 26°dan kiigiiktiir diyor. Ama ben 5’ten biiyiik
biitlin sayilarin karesinin 26’dan biiyiik oldugunu gosterdigim i¢in dyle bir sayinin olmadigini
da gostermis oluyorum.

Goriismeci: 5’ten bilyiik tiim reel sayilar dedin. x nasil bir say1?

Ece: Reel 5’ten biiyiik reel bir say1.

Goriigmeci: Peki, bu ispat oldu mu?

Ece: Evet oldu.
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Katilimcilarin en ¢ok zorlandiklari ispatlama siireci, dogrudan ispat yontemini
fiIR = IR

x =y =f(x)
bir fonksiyon belirttigini ispatlayiniz.” sorusunda olmustur. Katilimcilardan igii (Ece,

13

kullanmalarinin beklendigi “y = x + 1 esitligi olacak sekilde

Sevgi ve Selda) dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu géstermesine ragmen
fonksiyon kavram bilgisini dogru bir sekilde kullanamadigindan ispatlama siirecini
basarili bir sekilde tamamlayamamistir. Geriye kalan {i¢ katilimcinin (Melih, Betiil ve
Can) ise dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini yansitarak ispatlama
stirecinde basarili olmadiklar1 goriilmiistiir.

Dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olan, fonksiyon kavram bilgisi de dogru
olan ti¢ katilimcidan ikisinin (Ece ve Selda), ispatlama siireglerinde fonksiyon kavram
bilgilerini dogru bir sekilde kullanamadiklart goriilmiistiAyse ve Selda, tanim
kiimesinden alinan elemana karsilik gelen elemanin deger kiimesinde olma durumunu
degerlendirdikleri ancak bunu ispatlarinda gostermeyip sorgulandiginda neden deger
kiimesinde oldugunu s6zel olarak ifade ettikleri goriilmiistiir. Ayrica iki katilimci da
tanim kiimesinden alinan elemana karsilik, deger kiimesinden tek bir eleman karsilik
gelmesi durumunu yalnizca ifade etmislerdir. Bu katilimcilardan Ece’nin ispatlama

stirecine iliskin goriisme kagidindan ve goriigmesinden alintilar asagida verilmistir.

Gorsel 3.60. Ece 'nin dogrudan ispatina iliskin gortisme kagidindan alinti

Ece: Yani hani desem ki bu fonksiyon degilmis gibi diisiiyorum o zaman bunu bozan bir
eleman olmasi gerekir diye diisiinmem gerekir. Ama bozan bir eleman yok. Eksileri
diisliniiyorum artilar1 diislinityorum. Tabi sonsuz say1 var hani bunu géremem ama x’ler reel
say1 ise x+1’ler de reel sayidir.

Goriigmeci: Neden x+1’ler de reel sayidir?

Ece: x’lerin 1 fazlasi, 1 de reel say1 ¢iinkii. Reel sayilarla reel sayilari toplarsak da yine reel
sayilari elde ederiz.

Goriigmeci: Peki bu yaptigin bir ispat oldu mu?

Ece: Tam degil yani hani s6zlii olarak belki
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Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Ece, yaptiginin tam olarak bir ispat
olmadigini degerlendirmistir.

Ece ve Selda gibi dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olan ancak fonksiyon
kavram bilgisi hatali oldugu Sevgi de fonksiyon kavram bilgisini kullanirken tanim
kiimesinden alinan her bir elemana karsilik gelen elemanin deger kiimesinde oldugunu
gostermis ancak tanim kiimesinden alinan bir elemana yalniz bir eleman karsilik gelmesi
durumunu ifade etmemistir. Asagida bu duruma yonelik Sevgi’nin goriigmesinden bir

alint1 verilmistir.
Sevgi: Diigiindiigiimiiz zaman yani ispat yapman i¢in verdigin her seyin karsiliginin
oldugunu gostermen lazim. Bir de x€R igin diigliniiyorum biitiin x’ler i¢in diisiiniiyorum
burada. Goriintiilerde de ayni sekilde R i¢in diigiiniiyorum bunlart zaten. x elemanidir R
oldugunu yazdik. Sonra goriintiilerinin neler oldugunu yazip bunlarin da R’nin iginde
oldugunu gésterdigimiz zaman zaten hani ispatlamis oldugumuzu disiiniiyorum.

Ug katilimcinin (Melih, Betiil ve Can) ise dogrudan ispat ydntemi bilgisine sahip
olmadigi goriilmistiir. Bu katilimcilardan biri olan Melih’in ispatina iliskin gériisme

kagidindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.61. Melih’in dogrudan ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Goriismeci: Burada tanim kiimesi reel sayilar kiimesi oldugunda verilen esitlikte her bir reel
saylya karsilik gelen demissin her bir derken orada ne demek istedin?

Melih: Yani biitiin reel sayilari verilen esitlikte denedigimizde diyorum o yiizden.
Goriismeci: Peki biitiin reel sayilar1 denemeyi nasil diisiiniiyorsun?

Melih: iste verilen esitlikte mesela birkag 6rnek veririm zaten o karsilar yani nasil diyeyim 0
verdigimizde 1 ¢ikiyor, ondan sonra 1 vereyim 2 ¢ikiyor, negatif vereyim mesela -1 vereyim
0 cikiyor. Ya boyle denedigimizde mesela daha bu drnekleri ¢ogaltabiliriz yani boyle olunca
ne bileyim bir yana dogru artiyor mesela bir yana dogru azaliyor. O yiizden yani ayni eleman
cikmayacak gibi, o ylizden yani o elde ettigimiz elemanlar da reel say1 oldugu igin o yiizden.
Goriigsmeci: Peki yaptigin bu denemeler yeterli olur mu hepsini sdylemek i¢in?

Melih: Yok olmaz ya ¢iinkii reel sayilar kiimesi demis, yani istisna da olabilir.
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Gorlismeci: Onu nasil diisiiniiyorsun?

Melih: Ya burada biz zaten fonksiyon belirtip belirtmedigine bakiyoruz, mesela aymi deger
¢iksa bile daha demin dedigimiz gibi birebir hani 6rten dedigimiz igin 6yle fonksiyon da var
burada sadece bize mesela fonksiyonu yerine yerlestirdigimizde reel say1 ¢ikacak m1 ona

bakiyoruz.

Yukarida verilen alintilardan da goriildiigi gibi Melih her ne kadar ispatinda reel
sayilar kiimesinde alinan tiim elemanlar1 gz onilinde bulundurdugunu ifade ederek
genelleme yapsa da bunu yaparken reel sayilar kiimesinden elemanlar almis ve bu
elemanlarin goriintiilerini bularak ispat yapmustir.

Dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olmadig1 goriilen bir diger katilimci Can ise
Onermenin ispatina iliskin yalnizca grafik ¢izmis ve derste gordiigii bilgileri ¢agirarak
tanimsiz yapan bir deger olsa fonksiyon belirtmeyecegini ifade etmistir. Can her ne kadar
grafik ¢izmesinin bir ispat olmadigini1 belirtse de onermenin ispatina iliskin baska bir
ispatlama girisiminde bulunmamistir. Asagida Can’in dogrudan ispat yontemini
kullanmasinin beklendigi 6nermenin ispatina iliskin yaptiklari ve gériismesinden alintilar

verilmistir.

2)v ol epitligi fiIR o IR olncak sekilde bir fonksiyon belirttigin kamtlayunz

X =" f(x)

X —{ ¥ &)

'\) i m—— f’:v\‘l.- v ) ol

U@

Gorsel 3.62. Can ' variik ispat yontemini kullanmasi beklenen nermeyi ispatlamak igin yaptikiar:

Goriigmeci: Grafik ¢izdin ama grafigin ispat mi1 oldugunu sordugumda ne diyorsun?
Can: Ya hani ispat oldugunu diigiinmiiyorum. Ama fonksiyon belirttigini gosterdigimi
diistiniiyorum.

Goriismeci: Tamam, ispat yapabilir misin bagka bir sekilde?
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Can: Eger ki soru mesela y=(x+1)/2 olsaydi ve f R den R ye olsaydi, hani kural1 bozacak bir
mesela x=-1 i¢in y buradan ger¢i y buradan 0 ¢ikar. Bu sekilde degil de y=2/(x+1) mesela bu

sekilde fonksiyon olmadigini ispatlayabilirim.

Almtilardan da goriildiigii gibi Can aksine 6rnek verme ispat yontemi bilgisine

sahip oldugunu gostermektedir.

3.1.4. Ugiincii simftaki katihmcilarin ispatlama siirecleri

Katilimcilara goriismelerde sirasiyla tiiketerek, dogrudan, karsit ters, aksine 6rnek
verme, olmayana ergi ve varlik ispat yontemlerini kullanmalarmin beklendigi alti
ispatlama sorusu sorulmustur. Tiim sorularda ispatlama siirecini gii¢liik yasamaksizin
basari ile tamamlayan katilimci olmadigi goriilmiistiir. Alt1 katilimeidan yalnizea ikisi
(Nihal ve Emel) ancak yonlendirme ile ya da ¢esitli giigliikler yasasa da genel alt1 sorudan
besinde ispatlama siireclerini basariyla tamamlayabilmistir. Bu katilimcilarin genel
olarak gerekli ispat yontemi bilgisine sahip olduklari, ispatlayacaklari Onermenin
mantiksal yapisina gére uygun ispat yontemini segtikleri, gerekli kavramsal ve islemsel

bilgiyi kullanarak ispatlama siirecini tamamladiklart goriilmistiir.

Ispatlama siireclerinde diger katilimcilara gore daha basarili olan bu iki
katilimecidan biri olan Nihal, olmayana ergi ispat yontemini kullanmasi beklenen soru
haricinde diger sorulardaki ispatlama siireglerini basarili bir sekilde tamamlamustir.
Emel’in ise karsit ters ispat yontemi ve olmayana ergi ispat yontemini kullanmasi
beklenen sorular haricinde diger sorulardaki ispatlama siireglerinde basarili oldugu
goriilmiistiir. Her iki katilimer da tiikketerek, dogrudan, aksine 6rnek verme ve varlik ispat
yontemlerini kullanmalar1 beklenen sorularda ispatlama siire¢lerinde basarili olmuslardir.
Tiiketerek ispat yontemini kullanmalart beklenen soruda Nihal ve Emel’in basarili bir
sekilde ispatlama siireglerini tamamladiklart goriilmiistir. Ancak goriismede
katilimcilara tiiketerek ispat yontemini kullanmalarinin beklendigi onerme dogrudan
verilmemis, katilimcilardan 6ncelikle verilen bagintinin fonksiyon olma durumuna karar

vererek bir hipotez ortaya atmalar1 beklenmistir. Bu nedenle katilimcilara 6nce
f:IR - IR

“A=10,1, 2,3} olmak iizere y = 3 — x esitligi
{ } y SIZ x>y = f(x)

olacak sekilde bir

fonksiyon belirtir mi?”
sorusu sorularak katilimcilarin ispatlama siirecine gegmeden once bir hipotez ortaya

atmak i¢in fonksiyon kavrami bilgilerini kullanma durumlar1 incelenmistir. Bu soruda
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hem Nihal hem de Emel fonksiyon kavram bilgisine sahip olduklarini gostererek dogru

hipotezi ortaya atmiglardir.
Emel: Bir kiime verilmis. A kiimesi olmak {izere y=3-x esitligi A’dan A ya olacak sekilde bir
fonksiyon belirtir mi demis, x’ten y’ye gidiyor. Fonksiyon belirtir.
Goriigsmeci: Neden?
Emel: Bize bir tanim kiimesi ve goriintii kiimesi vermis. Bir kural vermis. Yani bulabiliriz
mesela x yerine 0 koyarak, x yerine 1 koyarak, 2 koyarak, 3 koyarak y’nin degerlerini

bulabiliriz.

Emel: Tanim kiimesindeki tiim elemanlar goériintii kiimesindeki bir elemanla eslenmek
zorunda. Tamim kiimesindeki tiim elemanlar goriintii kiimesindeki bir elemana gidiyor o
yiizden fonksiyon belirtir.

Daha sonra katilimcilardan ortaya attiklari 6nermeyi ispatlamalart istenmistir.
Nihal ve Emel dogru hipotezi ortaya attiklarindan kendilerine asagidaki soru
yoneltilmistir.
fiIR > IR

olacak sekilde bir
x>y =f(x) d

“A=1{0,1,2,3} olmak iizere y = 3 — x esitligi

’

fonksiyon belirttigini ispatlayniz.’
Bu soruda Nihal ve Emel ortaya attiklar1 hipotezin ispati i¢in dogrudan ispat yontemini
kullanmay1 se¢mis, fonksiyon ve reel sayr kavram bilgilerini de dogru bir sekilde
kullanarak ispatlama siireglerini basariyla tamamlamislardir.
Emel: Tanim kiimesindeki her eleman goriintii kiimesine gidiyor yani nasil belirteyim onu
goriintii kiimesinde bir eleman gidiyor. Tanim kiimesindeki eleman goriintii kiimesindeki bir

elemana gider diyeyim yani tanim kiimesindeki elemanlarin hepsinin bir gériintiisii olmak

zorunda, burada da var zaten, hepsinin goriintiisii var diyeyim (yaziyor).

a4 |
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Gorsel 3.63. Nihal in tiiketerek ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Katilimcilardan dogrudan ispat yontemini kullanmalar1 beklenen

fiIR - IR

x-y=fx) olacak sekilde bir fonksiyon belirttigini

“y=x+1 esitligi
ispatlayiniz.”
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sorusunda ise Nihal ve Emel dogrudan ispat yontemini kullanmayi se¢mis, fonksiyon
kavram bilgisini de dogru bir sekilde kullanarak ispatlama siirecini basariyla

tamamlamislardir.
Nihal: Reel sayilardan reel sayiya bunun bir fonksiyon belirttigini ispatlayimiz. Simdi burada
tanim kiimesi reel sayilar. Yani x yerine koyacagimiz sayilar reel say1 ve ben x yerine hangi
reel saylyr koyarsam koyayim bunun 1 ile toplami da bir reel say1 olacag: igin goriintii
kiimesi. Ve sadece yani her x degeri i¢in yalnizca bir y degeri olacak. Bu yiizden bu bir

fonksiyondur (dediklerini yaziyor).

Gorsel 3.64. Emel’in dogrudan ispatina iligkin goriisme kagidindan alinti

Nihal ve Emel’in dogrudan ispatlarina iliskin yukarida verilen alintilarindan da
goriildiigh gibi hem goriintiilerin reel say1 olmasini hem de tanim kiimesinden bir elemana
tek bir eleman karsilik gelmesini reel sayilar kiimesinin 6zelligine dayandirdiklar:
goriilmektedir. Bagka bir deyisle Nihal ve Emel, tanim kiimesinden bir elemana deger
kiimesinden tek bir eleman karsilik geldigini gostermek igin ayrica bir ispat yapmamus,
bunu reel sayilar kiimesinin 6zelligine dayanarak ifade etmislerdir.

Nihal ve Emel aksine 6rnek verme ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi
“Her x € IR igin x < x2’dir.” dnermesinin dogu oldugunu ya da yanlis oldugunu
ispatlamalarinin beklendigi soruda Onermenin mantiksal yapisini dogru bir sekilde
anladiklarint gostererek aksine drnek verme ispat yontemini segmis, bu ispat yontemini
reel sayr kavram bilgisini de kullanarak uygulamis ve ispatlama siirecinde basarili
olmusladir. Asagida Emel’in aksine 6rnek verme ispatina iliskin goriismesinden bir kesit
verilmistir.

Emel: Ben bunu mesela tek seyin varligiyla ispatlayabilirim. Ciinkii 1/2 reel sayilarin elemani
oldugu i¢in 1/2 1/4’ten kii¢iik esit olmadigi i¢in (yaziyor). Dedim ki varsayalim 6nermemiz

dogru olsun. O zaman 6nerme dogru ise benim segtigim her reel sayinin kendisi karesinden

kiiciik olacak. 1/2’yi sectim 1/2, 1/4’ten kii¢iik olmadigindan varsayimimiz yanlistir dedim.
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Goriismeci: Bu bir ispat midir?

Emel: Ispattir

Goriligmeci: Peki burada neyi gostermeye caligtin?

Emel: Burada 6nermenin yanlis oldugunu.

Goriismeci: Nasil?

Emel: Dogru olsun diyerek.

Gorligsmeci: Ne yaptin?

Emel: Dogru olsun dedim dogru olursa hepsi i¢in dogru olmasi gerekir, ama ben bir tane
buldum. O zaman dedim ki 1/2’yi alayim dedim. Ama bunun i¢in yanlig oldu, o ylizden

varsayimim yanlis dedim. Varsayimimda dogru olsun dedigi i¢in 6nermemiz yanlistir.

Varlik ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi “Bir x > 5 reel sayist vardir
oyle ki x? < 26 dir.” dnermesini hem Nihal hem de Emel dogru bir sekilde ispatlamustir.
iki katilimer da nermenin mantiksal yapisin1 dogru bir sekilde anladiklarini gdstererek
uygun ispat yontemini se¢mis, reel say1 kavram bilgilerini ve islemsel bilgilerini dogru
bir sekilde kullanarak ispatlarini yapmugslardir. Nihal ve Emel ispatlama siirecinde
onermede belirtildigi sekilde bir saymin var oldugunu cebirsel islemlerle gostermis ve

onermede verilen kosullar1 saglayan bir sayiy1 da bulmuslardir.

Emel: Bir tane x var evet. Hani tiim x’leri alamam. En az bir tane x var demek istiyor. Oyle
ki tamam boyle de diyebilirim. Oyle ki x kare kiigiiktiir 26°dir (“31x>5 reel sayis1 vardir dyle
ki X?<26’dir.” yaziyor) Burada bunu demek istiyor o zaman bu sekilde olur. Bir x derken en
az bir demek istiyor. Vardir o da yani dogrudur. Mesela 5,11 alsak dogru mudur acaba, 5 ile
6 arasinda bir sey olacak yani soyle olacak bu x’im. V26 ile v/25 yani 5 arasinda olacak.
v/26’dan kiigiik hani ne olabilir diye diisiiniiyorum da 5,1 falan hani o civarlarda bir sey
olacak herhalde.

Gorligmeci: Bulabilir misin?

Emel: Bulabilirim.

Gorsel 3.65. Emel’in varlik ispatina iliskin géoriisme kagidindan alinti
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Tiiketerek, dogrudan, aksine Ornek verme ve varlik ispat yontemlerinin
kullanilmasinin beklendigi sorularda ispatlama siireclerinde basarili olan Nihal ve Emel,
olmayana ergi ispat yontemini kullanmalar1 beklenen soruda ispatlama siirecini basarili
bir sekilde tamamlayamamustir. Nihal goriisme siirecinde olmayana ergi ispat yontemi
bilgisine sahip oldugunu yansitmasina ragmen olmayana ergi ispat yontemini
kullanmasinin beklendigi ispatlama sorusunda bu ispat yontemini kullanamamistir. Bagka
bir soruda ise Nihal olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu ancak bu

yontemi kullanamadigini asagidaki sekilde gostermistir:
Nihal: Yani su anda nasil yapacagimi bilmiyorum ama bu 6nermenin degilini dogru kabul
edip onun yanlisligini ispatlamak lazim
Goriismeci: Yapabilir misin?
Nihal: Yapamam galiba.
Gorligmeci: Degilini kabul edeceksin sonra ne yapacaksin?
Nihal: Onun yanlighigini ispatlayacagim.
Gorilismeci: Sonra ne olacak?
Nihal: Sonra bu 6nermenin dogrulugu kabul olmus olacak.

Katilimcilardan olmayana ergi ispat yontemi bilgisini kullanmalarinin beklendigi
“Hem tek hem de cift olan bir tamsayr yoktur.” Onermesini ispatlamak i¢in Nihal,
olmayana ergi ispat yontemi bilgisini kullanamamis ve herhangi bir ispat yontemi de
secmeden yalnizca tek ve cift say1 kavram bilgisini kullanarak énermenin dogruluguna
iligkin gerekgeler sunmustur. Ayrica Nihal’in yaptigi bu agiklamalari ispat olarak
degerlendirdigi goriilmiistiir.

Nihal: Bir say1y1 2’ye boldiigiimde hem 0 hem de 1 kalanini veremez. Ya 0 kalanini verecek
ya da 1 kalanii verecek 2’ye boliindiigiinde. Bu yiizden hem tek hem de ¢ift bir tamsay1
yoktur. Yani dogru bir 6nerme. Evet bu sekilde ispatlayabiliriz galiba.

Goriigmeci: Nasil?

Nihal: Yani daha s6zel olarak. Cift tamsayilarin, yani ¢ift sayilarin tanimi 2’ye boliindiigiinde
0 kalanmmi1 vermesi. 2’ye boliindiginde de 1 kalanimi veriyorsa tektir. Bir say1 2’ye
boliindiigiinde ya 0 kalanini verecek ya da 1 kalanini verecek. Yani sayi ya tek ya ¢ift olacak.
Hem tek hem ¢ift olamaz. Bu sekilde ispatint yapmis oluruz herhalde (yaziyor).

Goriigmeci: Bu bir ispat oldu mu?

Nihal: Oldu.

Goriismeci: Neyi gostermeye ¢alistin burada?

Nihal: Yani hem tek hem ¢ift bir say1 olmadigini.

Goriismeci: Nasil?

Nihal: Clinkii bir say1 2’ye boliindiigiinde iki secenek var kalan i¢in. Ya 0 olacak ya 1 olacak.

Eger 0 olursa gifttir, 1 olursa tektir. Bu sekilde ispatlamis olduk.
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Nihal’in bagka bir sekilde ispat yapip yapamayacagi sorgulandiginda ise her ne
kadar tek ve cift sayilar1 cebirsel olarak temsil edebilse de baska bir ispat yontemini

kullanma girisiminde bulunmadig goriilmiistiir.
Goriigmeci: Peki, baska sekilde ispat yapabilir miydin?
Nihal: Bagka sekilde ispat yapamazdim. Hayir yapamazdim. Tek sayiya 2n+1 desek buna 2n
desek. Buradan bir sey ¢ikartamiyorum yani yapamazdim.
Goriigmeci: Nasil?
Nihal: Yani iste tek sayilara 2n+1 desek ¢ift sayilara da 2n desek, buradan “hem tek hem gift

olan bir say1 yoktur”un ispatini ¢ikartamiyorum.

Emel ise olmayana ergi ispat yonteminin kullanilmasi beklenen bu soruda,
olmayana ergi ispat yontemi bilgisi ile tek ve ¢ift say1 kavram bilgisine sahip oldugunu
gostermistir. Ancak Emel olmayana ergi ispat yontemi bilgisini de dogru bir sekilde
kullanmasina ragmen, aldig1 bir tamsaymin ayni anda hem tek hem de ¢ift oldugunu
gostermek icin ayn1 degiskeni kullandigi goriilmiistiir. Bir tamsaymin ayni anda tek ve
¢ift olmas1 durumunu yanlis bir sekilde ifade eden Emel, bu yanlis ifadesine dayanarak
celiskiye ulasmistir. Goriisme esnasinda yaptigi hatayr fark etmesi i¢in yonlendirme

yapilmasina ragmen, Emel yaptig1 hatay: fark edememistir.
Emel: 2n+1, 2n’e esit olamaz
Goriigmeci: Peki 2n+1’in 2n’e esit olamayacagini biliyorsan bu sana nasil ispat yaptigini
gosterdi?
Emel: Tamimindan
Goriigmeci: 2n+1, 2n’e esit mi?
Emel: Degil
Gorlismeci: Ama sen bunlarin esit olmadigini kullanarak
Emel: ispat yaptim evet
Gériismeci: Ispatlamis oldugunu séyledin, olur mu diyorum ben de?

Emel: Olur

Emel: x demis oldum aslinda ama x degil (2n ve 2n+1’e x diyor), yani aradigim x degil.
Aradigim x’in olmasi i¢in bunun buna esit olmasi gerekiyor. Hani x degil ama hani x olarak
aldim ben bunu. Bu tek sayilarin temsili (2n+1°1 gdsteriyor) bu da ¢ift sayilarin temsili (2n’i
gosteriyor). Hig boyle esit olacak bir ifade bulamayacagim i¢in dnermeyi ispatlamis olabiliriz

aslinda. Ancak bu sekilde olur, bagka tiirlii gelmiyor aklima.
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Gorsel 3.66. Emel’in olmayana ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Nihal’den farkli olarak Emel, olmayana ergi ispat yontemini kullanmasi beklenen
sorunun yani sira karsit ters ispat yontemini kullanmasi beklenen soruda da ispatlama
stirecinde basarisiz olmustur. Emel, karsit ters ispat yontemini kullanmasinin beklendigi
“n bir dogal say1 olmak iizere n? tek say: ise n tek sayidir.” Snermesinin ispati i¢in uygun
olmayan dogrudan ispat yontemini se¢mis, tek ve ¢ift sayr kavram bilgisine sahip
oldugunu géstermesine ragmen uygun olmayan ispat yontemini kullandigi i¢in ispatlama
stirecini dogru bir sekilde tamamlayamamistir. Emel’in ispatlama siirecinde hipotezi
kabul ederek hilkme ulagsmaya calistigl i¢in dnermenin mantiksal yapisina dikkat ettigi,
ancak bu Onermenin ispati i¢in uygun olmayan dogrudan ispat yontemini kullanirken
hipotezden hiikkme gegemeyecegini yapilan yonlendirmelere ragmen fark etmedigi
goriilmiistiir. Emel hipotezden hitkme ge¢isi saglamak i¢in hiikkmii elde edecek sekilde
hipotez i¢in 6zel bir ifade tanimlamistir. Asagida Emel’in goriisme kagidindan ve

goriigmesinden alintilar verilmistir.

Gorsel 3.67. Emel’in karsit ters ispat yontemini kullanmasi beklenen énermeyi dogrudan ispat yontemini
kullanarak ispatlamasina iliskin goriisme kagidindan alinti

Goriismeci: Peki n? yi 8yle segebilir misin (“4a? + 4a + 1” olarak segmesini gosteriyor)?
Emel: Segebilirim.

Goriismeci: Neden?

Emel: Yani istedigim bir seyi se¢ebilirim ispatlamak i¢in. Hani gdsterim olarak sadece bu da

bir gosterimdir o da bir gosterimdir. Ben n’nin dogal say1 olmasi i¢in dogal say1 hani kok
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icinden ¢ikardigimda dogal say1 olabilecek bir sey segmem gerekiyor o yiizden bunu
segebilirim.

Gortisme esnasinda Emel’e  Onermeyi baska bir sekilde ispatlayip
ispatlayamayacagi ve verilen onermeyi bu onermeye denk olacak sekilde baska bir
sekilde ifade edip edemeyecegi sorulmasina ragmen Emel’in karsi ters ispat yontemi
bilgisini ¢agirmadig gorilmiistiir.

Goriismeci: Tamam. Peki, bu tirnak igindeki dnermeyi o dnermeye denk olacak sekilde baska
bir sekilde ifade edebilir miydin?

Emel: Sunun agilimi neydi onu hatirlamaya calisiyorum (“p = q” yazdi). Seklinde ifade
edebiliriz. Ama karisik bir sekilde yani yine ayni sey olacak zaten de, n? tek ise n tek sayidir.
Ya mesela ise hani aradaki seyleri degistirmek agisindan mesela “ise”’yi. Ya sozel olarak hani
simdi n? tekse zaten n tektir dedik ama bir sey yapamayabilirim. Ama bu p = ¢’nun agilim
var “veya”ll. Aklima simdi gelmedi.

Nihal’in ise ti¢iincli siniftaki tiim katilimcilarin i¢inde karsit ters ispat yontemini
dogru bir sekilde kullanabilen tek katilimer oldugu goriilmiistiir. Nihal, karsit ters ispat
yontemini, tek ve ¢ift sayr kavram bilgisi ve gerekli islemsel bilgiyi dogru bir sekilde
kullanarak ispatlama siirecini basarili bir sekilde tamamlamuistir.

Nihal: n bir dogal say1 olmak iizere bunu nasil ispatlariz? n®’yi tek kabul etsek nasil
yapabilirim? Mesela 2x+1 desem. Karekokiinii alinca... Bunun tersini hangi yolla
buluyorduk. Mesela bu p ise q, bunun degilini aldigim zaman bu kiimenin degili ise p oluyor.
p’nin degili oluyordu. Yani bu da n cift say1 ise n? ¢ift sayidir oluyor. Yani aslinda kabul
ettim bunu. Ben bunu ispatlamak yerine sunu ispatlayabilirim. n ¢ift say1 ise n? ¢ift sayidir.
Bunu ispatlarsam bunu da ispatlamis olurum. O zaman yine ¢ift say1 kabul ederim. n= 2x
olsun, x elemanidir N olmak {izere o zaman n? yani 2x.2x de 4x? olacak. Bu 4x?’de basindaki

katsayidan dolay1 gifttir. Bunu ispatladigim i¢in bunu da ispatlamis oldum.

Gorligmeci: Tamam. Peki, neyi gostermeye calistin burada?
Nihal: Burada n? nin tek say1 olmas1 durumunda n’nin tek say1 oldugunu géstermeye calistim.

Ama gosteremedigim i¢in bu sekilde yaptim

Gorsel 3.68. Nihal 'in kargit ters ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti
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Nihal ve Emel haricinde geriye kalan dort katilimcinin (Kiibra, Hale, Miray ve
Ruhi) ise ispatlama siireglerini tamamlayamadiklar1 ve gesitli giigliikkler yasadiklari
goriilmiistiir. Genel olarak bu katilimcilar tiiketerek, aksine 6rnek verme ve varlik ispat
yontemlerini kullanmalar1 beklenen sorularda ispatlama siireglerinde daha basarili olmus,
ispat yontemlerinden 6zellikle dogrudan, karsit ters ve olmayana ergi ispat yontemlerini
kullanmalar1 beklenen sorularda ise ispatlama siireglerinde giigliikler yasamis ve basarisiz
olmuslardir. Bu katilimcilardan dordiiniin de ispatlama stireglerinde tiiketerek ispat
yontemini basariyla kullandiklari, dort katilimcidan {igiiniin ise ispatlama siireglerinde
aksine ornek verme ve varlik ispat yontemlerini basariyla kullandiklar1 goriilmiistiir.

Bu dort katilimeinin da tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip oldugu ve tiiketerek
ispat yontemini kullanmalari beklenen sorudaki ispatlama siirecinde bu yontemi
kullanabildikleri goriilmiistiir. Ancak dort katilimcidan ikisinin (Kiibra ve Hale)
fonksiyon kavrami bilgilerinde eksiklik oldugu goriilmiistiir. Bu katilimeilar tanim
kiimesinden alinan bir elemana yalniz bir eleman karsilik gelmesi durumunu ifade
etmemis, yalnizca tanim kiimesinden alinan bir elemanin goriintiisiiniin deger kiimesinin
bir elemani olmasi durumunu arastirmislardir. Katilimcilardan oncelikle verilen
bagintinin fonksiyon olma durumuna karar vererek bir hipotez ortaya atmalar1 beklendigi
soruda katilimcilar fonksiyon kavrami bilgilerindeki eksiklige ragmen dogru hipotezi
ortaya atmislardir. Asagida Kiibra’nin verilen bagmntinin fonksiyon olma durumuna
iliskin hipotez ortaya atarken fonksiyon kavram bilgisini nasil kullandigina iligskin bir
alint1 verilmistir:

Kiibra: Fonksiyon belirttigini diisiindiim, ¢iinkii x’e A kiimesinden degerler verdim. x’ten
y’ye gitmesi isteniyor. Hepsi A kiimesinden olacak sekilde sectigimde y’nin degerlerinin de
A kiimesi icinde oldugunu gordiim. Yani saglanus oldu, fonksiyon belirtir diye diisiindim.

Iki katilime1 da dogru hipotezi ortaya atmasina ragmen verilen bagintinin fonksiyon

belirttigini ispatlamalart istendiginde fonksiyon kavrami bilgilerindeki eksiklikten dolayi

ispatlama siireglerinde tanim kiimesinden alinan bir elemana deger kiimesinden yalniz bir

eleman karsilik gelmesi durumunu ifade etmedikleri goriilmiistir:
Kiibra: Ayni islemi diisiindiim aslinda ispatlamakta da. Ciinkii yaptigim islem ayn1 zamanda
bir ispat. Deger veriyorum (yaziyor). x=0 i¢in y 3 eksi x. 0’dan tekrar 3 oldu. x=1 igin, x=2
icin (x=2 ve x=3 i¢in de goriintiileri buluyor)
Goriigmeci: Bu bir ispat midir?
Kiibra: Bana gore ispattir.

Goriismeci: Neden bana gore dedin?
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Kiibra: Ciinkii zaten simirli sayida elemanimiz var. Bunlar1 deneyerek ben bunun ispatini
gosterebilirim, ¢iinkii ispat olmasi i¢in bir tane olmamasi yeterli ama su anda hepsini
gosterdim. Tanim kiimesi zaten kiigiik, dort eleman: var onlarin hepsini gosterdigim igin
ispatin1 yapmis oldum.

Katilimcilar en ¢ok dogrudan, karsit ters ve olmayana ergi ispat yontemlerini
kullanmalar1 beklenen sorulardaki ispatlama siireglerinde zorluk yasamislardir.
Katilimcilarin timiiniin  dogrudan ispat yontemini kullanmalari beklenen sorudaki
ispatlama stirecinde basarisiz oldugu goriilmiistiir. Dort katilimei da (Kiibra, Hale, Miray
ve Ruhi) goériisme esnasinda dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olduklarini
gostermelerine ragmen bu ispat yontemini ispatlama siirecinde kullanamamustir.
Katilimcilar tanim kiimesinin sonsuz elemanli olmasi durumunu fark ederek tiiketerek
ispat yontemini kullanmalar1 beklenen sorudaki ispatlama siirecindeki gibi tek tek
elemanlar1 bagintida yerine koyamayacaklarin1 ifade etmelerine ragmen yine de
ispatlama siirecinde tanim kiimesindeki elemanlari bagintida yerine koyduklari ve
dogrudan ispat yontemini kullanamadiklar1 goériilmiistiir. Asagida Ruhi’nin dogrudan

ispatina iliskin goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Ruhi: Tamim kiimesine bakarsak bayagi genis bir kiime aslinda, o ylizden deger vererek
yapamayiz buradan
Goriigmeci: Neden?
Ruhi: Ciinkii cok 6rnek var hani sonsuz sayida 6rnek oldugu i¢in hepsini tek tek yerine koyup
bulmak ¢ok zor bir sey olur hani imkansiz gibi bir sey. Buradan sadece hani akil yiiriiterek
bulabiliriz, hani bunu bir fonksiyon olarak kabul edersek tanimsiz yapan bir deger yok. O

yiizden verecegimiz biitiin degerlerde bir goriintii kiimesine ulagabilecegimizi diisiiniiyorum.

Ruhi: Mesela pozitif sayilara bakalim desem x yerine 1 verirsek y=2 ¢ikiyor, x yerine 2
dersek y’si 3 ¢ikiyor yani x yerine herhangi bir pozitif n degeri verdigimiz zaman y=n+1
¢ikiyor. Bu durumda hangi degeri verirsek verelim yine pozitif bir deger ¢iktigin1 goriiyoruz,

yani o da reel sayilar igerisindedir.

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Ruhi her ne kadar kiimenin sonsuz elemanl
oldugunu ifade etse de ispatlarken tanim kiimesinden degerler vermis ve sonra bu deger
verme islemini genelleyerek tanim kiimesini temsilen bir n sayis1 almasina ragmen tanim
kiimesinden alinan elemana karsilik gelen elemanin tekligini vurgulamamistir. Benzer
sekilde Hale ve Miray da tanim kiimesindeki elemanlar i¢in bir temsilci se¢melerine
ragmen yalnizca temsilciye degerler vermis ve tanim kiimesindeki elemana karsilik tek

bir eleman karsilik geldigini ifade etmemislerdir.
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Gorsel 3.69. Hale nin dogrudan ispatina iligkin goriisme kagidindan alinti

Gorsel 3.70. Miray in dogrudan ispatina iligkin goriisme kagidindan alinti

Kiibra ise tanim kiimesindeki elemanlar i¢in bir temsilci de segmemis ve sadece
tanim kiimesinden aldigi iki deger igin goriintiileri bulmustur. Asagida Kiibra’nin

goriigmesinden ve goriisme kagidindan alintilar verilmistir.
Gortismeci: Peki bu yaptigin, degerler verdin bu bir ispat olur mu?
Kiibra: Olur ama isim uzar biraz.
Goriigsmeci: Nasil?
Kiibra: Yani bu da bir ispattir aslinda, bir tane zaten olmayani buldugumda fonksiyon
belirtmeyecek diyecegim ama bu sekilde devam ettirdigimde fonksiyon belirttigini
ispatlayabilirim.
Goriismeci: Nasil devam ettirdiginde?
Kiibra: Yani daha ¢ok degerler verebilirim.
Goriismeci: Nereye kadar verebilirsin?
Kiibra: Sonsuz tane verebilirim ¢iinkii reel say1
Goriismeci: Peki verebilir misin?
Kiibra: Verebilirim, veremem
Gorlsmeci: Neden?

Kiibra: Ama mantiken diisiindiigiimde oluyor yani
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Gorsel 3.71. Kiibra'nin dogrudan ispatina iliskin goriisme kdgidindan alinti
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Yukarida verilen alintilardan da goriildiigii Kiibra tanim kiimesinden degerler
alarak bu degerlerin reel say1 olup olmadigina bakmstir. Kiibra, tanim kiimesini temsilen
bir eleman segmemis ve tanim kiimesine karsilik gelen elemanin tekligine de vurgu
yapmamistir.

Dort katilimcidan digliniin (Kiibra, Hale ve Ruhi) karsit ters ispat yontemini
kullanmalar1 beklenen sorudaki ispatlama siirecinde, Onermenin ispati i¢in uygun
olmayan dogrudan ispat yontemini kullandig1 goriilmiistiir. Bu katilimcilar hipotezi kabul
edip hiikkmii gostermeye c¢alisarak 6nermenin mantiksal yapisina dikkat etmis, ancak
yonlendirme yapilmasina ragmen hipotezden hilkkme gegemeyeceklerini fark
edememislerdir. Asagida bu katilimcilardan biri olan Hale’nin goriismesinden bir alinti
verilmistir.

Hale: Mesela 4a®+4a+1 tek oldugunu biliyorum degil mi, ¢iinkii burasi ¢ift i¢inde iki var,
burasi da gift, ¢ift ile ¢ifti toplarsam ¢ift yapar, art1 bir, bu da tek. Ben bunun tek oldugunu
kabul edeyim, n?dir diyeyim. Bunun tek oldugunu kabul edeyim. Sonra bunun (2a+1)2
oldugunu biliyorum, o zaman n’de 2a+1 oluyor. Dolayistyla burasi ¢ift oldugu i¢in ¢iftle biri
toplarsam n’de tek olmus oluyor.

Gortsmeci: Bu bir ispat oldu mu?
Hale: Oldu bence

Goriismeci: Peki n?’yi burada sen 4a®+4a+1 olarak aldim.

Hale: Evet

Goriigmeci: Niye bdoyle aldin?

Hale: Niye o da karekokiinii aldigimda giizel kareli bir sey ¢iksin diye aldim.

Goriligmeci: Peki o zaman hepsi i¢in yapmis olacak misin?

Hale: Ama mesela a dogal say1 dedim ya o zaman a’ya her verdigim degeri saglar diye
distindiigiim igin aslinda.

Bu ii¢ katilimci Kiibra, Hale ve Ruhi’den farkli olarak Miray’in ise bu sorudaki
ispatlama siirecinde dogrudan ispat yontemini segmedigi, verilen dnermenin mantiksal
yapisina uygun olan karsit ters ispat yontemini kullanmaya ¢alismasina ragmen karsit ters
ispat yontemi ile olmayana ergi ispat yontemini karistirdigi gortiilmiistiir. Miray olmayana
ergi olarak da adlandirdig: karsit ters ispat yontemini uygularken 6nce dnermenin karsit

tersini almis ve elde ettigi onermeyi ispatladiginda bu 6nermenin yanlis oldugunu ve bu

nedenle soruda verilen 6nermenin dogru oldugunu ispatlamis oldugunu ifade etmistir.

Miray: n bir dogal say1 olmak iizere n? tek say1 ise n tek sayidir onermesinin dogrulugunu
ispatlayiniz. Olmayan ergi yontemiyle yapmaya ¢aligalim ilk basta onu denemek istedim. n?

tek say1 ise n tek sayidir demis tam tersini sOyliiyorum n? tek say1 ise n ¢ift sayidir dersem
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eger bu su sekilde tam tersini n? tek say1 ise n tek sayidir yerine n ¢ift say1 ise n? tek sayidir
olmayana ergi yontemi. Bakiyorum bu énermem dogru ise eger benim bu ispatim yanlis ama
bu yanlig ise bu dnerme dogru. Simdi bakiyorum n ¢ift ise n? ¢ift say1 midir? n gift ise sunu
biliyoruz ki bir ¢ift sayi ile bir ¢ift sayinin ¢arpimi mesela n=2a olsun, 2a.2a=4a’dan 4a daima
bir ¢ift say1 belirtir yani n? esittir bir ¢ift say1 belirtir yani bu dnermem benim yanlis. Bu
onerme yanlis oldugu icin n? tek sayi ise n tek sayidir dnermesi dogrudur.

Miray’in yaptig1 ispat sorgulandiginda eski bilgilerini ¢agirarak ezbere bir sekilde

ispat yapmaya ¢alistigi goriilmiistiir.

Goriligmeci: Nasil diisiiniiyorsun?
Miray: Aklimda oturtturayim. n? tek say1 ise n tek sayidir diyorum, n ¢ift say1 ise n? tek
sayidir. Sunu tezat olarak n aliyorum, sadece bununla bunu yer degistiriyorum mantik olarak.
Goriismeci: Neden dyle yapiyorsun peki?
Miray: Olmayana ergi yonteminin kaliplagsmis mantigin1 uyguluyorum sanirim su an sadece.

Suan o sekilde hatirliyorum.

Katilimcilarin olmayana ergi ispat yontemini kullanarak ispatlamalar1 beklenen
sorudaki ispatlama siirecinde ise Hale ve Ruhi’nin ispat yontemini, tek ve cift sayi
kavramsal bilgisini ve islem bilgisini dogru bir sekilde kullanarak ispatlama siirecini
basarili bir sekilde tamamladiklari, Kiibra ve Miray’in ise ispatlama siirecini basarili bir
sekilde tamamlayamadiklar1 goriilmiistiir. Kiibra’nin sadece 6nermenin yapisini dogru bir
sekilde ¢ozduigii ancak aldigi tamsayinin tek ve ¢ift olma durumunu ayni degiskenle ifade

etme yanilgisina diistiigii ve ispatin1 tamamlamadigi gorilmistiir.

3 N <O \=J2+) oY e Dk
Gorsel 3.72. Kiibra’'nin olmayana ergi ispatina iligkin gériisme kagidindan alinti

Miray ise herhangi bir ispat yontemi se¢gmemis, bu sorudaki ispatlama siirecinde
yalnizca bir saymin ya tek ya da cift olabilecegine iligkin agiklama yapmistir. Ayrica
katilimemnin tek sayilari nasil temsil edecegini bilmedigi de gorilmistir. Miray

yaptiklarmin bir ispat olmadigini da ifade etmistir.

Miray: Hem tek hem de ¢ift olan bir tam say1 yoktur. Bir tam say1 mesela ¢ift olabilmesi igin

n bir ¢ift say1 olsun (yaziyor). n bir tam say1 (yaziyor). n tam say1 ve bir ¢ift say1 olmak iizere
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diyelim. n=2a diyorum (yaziyor). a eleman reel say1 i¢in, zaten dedigim gibi bir ¢ift say1
zaten ¢arpiliyorsa herhangi bir sayiyla daima bir ¢ift say1 vereceginden dolayi n tek say1 olma
olasiligt 0’dir. Bu sekilde bir sey yapabilirim ama tekten gidemem yani gidemeyebilirim.
Ciinkii hani n tek ve tam say1 olsun diyelim, n=a ama a’nin i¢inde hani iki bulunmadigini tek
sayinin tanimindan biliyoruz. Mantikli bir agiklamaya dokemeyebilirim ama tam say1 yoktur
derken buradan ¢ikabilir. Mesela n hem tam say1 hem bir ¢ift say1 olmak iizere diyelim,
n=2a’da a istedigimiz bir say1 olsun. Ister tek ister ¢ift icin hig fark etmez bizim i¢in, buradaki
ondeki 2 bana yetiyor, bunu her daim ¢ift yaptig1 i¢in bu say1 hem ¢ift hem tek olamaz. Sadece
cift olabilir derim.

Goriigmeci: Peki bu yaptigin bir ispat oldu mu?

Miray: Bence yine oldu ama yine dedigim gibi bence diyorum hep. Bence terimini
kullanmamin sebebi mantigima yatkin bir ispat oluyor ancak sistemli bir ispat olmadig i¢in
ben bunu matematik géziinde bir ispat olarak gérmiiyorum. Bunu bir ispat olarak gérmem

mesela.

Miray diger katilimcilardan farkli olarak aksine Ornek verme ve varlik ispat
yontemini kullanmasi beklenen sorulardaki ispatlama siireglerini de basarili bir sekilde
tamamlayamamistir. Alt1 katilimcinin iginde yalnizca Miray aksine drnek verme ve varlik
ispatlarin1 yapamamistir. Aksine Ornek verme ispat yontemini kullanmasi beklenen
soruda Miray, 6nermenin yanlis oldugunu ortaya koyan aksine bir rnek bulabilmesine
ragmen Ornek vermenin bir ispat olmadigin1 degerlendirerek aksine drnek verme ispat

yontemi bilgisine sahip olmadigini yansitmistir.
Miray: Yani direkt deger vererek yaparsak eger x=1 i¢in 1>1 diyor 6nermeye gore ama 1=1
dir. Bu da bana 6nermenin yanlis olugunu gosterir. Bu ispat yontemi degil bu sadece gosterim

yontemi

Miray: x=1 dedim ama bu sadece sayilar1 yerine katarak olmayacak.

Goriigmeci: Peki bu bir ispat midir?

Miray: Bunun bir ispat oldugunu, yani zaten yanlhighgini direkt goriiyorum ama bana her
zaman bu kadar basit bir sekilde gdrebilecegim bir yanlislik vermeyebilir, 0 zaman sikinti

yasayabilirim ispat konusunda.

Miray: Burada ilk degerde zaten verdigimiz sirada yanligligini goriiyorum ama dedigim gibi
dogru bir ispat yontemi degil bence. Hani bu sekilde bir ispat yontemi kullanilmamasi
gerekiyor bence.

Gorilismeci: Neden?

Miray: Yaa dedigim gibi sayilari yerine katarak yapilan bir ispat islemi bana gore tam bir

ispat degil. Hani yine bir geyi ispatlamis oluyorsun ama ne derece dogru onu bilmiyorum.
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Miray varlik ispati yapmasi beklenen soruda da ispatlama siirecinde gerekli olan
sayinin bulunabilecegini yaptig1 cebirsel islemlere dayanarak belirtmis ve dnermenin
dogru oldugunu ifade etmesine ragmen bunun bir ispat olmayacagini ifade ederek varlik
ispati yontemi bilgisine sahip olmadigini yansitmistir.

Miray: Ya dedigim gibi zaten surada su islemi yaptiktan sonra (yaptigi islemi gosteriyor) reel
sayilar kiimesinin tanimint yanlis hatirlamiyorsam suradan zaten bir 5 virgiil kiisuratli bir
deger geldigini goriiyoruz. Bu da zaten reel sayilar kiimesine ait bir sayidir.

Goriigmeci: Peki bu bir ispat oluyor mu?

Miray: Mantiken evet ama matematik dilinde hayir.

Gortismeci: Mantiken derken neyi kastediyorsun?

Miray: Yani hani mantigima yatkin, su sekilde baktigimiz zaman dogru derim. Bu dnermeyi
dogruladim derim ama sey degil matematik olarak degil.

Goriismeci: Matematik olarak neden degil dedin?

Miray: Sistemli degil dedim, matematik dilini kullanmiyorum higbir sekilde. Agik ve net
ifade etmiyorum.

Gorsel 3.73. Miray in varlik ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

3.1.5. Dordiincii siniftaki katilmceilarin ispatlama siiregleri

Tiim sorularda ispatlama siireclerinde basarili olan katilimci olmamustir. Alti
katilimcidan bir katilimer (Burcu) bes soruda, geriye kalan bes katilimer ise (Gizem,
Metin, Deniz, Ayla ve Leyla) ii¢ soruda ispatlama siireglerini basari ile tamamlamistir.
Katilimeilarin tiimii aksine drnek verme ispat yontemini kullanmalar1 beklenen soruda,
ispatlama siirecinde basarili olmustur. Katilimcilarin en ¢ok giigliik yasadiklari ispatlama
stirecleri ise karsit ters, dogrudan ve olmayana ergi ispatlari olmustur. Katilimcilarin timii
aksine O0rnek verme ispat yontemi bilgisine sahip oldugu, ¢ok azi (alt1 katilimcidan ikisi)

ise karsit ters ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu yansitmistir. Katilimcilar tim
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sorularda verilen 6nermelerin dogru ya da yanlis oldugunu ifade edebilmelerine ragmen
genellikle uygun ispat yontemi bilgisine sahip olmadiklarindan, uygun ispat yontemi
bilgisine sahip olmalarina ragmen ispat yontemini dogru bir sekilde
kullanamadiklarindan ya da ispat igin gerekli olan kavram bilgisine sahip
olmadiklarindan ispatlama siire¢lerinde basarisiz olduklar1 gériilmiistiir.

Ispatlama siireglerinde diger katilimcilara gore daha basarili olan Burcu, tiiketerek,
dogrudan, aksine 6rnek verme ve varlik ispat yontemlerinin kullanilmasinin beklendigi
sorularda ispatlama siire¢lerinde basarili olmustur. Gizem ve Metin karsit ters, aksine
ornek verme ve varlik ispat yontemlerinin, Ayla ve Leyla ise tiiketerek, aksine 6rnek
verme ve varlik ispat yontemlerinin kullanilmasinin beklendigi sorularda ispatlama
slireglerini basarili bir sekilde tamamlamistir. Deniz ise tiiketerek, dogrudan ve aksine
ornek verme ispat yontemlerinin kullanilmasimin beklendigi sorularda ispatlama
stireglerinde bagarili olmustur.

Katilimcilarin en basarili oldugu ispatlama siireci, aksine Ornek verme ispat
yonteminin kullanilmasinin beklendigi “Her x € IR i¢in x < x?’dir” &nermesinin
ispatinda olmustur. Alt1 katilimcinin tiimii 5nermenin mantiksal yapisini dogru bir sekilde
anladigin1 yansitarak aksine Ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu
gostermistir. Katilimeilar reel sayr kavram bilgilerini de dogru bir sekilde kullanarak
ispatlama siirecini basarili bir sekilde tamamlamistir. Katilimeilar verilen onermenin
yanlis oldugunu gosteren bir reel sayr bulmus ve yaptiklarinin bir ispat oldugunu
belirtmislerdir. Asagida bu katilimcilardan biri olan Metin’in aksine 6rnek verme ispatina

iliskin goriisme kagidindan ve goriigmesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.74. Metinin aksine ornek verme ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Goriigmeci: Peki aksine 6rnek dedin, bir tane 6rnek aldin. Bir tane 6rnek yeterli mi ispat i¢in?

Metin: Aksine 6rnek i¢in evet yeterlidir.
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Katilimcilarin aksine 6rnek verme ispat yonteminden sonra kullanmada en basarili
olduklar1 ispat yontemi varlik ispat yontemi olmustur. Varlik ispat yonteminin
kullanilmasinin beklendigi “Bir x > 5 reel sayist vardir éyle ki x? < 26 ’dir.” énermesini
alt1 katilimcidan besi (Burcu, Gizem, Metin, Ayla ve Leyla) herhangi bir yonlendirme
olmaksizin dogru bir sekilde ispatlamistir. Bir katilimer ise (Deniz) dnermede belirtildigi
sekilde bir reel sayr bulunabilecegini ve Onermenin dogru oldugunu ifade etmesine
ragmen yaptiklarinin bir ispat olmadigin1 degerlendirerek varlik ispat yontemi bilgisine
sahip olmadigini géstermistir. Bu katilimc1 6nermenin ispatina iliskin baska bir girisimde
de bulunmamistir. Katilimeilarin timi 6nermede varlik niceleyicisi kullanildigini fark
ederek Onermenin mantiksal yapisini anladiklarini yansitmiglardir. Ayrica katilimcilar
reel say1 kavram bilgilerini dogru bir sekilde kullanmis ve gerekli cebirsel islemleri
yapmuslardir.

Ispatlama siirecinde basarili olan bes katilimcidan biri olan Leyla, énermenin
mantiksal yapisini1 dogru bir sekilde anladigini yansitmis ve islemsel bilgisini kullanarak
Onermeyi saglayan reel sayilarin bir araligini bulmustur. Leyla’nin ispatina iliskin

goriisme kagidindan ve goriismesinden bir alint1 asagida verilmistir.

Gorsel 3.75. Leyla 'nin variik ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Leyla: Her denilmedigi igin denilseydi her x>5 reel sayisi igin x><26’dir denilseydi ben bu

onermeye yanlistir derdim ama bu dnerme dogrudur.

Leyla: Bir tane x>5 reel say1s1 vardir, bu x?<26’y1 saglayacak. Ben de dyle bir x sayisinmn var
oldugunu ispatladim.

Goriismeci: Nasil ispatladin?
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Leyla: Bu esitsizlik sisteminden iste, x 5’ten biiyiik ama v26’dan kiigiik oldu. Onun igin bu
dogrudur, dyle bir say1 vardir.
Gortigmeci: Peki bir tane dyle bir say1 olmasi yeterli mi?
Leyla: Yeterli, bir dedigine gore yeterlidir.
Deniz de 6nermenin mantiksal yapisini dogru bir sekilde anladigini gostermis ve
Onermeyi saglayan bir reel say1 bulmasa da boyle bir reel sayinin bulanabilecegini ifade
etmigtir. Ancak Deniz yaptiklarinin bir ispat olmayacagimi ifade etmistir. Asagida

Deniz’in 6nermenin dogrulugunu nasil gdsterdigine iliskin gériigme kagidindan bir alinti

ve yaptiklarini ispat olarak degerlendirmesine iliskin goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.76. Deniz’in varhik ispat yontemini kullanmasi beklendigi sorudaki ¢éziimii

Deniz: Mesela ispatlarken biz sistematik olarak yaziyoruz ya ben hani bundan yakiniyorum.
Su an bunu yazamiyorum. Ben o noktay1 bulmus olsaydim yine boyle yazmayacaktim. Bence
sistemli bir gsekilde yazmazdim, direkt nokta budur derdim. Bu yine bence ispat sayilmazdi.

Goriismeci: Neden?

Deniz: Eger o nokta saglamayan bir nokta ise ifade de ona gore bir seyse evet orada bir sikint1
olmuyor, saglamayan bir sey buldugumuzda. Ama saglayan bir sey buldugumuzda ayni
derecede onemli degil bence. Ispatta degil. Oyle ciinkii direkt noktayr buldum bitti.
Matematiksel olarak yazimini yapmayiz muhtemelen, bulsam mesela yapmayacagim ¢iinkii
bilmiyorum zaten direkt onu ispatmis gibi gosterecegim ama dogru mu degil. Bu bir ispat
sayllmaz. Sans eseri bulmusmus bir nokta ¢iinkii 25 ile 26 arasinda ben su an bayagi
ugrasmam gerek. Belki bulunamayacak bir nokta hani bulunsa bile ¢ok zor bir nokta yani
Oyle bir noktay1 bulmak su an. Cok sansa bulunmus olunur bulunsa da diye diisiiniiyorum o

yiizden ispat sayilmaz.

Yukarida verilen alintidan da goriildiigii gibi Deniz, 6nermeyi saglayan bir reel say1
bulsa dahi bunun ispat olarak degerlendirilemeyecegini ifade ederek varlik ispat yontemi

bilgisine sahip olmadigini gostermistir.
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Katilimeilarin giigliik yasadigi bir diger ispatlama siireci, tiikketerek ispat yontemini
kullanmalarinin  beklendigi soruda olmustur. Katilimcilardan verilen bagintinin

fonksiyon olma durumuna karar vererek bir hipotez ortaya atmalarinin beklendigi

fiIR - IR

x>y =f(x) olacak sekilde bir

“A =1{0,1, 2,3} olmakiizere y = 3 — x esitligi

fonksiyon belirtir mi?”

sorusunda tiim katilimcilarin fonksiyon kavram bilgilerini kullanarak verilen esitligin bir
fonksiyon belirttigini ifade ettigi ve dogru hipotezi ortaya attiklart gortilmistiir.
Katilimcilardan Gizem hari¢ diger tim katilimcilar fonksiyon kavram bilgisine sahip
oldugunu gosterirken Gizem eksik kavram bilgisine sahip oldugunu yansitmistir. Gizem
fonksiyon kavram bilgisini kullanarak verilen esitligin bir fonksiyon belirttigini ifade
etmis ve dogru hipotezi ortaya atmistir. Asagida Gizem’in verilen esitligin fonksiyon
belirttigi hipotezini nasil ortaya attigina ve fonksiyon kavram bilgisine iliskin

goriigmesinden bir alint1 verilmistir.

Gizem: Ciinki tanim kiimemizden deger kiimemize belirlenmis. Bu A kiimesinden A

kiimesine yani elemanlar onu kapsayacak sekilde, A dan aldigim elemanlar x burada tanim

kiimemi belirtir benim. y de burada deger kiimemi belirttigi i¢in tanim kiimesinde elemanlari

yazdim, deger kiimesinde de elemanlari buldum. Bu tanim kiimesine verdigim elemanlar

deger kiimesinin de icerisinde yani su f A dan A’ya yani tanim kiimesi deger kiimesini

sagladi. Bu ylizden fonksiyon belirtir dedim.

Goriigsmeci: Peki fonksiyon neydi?

Gizem: Yani herhangi bir tamim kiimesinden alinan bir elemanim, deger kiimesinde

karsiliginin olup olmadigi

Gizem hipotezi ortaya atarken tanim kiimesinden alinan bir elemana deger

kiimesinden yalniz bir eleman karsilik gelmesi durumunu ifade etmemistir. Gizem’in
fonksiyonu, tanim kiimesinden alinan elemanlarin fonksiyon altindaki goriintiilerinin
deger kiimesinde olma durumu olarak tanimladigi, ancak alinan elemanlarin deger
kiimesinden tek bir elemana karsilik gelmesi durumunu ifade etmedigi goriilmiistiir.
Eksik kavram bilgisini kullanarak Gizem de dahil olmak {izere tiim katilimcilar verilen
esitligin bir fonksiyon belirttigi dogru hipotezini ortaya atmislardir. Ancak katilimcilarin
dogru hipotezi ortaya atmalari tlizerine tiiketerek ispat yontemini kullanmalarinin
beklendigi

fiIR - IR

“A=10,1, 2,3} olmak iizere y = 3 — x esitligi
{ } y SIg x>y = f(x)

olacak sekilde bir

fonksiyon belirttigini ispatlayiniz.”

154



sorusunda Burcu, Deniz, Ayla ve Leyla olmak {izere dort katilimcinin tiiketerek ispat
yontemini ve fonksiyon kavram bilgisini dogru bir sekilde kullanarak ispatlama siirecini
basarili bir sekilde tamamladigr goriilmistiir. Geriye kalan iki katilimc1 Metin ve eksik
fonksiyon kavram bilgisine sahip olan Gizem, tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip
olmadiklarini gostermislerdir.

Tiiketerek ispat yontemini ve fonksiyon kavram bilgisini kullanarak ispatlama
slirecinde basarili olan dort katilimeidan biri olan Deniz’in ispatina iliskin goriisme

kagidindan alint1 agagida verilmistir.

Gorsel 3.77. Deniz'in tiiketerek ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

Metin fonksiyon kavram bilgisine sahip oldugunu gdstermis ancak ortaya attigi
verilen esitligin bir fonksiyon belirttigi hipotezini ispatlamak i¢in olmayana ergi ispat
yontemini kullanmistir. Ancak bu ispat yontemini hatali bir sekilde kullanmig ve
yaptiginin bir ispat olmadigin1 degerlendirmesine ragmen bagska bir ispatlama girisiminde
bulunmamistir. Asagida Metin’in tiiketerek ispat yontemini kullanmasinin beklendigini

onermenin ispatina iliskin yaptiklarindan ve gériismesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.78. Metin'in tiiketerek ispat yontemini kullanmasi beklendigi sorudaki ¢éziimii

Metin: A dedigim zaten tanim kiimesi soruda verilmis, bunun i¢in olmayan ergiyi denedim.
Pek bir sonuca ulasamadim agikgasi.

Goriigsmeci: Neden ulasgamadin?

Metin: Yani evren genis oldugu i¢in sadece iki durum degerlendirmeyle genellemeye
ulagsmak yani su durumda zor.

Goriismeci: Bunun ispatina iliskin bagka aklina gelen bir sey var mi1?

Metin: Aklima bagka bir sey gelmedi
Goriismeden verilen alintidan da goriildiigi gibi Metin goriintii kiimesinde olmayan
iki eleman i¢in tanim kiimesinde bir eleman karsilik gelmedigini gdstermis ve bunu
olmayana ergi ispati olarak ifade etmistir. Yaptiklarinin bir ispat olmamasini ise sadece
iki deger i¢in bunu gostermesinin bir genelleme olmayacagi seklinde agiklamistir. Metin
olmayana ergi ispat yontemini hatali bigimde kullanmigtir.
Gizem ise tiiketerek ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi soruyu asagidaki

bi¢imde ¢ozmiistiir.

Gorsel 3.79. Gizem'in tiiketerek ispat yontemini kullanmasi beklendigi sorudaki ¢oziimii

Ancak Gizem’in yaptiklarini bir ispat olarak degerlendirmedigi ve tiiketerek ispat
yontemi bilgisine sahip olmadigi goriilmiistiir. Asagida bu duruma iliskin Gizem’in
goriigmesinden bir alint1 verilmistir.

Goriismeci: Bu yaptigin bir ispat oldu mu?
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Gizem: Hayrr.
Goriismeci: Neden?
Gizem: Ciinkii ispat dedigimiz sey yani mesela bir durumun biitin durumlara
genellenebilmesidir aslinda. Ama biz burada hani kisitli bir sey i¢in yaptik. Deger verdik,
esitini bulduk aslinda. Bu sekilde degil ¢linkii ispat dedigimiz sey, genellemelere ulagsmadir.
Her sey i¢in saglamasidir, sadece bunu kiime i¢in demiyorum hani biitiin evrensel bir sey
oldugu i¢in bu yaptigim sadece yerine koyup saglama islemi aslinda.
Goriigsmeci: Peki bu yaptiginin ne oldugunu diisiiniiyorsun?
Gizem: Yani sadece su f A’dan A’ya sagliyor mu hani bunu saglama yontemi gibi
diislinebiliriz. Ama tam olarak bir ispat degil.
Katilimceilarin zorlandiklari ispatlama siireglerinden biri, dogrudan ispat yontemini
f:IR - IR
x>y =f(x)
bir fonksiyon belirttigini ispatlayiniz.” sorusunda olmustur. Katilimcilardan ikisi (Burcu

13

kullanmalarinin beklendigi “y = x + 1 esitligi olacak sekilde

ve Deniz) dogrudan ispat yontemi ve fonksiyon kavram bilgisini dogru bir sekilde
kullanarak ispatlama siire¢lerinde basarili olmustur. Geriye kalan dort katilimeidan tigii
Metin, Ayla ve Gizem dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olduklarini géstermelerine
ragmen Metin goriintiilerin deger kiimesinde oldugunu gostermemis, Ayla goriintiilerin
tekligini gostermede giigliik yasamis, Gizem ise eksik fonksiyon kavram bilgisi nedeniyle
goriintiilerin tekligini gostermeyerek ispatlama stireglerini basariyla
tamamlayamamislardir. Leyla ise dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini
gostermis ve ispatlama siirecinde basarisiz olmustur.

Asagida dogrudan ispatlama siirecinde basarili olan iki katilimcidan biri olan

Deniz’in dogrudan ispatina iliskin gériisme kagidindan bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.80. Deniz'in dogrudan ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti
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Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Deniz hem goriintiilerin deger kiimesinde
olma durumunu hem de tekligini arastirmis ve yaptiklarimi da bir ispat olarak
degerlendirmistir.

Dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu goésteren Metin ise verilen
esitligin fonksiyon oldugunu ispatlama siirecince goriintiilerin tekligini gdstermeye
calismis ancak goriintiilerin deger kiimesinde olma durumunu gdstermemistir. Asagida
Metin’in dogrudan ispat yontemini kullanmasinin beklendigi 6nermeyi ispatina iligskin

goriisme kagidindan bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.81. Metin’in dogrudan ispatina iligkin goriisme kagidindan aliti

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Metin yaptiklarin1 bir ispat olarak
degerlendirmis ve yaptiginin olmayana ergi ispatt oldugunu ifade etmistir.

Dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip oldugu goriilen Ayla, goriintiilerin tekligini
grafik tizerinden degerlendirmistir. Asagida Ayla’nin dogrudan ispatina iliskin gériisme

kagidindan ve goriismesinden birer alint1 verilmistir.

Gorsel 3.82. Ayla dogrudan ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti
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Ayla: Buradan da iki reel saymin toplami reel sayidir dedim.

Goriigmeci: Su grafik i¢gin ne diyorsun?

Ayla: Grafik dedigim gibi hani ispat olmayabilir diyorum.

Goriligmeci: Suan tam olarak emin degil misin?

Ayla: Evet. Tam olarak emin degilim ondan.

Alintilardan da gorildiigi gibi Ayla dogruda ispat yontemi bilgisine sahip oldugu

gostermis ve goriintlilerin deger kiimesini arastirmistir. Ancak gorintiilerin tekligini
grafik ¢izerek gostermeye calisan Ayla, grafik ¢izmenin bir ispat olmadigini belirtmistir.

Gizem ise dogrudan ispat yonteminin kullanilmasimin beklendigi 6nermeyi goriintiilerin

tekligini gostermeksizin asagidaki bigimde ispatlamistir.

retl can [ F= #l C L old.

— o :

¥ ATt ' <iopon
e —)\? 4U\oM“ -gor\‘(> A2

Gorsel 3.83. Gizem 'in dogrudan ispatina iliskin gériisme kagidindan alinti

Dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olmadigi goriilen iki katilimcidan biri olan
Leyla tanim kiimesinden elemanlar alarak verilen esitligin fonksiyon oldugunu gérmeye
calismis ancak tamim kiimesinde sonsuz tane eleman oldugu i¢in hepsini
deneyemeyecegini ifade etmesine ragmen herhangi bir ispat yapamamistir. Asagida
Leyla’nin dogrudan ispat yontemini kullanmasinin beklendigi 6nermeyi ispatlamaya

yonelik yaptiklarindan ve goriismesinden alintilar verilmistir.
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Gorsel 3.84. Leyla 'nin dogrudan ispat yontemini kullanmasi beklendigi sorudaki ¢oziimii

Goriigmeci: Sen burada neyi géstermeye caligtyorsun?

Leyla: Fonksiyon su ifadenin fonksiyon olup olmadigimi gdstermeye ¢alisiyorum. Daha
onceki basitti ¢iinkii neden kiimemiz belliydi (tiiketerek ispat yontemini kullandig1 soruya
isaret ediyor), direk yerine koyuyordum. O bir ispatt: yani. Ama hani burada ne kadar deger
koyarsam koyayim sonsuza kadar deger vermem lazim fonksiyon oldugunu ispatlamam igin.

Bozan bir sey de yok. Yani 6yle yapamam herhalde.
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Katilimeilarin zorlandigi bir diger ispatlama sorusu ise “n bir dogal sayr olmak
iizere n? tek sayi ise n tek sayidir.” dnermesinin ispatmin istendigi soru olmustur. Verilen
Onermenin ispati i¢in katilimcilardan yalnizca ikisi 6nermenin mantiksal yapisina uygun
olan ispat yontemlerinden biri olan karsit ters ispat yontemini kullanmay1 se¢mis ve
ispatlama siireglerinde basarili olmustur. Geriye kalan dort katilimecidan biri (Ayla)
Onermenin ispati i¢in uygun ispat yontemlerinden olan olmayana ergi ispat yontemini
secmis ve bu yontemi dogru bir sekilde kullanmasina ragmen tek ve ¢ift tamsayilari ifade
ederken degisken kullanmayarak ispatlama siirecinde basarisiz olmustur. Ug katilimci
(Burcu, Deniz ve Leyla) ise yapilan yonlendirmelere ragmen karsit ters ispat yontemini
se¢memis, hilkmii kabul edip hipotezi gostermeye caligsarak ispatlama siireclerinde
basarisiz olmuslardir.

Basarili bir sekilde karsit ters ispati yapan iki katilimcidan biri olan Gizem’in

ispatina iliskin asagida gériisme kagidindan bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.85. Gizem'in karsit ters ispatina iligkin goriisme kagidindan alinti

Karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi Onermeyi, Onermenin
yapisina uygun olarak olmayana ergi ispat yontemini kullanarak ispatlayan Ayla’nin

ispatlama siirecine iliskin goriisme kagidindan bir alint1 asagida verilmistir.

Gorsel 3.86. Ayla 'min karsit ters ispat yontemini kullanmasinin beklendigi onermeyi olmayana ergi

yontemi ile ispat:
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Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Ayla, 6nermenin mantiksal yapisini g6z
onlinde bulundurarak olmayana ergi ispat yontemini dogru bir sekilde kullanmustir.
Ancak Ayla, tek ve ¢ift tamsayilar1 cebirsel olarak gosterememistir.

Karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermeyi ii¢ katilimer ise
hiikmii kabul edip hipotezi gostererek ispatlamistir. Asagida bu katilimcilardan biri olan

Leyla’nin ispatina iligskin goriisme kagidindan bir alint1 verilmistir.
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Gorsel 3.87. Leyla’nin karsit ters ispat yontemini kullanmasinin beklendigi onermeyi ispatina iliskin

goriisme kagidindan alinti

Katilimeilarin  en bagarisiz  olduklart ispatlama siireci olmayana ergi ispat
yonteminin kullanilmasinin beklendigi “Hem tek hem de ¢ift olan bir tamsay: yoktur.”
Onermesinin ispatinda olmustur. Katilimcilardan yalizca biri hem ispat yontemi bilgisini
hem de tek ve ¢ift tamsay: bilgisini dogru bir sekilde kullanarak ispatlama siirecini
basariyla tamamlamistir. Geriye kalan bes katilimcidan dérdi (Gizem, Metin, Deniz ve
Leyla) olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu goéstermis ancak yapilan
yonlendirmeye ragmen tek ve ¢ift sayilar1 temsil ederken yaptiklart hatalar1 fark
etmeyerek ispatlama siireglerinde basarisiz olmuslardir. Bir katilimci ise (Ayla)
Onermenin mantiksal yapisini ¢ozememis ve dogru bir sekilde ispat yapamamustir.

Asagida olmayana ergi ispat yontemini dogru bir sekilde kullanan ve ispatlama
slirecinde bagarili olan tek katilimc1 Burcu’nun ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti

verilmistir.

Gorsel 3.88. Burcu’'nun olmayana ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alinti
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Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Burcu onermenin mantiksal yapisini
¢ozerek uygun ispat yontemi olan olmayana ergi ispat yontemini segmis ve bu ispat
yontemi ile tek ve ¢ift tamsay1 kavramlarini ve islem bilgisini kullanarak dogru bir ispat
yapmistir.

Olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gosteren ti¢ katilimc1 (Metin,
Deniz ve Leyla) ise yapilan yonlendirmelere ragmen ayni sayy1 farkli degiskenlerle ifade
etme yanhisim1 fark edememis ve bu yanlisa dayanarak hatali bir sekilde celiskiye
ulagmislardir. Asagida bu katilimcilardan biri olan Leyla’nin yapmis oldugu ispata iligkin
goriisme kagidindan ve yapilan yonlendirmeye ragmen yaptigl yanlisi fark etmemesine

iligkin gériismesinden bir alint1 verilmistir.

Gorsel 3.89. Leyla ’nin olmayana ergi ispatina iliskin goriisme kagidindan alinty

Gorlsmeci: Peki 2k 2k+1 esit olabilir mi?

Leyla: Olamaz zaten de hani sonugta ¢ift ve tek olsun demissiniz hem tek ve hem ¢ift olan
bir tamsayi. Bilmiyorum sonugta hani bizim bir sayinin ¢ift olmasi i¢in 2’nin katlar1 olmasi
lazim, tek olabilmesi i¢inde hani 1, 3, 5, 7 hani 2k+1 formunda yazilabilmesi lazim. Ben
boyle yapardim yani de sonra bu ikisini birbirine esitledim. Tabi sonugta soyle bir sey var
hani buradan bunun birbirine esit olmadig1 bariz belli. Hani ben zaten orada biraz tokezledim,
ama bagka bir gey mi demeliyim demeliydim onu tam kestiremedim. Sonugta surada hem tek
hem de ¢ift olan bir tamsay1 yoktur demissiniz. Ben de olsun dedim dyle bir say1 olsun dedim
yani. Boyle yapabilirim herhalde. Cift olabilmesi i¢in 2k, tek olabilmesi i¢in 2k+1 bu ikisinin
birbirine tamam boyle yapardim hocam. Yani bagka bir sey yapmazdim boyle yapardim

Onermenin mantiksal yapisini ¢dzemedigi goriilen iki katilimcidan biri olan
Ayla’nin ispatina iligkin goriisme kagidindan ve goriigmesinden alintilar asagida

verilmisgtir.
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Gorsel 3.90. Ayla 'min olmayana ergi ispatina iliskin gortisme kagidindan alinti

Ayla: n’yi ¢ift dedim. n ¢ift tam say1 dedim. Yani 2/n. Zaten 2 ye boliinen bir say1 aym
zamanda tek olamaz. 2 ye boliiniiyorsa mutlaka ¢ift olmalidir.

Goriigmeci: Bu bir ispat midir?

Ayla: Evet ispattir.

Goriismeci: Neyi gostermeye ¢alisiyorsun burada?

Ayla: Burada 6rnegin n’yi ¢ift tamsayr aldiginiz zaman n mutlaka 2’ye boliinmelidir
diyorum. 2’ye boliinen bir say1 da zaten tek olamaz. Yani n sadece ¢ift say1 olabilir diyorum.
Hem ¢ift hem tek say1 olamaz diyorum.

Goriligmeci: Sen ne yaptin peki?

Ayla: n’yi ¢ift say1, ¢ift tamsay1 kabul ettim. 2/n dedim. Cift tamsayisinin 2’ye bdlinmesi

lazim. Béliiniiyorsa da tek olamaz dedim.

Yukaridaki alintidan da goriildigii gibi Ayla 6nermenin mantiksal yapisini
anlamadigin1 géstermis ve cift sayilarin ¢ift oldugunu ifade etmeye ¢aligmistir. Ayrica

Ayla yaptiklarini da bir ispat olarak degerlendirmistir.

3.2. Katihmeilarin Ortaokul Matematiginde Ispat Yapmaya Iliskin Gériisleri

Katilimcilarin ortaokul diizeyinde ispat yapmaya iliskin goriisleri incelendiginde,
katilimeilarin sinif diizeyi arttik¢a daha ¢ok ispatin erken yaslarda baglamasi gerektigini
savunduklar1 goriilmiistiir (Tablo 3.1.). Ispatin erken yaslarda baslamasi gerektigini
savunan katilimcilar ortaokul Ogrencilerinin ispatlama becerilerini gelistirmek igin
oncelikle kendi eksikliklerini gidermeleri gerektigini belirtmis, Ogrencilere cesitli
ispatlama etkinlikleri yaptiracaklarini, matematiksel bilgileri ezbere bir sekilde
vermeyeceklerini ve bu bilgileri sorgulatacaklarini ifade etmistir. Ispatin lisede ya da
tiniversite diizeyinde baglamasi gerektigini savunan katilimcilar ise ispatin erken yaslarda

Ogrenciler i¢in zor olacagini ve dgrencilerin erken yaslarda soyut diisiinemeyeceklerini
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belirtmistir. Bu katilimcilar ispatlama becerisinin gelistirilmesi i¢in ne yapmalari

gerektigi konusunda bilgi sahibi olmadiklarini ifade etmislerdir.

Tablo 3. 1. Katilimcilarin ispat yapmaya baglama diizeyine iliskin goriisleri

3.2.1. Birinci smmifa yeni baslayan katihmcilarin ortaokul matematiginde ispat

yapmaya iliskin goriisleri

[Ikdgretim matematik Ogretmenligi programma yeni baslayan 1. siniftaki
katilimcilarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin gorisleri incelendiginde
katilimcilardan ¢ok azinin ispat yapmaya ilkogretim diizeyinde baslanmasi gerektigini
ifade ettigi goriilmiistiir.

Katilimcilardan yalnizca ikisi (Ece ve Seda) ispat yapmaya ilkogretim diizeyinde
baglanmas1 gerektigini ifade ederken ti¢ katilimci (Hacer, Melis ve Fatmagiil) lise
diizeyinde, bir katilimc1 (Yonca) ise {iniversitede baslanmasi gerektigini ifade etmistir.
Asagida ispat yapmanin ilkogretim diizeyinde hatta ilkokula baglar baglamaz yapilmaya

baslanmasi gerektigini ifade eden Ece’nin goriismesinden bir alint1 verilmistir.
Goriismeci: Peki, sence ispat yapmak hangi sinif diizeyinde baslar?
Ece: Ispat yapmak ya bence daha erken yapilmali. Ciinkii ben gibi birgok &grenci geliyor
buraya ve hep hazira aligmigiz. Bir seyleri biliyoruz orada sikinti yok, ama neyi bildigimizi
bilmiyoruz. Neden boyle denildigi zaman cevabimiz olmuyor, bence bir sey 6gretilirken dnce
onun ispat1 yapilmali ve o sekilde dgretilmeli. Ben su an ¢ok zorluk ¢ekiyorum ¢iinkii ben
onu bhiliyorum zaten, ispatini gérmek hosuma gitmiyor. Keske ilk basta ben onu ilk
Ogrenirken bana ispati ile 6gretilseymis, daha kiigiik yaslara indirgenmeli ispat.

Goriismeci: Hangi yaslar?
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Ece: Bence benim girecegim grup insallah hani 1, 2, 3, 4’den sonra 5’den itibaren hatta daha
erken bile olabilir. Ciinkii baz1 seylerin temelleri ¢ok kii¢iik yaslarda atiliyor. Bence ispat

yontemleri ¢ok daha kiiciik yaslara inmeli.
Almtidan gorildigi gibi Ece, ispatin kiigik yaslardan itibaren 6gretilmeye
baslanmasi gerektigini ve kendisinin su anda ispatta zorlandigini ifade etmistir.
Ispat yapmaya lise diizeyinde baslanmasi gerektigini ifade eden katilimcilarin ise
ilkogretim dgrencileri i¢in ispatin zor olacagini ifade ettikleri gorilmiistiir. Asagida ispat
yapmaya lise diizeyinde baslanmasi gerektigini ifade eden ti¢ katilimcidan biri olan

Fatmagiil’iin gériismesinden bir alint1 verilmistir.

Fatmagiil: Bence yani lisede de en azindan bize gosteriyorlar ama sadece probleme yonelik.
Biraz daha boyle gosterseler belki daha iyi olabilir. Hocalar basta tanim yapardi, herkes boyle
hicbir sey anlamazdi. Hocalar da ¢ok dnemsemiyordu, sadece yazdirip gegiyorlardi, bence
birazcik soruya yonelik ders yapiliyordu sonug olarak sinava giriyorduk. Ama en azindan
bizi biraz buraya hazirlamak i¢in de birazcik daha bdyle hani ispat yontemlerini falan

gostermeleri gerekirdi.
Alt1 katilimcidan bir katilmeimnin (Yonca) ise ispat yapmaya iiniversite diizeyinde
baslanmasi gerektigini ifade ettigi goriilmiistiir. Asagida bu katilimcinin goériismesinden

bir alint1 verilmistir.
Goriismeci: Sence ispat yapmak hangi simif diizeyinde baglar?
Yonca: Galiba birinci sinifin ikinci dénemi, ¢iinkii soyut matematikte gérecekmisiz ben dyle
duydum. Soyut matematikte analiz diye bir ders var galiba bir konu mu var onda bildigimiz
seyleri ispatlayacagiz, o yontemleri kullanacakmisiz diye biliyorum, ben dyle duydum.
Goriismeci: Peki sence ispat hangi sinif diizeyinde baglar?
Yonca: Bence de birinci smiftan baslamali ¢iinkii daha sonraki yillarda kullanalim biz onu.
Az dnce sordunuz mesela bayagi eksik oldugumu fark ettim ya da bir kural var, o kurala

ulasildigini da bilelim. Sonugta biz dgrencilere anlatacagiz onlari.

Yukaridaki alintidan Yonca’nin ilkogretim matematik 6gretmenligi programinin
ikinci donemindeki soyut matematik dersinde ispat goriilecegini duydugunu ve kendisini
de goriigsme siirecinde ispatlamada eksik oldugunu fark ettigi i¢in tiniversite birinci sinifta
baslanmasi gerektigini ifade ettigi goriilmiistiir.

Katilimcilardan ispatin ilkdgretim diizeyinde baglamasi gerektigini savunan
katilimcilarin tiimii, gériisme siirecinde ispatlanmasi istenen dnermelerin dogruluklarinin
ortaokul 6grencileri ile tartisilmasinin uygun oldugunu ifade etmislerdir. Ancak ispatin
lise ya da tliniversite diizeyinde baslamas1 gerektigini ifade eden katilimcilardan biri harig
hepsi bu tiir 6nermelerin dogrulugunun ortaokul 6grencileri ile tartismanin uygun

olmadigini ifade ettikleri goriilmiistiir. Asagida ispatin ilkdgretim diizeyinde yapilmaya
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baslamasi gerektigini ifade eden katilimcilardan biri olan Seda’nin goriismesinden bir

alint1 verilmistir.
Goriismeci: Peki az dnce senle konustugumuz sayilarin tekligi ve ¢iftligine iliskin dnermeler
vardi. Teklik ¢iftlik zaten ortaokulda goriilen kavramlar. Boyle 6nermelerin dogruluklarini
ortaokul dgrencileri ile tartismanin uygunlu konusunda ne diistintiyorsun?
Seda: Tartisarak zaten onlara dogrulugunu ya da yanhshgim goéstermek gerekir diye
diistiniiyorum. Ciinkii 6grencinin aklinda bir bosluk kalabilir. Yani 6grenci tam soyut olarak
zaten diislinemez, somut olarak onun nereden geldigini gérmek bilmek ister.
Ispat yapilmaya lise ya da iiniversite diizeyinde baslanmasi gerektigini diisiinen
katilimcilardan yalnizca Yonca goriisme siirecinde ispat yapilmasi beklenen sayilarin

tekligi ve ciftligine iliskin Onermelerin dogruluklarinin ortaokul &grencileri ile

tartisilmasinin uygun oldugunu ifade etmistir.

Yonca: Bizimle hig tartisilmadi bu giine kadar, ama tartisilmali tabi. Bence de hani 6grenci
biraz diigiinsiin diye sorgulasin diye, ne oldugunu iyice anlasin, kavrasin soru sorsun, benden
de 6grensin diye tabii ki de olmall.

Gortigmeci: Peki sen Ogrencilerine bu tiir 6nermelerin dogruluklarimi gostermek ic¢in ne
yaparsin?

Yonca: Ne yaparim herhalde yine yontemimi kullanirim benim &gretmenim gibi ezber
yaptirmam herhalde. 2 ve katlarini ¢ift say1 olarak gosteririm iste gerisini tek say1 olarak da

gosterebilirim. Kafalarini karistirmadan aslinda, dyle.

Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Yonca her ne kadar goriismede konugsulan
onermelerin dogruluklarinin ortaokul dgrencileri ile tartisilmas: gerektigini ifade etse de
onermelerin dogruluklarini gostermek icin ispat yapmaktan ¢ok gosterim olarak tekligi
ve c¢iftligi ifade edecegini belirtmistir. Ispat yapmaya lise diizeyinde baslanmasi
gerektigini ifade eden katilimcilar ise ispat yapmanin ortaokul diizeyine uygun
olmadigini, dgrenciler igin zor olacagini ve ispatin ogrencilerde matematige yonelik
olumsuz tutumlar gelismesine neden olacagin ifade ettikleri goriilmiistiir. Asagida bu

katilimcilardan biri olan Fatmagiil’tin goriismesinden bir alint1 verilmistir.
Gorligmeci: Az Once konustugumuz sayilara iliskin 6nermeleri disiindiigiinde, o tir
Onermeleri ortaokul ogrencileri ile dogrulugunu tartismanin uygunlugu konusunda ne
diistintiyorsun?
Fatmagiil: Bence o yasta biraz erken.
Goriigsmeci: Neden?
Fatmagiil: Yani en azindan hani lise 2, 2 degil hatta 3 4 olabilir. Bence yani ilkokulda da
erken daha

Goriismeci: Peki sayilarin tekligi ¢iftligi aslinda ortaokulda goriilen kavramlar
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Fatmagiil: Yani evet ama hani ispat olsun, gdsterim olsun, hani tamam gosterim olabilir de
ispatlar i¢in daha erken bence. Yani sonug olarak her zaman tekligi ¢iftligi goriiyoruz
Goriligmeci: Gosterim i¢in olabilir derken neyi kastettin?

Fatmagiil: Yani nasil gosteriliyor ya da iste anlamlar falan onlar olabilir ama ispat i¢in erken
bence

Goriigmeci: Ortaokulda ispat i¢in ne diisiiniiyorsun?

Fatmagiil: Bence heniiz geregi yok. Zaten o an dgrencilerin yani o seviyede onlar1 ¢cok
anlayabilecegini de zannetmiyorum.

Gorlismeci: Az Once bahsettigimiz sekilde sayilarin tekligi ciftligi ile ilgili onermelerin
dogrulugunu 6grencilerine gdstermek i¢in sen ne yaparsin?

Fatmagiil: Yani ben, ben olsam 6grencilerim i¢in hani tekrar sdyledigim gibi heniiz erken
hani o kadar zaten yani genel olarak matematige kars1 bir 6nyargilari oluyor ve hani bu daha
da arttirir bu ispatlar, daha da bir sikici hale getirir bence.

Alintidan da gortldigi gibi Fatmagiil, ispat yapmanin ortaokul 6grencileri igin
uygun olmadigini ve ispat yapmanin 6grencilerin matematige iliskin olumsuz tutumlar
gelistirmesine neden oldugunu ifade etmistir.

Katilimcilara ortaokul 6grencilerinin ispatlama becerilerini nasil gelistirebilecekleri
soruldugunda ise genel olarak katilimcilarin Ggrencilerin  ispatlama becerisini
gelistirmeye yonelik neler yapabilecekleri hakkinda bilgi sahibi olmadiklar1 goriilmiistiir.
Ozellikle ispat yapilmaya lise diizeyinde baslanmasi gerektigini savunan katilimcilardan

Melis, ispatlama becerisini gelistirmenin lise 6gretmenlerinin gorevi oldugunu ifade

etmistir. Asagida bu duruma iliskin Melis’in gériismesinden bir alint1 verilmistir.
Gorilismeci: Peki sen ortaokul &grencilerinin ispatlama becerilerini gelistirmek igin ne
yaparsin?
Melis: Lise 6gretmenlerine birakirim yani
Goriigmeci: Nasil?
Melis: Lise 6gretmenlerine birakirim, lise 6gretmenleri yapsin.
Gortigmeci: Erken mi oldugunu diisiiniiyorsun ortaokul igin?
Melis: Evet ortaokul yani daha ¢ok kiigiikler, 6-7-8 hani o ¢ocuklar daha kiiciik, daha
matematigi hani problem falan c¢oziiyorlar, matematikte kolay sorular. Direkt ispata
gecerlerse matematikten soguyabilirler hani, korkabilirler.

Alintidan gorildigi gibi Melis, ispat yapmanin ortaokul 6grencilerini matematikten
sogutacagini ifade etmistir.

Fatmagiil ise yalnizca kavramlarin tanimlarin1 ve anlamlarin1 vererek dgrencileri
ileriki yillarda ispat yapmaya hazirlayacagini belirtmistir. Asagida Fatmagiil’lin

goriismesinden bir alint1 verilmistir.
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Fatmagiil: Yani bilmiyorum ama hani ispattan dnce tanimlart olsun, anlamlari olsun, onlar1

en iyi sekilde 6gretip hani ispat i¢in onlart hazirlamis olabiliriz. Daha ileriki siniflar igin.

3.2.2. Birinci simiftaki katihmeilarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin
goriusleri
1. smiftaki katilimecilarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin goriisleri
incelendiginde katilimcilardan tg¢ii (Eda, Nalan ve Naz) ispat yapmaya ilkégretim
diizeyinde baglanmasi gerektigini ifade ederken iki katilimci (Nese ve Umut) lise
diizeyinde, bir katilimci (Esra) ise iiniversitede baslanmasi gerektigini ifade etmistir.
Asagida ispat yapmanin ilkogretim diizeyinde baslanmasi gerektigini ifade eden Eda’nin

goriigmesinden bir alint1 verilmistir.

Eda: Aslinda bana sorarsaniz boyle her seyin nedeni ile birlikte 6grenmek daha ilkokulun
birinci seviyesinden baglamali diye diisiniiyorum. Ama su anki egitim sistemimize
yerlestirecek olursak bunu lise on bir lise {i¢ oluyor o da, ama yeni bir sistem yapacak olursak
ilkokul birinci siniftan baglamali insanlarin nedenleriyle 6grenmesi bir seyi.
Eda’nin ispat yapilmaya ilkokulda baglanmasi gerektigini ifade ettigi ancak kendi
ogrencilik yillarimi g6z 6niinde bulundurdugunda lise 3. Siifta ispatla karsilastigi
goriilmiistiir.

Ispat yapmaya lise diizeyinde baslanmas1 gerektigini ifade eden katilimcilarin ise
ortaokulda 6nermelerin dogruluklarinin sezdirilmesi gerektigini ama ispat yapilmamasi
gerektigini belirttikleri goriilmistiir. Asagida ispat yapmaya lise diizeyinde baslanmasi
gerektigini ifade eden iki katilimcidan biri olan Nese’nin goriismesinden bir alinti
verilmistir.

Nese: Ispat yapmak keske daha dnceden 6grenseydim su an zorlaniyorum. Aslinda olan bir
seyi olduramiyorum o anda. Daha onceden olsaydi giizel olabilirdi. Ben bu kadar
zorlanmazdim.

Goriismeci: Daha 6nceden derken neyi kastediyorsun?

Nese: Lisede falan baglasaydik ama o zamanda sikilabilirdik bilmiyorum.

Goriigmeci: Ortaokul?

Nese: Ortaokula kadar inmesin bence lisede baglasin ama ortaokulda basit seyler olabilir ama
o “her”di falan lisede baslasin.

Goriigmeci: Ortaokulda ispat nedir o zaman?

Nese: Hani boyle hocalar diyor ya sezdirerek 6gretme falan hani boyle daha ¢ok sezgisel olsa
hani su an zaten dogru oldugunu biliyoruz ama yapamiyoruz ya iste onun dogru oldugunu

biz ortaokulda bilsek ve lisede yapmaya baslasak gibi.
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Alt1 katilmcidan bir katilmeimin (ESra) ise ispat yapmaya iiniversite diizeyinde
baslanmasi gerektigini ifade ettigi goriilmiistiir. Asagida bu katilimcinin gériismesinden

bir alint1 verilmistir.

Esra: Bence ispat yapmak iiniversite diizeyinde baglar. Yani en azindan biz 6yle gordiik.
Lisede falan direkt yani neyin ne oldugunu bilmeden direkt yapiyorduk. $imdi onun neden

Syle oldugunu arastirmaya yonelik yapryoruz.
Alintidan da goriildigi gibi Esra da kendi 6grenciligini géz oniinde bulundurarak ispat
yapilmaya iiniversite diizeyinde baslanmas1 gerektigini ifade etmistir.

Katilimcilardan ispatin ilkdgretim diizeyinde baslamasi gerektigini savunan
katilimcilardan Eda ve Naz goriisme siirecinde ispatlanmasi istenen Onermelerin
dogruluklarinin ortaokul 6grencileri ile tartisilmasimin uygun olmadigini ifade ederken
Nalan ise uygun oldugunu ifade etmis ama bu tiir dnermelerin dogruluklarinin nasil
gosterilecegini bilmedigini belirtmistir. Ispatin lise ya da iiniversite diizeyinde baslamas1
gerektigini ifade eden katilimcilarin tiimii bu tiir 6nermelerin dogrulugunun ortaokul
Ogrencileri ile tartigmanin uygun oldugunu ifade etmesine ragmen bu katilimcilarin da bu
tir Onermelerin dogruluklarin1 gostermek icin neler yapacaklarini bilmedikleri
goriilmistiir. Asagida ispatin ilkdgretim diizeyinde yapilmaya baglamasi gerektigini ifade
eden katilimcilardan biri olan Eda’nin goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Goriigmeci: Sayilarm tekligi ¢iftligi ile ilgili konustugumuz Onermelerin ortaokul
ogrencileriyle dogruluklarini tartismanin uygunlugu konusunda ne diisiiniiyorsun?

Eda: Uygun degil.

Goriismeci: Neden?

Eda: Ama bu seviye bence on ikinci sinifta uygulanabilir yani.

Gorligmeci: Neden ortaokulda uygulanamaz diye diisiindiin?

Eda: Ortaokulda gelisim diizeylerinden o6tiirii yani daha yeni soyut islemlere gegmisken pek
anlayamayabilirler diye diisiiniiyorum.

Goriigmeci: Neden anlayamayacaklarini diistindiin?

Eda: Yani gelisim seviyelerinin uygun olmadigini distindiim.
Nalan ise gorigme siirecinde bahsedilen Onermelerin  dogruluklarinin
tartisilmasinin  uygun oldugunu sdylese de bunun nasil yapilacagimi bilmedigini
yansitmigstir.

Goriismeci: Onermelerden bahsettik sayilarin tekligiyle ciftligiyle ilgili. Bu tiir nermelerin
dogruluklarini ortaokul &grencileriyle tartigmanin uygunlugu konusunda ne disiiniiyorsun?
Nalan: Bu tek ya da ¢ift sayilardan bahsediyoruz. Ama onlarin diinyasinda kiimeler bence
sinirli benim hatirladigim kadariyla o sekilde.

Goriigsmeci: Siirli derken?
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Nalan: Bazi seyler degisiyor ya mesela evrensel kiime benim hala kafami karigtiran bir soru
isareti. Evrensel kiime nedir hani, evrensel kiimeyi biz hatta uzay olarak falan algiliyorduk
ortaokulda. Sonra buraya geldigimde sanirim iste hani ondan sonraki kiime séyledir boyledir

gibi iste tam net degil her sey su anda

Gorlismeci: Sen boyle Onermelerin dogruluklarimi 6grencilerine gostermek igin neler
yaparsin?
Nalan: Yani 6rnekler vererek yapabilirim baska sekilde nasil ispatlanir dgrenciye su an

bilemiyorum.

Ispat yapilmaya lise ya da iiniversite diizeyinde baslanmas1 gerektigini diisiinen
katilimcilarin tiimii goriisme siirecinde ispat yapilmasi beklenen sayilarin tekligi ve
ciftligine iligkin Onermelerin dogruluklarmnin ortaokul &grencileri ile tartisiimasinin
uygun oldugunu ifade etmistir. Ancak bu katilimcilarin tiimiiniin bu tiir 6nermelerin
dogruluklarini géstermek igin neler yapilacagini bilmedikleri gériilmiistiir. Asagida ispat
yapmaya tUniversitede baslanmasi gerektigini ifade eden Esra’nin goriismesinden bir
alint1 verilmistir.

Esra: Yani onlar zaten tekin genel formiiliinii bileceklerdir sanirim 6 — 7 — 8’de, olabilir
aslinda yani kafalarin1 yormalari agisindan, uygun olur.

Goriigmeci: Peki sen boyle dnermelerin dogruluklarini ortaokul 6grencilerine géstermek icin
ne yaparsin?

Esra: Ya daha ona dair bir sey bilemiyorum daha ilk sinifim ama ilerleyen zamanlarda

6grencilerim olursa 6grenecegim yani.
Yukaridaki alintidan da goriildiigii gibi Esra goriismede konusulan Onermelerin
dogruluklarimin ortaokul 6grencileri ile tartisilmasi gerektigini ifade etse de onermelerin
dogruluklarini gdstermek icin neler yapacagini bilmedigini belirtmistir. Ispat yapmaya
lise diizeyinde baglanmasi gerektigini ifade eden katilimcilardan biri olan Nese de Esra’ya
benzer sekilde gorlismedeki Onermelerin dogruluklarini ortaokul Ggrencileri ile
tartismanin uygun oldugunu ifade etmesine ragmen bunu gostermek i¢in ne yapacagini
bilmedigini yansitmistir. Asagida buna iligkin Nese’nin goriismesinden bir alinti
verilmistir.

Nese: Sohbet etmesi aslinda olabilir belki de 6yle sezdirilebilir hani kagida aktarmasin ¢ocuk,

ama diistinsiin en azindan.

Gorilismeci: Nasil?

Nese: Psikoloji dersinde de goriiyoruz ya hocam 6grenmenin yollarindan biri tam tersini

sorun. O varsayim seylerini biz de bu, bu olsun diye direkt verilenden yola ¢ikiyoruz ama

cocuk tam tersinden diisiinse hani, diisiinme seklini boyle biraz daha ¢ogaltsa daha kolay olur

yani diger zamanlardan
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Gorligsmeci: Bu tlir nermelerin dogruluklarini ortaokul dgrencilerine sen nasil gosterirsin?
Nese: Ortaokul 6grencilerine ben ne yaparim, bilemedim simdi. Ben simdi kendim

yapamiyorum ya nasil anlatirim ki daha yani pek yapamadigim seyi.
Almtidan Nese’nin kendisinin de ispat yapamadigini degerlendirdigi ve ortaokul
Ogrencilerine bu tiir O6nermelerin dogruluklarinin nasil gosterecegini bilmedigi
goriilmektedir.

Katilimcilara ortaokul 6grencilerinin ispatlama becerilerini nasil gelistirebilecekleri
soruldugunda ise katilimcilardan Esra ve Nese soru sorarak, sorgulayarak, ti¢ katilimci
Eda, Umut ve Naz ise seviyelerine uygun sekilde somut nesneler kullanarak
gelistirebileceklerini ifade etmistir. Nalan ise nasil gelistirecegini bilmedigini ve ispatin
kendisini matematikten soguttugunu belirtmistir. Asagida ispat becerilerini gelistirmek
icin sorular soracagini, sorgulamalar yapacagini ifade eden katilimcilardan biri olan

Esra’nin goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Goriismeci: Peki ortaokul dgrencilerinin ispatlama becerilerini gelistirmek igin ne yaparsin?

Esra: Yani siirekli sorular sorarim.

Ispat becerisinin gelisimi icin somut nesneler kullanacagmi ifade eden

katilimcilardan biri olan Eda’nin goriismesinden bir alint1 agagida verilmistir.

Eda: Yani ilgilerini daha ¢ok ¢ekmeye calisinm ve iste dedigim gibi boyle neden diye

sorduklarinda onlara somut seylerle gostermeliyim yani soyut boyle, kafadan islemlerle degil

de daha ¢ok nesnesel seylerle

Nalan da ispat becerisinin gelistirilmesine yonelik neler yapmasi gerektigini

bilmedigini yansitmis ve ispat yapmanin kendisinin matematige tutumunu olumsuz yonde
etkiledigini ifade etmistir. Asagida Nalan’in bu duruma iliskin gériismesinden bir ispat
verilmistir.

Goriigmeci: Peki sen ispata iligkin ortaokul Ogrencilerini nasil destekleyecegini

distintiyorsun?

Nalan: Bilmiyorum. Zaten su anda biz matematigin temelinin ispatlarin1 gériiyormusuz. Ben

matematik asig1 bir insan olarak hani biiylidim ama matematigin benim gordigim

matematikten ibaret olmadigini burada gordiim.

Goriigsmeci: Peki suan ne diisiiniiyorsun?

Nalan: Suan matematikten nefret ediyorum.

Goriigsmeci: Neden?

Nalan: Yani suradaki matematikten nefret ediyorum ¢ilinkii hem yapamiyorum hem de bana

hitap etmiyormus gibi geliyor. Geometri simavinda ¢ikan sayisal bir soru beni ¢ok mutlu

etmisti mesela.
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3.2.3. ikinci simiftaki katihmeilarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin

goriisleri

Ikinci siniftaki katilmeilarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin
gortsleri incelendiginde katilimcilardan ¢ogunun (alt1 katilimcidan besi) ispat yapmaya
ilkogretim diizeyinde baslanmasi gerektigini ifade ettigi goriilmiistiir. Katilimcilardan
besi (Sevgi, Ece, Betiil, Selda ve Can) ispat yapmaya ilkogretim diizeyinde baslanmasi
gerektigini ifade ederken bir katilimc1 (Melih) lise diizeyinde baglanmasi gerektigini ifade
etmistir. Ispat yapmaya iiniversite diizeyinde baslanmas1 gerektigini ifade eden katilimci
olmamistir. Asagida ispat yapmanin ilk6gretim diizeyinde baslanmasi gerektigini ifade
eden Selda’nin goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Selda: Bence ilkokuldan ispatlanmali baz1 seyler. Ilkokul olmasa bile en azindan bu konuda
151k yakilmali yani boyle ezberlettirerek o sekilde kabul ettirilmemeli. Hani nereden gelip
nereye gittigi ¢ocuga diisiindiiriilmeli bence. Isine yaramayacak bir diinya sey
ogretilmektense neyin nereden geldigini bilerek az ama gergek seyler 6grenmesi bence daha
iyi olur.
Alt1 katilimcidan yalnizca Melih ispat yapmaya lise diizeyinde baglanmasi
gerektigini ifade etmistir. Asagida buna iliskin Melih’in goriismesinden bir alinti
verilmisgtir.
Melih: Tlkokul, iiniversite ya simdi biz ispat yapmaya iiniversitede basladik, daha énceden
yani lisede olsun, ilkokulda olsun hi¢ gérmedik. Ama hani en azindan nasil diyeyim lisede
olsun ufak basit bir ispat gosterseler daha verimli olur. Ciinkii buraya gelince direk yani
ispatlamaya baglayinca tamamen farkli bir sey oldugunu goriiyoruz, yani fark ediyoruz. O
yiizden zor geliyor, yani en azindan ufak bir mesela hadi diyelim V2 nin irrasyonel oldugunu
mesela lise 3’te veya 4. sinifta bir gosterseler en azindan iiniversiteye gelince zorlanmayiz
diye diigiiniiyorum.

Alintidan da goriildiigi gibi Melih kendi 6grenciligini de goz 6niinde bulundurarak ispat

yapmaya lise diizeyinde baglanmasi gerektigini ifade etmistir.

Katilimcilardan ikisi hari¢ diger tiim katilimcilar goriisme siirecinde ispatlanmasi
istenen Onermelerin dogruluklarimin ortaokul ogrencileri ile tartisilmasinin uygun
oldugunu ifade etmislerdir. Katilimcilardan ispat yapmaya ilkdgretim diizeyinde
baslanmasi gerektigini ifade eden Sevgi ise s6z konusu Onermelerin dogrulugunun
ortaokul 6grencileri ile tartismanin uygun olmadigini ifade etmistir. Asagida goriismedeki
onermelerin dogruluklarinin tartisilmasinin uygun oldugunu ifade eden katilimcilardan
biri olan Can’in goriigmesinden bir alint1 verilmistir.

Can: Bence belirli bir diizeyde tartisilmasinin uygun oldugunu diisiiniiyorum.
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Gortigsmeci: Belirli diizeyden kastin nedir?
Can: Cocuklarin iste bilincine gore yani ¢ocuklara gore belirli bir ispat hani kolay ispatlar
veya da iste basit ispatlar
Goriigmeci: Kolay dedigin ne burada?
Can: Yani temel ispatlar iste iki tek saymnin toplamu gifttir veya da hani bdyle ¢ok uglara
kagmadan bu sekilde bazi basit ispatlari en azindan nasil yapildigini veya da ispatin ne demek
oldugunu ispatlamanin nasil oldugunu ne demek oldugunu en azindan tartigilmasi gerektigini
veya da dgretilmesi gerektigini diistiniiyorum.
Katilimcilardan Sevgi, goriisme siirecinde ispat yapilmasi beklenen sayilarin tekligi
ve c¢iftligine iligskin 6nermelerin dogruluklarinin ortaokul 6grencileri ile tartisilmasinin
uygun olmadigini ifade etmis hatta boyle bir tartismay1 yapamayacaklarini ve bdyle bir

tartismanin  gerekli olmadigini belirtmistir. Sevgi’nin bu diislincelerine iliskin

goriigmesinden bir kesit asagida verilmistir.
Sevgi: Tartismam uygun olur mu? Yok tabi ki olmaz yani
Goriigmeci: Neden?
Sevgi: Ciinkii ¢ocuklarin da belli bir seviyesi var, yani hani su an biz bile bunlarda
zorlaniyorsak gidip 6. siniftaki 8. siniftaki bir ¢ocuga ben bunlar1 gétiirsem, bir de ne isimize
yarar derler. Bilmiyorum ¢ok onlar i¢in gerekli degil bence bu.
Goriismeci: Neden gerekli degil?
Sevgi: Ya ¢ilinkii onlar smav odakli. O igin detaymm 6grenmek istemiyorlar. Yiizeysel
Ogreniyorlar, toplama ise toplama, ¢ikarma ise ¢tkarma. Onlar diisiinmiiyor tek sayi ile tek
saymin carpimi tektir, cifttir diisiinmiiyorlar sonugta hani ¢arpma 6greniyorlar, toplama
Ogreniyorlar ama ¢arpimin sonucunun tek ya da ¢ift olmasi bir genelleme yapmak onlar igin
6nemli degil. O yiizden.
Goriigmeci: Sen ne diisiiniiyorsun peki?
Sevgi: Bence 6.smifta mesela bunu 6gretmemiz dogru degil bence.
Goriismeci: 8.sinif i¢in diisiinecek olsan?
Sevgi: Yani nasil sdyleyeyim, ilerledikge yas olarak ilerledik¢e hani biraz daha bence, keske
ogrenseler ki ileriye doniik bir seyleri daha ¢abuk kavrarlar. Neyin nereden geldigini bildigin
zaman daha ¢abuk kavriyorsun, biz de su an dyleyiz. Bazen hani formiilii unutabiliyorsun
ama nereden ¢iktigin1 bildigin zaman faydasi oluyor. Sinavda unutsan bile doniip kendin
ispatlayarak belki bir seylerin nereden geldigini kavrayabiliyorsun. Ama bunu kii¢iik
yaglarda yapmak dogru degil bence. Onlarin bu kadar ince diisiinecegini sanmiyorum
agikcgasi.
Goriigmeci: Onlar diisiinmeyecegi i¢in mi diyorsun yoksa sen kendin

Sevgi: Onlar diisiinemez ki o ¢ocuklart zorlamak da istemem yani.

Katilimcilara bu 6nermelerin dogruluklarini nasil gosterecegi soruldugunda ise

katilimcilardan Sevgi, Selda ve Can’in 6grencilerinin seviyelerini dikkate alarak 6rnekler
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tizerinden verilen 6nermelerin dogrulugunu gosterecegini, Melih ve Selda’nin tek ve gift
sayilar1 degisken de kullanarak temsillerini kullanacaklarini, Ece’nin ise kendi eksikleri
oldugunu &nce kendisinin 6grenmesi gerektigini ifade ettigi goriilmiistiir. Ornekler
tizerinden 6nermenin dogrulugunu gostermeye c¢alisacagini ifade eden katilimcilardan
Sevgi’nin goriismesinden bir ispat asagida verilmistir.
Sevgi: Daha basit diizeyde tek say1 ¢ift saymin toplami bakin iste ¢ifttir tektir bunlar1 daha
basit diizeyde gosterebilirim.
Gorligmeci: Basit diizey derken neyi kast ediyorsun?
Sevgi: Mesela c¢ift iki tane ¢ift say1 alinm gostermek i¢in. Genel olarak iki n’li I’li kK’h
gostermem belki ama, konuyu anlatirim iste. Bakin ¢ocuklar derim ¢ift iki say1y1 topluyoruz
derim 6rnek veririm mesela 2 ile 2’yi veririm ya da gift ile teki veririm 5 ile 2’yi veririm.
Bunlar buradan geliyor, bdyle bilin 6yle derim. Genel olarak bdyle n’li falan ispatlamam
yani.
Melih ve Betiil ise 6grencilerin seviyelerine uygun 6nermelerin dogrulugunu

sayilarin tekligi ve ciftligini degisken ile temsil ederek gostereceklerini ifade etmislerdir.

Asagida bu katilimcilardan Melih’in gériismesinden bir kesit verilmistir.
Melih: Gostermek igin onlarin diizeyinde basit 6rnekler ¢6zerim, gésteririm yani 6nermeleri.
Goriismeci: Ornek derken neyi kastettin?
Melih: Ya iste daha basitini 6rnek dedigim daha basitini gosteririm o onermelerin. Yani
onlarin seviyesine uygun onlara gdstererek en azindan bir altyapi gibi olur.
Goriigsmeci: Nasil gosterirsin?
Melih: Tek say1 mesela tek say1 diyeyim, tek sayi ile ¢ift saymin toplami ne olur tek olur,
onun ispatint yani basit yolla gosterilebilir yani. Nasil gdsteririm ya iste o bize mesela tek
say1 ifadesini ortaokulda olsun nasil gordiik, sadece dedigim gibi 0, 2, 4, 6, 8 dediler. Cift
say1 1, 3, 5, 7, 9 tek say1 direk boyle gosterdiler. Ama en azindan boyle bu 2k+1 mesela o
esittir tek say1, tek sayilar1 bdyle gdsteririz ¢ift sayilar1 2k seklinde gosteririz. Oyle bir
gosterme olmadigi i¢in 6grenciler ne bileyim yani direk tek ¢ift deyince rakamlara bakiyorlar.
Matematiksel olarak bilmedikleri igin onlar1 yani dedigim gibi tek say1 ile ¢ift sayinin toplami
tektir dedim, onu mesela o sekilde gosteririm. 2k+1 ile 2k mesela. Onu o sekilde gosteririm

6grencinin matematikle gostermesini 6gretmis olurum.

Ece ise verilen 6nermenin dogruluklarin1 gosterebilmek i¢in 6nce kendi eksiklerini
tamamlamas1 gerektigini ifade etmistir. Asagida Ece’nin goriismesinden bu duruma

iliskin bir alint1 verilmistir.
Ece: Once kendim 6grenirim.

Goriigsmeci: Neden 0yle dedin?
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Ece: Hala eksikliklerimin oldugunu diigiiniiyorum ¢iinkii. Hani tereddiitte kaliyorum, siirekli
kendimle ¢eligiyorum. Onlar1 6nce bir agsmam gerekir. Sonra ona gére ben nerede

takiliyorsam, onlarin takilabilecegi noktalari 6nce bir diisiinliriim ona gére d6gretebilirim.

Katilimecilarin - 6grencilerin  ispatlama becerisini  gelistirmeye yonelik neler
yapabilecekleri hakkinda az da olsa bilgi sahibi olduklar1 goriilmistiir. Katilimcilara
ortaokul Ogrencilerinin ispatlama becerilerini nasil gelistirebilecekleri soruldugunda
Sevgi’nin Ogrencilerini sadece problem ¢ozlimlerinde esitliklerin iki tarafin1 da
diisinmeye yonlendirecegini ifade ettigi, Melih ve Can’in ispatlar yaptiracaklarini
belirttigi, Selda ve Ece’nin ise kendilerini gelistirmeleri gerektigini ifade ettikleri
goriilmistiir. Betiil ise ispat becerisinin gelisimi igin neler yapmasi gerektigini
bilmedigini ifade etmistir. Asagida Sevgi’nin dgrencilerin ispatlama becerilerini nasil
destekleyecegine iligkin goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Sevgi: Ne yaparim? Ya mesela problemler ¢oziiliiyor mesela. Ispatlama becerisi derken
bazen bir esitlik yaziyorsun. Buradan da ¢6zebilirsin, buradan da ¢6zebilirsin. Sonugta ikisi
de esitse hangi taraftan ¢6zsen ona esit oldugunu ispatlamis oluyorsun. Tek yonlii degil yani.
Ogrenciyi iki yonlii diisiinmeye yoneltirim. Biri buradan ¢bzerse &biirii de kars1 taraftan

¢dzsiin mesela. Ikisinin esit oldugunu gorebilsinler, dyle diisiiniiyorum.
Ogrencilerine ispatlar yaptiracaklarmi ifade eden katilimcilardan Melih’in
goriismesinden bir alint1 asagida verilmistir.

Melih: Ispatlama becerilerini gelistirmek i¢cin ya en azindan iste dedigim gibi basit 6rnekler,
onlarin seviyesine uygun. Ciinkii yaslar1 nasil diyeyim daha yeni 6greniyorlar. Ispat neler
yapabiliriz aslinda yani dedigim gibi 6rneklerle olabilir ya

Goriismeci: Ornekler derken neyi kast ediyorsun?

Melih: Ya iste 6rnek dedigim basit ispatlar yaptiririm.

Kendini gelistirmesi gerektigini ifade eden katilimcilardan Selda’nin

goriismesinden bir alint1 agsagida verilmistir.
Selda: Tabi ki bildigimi yeterli gérmiiyorum, ¢ok daha iyisini bilmeliydim. Daha iyi
aciklamalar yapmaliydim, kendimi gelistirmeliyim. Ondan sonra onlar1 gelistiririm.

Betiil ise Ogrencilerinde ispatlama becerisini gelistirmek ic¢in neler yapacagini
bilmedigini asagidaki bi¢imde ifade etmistir.

Betiil: Bilmiyorum aslinda tam da diisiinmedim ¢ok fazla.

3.2.4. Uciincii simiftaki katiimcilarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin

goriisleri
Uciincii siniftaki katilimeilardan ¢ogu (alt1 katilimcidan besi) ispatin ilkdgretim

diizeyinde Ogretilmeye baslamasi gerektigini ifade ederken bir katilimci ise ortaokul
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ogrencileri i¢in ispat yapmanin uygun olmadigini belirterek ispatin iiniversite diizeyinde
yapilmaya baglanmasi gerektigini belirtmistir. Katilimcilardan Ruhi  hari¢ tim
katilimcilar (Nihal, Emel, Kiibra, Hale ve Miray) ispat yapmanin ilk6gretim diizeyinde
basladigini ifade etmistir. Asagida bu katilimcilardan Nihal’in goriismesinden bir alint1
verilmigtir.

Nihal: Yani bir kere lisede var. Geometride falan ispatlar var. Ama acaba ortaokulda? Mesela
8. smufta da var. O olasiliklarin kiimelerle falan ispat1 var. Ger¢i kiimeler konusu kaldirild:
ama yani 8. sinifta da var. 7.sinifta acaba cebirsel ifadelerde falan 6zdesliklerde falan... Evet
var. Mesela 6zdeslikleri nerde goriiyorlar? Ozdeslikleri de 8’de gériiyorlar dimi? 8’de sey
var mesela karelerle dzdesliklerin ispati var. x?-1’in ispat1 karelerle falan. O var. Kaginci
smifta? Geometriden diisiiniiyorum ama. Mesela alan konulari tam 6’dan basliyor. Kaginct
smiftan basliyor alan konular1 onu bilmiyorum da, mesela dikdortgen alaninin yarisindan dik
liggen alanini buluyorlar. Bu da aslinda ispattan yapilabilir. Evet bu da ispatlanabilir.
Dikdortgenin alanin1 ne zaman goriiyorlar? 4.smifta bile goriiyorlar aslinda. Mesela bir

dikdortgenin alan1 axb’dir. Yani ortaokulda var aslinda.
Yukaridaki alintidan Nihal’in ortaokul miifredatina hakim oldugu ve buna gore ispat
yapmanin ortaokul 6grencilerine uygunlugunu degerlendirdigi goriilmektedir.

Ispat yapmanm {iniversite diizeyinde baslamas1 gerektigini ifade eden Ruhi ise
kendi 6grenciligini de gbz onilinde bulundurarak ispat yapmanin ortaokul 6grencileri igin
gerekli olmadigini ifade etmistir. Ruhi’nin bu duruma iliskin gériismesinden bir alinti
asagida verilmistir.

Ruhi: Bence direkt tiniversite

Goriismeci: Neden?

Ruhi: Universite 1, ben o sekilde basladim. Daha once ¢ok ispatlar yapmadik, direkt
sorgulamadan yapiyorduk daha oncesinde. Universitede bagladik ispat yapmaya, genel
matematik dersi ile beraber.

Goriismeci: Daha 6nce hig ispat yaptin m1?

Ruhi: Yapmisimdir illa ki, geometri sorularinda falan ama ¢ok da gerek oldugunu
diistinmiiyorum.

Goriismeci: Neden?

Ruhi: Ciinkii hani zaten ispatlanmig hani nasil sdyleyeyim, gérmek gerekiyor ama yiizeysel
olarak gérmek gerekiyor bence.

Gorligsmeci: Yiizeysel derken neyi kastediyorsun?

Ruhi: Hani gosterip gegmek manasinda

Ispatlamanin ilkogretim diizeyinde baslamas1 gerektigini ifade eden bes
katilimeinin da goriismede ifade edilen sayilarin tekligi ve ciftligine iliskin Gnermelerin

dogruluklarinin tartismanin uygun olacagini ifade etmelerinin yan1 sira bu dnermelerin
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dogruluklarin1 gosterirken degisken kullanarak cebirsel olarak gosterimler yapacaklarini

da ifade ettikleri goriilmistiir. Asagida buna iliskin Nihal’in gériismesinden bir kesit

verilmistir.

Nihal: Yani olur tabi ki. Sayilar kaginct sinifta? Eger 6.smiftalarsa ya da 6, 7, 8.siiflar igin
onlar cebirsel ifadelerle tamisiyorlar o zaman. Mesela neyi ispatlayabiliriz? Iste bir ¢ift
saymin karesi de ¢ift sayidir. Bunu 6grenciye ezberletmek yerine ya da bir deger koymak
yerine hani 2n’dir. 2n’nin karesi 4n? dir seklinde ufak bir ispat yapilabilir. Hani daha akilda

kalic1 olmasi icin. Yani yapilabilir 6.siniftan itibaren.

Gortigmedeki sayilarin ve tekligi ve giftligine ilisin dnermelerin dogruluklarini

ortaokul &grencileri ile tartigmanin uygun olmadigini ifade eden tek katilimci, ispatin

tiniversite diizeyinde baslamasi gerektigini ifade eden Ruhi olmustur. Ruhi ispat

yapmanin ortaokul 6grencileri i¢in zor olacagini, 6grencilerin soyut diisiinemeyeceklerini

ifade ettigi gorilmistiir. Asagida Ruhi’nin bu duruma iliskin goriismesinden alinti

verilmigtir.

Ruhi: Uygun degildir, olmaz bence

Goriismeci: Neden?

Ruhi: Ciinkii konuya hakim olmak gerekiyor. Ben bile yaparken sikint1 ¢ektim.
Goriigmeci: Aslinda sayilarin tekligi ¢iftligi ortaokuldaki dgrencilerin bildigi bir sey
Ruhi: Evet bildigimiz bir sey aslinda ama ispat yaparken biraz daha farkli oluyor.
Goriismeci: Nasil oluyor?

Ruhi: Biraz daha soyut diisiinmek gerekiyor yaparken, o yiizden.

Gorligmeci: Ortaokul soyut diisiinebilir mi?

Ruhi: Diistinemez o kadarini, evet diislinemez bence.

Ruhi’nin ortaokul diizeyinde goriismede ifade edilen 6nermelerinin dogruluklarini

gostermek igin ispat yapilmasi gerekmedigini belirttigi de gériilmiistiir. Ruhi tek ve ¢ift

sayilar1 degisken kullanarak temsil etmenin yeterli oldugunu ifade etmistir. Asagida buna

iliskin Ruhi’nin goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Ruhi: Tekligini ¢iftligini gostermek yeterli olur bence hani ¢okta ispatlamaya gerek yok
bence.

Goriigmeci: Nasil diistinliyorsun?

Ruhi: Mesela tek say1 dedigimiz zaman 2k+1 seklinde oldugunu bilmesi yeterli bence. Ayni
sekilde cift oldugunu bilmesi i¢in 2n seklinde yazabilecegimizi diisiinmeli. Yani ikiye
boliinebilen, o sekilde bilmesi yeterli bence.

Gériismeci: Ispat yapmaya gerek yok mudur diyorsun?

Ruhi: Yoktur diyorum

Goriismeci: Neden yoktur?

Ruhi: Ispat yapsak bile aklinda ¢ok kalacagini zannetmiyorum o ispatimn.
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Goriigsmeci: Neden dyle diistintiyorsun?

Ruhi: Ben mesela simdiye kadar o ispatlar1 bilmedigim halde ¢ogu seyi yapabiliyorum.
Goriigmeci: Cogu seyi derken neyi kastediyorsun?

Ruhi: Problemlerin ¢ogunu yapabiliyorum

Goriligmeci: Problem dedigin sey ne?

Ruhi: Problem mesela hani bir problemde o sayinin ¢ift oldugunu bilmem yeterli. Cift

sayilarin sonsuz oldugunu falan ¢ok da bilmeye gerek yok.
Alintidan da goriildiigii gibi Ruhi ispat yapmadan da problem ¢6zebildigini, ispatlarin
zaten akilda kalmadigini ve ispat yapmanin gerekli olmadigini ifade etmistir.
Ruhi hari¢ bes katilimci da 6grencilerinin ispatlama becerilerini gelistirmek igin
cesitli etkinlikler yapacaklarim1 ifade etmis ve O&grencilerini verilen ifadelerin
dogruluklarin1 ~ sorgulamaya  yoOnlendireceklerini  belirtmislerdir.  Asagida bu

katilimeilardan Kiibra’nin gériismesinden bir alint1 verilmistir.

Kiibra: Aslinda tablo yapabilirim, en kafama yatan sey tablo. Mesela basit degerlerden ¢oga
yani tiime varmak istiyorum. Bunlar1 gosteririm. Eger bir yanilgiya diiserlerse de mesela
deger vermelerini isteyebilirim. Onlarin dogrulugunu sagliyor mu saglamiyor mu
bakmalarini isteyebilirim. Yine kendileri gérmiis olur, 6yle yapabilirim. Tablodan daha rahat
gorebileceklerini diigiiniiyorum. Ciinki hem gorsellik katiyor, hem de orada deneyip de

bakabilirler.
Ispat 6gretimine iiniversite diizeyinde baslanmas1 gerektigini savunan katilimci ise
ogrencilerinin ispatlama becerisini gelistirmeye yonelik neler yapabilecegi hakkinda bilgi
sahibi olmadigini ifade etmistir.

Goriismeci: Peki sen ortaokul 6grencilerinin hani ispatlama becerilerini gelistirmek i¢in neler
yaparsin?

Ruhi: Bilemeyecegim.

3.2.5. Dordiincii siiftaki katihmcilarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya

iliskin goriisleri

Katilimcilardan dordii (Metin, Deniz, Ayla ve Leyla) ispat yapmaya ilkogretim
diizeyinde baglanmas1 gerektigini ifade ederken bir katilimc1 (Gizem) lise, bir katilimci
(Burcu) ise iniversite diizeyinde baslanmasi gerektigini belirtmistir. Asagida ispat
yapamaya ilkogretim diizeyinde baslanmasi gerektigini ifade eden Metin’in
goriigmesinden bir alint1 verilmistir.

Metin: Bence ortaokul seviyesi uygundur, ama daha alt seviyelere de kademeli bir sekilde

indirilmesi gerekiyor diye diisiiniiyorum.

Gortismeci: Kademeli derken neyi kastediyorsun?
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Metin: Yani 6grenciye hazir bulunuslugu yeterli degilse ortaokulda, birinci, ikinci, ti¢iincii,
dordiincii sinifta eger yeterli bir biligsel yapiya ulasmamigsa ortaokul ¢ocugu anlayamiyor.
Yani eger alt kademelere indirgeyeceksek, ¢ocuga gerekli donanimin verilmesi gerekiyor.
Gizem, ispat yapmaya once tiniversite diizeyinde baslanmasi gerektigini ifade
etmesine ragmen sonra kendi diisiincesinin lise diizeyinde baglanmasi gerektigini

belirtmistir. Gizem’in goriismesinden bir alint1 asagida verilmistir.
Gizem: Bence tiniversitede baslar
Goriigsmeci: Neden?
Gizem: Ya ¢iinkii lisede de verilen egitim sinava yonelik bir egitim oldugu i¢in test sinavina
hazirlaniyor. Sonugta o yiizden de hani pek iizerinde dyle ispatin durulmuyor da direkt
veriliyor hani bu budur diye.
Goriismeci: Peki sen hangi diizeyde verilmesi gerektigini diisiiniiyorsun
Gizem: Ben lisenin baginda verilmesi gerektigini diigiiniiyorum. Eger normal bir egitim
sistemi, sinavsiz, sinavlarin test seklinde olmadigi bir egitim sistemimiz olsaydi, ben bunun
lisede verilmesi daha uygun derim.

Burcu ise ispat yapmanin iiniversite diizeyinde baslamasi gerektigini ifade etmistir.
Ortaokul dgrencileri i¢in ispat yapmanin uygun olmadigini ifade eden Burcu, eger iyi bir
egitim alinmissa lise diizeyinde de ispata yapmaya baslanabilecegini belirtmistir. Asagida
Burcu’nun goriismesinden bir alint1 verilmistir.

Burcu: Yani biz tiimevarimi lisede gérmiistilk ama mesela benim icin lisede ¢ok anlamsiz
gelmisti. Anlayamamigtim, bence tiniversite diizeyinde baslar diye diigiiniiyorum. Ya daha
dogrusu goriinen egitimden de kaynakli olabilir aslinda. Ispat yapabilecek ya da ispatt
anlayabilecek diizeyde matematik gérmediginde o diizeyde ¢ok zor gelebiliyor. Yani bir
kisinin ispati anlamasi zor diye diisiiniiyorum ama iyi bir egitim verilirse lisede de olabilir
bence ama ortackulda degil.

Goriigmeci: Neden?

Burcu: Ya ortaokul diizeyinde daha tam olarak mesela sey bile oturmuyor sanki tam sayz,
rasyonel say1, reel say1 kavramlari. Ciinkii ispat yaparken genellikle onlardan yararlantyoruz.
Ama onlar bile tam olarak hangi kiime hangisini kapsiyor tam olarak oturmadigi i¢in ispatta

zor bence

Ispat 6gretimine lise ve {iniversite diizeyinde baslanmasi gerektigini iki katilimc1
(Burcu ve Gizem) ile ilkdgretim diizeyinde yapilmaya baslanmasi gerektigini ifade eden
bir katilime1 (Metin), soyut diisiinemediklerinden ortaokul 6grencileri i¢in cebirsel olarak
ispat yapmanin uygun olmadigimi belirtmistir. Bu katilimcilar ortaokul &grencilerinin
soyut diistinemedikleri i¢in daha ¢ok Ornekler {izerinden onermelerin dogruluklarinin
gosterilmesi gerektigini ifade etmislerdir. Asagida bu katilimcilardan biri olan Gizem’in

goriismesinden alint1 verilmistir.
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Gizem: Tartigma yapmak yani tartisma yapilmamali ortaokul 6grencileri ile

Goriismeci: Neden?

Gizem: Ciinkii gelisimlerini tamamlamis olmalari gerekiyor. Daha biz ortaokul dgrencilerine
basit anlamda ne bileyim tam sayilarda toplama, ¢ikarma, sunu bunu anlatirken bile modeller
kullaniyoruz. Materyaller kullantyoruz. Zihinsel gelisimleri ¢ilink{i daha uygun degil ispata,
daha soyut disiinebilecek hale gelmeleri gerekiyor. Lisede bu soyut diistinmeyi
gerceklestirebilirler, ama heniiz bir ortaokul 6grencisi daha tam o asamada degil. Evet,
dogruluklar1 yanligliklar1 sdylenebilir. Hani bdyle bir say1 yoktur drnek verir ama su

ispatlama agamasi olmaz yani ortaokulda.

Geriye kalan ti¢ katilimce1 (Deniz, Ayla ve Leyla) ise dnermelerin dogruluklarinin
ortaokul 6grencileri ile tartismanin uygun oldugunu ifade etmis ve cebirsel olarak da
ispatlar yapilabilecegini ifade etmislerdir. Asagida bu katilimcilardan Deniz’in

goriismesinden bir alint1 verilmistir.
Deniz: Ortaokul dgrencileri ile tartigilabilir mi mesela n?, n tek ise burada bunu yapabilirler
¢linkii biliyorlar. Ben de yaziyorum ya bdyle yazdim ya 2k+1’ler. Orada sayilarin ¢ift olma
durumlarini tek olma durumlarini bir sekilde inceliyorlar diye biliyorum, hatirliyorum stajdan
da gordiigiim kadariyla. O yilizden mesela 2 ile tek sayi ile ¢ift say1 ¢arpilirsa ne oldugunu
bunlar1 bildikleri i¢in yani bence yazamaz ama onlar da konusarak bence verebilirlermis gibi
geliyor. Sonugta bir saymin karesinin onun iki kez kendisi ile ¢arpilmasi oldugunu biliyorlar,
e cift ile ¢ifti carparsan tek de tekdir bu sekilde konusuyorlar diye hani biliyorum o yiizden
konusabilir ¢cocuklarla diye diisiiniiyorum

Ispatin ilkdgretim diizeyinde baslamasi gerektigini belirten dort katilmer da

ortaokul ogrencilerinin diizeylerine uygun olarak ispatlar yaptirilmas:t gerektigini

belirtmistir. Bu dort katilimci 6grencilerinin ispatlama becerilerini gelistirmek i¢in Metin

deneme yanilma, tablo olusturma gibi ¢esitli yontemlerin kullanilabilecegini, Ayla, Deniz

ve Leyla etkinlikler yapacaklarini belirtmistir. Asagida Metin’in ispatlama becerisini

gelistirmeye yonelik goriigmesinden bir alint1 verilmistir.
Metin: Dogrulugunu gostermek i¢in yani deneme ¢esitli yontemler var iste, tablo olusturma
gibi. Deneme yanilma, iste bu oriintii bulma. Bagint1 bulma ya da iste daha kiiciik pargalara
ayirip hani onlarin icerisinde irdeleme gibi hani ¢esitli seyler diisiiniilebilir. Mesela soruda
da vardi n n? tek ise n tektir yanlis hatirlamiyorsam. Burada gocuk tek tek deneyecek mesela
1 diyecek, 3 diyecek, -1, -3 buradan genel bir yapiya ulagsmaya ¢alisacak, bu sekilde olabilir
diye diisiiniiyorum.

Ayla, Deniz ve Leyla gesitli etkinlikler yapacaklarini belirtmelerine ragmen agikga
neler yapilabilecegini ifade etmemislerdir. Asagida bu katilimcilardan Ayla’nin

goriismesinden bir alint1 verilmistir.
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Ayla: Materyaller hazirlarim. Daha gérsellestiririm konuyu. Ispat becerisini artirir mi1 su an

tam emin degilim. Ama en azindan denerim hani.

Ispat yapmaya iiniversite diizeyinde baslanmasi1 gerektigini ifade eden Burcu ise
ogrencilerin ispatlama becerisini gelistirmeye yonelik neler yapabilecegi hakkinda bilgi
sahibi olmadigini ifade etmistir. Asagida bu duruma iliskin Burcu’nun goériismesinden bir

alint1 verilmistir.
Burcu: Genel olarak diisiindiigimde yani bu agidan hi¢ diislinmemistim. Zaten bdyle bir sey
tizerine hig iiniversitede konusmadik sanirim. Yani o yiizden hi¢ diisinmemistim bu konuyu.
Bilmiyorum.

Ispat yapmaya lise diizeyinde baslanmas: gerektigini ifade eden Gizem de kendi
ogrenciligini de g6z Oniinde bulundurarak tniversitede ispatlarin ezberlendigini ifade
etmis, ispatlama becerisinin gelistirilmesi igin ¢esitli ispat yontemlerinin gosterilmesi
gerektigini belirtmistir. Asagida buna iliskin Gizem’in goriismesinden bir alinti
verilmistir.

Gizem: Ispatla ilgili, sdyle, mesela biz de iiniversitede ispatliyoruz sdyle bdyle ama ben
kendimden ve diger arkadaslarimdan da gordiigiim kadariyla, bizim ispatlama becerimiz
ezberden daha 6teye gegmiyor.

Goriismeci: Neden dyle diistintiyorsun?

Gizem: Ciinkii mesela hocalar da tahtaya x esittir su i¢in yaziyorlar. Oraya bir sey yaziyorlar,
onu gerekgelendirerek yaziyorlar. Ama hani ben diyorum normalde benim aklima nasil gelsin
hani onu oraya yazmak. Benim aklima o anda nasil gelsin. Tamam onu ispatlayan kisi evet
onu yapmis. Birtakim bilinen seylerden yola ¢ikiyor ama o bilinen seyleri hani neyi nerede
kullanacagimi aslinda tam olarak bilemem. Bu sadece benim degil diger biitiin
arkadaslarimda da bu sekilde hani, sinavlara falan ¢aligirken de defterden ezbere genelde hani
o sekilde oldu. Ve bunun gelistirilmesi gerekiyor bence. Daha fazla sorgulama becerisi hani
neleri mesela direkt tahtaya hani n esittir sudur iste bu yiizden bunu bunu kullandik degil de
hani bagka bagka alternatiflerin de {iretilmesi gerekiyor. Sorunun tek bir ispat yontemi yerine
bir siirii ispat yontemlerinin gosterilmesi gerekiyor, bu sekilde ilerletilmelidir diye

diistiniiyorum ispatlama becerisini.

181



4. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu boliimde katilimcilarla yapilan klinik goriismelerden elde edilen bulgulara
dayanarak ulasilan sonuglara, bu sonuclarin alan yazindaki ¢aligmalarla karsilastirilarak

tartisilmasina ve gelecekte yapilacak olan arastirmalara iligskin Onerilere yer verilmistir.

4.1. Sonuclar

Burada tiim smif diizeyindeki katilimcilarin ispat yapma siiregleri, katilimcilarin
smif diizeylerine gore ispatlama siirecleri, katilimcilarin akademik basarilarina gore
ispatlama stiregleri ve katilimcilarin ispat yapmaya iliskin goriislerine yonelik sonuglar

verilmistir.

4.1.1. Katimcilarin ispat yapma siireclerine iliskin sonuclar

Bu béliimde sirasiyla birinci sinifa yeni baglayan, birinci, ikinci, {ligilincii ve

dordiincii siniftaki katilimeilarin ispatlama siireglerine iliskin sonuglar verilmistir.

4.1.1.1. Birinci sinifa yeni baslayan katilimcilarin ispatlama siireglerine iliskin

sonuclar

Birinci sinifa yeni baglayan katilimcilardan klinik goriismelerdeki ispatlama
siireclerinin tiimiinii basarili bir gsekilde tamamlayan olmamistir. Katilimcilardan en
basarili olanlar alt1 ispatlama sorusundan yalnizca ikisinde ispatlama siirecinde basarili
olurken sorularin tiimiinde ispatlama siire¢lerinde basar1 gosteremeyen katilimcilar da
olmustur. Katilimcilarin genel olarak verilen onermeyi ispatlamak igin gerekli ispat
yontemi (ispat c¢ercevesi) bilgisine sahip olmadiklari, ispata nasil baslayip nasil
bitireceklerini bilmedikleri goriilmiistiir. Katilimcilar verilen 6nermelerin dogru ya da
yanlis oldugunu dogru bir sekilde ifade edebilmelerine ragmen bunun nedenini agikca
ortaya koyamamusglardir. Ayrica katilimcilarin ispatlama siiregleri i¢in gerekli olan
kavramsal bilgilerinde de (fonksiyon, tek ve ¢ift say1) eksiklikler oldugu goriilmiistiir.
Katilimcilar ispat yontemi bilgisi ile ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgiye sahip
olmadiklarindan hem ispatin formal-retorik kismini olusturamamis hem de ispatin

problem merkezli kismini ¢6zememislerdir. Katilimcilarin ispat yaparken matematik dili

182



kullanmak yerine anadil kullandiklar1 ve 6zellikle tek ve ¢ift sayilart temsil edemedikleri
gorilmiistiir.

Katilimcilarin  ispat yontemi bilgilerinin  olduk¢a zayif oldugu sonucuna
ulagilmistir. Aksine 6rnek verme ispat yontemi bilgisine i, tiiketerek ispat yontemi
bilgisine iki, dogrudan ispat yontemi bilgisine bir katilimcinin sahip oldugu goriilmiistiir.
Katilimcilarin tiimii varlik ispat yontemi bilgisine sahip olmasina ragmen bu yontemi
kullanamamus, ispatin formal-retorik kismini olusturamamistir. Katilimcilarin karsit ters
ve olmayana ergi ispat yontemi bilgisine ise sahip olmadiklar1 gorilmiistiir.
Katilimcilarin  6zellikle dogrudan, karsit ters ve olmayana ergi ispat yontemini
kullanmalar1 beklenen 6nermelerin ispatlama siireglerinde ispatin formal-retorik kismini
olusturamadiklar1 goriilmistiir. Asagida 1. smifa yeni baslayan katilimcilarin klinik
goriismede sorulus sirasina gore her bir ispatlama sorusunda ispatin formal-retorik ve
problem merkezli kisimlarina iliskin yaptiklar1 kisaca 6zetlenmistir.

e Katilimcilardan dogru bir sekilde tiiketerek ispat yapabilen katilimcr olmamustir.
Katilimcilarin fonksiyon kavram bilgilerinin genel olarak (alt1 katilimcidan besi)
eksik oldugu goriilmiistiir. Katilimeilar tanim ve deger kiimesi arasindaki
eslesmenin kuralini agik ve eksiksiz bir sekilde ifade edemediklerinden ispatin
problem merkezli kismini ¢6zememislerdir. Bunun yani sira yalnizca iki katilimci
tilketerek ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu géstermistir. Geriye kalan dort
katilimcr tanim kiimesinden tiim elemanlar1 alarak bu elemanlarin goriintiilerini
eksik de olsa kendi fonksiyon kavram bilgilerine gére degerlendirmelerini bir ispat
olarak degerlendirmediklerini ifade ederek tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip
olmadiklarini yansitmigtir. Buradan katilimeilarin ispatin formal-retorik kisminin
nasil olusturulacagini bilmedikleri sdylenebilir.

e Katilimcilardan basarili  bir sekilde dogrudan ispat yapan olmamuistir.
Katilimcilardan yalnizca biri dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu
gOstermis ancak ispatin formal-retorik kismini olusturamamus, ispatinda anadil
kullanmasinin yani sira birka¢ drnek iizerinden denemeler yapmistir. Geriye kalan
bes katilimcinin ispatin formal-retorik kismini olusturamadiklart gériilmiistiir. Bu
bes katilimcidan ikisi ispat yapmak i¢in herhangi bir girisimde bulunmazken, ti¢li
ise yaptiklarin1 ispat olarak degerlendirmemesine ragmen yalnizca tanim

kiimesinden aldig1 birkac elemanin goriintiisiinii incelemistir. Katilimcilarin timi
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keyfi bir eleman i¢in fonksiyon olma kosulunun saglandigin1 géstermeye calisarak
genelleme yapmalari gerektigini ifade etmemistir.

Katilimcilardan karsit ters ispat yontemini kullanmalar1 beklenen 6nermeyi basari
ile ispatlayan olmamuistir. Katilimcilarin ispatin formal-retorik kismini olugturmaya

calistiklar1 ancak verilen Onermenin ispati i¢in uygun olan ispat yontemini

secemedikleri goriilmiistiir. Katilimeilardan ikisi p ve g 6nerme olmak iizere p = g
bigiminde verilen dnermenin mantiksal yapisina dikkat ederek hipotezi (p) kabul
edip hitkmii (q) gostermeye calisarak ispat i¢in dogrudan ispat yontemini se¢mistir.
Ancak verilen 6nermenin ispati i¢in bu ispat yonteminin kullanimi uygun degildir.
Geriye kalan katilimcilar ise 6nermenin mantiksal yapisina da dikkat etmeyerek
ispat i¢in hitkmii kabul edip hipotezi gostermeye ¢alisarak (converse-error), hatal
bir sekilde ispatin formal-retorik kismini olusturmuslardir. Ayrica katilimcilarin
tiimii problem merkezli kismi ¢6zmek i¢in dogal sayinin tekligi ve ¢iftligi kavram
bilgilerini uygun bir sekilde kullanamamustir.

Katilimcilarin en basarili olduklar: ispatlama siireci, aksine ornek verme ispat
yontemini kullanmalarinin beklendigi 6nermenin ispatinda olmustur. Evrensel
niceleyici kullanilarak ifade edilen 6nermenin yanhishigini ispatlamak igin alti
katilimcidan ¢l Onermeyi saglamayan bir reel sayr bularak ispatin problem
merkezli kismini dogru bir sekilde ¢6zmiis ve bunun da bir ispat oldugunu
degerlendirerek aksine 6rnek verme ispat yontemi bilgisine sahip olduklarini
gostermistir. Geriye kalan tli¢ katilimcidan ikisi onermeyi saglamayan bir drnek
bularak ispatin problem merkezli kismini ¢6zse de deger vermenin ispat
olmayacagimni degerlendirmistir. Bu katilimcilarin aksine Ornek verme ispat
yontemi bilgisine sahip degildir. Ayrica bir katilimci da verdigi bir reel say1 6rnegi
tizerinden 6nermenin dogru oldugunu ifade etmistir. Bu katilimci yaptiginin bir
ispat olmadigin1 degerlendirmistir ancak bu katilimcinin ispat yapmak i¢in formal-
retorik kismi olusturamadigi, problem merkezli kismi1 da ¢6zemedigi goriigmiistiir.
Katilimcilarin - tiimiiniin  bir tamsaymin ayni anda hem tek hem de ¢ift
olamayacagini ispatlamalarinin istendigi soruda olmayana ergi ispatini basarili bir
sekilde tamamlayamadig1 goriilmiistiir. Katilimcilardan tigii ispat igin herhangi bir
girisimde bulunmazken iicii ise herhangi bir ispat yontemi kullanmayarak yalnizca

onermenin dogru oldugunu ifade etmislerdir. Katilimcilarin bu 6nermenin ispati
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icin formal-retorik kismi olusturamadiklart ve problem merkezli kismi da
cozemedikleri goriilmistiir. Ayrica katilmcilar karsit ters ispat yonteminin
kullanilmasmin beklendigi Onermeyi ispatlama siireglerinde oldugu gibi bu
onermenin ispatlama siirecinde de genel olarak tek ve ¢ift tamsayilar1 matematiksel
olarak temsil edememislerdir. Katilimcilardan yalnizca biri matematiksel olarak tek
ve ¢ift tamsaylyr matematiksel olarak dogru bir sekilde temsil etmis ama ispat
yapamamistir.

e Varlik ispatini basaril1 bir sekilde tamamlayan iki katilime1 olmustur. Katilimeilarin
timiiniin varlik ispat yontemi bilgisine sahip olduklar1 goriilmiis ancak basarili olan
iki katilimci1 disinda kalan dort katilimcinin ispatin formal-retorik kismini nasil
olusturacaklarini, problem merkezli kismi nasil ¢dzeceklerini bilmediklerinden
varlik ispat yontemini kullanmalari beklenen soruda basarili olamadiklar
goriilmiistiir. Bu katilimcilar 6nermenin neden dogru olduguna iliskin bir agiklama
yapamamis, yalnizca 6nermeyi saglayan bir say1 bulunabilecegini ve bu nedenle de
onermenin dogru oldugunu ifade etmislerdir. Katilimcilarin tiimiiniin 6nermede
kullanilan varlik niceleyicine dikkat ettikleri ve reel sayr kavram bilgilerine
dayanarak da Onermeyi saglayan bir saymin bulunabilecegini ifade ettikleri

goriilmiistiir.

4.1.1.2. Birinci siniftaki kattlimcilarin ispatlama siireglerine iligkin sonuclar

Birinci siniftaki katilimcilardan ispatlama siireglerinin tiimiinde basarili olan
katilimciya rastlanmamugtir. Katilimcilardan en basarili olan katilimer alti ispatlama
sorusundan tg¢iinde ispatlama siirecinde basarili olurken sorularin tiimiinde ispatlama
stireclerinde bagar1 gosteremeyen katilimer da olmustur. Katilimcilarin verilen 6nermeyi
ispatlamak i¢in gerekli ispat yontemi (ispat ¢ercevesi) bilgisine sahip olmadiklar1 ya da
ispat yontemi bilgisine sahip olmalarina ragmen ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgiyi
kullanamayarak ispatin problem merkezli kismini ¢6zemedikleri goriilmiistiir.
Katilimeilar genel olarak verilen onermelerin dogru ya da yanlis oldugunu dogru bir
sekilde ifade edebilmislerdir. Ayrica katilimcilarin ispatlama siiregleri i¢in gerekli olan
kavramsal bilgilerinde (fonksiyon, tek ve cift say1) eksiklikler oldugu gorilmiistiir.
Katilimcilarin ¢ogu (alt1 katilimcidan besi) tek ve ¢ift say1 kavram bilgisini genel olarak
matematik dilinde dogru bir sekilde temsil edebilmis ancak ¢ok azi dogru fonksiyon

kavram bilgisine sahip oldugunu gostermistir. Ispat icin gerekli ispat yontemi bilgisine
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sahip olmayan katilimcilar ispatin formal-retorik kismini olusturamadiklari igin ispatin
problem merkezli kismin1 agiga ¢ikaramamiglar ve ispatlama siire¢lerinde basarisiz
olmuslardir. Ispat igin gerekli ispat yontemi bilgisine sahip olmasina ragmen ispat i¢in
gerekli olan kavramsal bilgiyi dogru bir sekilde kullanamamaktan dolay1 ispatlama

stirecinde basarisiz olan katilimcilar da olmustur.

Katilimcilarin ispat yontemi bilgileri birinci sinifa yeni baslayan katilimcilara gore daha
iyi olmasina ragmen yine de ispat yontemi bilgilerinin zayif oldugu, verilen dnermelerin
ispatina iligskin uygun ispat yontemini segemedikleri sonucuna ulagilmigtir. Aksine 6rnek
verme ispat yontemi bilgisine dort, tiikketerek ispat yontemi bilgisine iki, dogrudan ispat
yontemi bilgisine iki, karsit ters ispat yontemi bilgisine iki, olmayana ergi ispat yontemi
bilgisine ii¢ katilimcinin sahip oldugu goriilmiistiir. Katilimcilarin yalnizca biri ise varlik
ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostermistir. Katilimcilarin ispat yontemi
bilgisine sahip olmalarina ragmen zaman zaman bu bilgiyi kullanamayarak ispatin
formal-retorik kismini olusturamadiklar1 ya da ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgiye
sahip olmalara ragmen formal-retorik kismi dogru bir sekilde olusturamadiklarindan
ispatlama siireglerinde basarisiz olduklari goriilmiistiir. Asagida 1. Siniftaki katilimcilarin
klinik goriismede sorulus sirasina gore her bir ispatlama sorusunda ispatin formal-retorik
ve problem merkezli kisimlarina iliskin yaptiklar kisaca 6zetlenmistir.

o Katilimcilardan ikisi tiikketerek ispat yapmalart beklenen sonlu sayida elemani olan
bir kiime {izerinde taniml1 bagintinin fonksiyon belirttigini dogru bir sekilde ifade
etmis ve tliketerek ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostererek ispatin
problem merkezli kismini dogru bir sekilde ¢6zmiis, ispatlama siirecini basari ile
tamamlamistir. Geriye kalan dort katilimci ise verilen bagintinin fonksiyon
belirttigini ifade etmesine ve ispatin problem merkezli kismini dogru bir sekilde
¢ozmelerine ragmen tanim kiimesinden tiim elemanlar1 verilen esitlikte yerine
koyarak goriintiilerin deger kiimesinde olma durumunu degerlendirmelerinin bir
ispat olamayacagin ifade ederek tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip
olmadiklarin1 gdstermislerdir. Katilimcilardan yalmizca biri eksik fonksiyon
kavram bilgisine sahip oldugunu gostermis ve bu katilimci da eksik kavram bilgisi
dogrultusunda verilen esitligin fonksiyon oldugunu belirtmis ama yaptiklarini bir
ispat olarak degerlendirmeyerek tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini

yansitmistir. Buradan katilimcilarin genel olarak tiiketerek ispat yontemi bilgisine
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sahip olmadiklarindan ispatin formal-retorik kisminin nasil olusturulacagini
bilmedikleri goriilmiistiir.

Katilimcilardan dogrudan ispat yapmalarinin beklendigi sonsuz elemanli bir kiime
tizerinde taniml1 bagintinin fonksiyon oldugunu géstermeleri istenen soruda basarili
bir sekilde ispat yapan katilimci olmamustir. Katilimcilardan yalnizca ikisi
dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostermis, ancak bu katilimcilar
ispatin formal-retorik kismini olugturmalarina ragmen problem merkezli kism1 tam
olarak ¢6zememislerdir. Katilimcilar yalnizca tanim kiimesinden aldiklart keyfi
elemana karsilik gelen goriintiiniin  deger kiimesinde olma durumunu
degerlendirmis, goriintiiniin tek olduguna iligkin bir agiklamada bulunmamaislardir.
Geriye kalan dort katilimer ise ispatin formal-retorik kismini olusturamamis ve
dolayisiyla ispatin problem merkezli kismimni agiga g¢ikaramayarak ispatlama
siirecinde basarisiz olmuslardir.

Katilimcilardan karsit ters ispat yontemini kullanmalar1 beklenen 6nermeyi basari
ile ispatlayan iki katilimci olmustur. Bu katilimeilar karsit ters ispat yontemi
bilgisini kullanarak ispatin formal-retorik kismini dogru bir sekilde olusturmuslar
ve gerekli olan tek ve ¢ift dogal sayr kavram bilgilerini de kullanarak ispatin
problem merkezli kismimi da dogru bir sekilde ¢ozmiislerdir. Geriye kalan dort
katilimc1 ise Oonermenin mantiksal yapisina dikkat etmeyerek ispat igin hiikmii
kabul edip hipotezi gostermeye ¢alisarak (converse-error), hatali bir sekilde ispatin
formal-retorik kismini olusturmuslardir. Bu dort katilimcidan biri ise hiikmii kabul
edip hipotezi gostermeye ¢aligmanin disinda dogrudan ispat yontemini ve hatta
karsit ters ispat yontemini de kullanmaya calistigi goriilmiistiir. Ancak katilimcinin
verilen onermenin ispat i¢in uygun olan ve olmayan ispat yontemlerini segmesi,
ispati bilingli bir sekilde yapmadigimni diisiindiirmiistiir. Ayrica katilimeilarin genel
olarak problem merkezli kismi ¢ozmek i¢in dogal saymin tekligi ve ¢iftligi kavram
bilgilerini uygun bir sekilde kullandiklar1 goriilmiistiir.

Katilimeilarin, 1. Sinifa yeni baglayan katilimcilar da oldugu gibi en basarili
olduklar1 ispatlama siireci, aksine 6rnek verme ispat yontemini kullanmalarinin
beklendigi onermenin ispatinda olmustur. Evrensel niceleyici kullanilarak ifade
edilen onermenin yanhishigini ispatlamak icin alti katilimcidan dordi 6nermeyi
saglamayan bir reel say1 bularak ispatin problem merkezli kismini dogru bir sekilde

¢Ozmiis ve bunun da bir ispat oldugunu degerlendirerek aksine 6rnek verme ispat
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yontemi bilgisine sahip oldugunu gostermistir. Geriye kalan iki katilimci ise
onermeyi saglamayan bir 6rnek bularak ispatin problem merkezli kismini ¢ézse de
yaptiklarinin yalnizca 6nermenin yanlis oldugunu gostermek oldugunu ifade
ederek, yaptiklarinin ispat olmayacagini degerlendirmistir. Bu katilimcilarin aksine
ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip olmadig1 goriilmektedir.

Katilimecilarin  tlimiintin  bir tamsaymin aynt anda hem tek hem de ¢ift
olamayacagini ispatlamalarinin istendigi soruda olmayana ergi ispatini basarili bir
sekilde yapamadiklar1 goriilmiistiir. Katilimecilardan dordii olmayana ergi ispat
yontemi bilgisine sahip oldugunu gostererek ispatin formal-retorik kismini
olusturmus ve tek ve cift say1r kavram bilgisine de sahip oldugunu gostermistir.
Ancak bu katilimcilarin ispatlama siireglerinde ¢eliskiye ulagmakta giigliik
yasadiklar1 ve problem merkezli kismi1 tam olarak ¢ozemedikleri goriilmiistiir.
Geriye kalan iki katilimer ise tek ve ¢ift tamsay1 kavram bilgisine sahip olduklarim
gostermelerine ragmen olmayana ergi ispat yontemi bilgisine sahip
olmadiklarindan  ispatin  formal-retorik  kismini  olusturamamis,  ispat
yapamamuslardir.

Varlik ispatin1 basarili bir sekilde tamamlayan katilimci olmamistir. Katilimcilarin
yalnizca ikisi dnermenin mantiksal yapisin1 anladiini géstermesine ragmen biri
ispat yontemi bilgisine sahip olmadigindan digeri ise problem merkezli kismi
¢ozemediginden ispatlama siirecinde basarisiz olmuslardir. Geriye kalan dort
katilimci 1se onermedeki varlik niceleyicisini evrensel niceleyici olarak ele alarak
Onermenin mantiksal yapisini anlamadigini yansitmig ve Onermenin yanlig

oldugunu gostermislerdir.

4.1.1.3. Ikinci simiftaki katilimcilarin ispatlama siireclerine iliskin sonuclar

Ikinci siniftaki katilimcilardan ispatlama siireglerinin tiimiinde basarili olan

katilime1 olmadigr goriilmiistiir. Katilimcilardan en basarili olan katilimeilar alti

ispatlama sorusundan ii¢iinde ispatlama siirecinde basarili olurken en basarisiz olan

katilimeilar yalnizca bir soruda ispatlama siireclerinde basar1 gdstermistir. Ispatlama

stireclerinin tiimiinde basarili olamayan katilimciya rastlanmamistir. Katilimcilarin

verilen 6nermeyi ispatlamak igin gerekli ispat yontemi (ispat ¢ercevesi) bilgisine sahip

olmadiklar1 ya da ispat yontemi bilgisine sahip olmalarina ragmen ispat i¢in gerekli olan

kavramsal bilgiyi kullanamayarak ispatin problem merkezli kismini ¢6zemedikleri ya da
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ispat i¢in uygun olmayan ispat yontemini sectikleri goriilmiistiir. Katilimcilar genel
olarak verilen Onermelerin dogru ya da yanhishgmi dogru bir sekilde ifade
edebilmislerdir. Katilimcilarin ispatlama siiregleri i¢in gerekli olan kavramsal bilgilerinde
(fonksiyon) eksiklikler oldugu goriilmiistiir. Katilimcilarin tiimii tek ve ¢ift say1r kavram
bilgisini genel olarak matematik dilinde dogru bir sekilde temsil edebilmis ve genel olarak
cogu (alt1 katilimcidan besi) dogru fonksiyon kavram bilgisine sahip oldugunu
gdstermistir. Ispat i¢in gerekli ispat yontemi bilgisine sahip olmayan katilimcilar ispatin
formal-retorik kismini olusturamadiklari i¢in ispatin problem merkezli kismini agiga
cikaramamis ve ispatlama siireclerinde basarisiz olmuslardir. Ispat igin gerekli ispat
yontemi bilgisine sahip olmasina ragmen ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgiyi dogru
bir sekilde kullanamamaktan dolayr ispatlama siirecinde basarisiz olan katilimcilar
oldugu gibi ispat i¢in verilen 6nermenin mantiksal yapisina uygun olmayan ispat
yontemini segen ya da mantiksal yapiya uygun goriinmesine ragmen ispat i¢in uygun
olmayan ispat yontemini segen katilimcilar da olmustur.

Katilimcilarin ispat yontemi ve ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgileri 1. Sinifa
yeni baslayan katilimcilara ve birinci siiftaki katilimcilara gore daha iyi olmasina
ragmen yine de katilimcilarin ispat yontemi bilgilerinin zayif oldugu ve kavram bilgilerini
kullanmakta zorluklar yasadiklar1 goriilmiistiir. Aksine ornek verme ispat yontemi
bilgisine bes, tiiketerek ispat yontemi bilgisine ti¢, dogrudan ispat yontemi bilgisine iig,
olmayana ergi ispat yontemi bilgisine bes, varlik ispat yontemi bilgisine iki katilimcinin
sahip oldugu gorilmistiir. Katilimcilarin karsit ters ispat yontemi bilgisine sahip
oldugunu yansitan katilimer ise olmamigtir. Katilimeilarm ispat yontemi bilgisine sahip
olmalarma ragmen zaman zaman bu bilgiyi kullanamayarak ispatin formal-retorik
kismin1 olusturamadiklari, ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgiye sahip olmalarina
ragmen formal-retorik kismi dogru bir sekilde olusturamadiklar1 ya da verilen 6nerme
icin uygun olmayan ispat yontemlerini segerek ispatlama siireclerinde basarisiz olduklart
goriilmiistiir. Asagida ikinci siniftaki katilimcilarin klinik goériismede sorulus sirasina
gore her bir ispatlama sorusunda ispatin formal-retorik ve problem merkezli kisimlarina
iligkin yaptiklar kisaca 6zetlenmistir.

e ki katilimer tiiketerek ispatlama siirecini basari ile tamamlamistir. Bu katilimeilar
tilketerek ispat yapmalar1 beklenen sonlu sayida elemani olan bir kiime iizerinde
taniml1 bagintinin fonksiyon belirttigini dogru bir sekilde ifade etmis ve tiiketerek

ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostererek ispatin problem merkezli kismini
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dogru bir sekilde ¢ozmistiir. Geriye kalan dort katilimecidan biri de tiiketerek ispat
yontemini bilgisine sahip oldugunu gostermis ancak ispatin problem merkezli
kismin1 fonksiyon kavram bilgisindeki eksiklik nedeniyle tam olarak ¢6zememistir.
Bu dort katilimcidan ti¢ katilimci ise tanim kiimesindeki tiim elemanlar1 verilen
esitlikte yerine koyarak goriintilerin deger kiimesinde olma durumunu
degerlendirmelerinin bir ispat olamayacagini ifade ederek tiiketerek ispat yontemi
bilgisine sahip olmadiklarim1 gdstermislerdir. Buradan bu katilimcilarin genel
olarak tiiketerek ispat yontemi bilgisine sahip olmadiklarindan ispatin formal-
retorik kisminin nasil olusturulacagini bilmedikleri goriilmiistiir.

Katilimcilardan basarili bir sekilde dogrudan ispat yapan katilimci olmamustir.
Katilimcilardan tigli dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu géstermis,
ancak bu katilimcilar ispatin formal-retorik kismini olusturmalarina ragmen
problem merkezli kismi1 tam olarak ¢6zememislerdir. Katilimcilar yalnizca tanim
kiimesinden aldiklar1 keyfi elemana karsilik gelen goriintiiniin deger kiimesinde
olma durumunu degerlendirmis, goriintiiniin tek olduguna iliskin bir aciklamada
bulunmamislardir. Geriye kalan ii¢ katilimct ise dogrudan ispat yontemi bilgisine
sahip olmadigin1 gdstermistir, ispatin formal-retorik kismini olugturamamis ve
dolayisiyla ispatin problem merkezli kismini agiga ¢ikaramayarak ispatlama
siirecinde basarisiz olmuslardir.

Katilimcilardan karsit ters ispat yontemini kullanmalari beklenen 6nermeyi basari
ile ispatlayan iki katilimeci olmustur. Ancak bu katilimcilar 6nermeyi karsit ters
ispat yontemini kullanarak degil yine dnermenin ispat: i¢in uygun olan bir diger
ispat yontemi olan olmayana ergi ispat yontemi ile ispatladiklar1 gériilmistiir. Bu
katilimeilar karsit ters ispat yontemi bilgisini kullanarak ispatin formal-retorik
kismini dogru bir sekilde olusturmuslar ve gerekli olan tek ve ¢ift dogal say1 kavram
bilgilerini de kullanarak ispatin problem merkezli kismini da dogru bir sekilde
cozmiislerdir. Geriye kalan dort katilimcr ise Onermeyi dogru bir sekilde
ispatlayamamuistir. Bir katilimer 6nermenin mantiksal yapisina dikkat etmeyerek
ispat i¢in hiikmii kabul edip hipotezi gostermeye g¢alisarak (converse-error), hatali
bir sekilde ispatin formal-retorik kismini olusturmus, bir katilimci 6nerme igin
uygun olmayan dogrudan ispat yontemini se¢mis, bir katilimci olmayana ergi ve
aksine 6rnek verme ispat yontemlerini birbirine karigtirarak ispat yapmaya galismis,

bir katilimci ise herhangi bir ispatlama girisiminde bulunamamistir. Ancak
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katilimcilarin tiimiiniin problem merkezli kismi1 ¢ézmek icin dogal sayinin tekligi
ve ¢iftligi kavram bilgilerine sahip oldugu goriilmiistiir.

Ikinci smiftaki katilmeilarin da birinci sinifa yeni baslayan ve birinci siniftaki
katilimcilarda oldugu gibi en bagarili olduklar ispatlama siireci, aksine 6rnek verme
ispat yontemini kullanmalarinin beklendigi dnermenin ispatinda olmustur. Evrensel
niceleyici kullanilarak ifade edilen 6nermenin yanligh@mi ispatlamak igin alti
katilimcidan besi Onermeyi saglamayan bir reel sayr bularak ispatin problem
merkezli kismint dogru bir sekilde ¢6zmiis ve bunun da bir ispat oldugunu
degerlendirerek aksine ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu
gostermistir. Geriye kalan bir katilimci ise dnermeyi saglamayan bir 6rnek bularak
Ispatin problem merkezli kismini ¢dzse de yaptiklarinin yalnizca 6nermenin yanlis
oldugunu gostermek oldugunu ifade ederek, yaptiklarinin ispat olmayacagini
degerlendirmistir. Bu katilimcilarin aksine 6rnek verme ispat yontemi bilgisine
sahip olmadig1 goriilmektedir.

Katilimcilarin ikisinin bir tamsayinin ayni1 anda hem tek hem de ¢ift olamayacagini
ispatlamalarinin istendigi soruda olmayana ergi ispatin1 basarili bir sekilde
yaptiklar1 goriilmiistiir. Geriye kalan dort katilimeidan ti¢ii de olmayana ergi ispat
yontemi bilgisine sahip oldugunu gostererek ispatin formal-retorik kismini dogru
bir sekilde olusturmus ancak aldiklar1 bir tamsayinin ayni anda tekligi ve ¢iftligini
gosterirken ayni degiskeni kullanarak degisken kavraminda yaptiklari hata
nedeniyle problem merkezli kismi dogru bir sekilde ¢cozememislerdir. Dolayisiyla
hatali bir sekilde geliskiye ulasan bu katilimcilar ispatlama siireglerinde basarili
olamamuislardir. Katilimcilardan biri ise 6nermenin dogru oldugunu ifade etmesine
ragmen herhangi bir ispat yontemi se¢gmemis ve ispatin formal-retorik kismini
olusturamamaistir.

Varlik ispatin1 basarili bir sekilde tamamlayan ise bir katilimci olmustur. Geriye
kalan bes katilimcidan biri verilen Onermenin mantiksal yapisini anladigini
yansitmis ancak reel say1 kavram bilgisini dogru bir sekilde kullanamayarak ispatin
problem merkezli kismimi ¢ézememistir. Dort katilimcer ise verilen dnermenin
mantiksal yapisini anlamadigini gostermistir. Bu katilimcilar ispatin formal-retorik

kismin1 olusturamadiklarindan ispatlama siireglerinde basarisiz olmuslardir.
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4.1.1.4. Ugiincii simiftaki katlimcilarin ispatlama siireclerine iliskin sonuclar

Ucgiincii siniftaki katilimeilardan ispatlama siireclerinin tiimiinde basarili olan
katilimc1 olmadigr goriilmiistiir. Katilimcilardan en basarili olan katilimeilar alti
ispatlama sorusundan besinde ispatlama siirecinde basarili olurken en basarisiz olan
katilimeilar iki soruda ispatlama siireclerinde basari gdstermistir. Ispatlama siireclerinin
tiimilinde basarili olamayan katilimciya rastlanmamistir. Katilimcilarin verilen 6nermeyi
ispatlamak igin gerekli ispat yontemi (ispat ¢ercevesi) bilgisine sahip olmadiklari ya da
Ispat yontemi bilgisine sahip olmalarina ragmen ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgiyi
kullanamayarak ispatin problem merkezli kismini ¢ozemedikleri goriilmiistiir.
Katilimcilar genel olarak verilen 6nermelerin dogru ya da yanlisligin1 dogru bir sekilde
ifade edebilmislerdir. Katilimcilarin ispatlama siiregleri igin gerekli olan kavramsal
bilgilerinde (fonksiyon) eksiklikler oldugu goriilmiistiir. Katilimeilarin tiimii tek ve ¢ift
say1 kavram bilgisini genel olarak matematik dilinde dogru bir sekilde temsil edebilmis
ve genel olarak ¢ogu (alt1 katilimcidan besi) dogru fonksiyon kavram bilgisine sahip
oldugunu gdstermistir. Ispat igin gerekli ispat yontemi bilgisine sahip olmayan
katilimcilar ispatin  formal-retorik kismini olusturamadiklari igin ispatin problem
merkezli kismini agi18a ¢ikaramamus ve ispatlama siireclerinde basarisiz olmuslardir. Ispat
icin gerekli ispat yontemi bilgisine sahip olmasina ragmen ispat i¢in gerekli olan
kavramsal bilgiyi dogru bir sekilde kullanamamaktan dolay:r ispatlama siirecinde
basarisiz olan katilimcilar oldugu ve ispat igin verilen 6nermenin mantiksal yapisina
uygun olmayan ispat yontemini segen ya da mantiksal yapiya uygun gériinmesine ragmen

ispat i¢in uygun olmayan ispat yontemini se¢en katilimcilar da olmustur.

Katilimcilarin ispat yontemi ve ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgileri 1. Sinifa
yeni baglayan katilimecilara, 1. simiftaki katilimcilara ve 2. Smftaki katilimcilara gore
daha iyi olmasina ragmen yine de katilimcilarin ispat yontemi bilgilerinin zayif oldugu
ve kavram bilgilerini kullanmakta zorluklar yasadiklari goriilmiistiir. Aksine 6rnek verme
ispat yontemi bilgisine bes, tiiketerek ispat yontemi bilgisine alt1, dogrudan ispat yontemi
bilgisine ii¢, olmayana ergi ispat yontemi bilgisine dort, varlik ispat yontemi bilgisine bes
katilimeinin sahip oldugu goriilmistiir. Katilimcilarin karsit ters ispat yontemi bilgisine
sahip oldugunu yansitan bir katilimci olmustur. Katilimcilarin ispat yontemi bilgisine
sahip olmalarina ragmen zaman zaman bu bilgiyi kullanamayarak ispatin formal-retorik
kismimi olusturamadiklari, ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgiye sahip olmalarina

ragmen formal-retorik kismi dogru bir sekilde olusturamadiklar1 ya da verilen dnerme
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icin uygun olmayan ispat yontemlerini segerek ispatlama siireglerinde basarisiz olduklari
goriilmistiir. Asagida liclincti siniftaki katilimcilarin klinik gériismede sorulus sirasina
gore her bir ispatlama sorusunda ispatin formal-retorik ve problem merkezli kisimlarina
iliskin yaptiklar1 kisaca 6zetlenmistir.

e Katilimcilarin tiimii tiikketerek ispatlama siirecini basari ile tamamlamigtir. Bu
katilimcilar tiiketerek ispat yapmalar1 beklenen sonlu sayida elemani olan bir kiime
tizerinde taniml1 bagitinin fonksiyon belirttigini dogru bir sekilde ifade etmis ve
tilketerek ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostererek ispatin problem
merkezli kismini dogru bir sekilde ¢ozmiistiir.

e Katilimcilardan basarili bir sekilde dogrudan ispat yapan iki katilimci olmustur.
Geriye kalan dort katilimer ise dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini
gostermistir. Bu katilimeilar ispatin formal-retorik kismini olusturamadiklarindan
ispatin problem merkezli kismini ¢6zememislerdir.

o Katilimcilardan karsit ters ispat yontemini kullanmalari beklenen 6nermeyi basari
ile ispatlayan bir katilimci olmustur. Bu katilimer ispat i¢in karsit ters ispat
yontemini se¢mis ve tek ve ¢ift dogal say1 kavram bilgisini de dogru bir sekilde
kullanarak ispatin problem merkezli kismini dogru bir sekilde ¢ozmiistiir. Geriye
kalan bes katilimcidan dordii verilen dnermenin mantiksal yapisina uygun ancak
Onermenin ispati i¢in uygun olmayan dogrudan ispat yontemini segtigi goriilmiistiir.
Bu katilimcilar olusturduklart formal-retorik kisma gore hipotezden hiikkme
gecemeyeceklerini, verilen Onermenin ispatlanamayacagini fark edememistir.
Ancak katilimcilar yaptiklarini ispat olarak degerlendirmislerdir. Bir katilimci da
olmayana ergi ve karsit ters ispat yontemlerini birbirine karigtirmis ve formal
retorik kismi ezbere bir sekilde olusturdugunu yansitmistir.

e Ugciincii siniftaki katilmcilardan besi aksine Ornek verme ispat yontemini
kullanmalarinin beklendigi Onermenin ispatinda basarili olmustur. Evrensel
niceleyici kullanilarak ifade edilen 6nermenin yanlighgini ispatlamak igin alti
katilimcidan besi Onermeyi saglamayan bir reel sayr bularak ispatin problem
merkezli kismini dogru bir sekilde ¢6zmiis ve bunun da bir ispat oldugunu
degerlendirerek aksine Ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu
gostermistir. Geriye kalan bir katilimc1 ise dnermeyi saglamayan bir 6rnek bularak
ispatin problem merkezli kismini ¢dzse de yaptiklarinin yalnizca 6nermenin yanlis

oldugunu gostermek oldugunu ifade ederek, yaptiklarmin ispat olmayacagini
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degerlendirmistir. Bu katilimcilarin aksine 6rnek verme ispat yontemi bilgisine
sahip olmadig1 goriilmektedir.

e Katilimcilarin ikisinin bir tamsayimnin ayni anda hem tek hem de ¢ift olamayacagini
ispatlamalarinin istendigi soruda olmayana ergi ispatimi basarili bir sekilde
yaptiklar1 goriilmiistiir. Geriye kalan dort katilimecidan ti¢ii de olmayana ergi ispat
yontemi bilgisine sahip oldugunu gostererek ispatin formal-retorik kismini dogru
bir gekilde olusturmus ancak aldiklar1 bir tamsayinin ayni anda tekligi ve ¢iftligini
gosterirken ayni degiskeni kullanarak degisken kavraminda yaptiklart hata
nedeniyle problem merkezli kismi dogru bir sekilde ¢ozememislerdir. Dolayisiyla
hatali bir sekilde ¢eliskiye ulasan bu katilimcilar ispatlama siireglerinde basarili
olamamiglardir. Katilimcilardan biri ise 6nermenin dogru oldugunu ifade etmesine
ragmen herhangi bir ispat yontemi segmemis ve ispatin formal-retorik kismini
olusturamamustir.

e Varlik ispatin1 basarili bir sekilde tamamlayan ise bes katilimci olmustur. Geriye
kalan bir katilimci verilen 6nermenin mantiksal yapisini anladigini yansitmis ayrica
Onermeyi saglayan bir reel say1 bularak ispat i¢in gerekli olan problem merkezli
kismi da ¢ozmiistiir. Ancak bu katilimci deger vererek ispat olmayacagini ifade

ederek varlik ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini yansitmistir.

4.1.1.5. Dordiincii sumiftaki kattlimcilarin ispatlama siireclerine iliskin sonuglar

Dordiincti siniftaki katilimcilardan ispatlama siireglerinin tiimiinde basarili olan
katilmcr olmadigr goriilmiistiir. Katilimeilardan en basarili olan katilimcilar alti
ispatlama sorusundan besinde ispatlama siirecinde basarili olurken en basarisiz olan
katilmcilar ise ii¢ soruda ispatlama siireclerinde basar1 gostermistir. Ispatlama
stireclerinin tlimiinde basarili olamayan katilimciya rastlanmamistir. Katilimeilarin
verilen Onermeyi ispatlamak i¢in gerekli ispat yontemi (ispat ¢ercevesi) bilgisine sahip
olmadiklar1 ya da ispat yontemi bilgisine sahip olmalarina ragmen ispat i¢in gerekli olan
kavramsal bilgiyi kullanamayarak ispatin problem merkezli kismini ¢6zemedikleri
goriilmiistiir. Katilimcilar genel olarak verilen 6nermelerin dogru ya da yanlighigin1 dogru
bir sekilde ifade edebilmislerdir. Katilimcilarin ispatlama siiregleri i¢in gerekli olan
kavramsal bilgilerinde (fonksiyon) eksiklikler oldugu goriilmiistiir. Katilimeilarin timi
tek ve ¢ift say1 kavram bilgisini genel olarak matematik dilinde dogru bir sekilde temsil

edebilmis ve genel olarak ¢cogu (alt1 katilimcidan besi) dogru fonksiyon kavram bilgisine
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sahip oldugunu gostermistir. Ispat icin gerekli ispat yontemi bilgisine sahip olmayan
katilimcilar ispatin formal-retorik kismini olusturamadiklari igin ispatin problem
merkezli kismini agi13a ¢ikaramamus ve ispatlama siireclerinde basarisiz olmuslardir. Ispat
icin gerekli ispat yontemi bilgisine sahip olmasmna ragmen ispat i¢in gerekli olan
kavramsal bilgiyi dogru bir sekilde kullanamamaktan dolay:r ispatlama siirecinde
basarisiz olan katilimcilar oldugu ve ispat icin verilen dnermenin mantiksal yapisina
uygun olmayan ispat yontemini segen ya da mantiksal yapiya uygun gériinmesine ragmen

ispat i¢in uygun olmayan ispat yontemini segen katilimcilar da olmustur.

Katilimcilarin ispat yontemi ve ispat igin gerekli olan kavramsal bilgileri birinci
sinifa yeni baslayan katilimcilara, birinci smiftaki katilimcilara, ikinci simiftaki
katilimcilara ve ticlincii siniftaki katilimcilara gére daha iyi olmasina ragmen yine de
katilimcilarin ispat yontemi bilgilerinin istenen diizeyde olmadigi ve katilimcilarin
kavram bilgilerini kullanmakta zorluklar yasadiklar1 goriilmiistiir. Aksine 6rnek verme
ispat yontemi bilgisine alti, tiikketerek ispat yontemi bilgisine bes, dogrudan ispat yontemi
bilgisine bes, olmayana ergi ispat yontemi bilgisine bes, varlik ispat yontemi bilgisine bes
katilimcinin sahip oldugu goriilmistiir. Katilimcilarin karsit ters ispat yontemi bilgisine
sahip oldugunu yansitan iki katilimer olmustur. Katilimeilarin ispat yontemi bilgisine
sahip olmalarina ragmen ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgiye sahip olmadiklarindan
ispatin problem merkezli kismini ¢ozemedikleri ya da verilen 6nerme i¢in uygun olmayan
ispat yontemlerini segerek ispatlama siireglerinde basarisiz olduklar1 goriilmiistiir.
Asagida dordiincii siniftaki katilimeilarin klinik gériismede sorulus sirasina gore her bir
ispatlama sorusunda ispatin formal-retorik ve problem merkezli kisimlarina iliskin
yaptiklari kisaca 6zetlenmistir.

e Katilimcilarin dordi tiiketerek ispatlama siirecini basari ile tamamlamistir. Bu
katilimcilar tiiketerek ispat yapmalar1 beklenen sonlu sayida elemant olan bir kiime
tizerinde tanimli bagintinin fonksiyon belirttigini dogru bir sekilde ifade etmis ve
tilketerek ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu gostererek ispatin problem
merkezli kisminit dogru bir sekilde ¢ézmiistiir. Ancak iki katilimcidan biri eksik
fonksiyon kavram bilgisi nedeniyle ispatin problem merkezli kismin1 dogru bir
sekilde ¢ozememistir. Bir katilimci ise fonksiyon kavram bilgisine sahip olmasina
ragmen ispat i¢in uygun olmayan olmayana ergi ispat yontemini kullanmaya
caligmis ancak yaptiklariin ispat olmadigini degerlendirerek baska bir ispatlama

girisiminde de bulunmamustir.
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e Katilimcilardan basarili bir sekilde dogrudan ispat yapan iki katilimci olmustur.
Geriye kalan dort katilimeidan {igii ise dogrudan ispat yontemi bilgisine sahip
oldugunu gdstermis, ancak problem merkezli kismi tam olarak ¢ézemediklerinden
ispatlama siireglerinde basarisiz olmuslardir. Bir katilimer ise dogrudan ispat
yontemi bilgisine sahip olmadigini gostererek ispatin formal-retorik kismini
olusturamadigindan ispatin problem merkezli kismini ¢6zememistir.

e Katilimcilardan karsit ters ispat yontemini kullanmalari beklenen 6nermeyi basari
ile ispatlayan iki katilimecr olmustur. Bu katilimcilar ispat icin karsit ters ispat
yontemini segmis ve tek ve cift dogal say1 kavram bilgisini de dogru bir sekilde
kullanarak ispatin problem merkezli kismint dogru bir sekilde ¢ozmiistiir. Geriye
kalan dort katilimcidan biri ispat igin uygun olan olmayana ergi ispat yontemi
se¢mis ancak problem merkezli kismi ¢ozerken tek ve ¢ift sayilari temsil edemedigi
igin ispatini basarili bir sekilde tamamlayamamistir. Bu dort katilimcidan gt ise
hitkkmii kabul edip hipotezi gostermeye calisarak formal-retorik kismi dogru bir
sekilde olugturamayarak ispatlama siirecinde basarisiz olmuslardir.

e Dordiincti smiftaki katilimeilarin tiimii aksine O6rnek verme ispat yontemini
kullanmalarinin beklendigi Onermenin ispatinda basarili olmustur. Evrensel
niceleyici kullanilarak ifade edilen 6nermenin yanlisligini ispatlamak igin alti
katilimcidan besi Onermeyi saglamayan bir reel sayr bularak ispatin problem
merkezli kismin1 dogru bir sekilde ¢6zmiis ve bunun da bir ispat oldugunu
degerlendirerek aksine Ornek verme ispat yontemi bilgisine sahip oldugunu
gostermistir.

e Katilimcilardan yalnizca biri bir tamsaymin ayni anda hem tek hem de cift
olamayacagini ispatlamalariin istendigi soruda olmayana ergi ispatini basarili bir
sekilde yapmustir. Geriye kalan bes katilimcidan dordii de olmayana ergi ispat
yontemi bilgisine sahip oldugunu gostererek ispatin formal-retorik kismini dogru
bir sekilde olusturmus ancak aldiklar1 bir tamsayinin ayni anda tekligi ve ¢iftligini
gosterirken ayni degiskeni kullanarak degisken kavraminda yaptiklar1 hata
nedeniyle problem merkezli kism1 dogru bir sekilde ¢6zememislerdir. Dolayisiyla
hatali bir sekilde geliskiye ulasan bu katilimcilar ispatlama siireglerinde basarili
olamamiglardir. Katilimcilardan biri ise 6nermenin dogru oldugunu ifade etmesine
ragmen herhangi bir ispat yontemi se¢gmemis ve ispatin formal-retorik kismini

olusturamamuistir.
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e Varlik ispatin1 basarili bir sekilde tamamlayan ise bes katilimci olmustur. Geriye
kalan bir katilimci verilen 6nermenin mantiksal yapisini anladigini yansitmis ayrica
onermeyi saglayan bir reel say1 bularak ispat i¢in gerekli olan problem merkezli
kismi da ¢ozmiistiir. Ancak bu katilimci1 deger vererek ispat olmayacagini ifade

ederek varlik ispat yontemi bilgisine sahip olmadigini yansitmistir.

4.1.2. Katihmcilarin sinif diizeylerine gore ispatlama siireclerine iliskin sonuclar

Katilimcilarin genel olarak sinif diizeyi arttik¢ca hem ispatin formal-retorik kismini
olusturmada hem de problem merkezli kismini gerekli olan kavramsal ve islemsel bilgiyi
kullanarak ¢ézmede daha basarili olmuslardir. Katilimeilarin ispat yontemi bilgilerinin
ilkdgretim matematik 6gretmenligi programina basladiklarinda oldukga zayif oldugu,
ancak sinif diizeyi arttik¢a katilimcilarin daha ¢ok ispat yontemi bilgisine sahip olduklari
goriilmiistiir.  Katilimeilarin ~ programa yeni basladiklarinda matematik  dilini
kullanamadiklari, ispatlama siireglerinde anadili kullandiklar1 ancak siif diizeyi arttik¢a
matematik dilini kullandiklar1 sonucuna ulasilmistir.

Birinci smifa yeni baslayan katilimcilar karsit ters ve olmayana ergi ispat
yontemleri bilgisine sahip degilken katilimcilar son smifa dogru tiim ispat yontemleri
bilgisine sahip olduklarini gdstermislerdir. Ancak katilimcilarin ilkokuldan beri asina
olduklar1 aksine ornek verme ispatinda 1., 2. ve 3. smiflardan basarili olamayan
katilimcilar olmasi beklenmeyen bir sonu¢ olmustur. Bu katilimcilarin deger vermeyi
ispat olarak kabul etmemelerinden dolay1 aksine 6rnek verme ispat yontemi bilgisine
sahip olmadiklar1 goriilmistiir. Her sinif diizeyindeki katilimcilarin cogunun aksine 6rnek
verme ispat yontemi bilgisine sahip oldugu goriilmesine ragmen bu smiflarda aksine
ornek verme ispatin1 yapamayan katilimeilarin olmasi oldukga diisiindiiriictidiir.

3. ve 4. siniftaki katilimcilarin bir kismi karsit ters ispat yonteminin kullanilmasi
beklenen soruda karsit ters ispat yontemine sahip olmasa da olmayana ergi ispat yontemi
bilgilerini kullanarak ispati yaptigi ya da dnermenin yapisina uygun fakat 6nermenin
ispatinin miimkiin olmadig1 dogrudan ispat yontemi bilgisini kullanmaya c¢alistiklar
gorilmistiir. Ancak 1. Sinifa yeni baglayan, 1. Smiftaki ve 2. Siniftaki katilimcilar karsit
ters ispat yontemi bilgisine sahip olmayip 6nermenin mantiksal yapisini yanlis ¢6zmiis,
hiikmii kabul edip hipoteze ulagmaya ¢alismislardir.

Ispat yontemlerinde oldugu gibi katilimcilarin smif diizeyleri arttikga ispat

yapmalar1 i¢in gerekli olan kavram bilgisine sahip olduklar1 goriilmiistiir. Ayrica
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katilimcilarin bu kavram bilgilerini kullanma becerileri de geligmistir. Ornegin verilen bir
bagintinin fonksiyon olma durumunun ispatlanmasinin istendigi sorularda birinci sinifa
yeni baglayan katilimcilarin ¢ok az1 fonksiyon kavramini dogru bir sekilde
kullanabilirken son simiflarda katilimcilarin genel olarak fonksiyon kavram bilgilerini
kullanabildigi goriilmektedir.

Dikkat ¢ekici bir diger dnemli sonu¢ da katilimcilarin ortaokul yillarindan beri
gordiigli bir tamsaymin tekligi ve c¢iftligi kavramlarmi 1. smifa yeni baglayan
katilimeilarin tiimiiniin kullanamamasi olmustur. 1. sinifa yeni baslayan katilimcilar tek
ve ¢ift sayilari matematiksel olarak temsil edemediklerinden hem karsit ters hem de
olmayana ergi ile ispat yapilmasi beklenen onermelerin problem merkezli kisimlarini
cozememistir. Simif diizeyi arttikca katilimcilarin tamsayilarin tekligi ve ¢iftligi
kavramlarmni kullanabildikleri goriilmiistir.

Sayilarin tekligi ve ¢iftligi kavramlarinda oldugu gibi degisken kavrami da hem 1.
siifa yeni baslayan hem de 1. siniftaki katilimcilarin kullanamadiklari kavram olmustur.
1. smiftaki katilimcilar tamsayilarin tekligi ve ¢iftligi kavramlarini ifade edebilmelerine
ragmen ispat i¢in bunu kullanamamis ya da hatali bir sekilde bir say1y1 hem tek hem gift
olarak ifade ederken ayni degiskeni kullandiklar1 goriilmiistiir. Bu yanilgt son siniflara
kadar devam etmis, bir sayiy1 hem tek hem c¢ift olarak gosterirken farkli degiskenler
kullanarak 3. ve 4. smiflardan yalnizca iki katilimer olmustur. Ozellikle bu 6nermenin
ispatinda katilimcilarin ispat yontemi bilgisine sahip olsalar bile problem merkezli kismi
¢ozmek i¢in yeterli bilgi ve beceriye sahip olmamalarinin ispatlama siireglerini basarili
bir sekilde tamamlayamamalarina yol agtig1 goriilmektedir. Ayrica katilimcilarin tiim
sinif diizeylerinde gerekli islemsel bilgiye sahip olduklar1 goriilmiistiir. Sonug olarak sinif

diizeyi arttik¢a dogru bir sekilde yapilan ispat sayisinda artis olmustur.

4.1.3. Katihmcilarin akademik basarilarina gore ispatlama siireclerine iliskin
sonuglar
Bu boéliimde sirasiyla birinci sinifa yeni baslayan, birinci, ikinci, iiglincii ve
dordiincii siniftaki katilimcilarin akademik basarilar1 ve ispatlama siireclerine iligskin

sonuglar ele alinmistir.
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4.1.3.1. Birinci sinifa yeni baslayan katthmcilarin akademik basarilarina gore

ispatlama siirecleri

Birinci sinifa yeni baslayan katilimcilarin akademik basariya gore en basarili
olanlar1 Hacer ve Ece, orta derecede basarili olanlar1 Melis ve Yonca, basarisiz olanlari
ise Fatmagiil ve Seda’dir. Bu katilimcilarin ispatlama stiregleri incelendiginde en basarili
katilimecinin akademik basariya gore orta derecede basarili olan katilimcilardan Yonca
oldugu goriilmistiir. Yonca aksine 6rnek verme ve varlik ispatlarinda basarili olmustur.
Akademik bagariya gore basarili olan iki katilime1 Hacer ve Ece ile diger orta derecede
basarili olan katilimcilarin benzer performansa sahip olduklar1 goriilmiistiir. Hacer ve Ece
aksine ornek verme, Melis ise varlik ispatinda basarili olmustur. Akademik basariya gore
basarisiz grupta yer alan iki katilimci ise higbir ispatlama siirecinde basarili olamayarak
ispatlama becerilerine gore de grubun altinda yer almistir. Buradan akademik olarak en
basarisiz katilimcilarin ispatlama siireglerinde de en basarisiz olan katilimcilar oldugu

goriilse de diger katilimcilar arasinda bir fark olmadig1 goriilmektedir.

4.1.3.2. Birinci siniftaki kattlimcilarin akademik basarilarina gore ispatlama siiregleri

Birinci siniftaki katilimeilarin akademik basariya gore en basarili olan katilimeilar
Esra ve Nese, orta derecede basarili olan Eda ve Umut, basarisiz olan ise Nalan ve
Naz’dir. Bu katilimcilarin ispatlama stiregleri incelendiginde en basarili katilimcinin
akademik basariya gore orta derecede basarili olan katilimc1 Umut oldugu goriilmektedir.
Umut tiikketerek, karsit ters ve aksine Ornek verme ispatlarinda basarili olmustur.
Akademik basariya gore basarili olan Esra tiiketerek ve karsit ters ispatlar1 olmak tizere
iki ispatlama siirecinde basarili olmustur. Akademik olarak basarili olan Nese ve orta
derecede basarili olan Eda ve basarisiz grupta yer alan Nalan ise yalnizca aksine drnek
verme ispatinda basarili olmuslardir. Akademik olarak basarisiz olan Naz ise ispatlama
stireclerinde de basarisiz olmus, basariyla tamamladigi bir ispatlama siireci olmamustir.
Buradan katilimcilar arasinda akademik basariya gore ispatlama siiregleri arasinda bir

fark olmadig1 gorilmektedir.

4.1.3.3. Ikinci simiftaki katlimcilarin akademik basarilarina gére ispatlama siirecleri

Ikinci siniftaki katilimcilarin akademik basariya gore en basarili olanlar1 Sevgi ve

Ece, orta derecede basarili olanlar1 Melih ve Betiil, basarisiz olanlari ise Selda ve Can’dur.
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Bu katilimcilarin ispatlama siiregleri incelendiginde en basarili katilimcilarin akademik
basariya gore orta derecede basarili olan Melih ve Betiil oldugu goriilmiistiir. Melih karsit
ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermeyi olmayana ergi yontemini
kullanarak dogru bir sekilde ispatlamis, aksine 6rnek verme ve varlik ispatlarini dogru bir
sekilde yapmustir. Betiil ise karsit ters ispat yonteminin kullanilmasmin beklendigi
onermeyi Melih gibi olmayana ergi ispat yontemini kullanarak dogru bir sekilde yapmis,
onun disinda tiiketerek ve aksine 6rnek verme ispatlarinda basarili olmustur. Akademik
olarak basarili olan Ece aksine 6rnek erme ve olmayana ergi ispatlarinda basarili olurken
akademik olarak basarili Sevgi yalnizca aksine drnek verme, akademik olarak basarisiz
olan Selda aksine 6rnek verme ve akademik olarak basarisiz olan Can ise tiikketerek ispat
olmak tizere yalnizca bir ispatlama siirecinde basarili olmuslardir. Buradan katilimcilarin

akademik basariya gore ispatlama siiregleri arasinda bir fark olmadigi goriilmektedir.

4.1.3.4. Uciincii simiftaki kattimcilarin akademik basarilarina gore ispatlama siirecleri

Ugiincii siniftaki katilimcilarin akademik basariya gére en basarili olan katilimeilart
Nihal ve Emel, orta derecede basarili olan Kiibra ve Hale, basarisiz olan ise Miray ve
Ruhi’dir. Bu katilimcilarin ispatlama stiregleri incelendiginde en basarili katilimcinin
akademik basariya gore de en basarili olan katilimci Nihal oldugu gortilmiistiir. Nihal
yalnizca olmayana ergi ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi 6nermenin ispatini
yapamamis geriye kalan tiim sorularda ispatlama siireglerini basariyla tamamlamustir.
Basarili grupta yer alan Emel tiikketerek, dogrudan, aksine 6rnek verme ve varlik ispati
olmak tizere dort ispatlama siirecinde basarili olurken, akademik olarak orta derecede
basarili olan Hale ve akademik olarak basarisiz olan Ruhi de tiiketerek, aksine ornek
verme, olmayana ergi ve varlik ispatlarinda basarili olmuslardir. Akademik olarak orta
derecede basarili olan Kiibra ise tiiketerek, aksine 6rnek verme ve varlik ispati olmak
tizere li¢ ispatlama siirecinde basarili olmustur. Akademik olarak basarisiz olan Miray ise
ispatla siireglerinde de basarisiz olarak yalnizca tiiketerek ispatta basarili olmustur.
Buradan akademik basariya gore katilimcilarin ispatlama siiregleri arasinda bir fark

olmadig1 goriilmiistiir.
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4.1.3.5. Dordiincii siniftaki katilimcilarin akademik basarilarina gore ispatlama

siirecleri

Dordiincii smiftaki  katilimeilarin  akademik basariya gore en basarili olan
katilimcilar1 Burcu ve Gizem, orta derecede basarili olan Metin ve Deniz, basarisiz olan
ise Ayla ve Leyla’dir. Bu katilimcilarin ispatlama siiregleri incelendiginde en basarili
katilimcinin akademik basariya goére de en basarili olan katilimci Burcu oldugu
goriilmektedir. Burcu yalnizca karsit ters ispat yonteminin kullanilmasinin beklendigi
Onermenin ispatin1 yapamamis geriye kalan tiim sorularda ispatlama siireglerini basariyla
tamamlamistir. Geriye kalan bes katilimcinin tiimii ise alt1 ispatlama sorusundan ti¢iinde
basarili olmustur. Bu katilimcilardan Gizem ve Metin karsit ters, aksine 6rnek verme,
varlik ispatlarinda, Ayla ve Leyla tiiketerek, aksine 6rnek verme ve varlik ispatlarinda,
Deniz ise tiiketerek, dogrudan ve aksine ornek verme ispatlarinda basarili olmustur.
Buradan akademik olarak en basarili katilimci ispatlama siireglerinde de en basarili olan

katilimci olsa da diger katilimcilar arasinda bir fark olmadig1 goriilmiistiir.

4.1.4. Katihmcilarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin goriislerine

yonelik sonuclar

Bu béliimde sirasiyla birinci sinifa yeni baglayan, birinci, ikinci, {ligilincii ve
dordiincii  siniftaki  katilimcilarin  ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin

goriiglerine yonelik sonuclar verilmistir.

4.1.4.1. Birinci sinifa yeni baglayan kanilimcilarin ortaokul matematiginde ispat
yapmaya iliskin goriiglerine yonelik sonuclar

Katilimcilardan yalnizca ikisi ispatin ilkdgretim diizeyinde dgretilmeye baslamasi
gerektigini ifade ederken geriye kalan alti katilmecidan {gii lise diizeyinde biri ise
tiniversitede Ogretilmeye baslamasi gerektigini ifade etmistir. Katilimcilardan ispatin
erken yillarda baglamasi gerektigini savunan katilimcilar ortaokul 6grencilerine ispat
yaptiracaklarini belirtmelerine ragmen ispatlama becerisini gelistirmeye yonelik neler
yapabilecekleri hakkinda bilgi sahibi olmadiklarini belirtmislerdir. Ispatin lise ve
tiniversite diizeyinde 0gretilmeye baslamasi gerektigini savunan katilimcilar ise ortaokul
yillarinin ispatin dgretilmesi igin erken oldugunu, 6grencilerin ispatta zorlanacaklarini bu

nedenle belli kavramlar kazanildiktan sonra 6gretilmesi gerektigini ifade etmislerdir.
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4.1.4.2. Birinci siniflarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin goriislerine

yonelik sonuglar

Katilimcilardan ti¢ii ispatin ilk6gretim diizeyinde 6gretilmeye baslamasi gerektigini
ifade ederken geriye kalan alt1 katilimcidan ikisi lise diizeyinde biri ise tiniversitede
ogretilmeye baslamasi gerektigini ifade etmistir. Katilimcilardan ispatin erken yillarda
baslamasi gerektigini savunan katilimcilar ortaokul 6grencilerine ispat yaptiracaklarini
belirtmelerine ragmen ispatlama becerisini gelistirmeye yonelik neler yapabilecekleri
hakkinda bilgi sahibi olmadiklarmi belirtmislerdir. Ispatin lise ve iiniversite diizeyinde
Ogretilmeye baslamasi gerektigini savunan katilimcilar ise ortaokul yillarinin ispatin
ogretilmesi i¢in erken oldugunu, 6grencilerin ispatta zorlanacaklarini bu nedenle belli

kavramlar kazanildiktan sonra 6gretilmesi gerektigini ifade etmislerdir.

4.1.4.3. Ikinci simiflarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin Qériislerine

yonelik sonuclar

Katilimcilardan ikisi ispatin ilkdgretim diizeyinde ogretilmeye baslamasi
gerektigini ifade ederken dort katilimci lise diizeyinde 6gretilmeye baglamasi gerektigini
belirtmistir. Ispatin lise diizeyinde baslamasi1 gerektigini ifade eden katilimcilar ispat
yapmanin ortaokul dgrencileri i¢in zor olacagini bu nedenle lisede 6gretimine baglanmasi
gerektigini ifade etmislerdir. Katilimeilarin tiimii 6grencilerinin ispatlama becerilerini
gelistirmek icin dnce kendi eksikliklerini gidermeleri gerektigini belirtmistir. Ilkdgretim
diizeyinde ispat 6gretimine baglanmasi gerektigini savunan iki katilimer 6grencilerinin
ispatlama becerilerini gelistirmek igin O6grencilerine Ogretecekleri bilgilerin nedenini
sorgulatacagin belirtirken lise diizeyinde baslamas1 gerektigini savunan katilimcilar ise
ispatlama becerisini gelistirmeye yonelik neler yapabilecekleri hakkinda bilgi sahibi

olmadiklarini ifade etmistir.

4.1.4.4. Ugiincii siniflarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin goriiglerine
yonelik sonuglar

Katilimcilardan ¢ogu (altt katilmcidan besi) ispatin ilkdgretim diizeyinde

Ogretilmeye baglamasi gerektigini ifade ederken bir katilimei ise ortaokul 6grencileri igin

ispat yapmanin uygun olmadigini belirterek ispatin iiniversite diizeyinde &gretilmeye
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baslamas1 gerektigini belirtmistir. Ispatin iiniversite diizeyinde baslamasi gerektigini
ifade eden bu katilimci ispat yapmanin ortaokul Ogrencileri i¢in zor olacagini,
Ogrencilerin soyut diisiinemeyeceklerini ifade etmistir. Bu katilimci hari¢ diger bes
katilimc1 6grencilerinin ispatlama becerilerini gelistirmek i¢in 6nce kendi eksikliklerini
gidermeleri gerektigini belirtmis ve Ogrencilerine c¢esitli ispatlama etkinlikleri
yaptiracaklarimi ve Ogrencilerini verilen ifadelerin dogruluklarimi sorgulamaya
yonlendireceklerini belirtmislerdir. Ispat 6gretimine iiniversite diizeyinde baslanmasi
gerektigini savunan katilimei ise 6grencilerinin ispatlama becerisini gelistirmeye yonelik

neler yapabilecegi hakkinda bilgi sahibi olmadigin1 ifade etmistir.

4.1.4.5. Dordiincii siniflarin ortaokul matematiginde ispat yapmaya iliskin goriislerine

yonelik sonuglar

Katilimcilardan dordii ispatin  ilkogretim  diizeyinde Ogretilmeye baglamasi
gerektigini ifade ederken bir katilimci lise, bir katilimei ise iniversite diizeyinde
baslamas1 gerektigini belirtmistir. Ispat Ogretimine lise ve iiniversite diizeyinde
baslanmas1 gerektigini savunan katilimcilar ortaokul &grencileri igin ispat yapmanin
uygun olmadigint belirtmistir. Bu iki katilimci ortaokul Ogrencilerinin  soyut
diisinemeyeceklerini ifade etmis ve Ogrencilerin cebirsel ispatlar yapamayacagini
savunmustur. Ispatm ilkdgretim diizeyinde baslamasi gerektigini belirten dort katilimei
ise ortaokul Ogrencilerinin diizeylerine uygun olarak ispatlar yaptirilmasi gerektigini
belirtmistir. Bu dort katilimci 6grencilerinin ispatlama becerilerini gelistirmek i¢in 6nce
kendi eksikliklerini gidermeleri gerektigini belirtmis ve 6grencilerine ¢esitli ispatlama
etkinlikleri yaptiracaklarin1  ve Ogrencilerini  verilen ifadelerin  dogruluklarini
sorgulamaya yonlendireceklerini belirtmislerdir. Ispat &gretimine lise ve iiniversite
diizeyinde baslanmasi1 gerektigini savunan iki katilimci ise Ogrencilerinin ispatlama
becerisini gelistirmeye yonelik neler yapabilecegi hakkinda bilgi sahibi olmadigini ifade

etmistir.

4.2. Tartisma

Calismadan elde edilen sonuglar, her bir sinif diizeyinde tiim ispatlama gérevlerini
basariyla tamamlayan katilimci olmadigimi gostermistir. Katilimcilarin  programin

basindan programin sonuna dogru hem ispatin formal-retorik kismini olusturmada hem
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de ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgiyi kullanmada gelistikleri goriilmistiir. Ancak
klinik goriismelerde sorulan ispatlama sorulariin temel kavramlari (fonksiyonlar, reel
sayilar, tamsayilar, sayilarin tekligi ve ¢iftligi) kullanmay1 gerektirmesi ve her simif
diizeyinde katilimcilarin istenen performansi gosterememeleri, Ogretmen egitimi
programinda ispatlama siireglerinin gelistirilmesine yonelik reformlar yapilmasi
gerekliligini ortaya koymaktadir.

Calismadan elde edilen sonuglara gore katilimcilarin ispatlama siireglerinde
basarisiz olmalariin baslica sebepleri Moore (1994) ve Selden ve Selden’in (2007) de
caligmalarinda belirttikleri gibi ispat i¢in gerekli olan kavramsal bilgideki eksiklikler ya
da bu bilgilerin dogru bir sekilde kullanilamamasi oldugu goriilmiistiir. Tim sinif
diizeylerinde katilimcilarin en ¢ok zorlandiklari ispatlama siiregleri dogrudan ispat
yonteminin kullanilmasimin beklendigi onermenin ispatinda olmustur. Bu sorudaki
Onermenin ispati i¢in katilimeilarin fonksiyon kavram bilgileri olduk¢a 6nemli olmustur.
Katilimcilarin eksik ya da hatali fonksiyon kavrami bilgileri ispatlama siireglerinde
basarisiz olmalarina yol agmustir. Ayrica katilimcilar fonksiyon kavram bilgisine sahip
olsalar da bunu ispatlama siire¢lerinde kullanamadiklar1 da olmustur (Weber, 2001).
Katilimcilarin ispatlama siireclerini etkileyen bir diger 6nemli faktor de Onermenin
mantiksal yapisinin anlasilmasi oldugu sonucuna ulasilmistir (Selden vd., 2014; Moore,
1994). Katilimcilarin 6zellikle karsit ters ispat yonteminin kullanilmasiim beklendigi
onermenin ispatinda hitkmii kabul edip hipotezi gostermeye ¢alisma seklindeki mantik
bilgilerindeki eksikler, katilimcilarin ispatlama siireglerinde basarisiz olmalarina neden
olmustur (Epp, 2003). Ayrica mantik bilgisinin dogru olmasinin da ispatlama siirecinde
basarili olmak i¢in yeterli olmadig1 goriilmiistiir (Selden ve Selden, 2007). Katilimcilar
karsit ters ispat yontemini kullanmalart beklenen Onermenin ispatinda Onermenin
mantiksal yapisina uygun bir sekilde hipotezi kabul edip hiikmii gostermeye c¢alismus,
ancak bunun 6nermenin ispati i¢in uygun bir yontem olmadigini fark edememislerdir.
Katilimeilarin varlik niceleyicisinin kullanildigi 6énermenin ispatinda da niceleyiciye
dikkat etmedikleri genel olarak varlik niceleyicisini evrensel niceleyici gibi ele aldiklar
goriilmiistiir (Epp, 2004). Bu durum da katilimcilarin ispatlama siireglerinde basarisiz
olmalarina yol agmistir. Katilimcilarin tiim siif diizeylerinde en c¢ok zorlandiklari
ispatlama siireglerinden bir digeri ise olmayana ergi ispat yonteminin kullanilmasinin
beklendigi soru olmustur Bu soruda 4. siiftaki katilimcilarin dahi bir saymin ayn1 anda

tekligini ve c¢iftligini gostermek icin ayni degiskeni kullanma (Epp, 2010) yanilgisina
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sahip olduklar1 goriilmiistiir. 1. sinifa yeni baslayan katilimcilarin genel olarak ispata nasil
baslayacaklarini bilmedikleri goriilmiistiir. Bu sonu¢ Moore’un (1994) calismasiyla
tutarlidir.

Tim smif diizeylerindeki katilimcilarin genel olarak Selden ve Selden’in (2008)
belirttigi bigimde yararli davranis semalar1 gelistiremedikleri goriilmiistiir. Ancak
katilimcilardan bazilarmin kosullu dnermelerde kanita hiikiimden baslama gibi zararh
davranis semalarina sahip olduklari ortaya ¢ikmistir (Selden ve Selden, 2009).

Katilimcilarin ortaokul diizeyinde ispat yapma goriislerinin ise istenen diizeyde
olmadig1 goriilmiistiir. Katilimcilarin genel olarak ortaokul diizeyinde daha basit diizeyde
ispatlar yapilacagin1 ifade ettikleri ancak ortaokul matematiginde nasil ispatlar
yapilabilecegi agik¢a ortaya koyamadiklari hatta ortaokul 6grencileri i¢in ispati uygun
bulmadiklar1 ortaya ¢ikmistir. Elde edilen bu sonu¢ Knuth’un (2002) ¢aligmasinda elde
ettigi sonucu desteklemektedir. Ayrica Schwarz vd. (2008) ¢alismasinda oldugu gibi
katilimcilarin ortaokul diizeyinde uygun bir sekilde ispat yapamadiklari da goriilmiistiir.
Oysaki ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin ispatlama siireglerinin gelismis olmasi
beklenmektedir. Ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin hem okul matematiginde hem
de daha ileri diizeyde matematikte ispatlar yapabilmesi ve Ogrencilerinin ispatlama
becerilerini desteklemesi gerekmektedir. Calismanin sonucunda Shwarz vd. (2008) de
ifade ettigi gibi Ogretmen adaylarinin {niversite diizeyinde oldukca giiclii bir
matematiksel alt yapiya sahip olmalari onlarin ortaokul diizeyinde ispatlamaya iliskin tam

bir imaj aktarabilecekleri anlamina gelmedigi goriilmiistiir.

4.3. Oneriler

Aragtirmanin sonuglarina gore Oneriler, gelecekte yapilacak c¢alismalara ve

O0gretmen egitimi programlarina yonelik oneriler olmak iizere iki boliimde verilmistir.

4.3.1. Gelecekte Yapilacak Calismalara Yonelik Oneriler

e Arastirmada fonksiyonlar ve sayilar baglaminda ortaokul matematik 6gretmeni
adaylarmin ispat yapma siiregleri incelenirken baska arastirmalarda bagka
baglamlar segilerek ortaokul matematik Ogretmeni adaylarmin ispat yapma

stirecleri incelenebilir.
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4.3.2.

Ortaokul matematik 6gretmeni adaylarmin yani sira ilkokul 6gretmen adaylarinin
ve ortadgretim matematik O0gretmeni adaylarinin uygun baglamlar segilerek bu
aragtirmada oldugu gibi her sinif diizeyinde ispat yapma stirecleri incelenebilir.

Ortaokul matematik 6gretmeni adaylarinin 6gretim yapacaklar1 smif diizeyinde

ispat yapma siirecine iliskin goriislerini incelemek i¢in durum ¢aligmasi yapilabilir.

Ogretmen Egitimi Programlarina Yonelik Oneriler

Aragtirmanin sonucunda ortaokul matematik Ogretmeni adaylarmin temel
kavramlar1 kullanmalar1 beklenen ispatlama siireglerinde dahi basarisiz olduklari
sonucuna ulasildigindan 6gretmen egitimi programlarinin ispat yapma becerilerinin
gelisimine yonelik birinci siniftan itibaren gerek zorunlu gerekse se¢meli dersler
aracilifiyla desteklenmesi onerilmektedir.

Ortaokul matematik O6gretmeni adaylarinin ortaokul diizeyinde ispat yapmaya
iligkin goriislerinin istenen seviyede olmadigi goriilmiistiir. Bu nedenle 6gretmen
adaylarinin ispatlama becerilerinin gelistirilmesinin yani sira 6gretim yapacaklari
siif diizeyinde 6grencilerinin ispatlama becerilerini nasil destekleyebileceklerine
yonelik 6gretmen egitimi programina dersler konulmasi 6nerilmektedir.

Ogretmen adaylarmin ispat yontemlerinin hepsinden haberdar olmadiklart
goriildiigiinden piir matematik derslerinde miimkiin oldugunca cesitli 6nermelere

yer verilerek dengeli bir sekilde her tiir ispat yonteminin kullanilmasi saglanmalidir.

206



KAYNAKCA

Altun, M. (2011). Liselerde Matematik Ogretimi. (4. Baski). Bursa: Aktiiel Alfa Akademi.

Aylar, E. (2014). 7. simf Ogrencilerinin ispata yonelik becerilerinin irdelenmesi. Ankara
University Journal of Faculty Educational Sciences, 47(1), 351-376.

Balacheft, N. (1988). Aspects of proof in pupils’ practice of school mathematics. In D. Pimm
(Ed.), Mathematics, teachers, and children (pp. 216-230). London: Hodder & Stoughton.

Bardelle, C. (2011). Student understanding of the negation of statements with universal
quantifier. Proceedings of the 35th Conference of the International group for the
Psychology of Mathematics Education 2, 97-104.

Bell, A. W. (1976). A study of pupils’ proof-explanations in mathematical situations.
Educational Studies in Mathematics, 7, 23-40.

Bogdan, R. and Biklen, S. K. (2007). Qualitative research for education: An introduction to
theory and methods. Boston, MA: Pearson Allyn & Bacon.

Clement, J. (2000). Analysis of clinical interviews: Foundations and model viability. In A. E.
Kelly & R. A. Lesh (Eds), Handbook of research design in mathematics and science
education (pp. 547-589). London: Lawrence Erlbaum Associates, Publishers.

Clement, L.L. (2001). What do students really know about functions? Mathematics Teacher,
94, 745-748.

Cooper, J., Walkington, C., Williams, C., Akinsiku, O., Kalish, C. and Ellis, A. (2011).
Adolescent Reasoning In Mathematics: Exploring Middle School Students’ Strategic
Approaches To Empirical-Based Justifications. In Proceedings of the 33rd Annual
Conference of the Cognitive Science Society. Boston, MA.

Cottrill, J., Dubinsky, E., Nichols, D., Schwinngendorf, K., Thomas, K. and Vidakovic, D.
(1996). Understanding the Limit concept: Beginning with a coordinated process schema.
Journal of Mathematical Behavior, 15, 17-192.

Ciigen, A. K. (1999). Mantik. (2. Baski). Bursa: Asa Kitabevi.

Durand-Guerrier, V. (2003). Which notion of implication is the right one? From logical
considerations to a didactic perspective. Educational Studies in Mathematics, 53, 5-34.

Dede, Y. ve Karakus, F. (2014). Matematiksel ispat kavramina pedagojik bir bakis: Kuramsal
bir ¢alisma. Adiyaman Universitesi Egitim Bilimleri Dergisi, 4(7), 47-71.

Dubinsky, E., Elterman, F. and Gong, C. (1988). The students’ construction of quantification.
For the Learning of Mathematics, 8(2), 44-51.

207



Dubinsky, E. (1997). On learning quantification. Journal of Computers in Mathematics and
Science Teaching, 16(2/3), 335-362.

Dubinsky, E. and Yiparaki, O. (2000). On student understanding of AE and EA quantification.
CBMS Issues in Mathematics Education. Vol. 8., 239-289.

Ekiz, D. (2009). Bilimsel Arastirma Ydntemleri. Ankara: An1 Yayincilik.

Epp, S. (2003). The role of logic in teaching proof. The Mathematical Association of America
Monthly, 110, 886-899.

Epp, S. S. (2010). Discrete Mathematics with Applications (3rd edition). Brooks/Cole Cengage
Learning.

Esty, W. W. (2004). The language of mathematics. Unpublished manuscript.

Ginsburg, H.P. (1981). The clinical interview in psychological research on mathematical
thinking: Aims, rationales, techniques. For The Learning of Mathematics. 1(3), 4-11.

Goetting, M. M. (1995). The College Student’s Understanding of Mathematical Proof. Doctoral
dissertation, The University of Maryland.

Hanna, G. (1991). Mathematical proof. In: Tall D. (ed.) Advanced Mathematical Thinking (pp.
54-61). Dordrecht, The Netherlands: Kluwer Academic Publishers.

Harel, G. And Sowder, L. (1998). Students’ proof schemes: Results from exploratory studies.
In A. H. Schoenfeld, J. Kaput & E. Dubinsky (Eds), Issues in mathematics education:
Vol.7. Research in collegiate mathematics education 111 (pp. 234-283). Providence, RI:
American Mathematical Society.

Harel, G. and Sowder, L. (2007). Toward a comprehensive perspective on proof, In F. Lester
(Ed.), Second Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning, National
Council of Teachers of Mathematics, 805-842.

Iskenderoglu, T. (2010). Ilkégretim matematik Ogretmeni adaylarimin ispatlamayla ilgili
goriisleri ve kullandiklar: ispat semalari. Yayimlanmamig Doktora Tezi. Trabzon:
Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Juter, K. (2005). Limits of functions — how do students handle them? Pythagoras, 61, 11-20.
Margaris, A. (1990). First Order Mathematical Logic. New York: Dover Publications
Inc.

Knuth, E. (2002). Secondary school mathematics teachers’ conceptions of proof. Journal for
Research in Mathematics Education, 33(5), 379-405.

Martin, W. G. and Harel, G. (1989). Proof frames of preservice elementary teachers. Journal

for Research in Mathematics Education, 20, pp.41-51.

208



Merriam, S. B. (2013). Nitel Arastirma: Desen ve Uygulama igin Bir Rehber, Turan, S. (Cev.
Edt.). Ankara: Nobel Yayincilik.

Miles, M. and Huberman, A. M. (1994). Qualitative data analysis: an expanded
sourcebook. Thousand Oaks, CA: Sage.

Milli Egitim Bakanligi (MEB) (2011). Ortadgretim Matematik (9, 10, 11 ve 12. Siniflar) Dersi
Ogretim Programi. Ankara: Talim Terbiye Baskanlig1 Yayinlari.

Milli Egitim Bakanlig1 (MEB) (2013). Ortaokul Matematik Dersi (5, 6, 7 ve 8. Smiflar) Ogretim
Programi. Ankara: Talim Terbiye Baskanlig1 Yayinlari.

Moore, R. C. (1994). Making the transition to formal proof, Educational Studies in
Mathematics, 27, 249-266.

Moraly, S., Ugurel L., Tiirniiklii E. ve Yesildere S. (2006). Matematik 6gretmen adaylarinin ispat
yapmaya yonelik goriisleri. Kastamonu Egitim Dergisi, 14(1), 147-160.

Morris, A. K. (2002) Mathematical reasoning: Adults' ability to make the inductive-deductive
distinction. Cognition and Instruction, 20(1), 79-118.

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) (2000). Principles and standards for
school mathematics. Reston, Virginia: NCTM.

Ozer, O., Coker, D. ve Tas K. (2010). Soyut Matematik (7.baski). Ankara: Bilim Yayinlar1.

Patton, M. Q. (2014). Nitel arastirma ve degerlendirme yontemleri. (M. Biitiin ve S. B. Demir
Cev. Ed). Ankara: Pegem Akademi Yaycilik.

Piatek-Jimenez, K. (2010). Students' interpretations of mathematical statements involving
quantification, Mathematics Education Research Journal. 22(3), 41-56.

Sar1i, M. (2011). Universite Ogrencilerinin Matematiksel Ispat Ile Ilgili Giicliikleri ve Ispat
Ogretimi. Yayimlanmamis Doktora Tezi. Ankara: Hacettepe Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii.

Savic, M. (2012). Proof and proving: Logic, impasses, and the relationship to problem solving.
Unpublished doctoral dissertation. Las Cruces: New Mexico State University.

Schwarz, B., Leung, I. K. C., Buchholtz, N., Kaiser, G., Stillman, G., Brown, J. and Vale, C.
(2008). Future Teachers' Professional Knowledge on Argumentation and Proof: A Case
Study from Three Countries. ZDM — The International Journal on Mathematics
Education, 40(5), 791 - 811.

Selden, A., McKee, K. and Selden, J. (2010). Affect, behavioral schemas, and the proving
process. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology,
41(2), 199-215.

209



Selden, J. and Selden, A. (1995). Unpacking the logic of mathematical statements. Educational
Studies in Mathematics, 29(2), 123-151.

Selden, A. and Selden, J. (2007). Teaching proving by coordinating aspects of proofs with
studentsabilities. (Technical Report), Tennesse Technological University, Mathematics
Department.

Selden, J. and Selden, A. (2008). Consciousness in enacting procedural knowledge.
Proceedings Conference on Research in Undergraduate Mathematics Education.
Selden, J. and Selden, A. (2009). Teaching Proving by Coordinating Aspects of Proofs with
Students’ Abilities. In Stylianou, D.A, Blanton M. L., &. Knuth E. J (Eds.), Teaching and
Learning Proof Across Grades: A K-16 Perspective, (pp. 339-354), New

York/Washington, DC: Routledge/National Council of Teachers of Mathematics.

Selden, J. and Selden, A. (2015). A Perspective for University Students' Proof Construction.
Proceedings of the 18th Conference on Research in Undergraduate Mathematics
Education (pp.45-59). Pittsburg, PA.

Stylianides A. J. (2007). Proof and proving in school mathematics, Journal of Research in
Mathematics Education, 38, 289-321.

Stylianides, A. J. and Ball, D. L. (2008). Understanding and describing mathematical
knowledge for teaching: Knowledge about proof for engaging students in the activity of
proving. Journal of Mathematics Teacher Education, 11, 307-332.

Stylianou, D., Blanton, M. and Knuth, E. (2009). Teaching and learning proof across the
grades: A K-16 perspective. New York, NY: Routledge.

Tall, D. O. and Vinner, S. (1981). Concept image and concept definition in Mathematics with
particular reference to limit and continuity. Educational Studies in Mathematics, 12, 151-
169.

Tekin, H. (1991). Egitimde Ol¢me ve Degerlendirme. Ankara: Yargl Yaymlari.

Weber, K. (2001). Student difficulty in constructing proof: The need for strategic knowledge.
Educational Studies in Mathematics, 48(1), 101-1109.

Weber, K. (2004). A Framework for Describing the Processes that Undergraduates Use to
Construct Proofs. In M. J.Hoines & A. B. Fuglestad (Eds.) International Group for
the Psychology of Mathematics Education, 28th, Bergen, Norway, 14-18.

Weber, K. (2005). Problem-solving, proving, and learning: The relationship between problem-
solving processes and learning opportunities in the activity of proof construction. Journal
of Mathematical Behavior, 24, 351-360.

210


http://www.springerlink.com/content/a4211k627j105856/
http://www.springerlink.com/content/a4211k627j105856/
http://www.springerlink.com/content/a4211k627j105856/

Weber, K. and Alcock, L. J. (2004). Semantic and syntactic proof productions. Educational
Studies in Mathematics, 56, 209-234.

Yildirim, C. (1999). Mantik: Dogru Diisiinme Yéntemi. Ankara: Bilgi Yayinevi.

Yildirim, A. ve Simsek, H. (2005). Sosyal Bilimlerde Nitel Arastirma Yéntemleri. Ankara:
Sec¢kin Yaymecilik.

Zazkis, R. and Hazzan, O. (1998). Interviewing in mathematics education research: Choosing
the questions. Journal of Mathematical Behavior, 17(4), 429-239.

211



EKLER
EK I Anadolu Universitesi Etik Kurulu Karar:

T,
@ ANADOLU UNIVERSITES] REKTORLOGD
Etik Eurulu

Sayr ; 22576088-050.99-01 Tarih : 29.00.2005

Konu: 29.00.2015 tarihli 2/14 sayih ik Kurul karan hk

EGITIM BiLIMLERI ENSTITUST MUDDRLOGUNE

llgi : 18.12.2014 tarih ve 312 sayili yazmiz,

flpi yomz ekinde Rekwrdigimize ponderilen Dog, Dr. Tongiil KABAELin
damgmanhigim vapugi Doktora Program dgrencisi Bagak BARAK ' “Onackul Matematik
Ogretmen Adaylanmin Kamitlama Becerilerinin Incelenmesi™ bashikl dokiora tezine iliskin
Universitemiz Etik Kurulu Karan, yazomz ekinde pénderilmektedir,

Bilgilerinizi ve uwypulama dosyasiun hazrlanmasinda, ilgili kuromun, bulunmas:
halinde Etik Kurulu Yénereesinin dikkate alimmas) kenusunda gercing rica cderim,

Prof. Dr. Ajdtn AYBAR
Etik Kurul Bagkam
Rekr Yardimes

2, O 20T

o2
EKLER:
1. Etik Kurulu Karan Danmpman
“J\ Wl

Anadoly Universitest Rekioriigi ¥unus Emee Kampusi 26470 ESKISEHIR
Tel ~%0 222 335 05 Bil-4d 12, Faks +90 212.335 36 06, E-Posta cijkid apadoliecdi iz
Web I1r|p v s _anadely edi irkurullarelik Bspx

212



EK | (Devam) Anadolu Universitesi Etik Kurulu Karar1

Kayt Tarthiz 19.12.2014 Protokel No: 25544

@

ANADOLY UNIVERSITESI ETIK

(URULU KARARI

CALISMANIN | 1y kiora Tez Caligmast
TURD:
KONLU: Egitim Bilimleri
BASLIK: Ortaokul Matematik Oretmen Adaylarmm Kanitlama Becerilerinin
Incelenmesi
PROJE(TEZ s e
. | Dog, Dr, Tangil KABAILEL
YUROTOCTST: | :

TEZ YALZARI: Bagak BARAK

ALT
KOMisYoN |-
GORUST:
KARAR: Olumlu
ETIK KURUL UYELERI iMZA/ TARIH

29012015

Prof. De. Avdin AYBAR
Rekiir Yardmncis / Evik Kol Baskom

Prof. Dr. Hayrettin TURK
Fen Bil i Fen Fak.)

Prof. Dr. Yusuf OZTURK
Saghk Bil (Ecz, Fak.,)

Prof. Dr. Esra CEYTIAN
Editim Bil. (EGitim Bil. Ens.)

Prof. Dr. Kemal YILDIRIM
Soax. 8il ¢ifke ve Id Bil. Fak.)

Mg, Dr, Minevver CAKI
iz, e, (Criiz. Sem. Fek )



EK 11

BiLGILENDIiRME FORMU

Degerli 6gretmen aday,

Bu formun amaci, sizi klinik goriisme siirecinden haberdar etmek ve buna bagli olarak

sizden izin almaktir.

Yapilacak olan klinik goériismenin amaci, ispatlama becerilerinizi incelemek olup Doktora
Tez calismamin bir pargasidir. Klinik goriisme boyunca size bir takim Onermeler
verilecek ve sizden bunlari ispatlamaniz istenecektir. Bu bir sinav olmayip sizin basari
durumunuzu belirlemeyecektir. Sizin izninizle gerceklestirilecek olan klinik goriisme,
yazili olarak ve video kamera ile kayit altina alinacaktir. Istediginiz zaman klinik
goriismeden ¢ekilme hakkiniz bulunmaktadir. Katilimin goniilliiliik esasina dayali oldugu
klinik goriismenin kayitlari, benim tarafimdan ulasilabilir olacak ve kimseyle

paylasilmayacaktir. Toplanan veriler sadece doktora tez calismamda kullanilacaktir.
Katiliminiz i¢in ¢ok tesekkiir ederim.
Ars. Gor. Basak BARAK

TARIH

Anadolu Universitesi
Egitim Fakiiltesi
[kdgretim Boliimii
Matematik Egitimi ABD

0222 335 0580-3412



EK I

KLINIK GORUSME iZIN BELGESI

Asagida imzast bulunan ben ...l , Bilgilendirme Formu’nu
okuyup klinik gériismenin igerigi ve klinik goriismeden elde edilecek kayitlarin kullanimi
konusundan haberdar oldugumu ve klinik goriisme yapmayi kendi istegimle kabul

ettigimi bildiririm.

IMZA

TARIH



EK IV
Ispatlama Siirecini incelemeye Iliskin Klinik Gériisme Sorulari
1) a) A = {0,1,2,3} olmak tizere y = x + 1 esitligi f:A —> A  olacak sekilde bir

x—y=fx)
fonksiyon belirtir mi?

b) A = {0,1,2,3} olmak tizere y = x + 1 esitligi f:A - A olacak sekilde bir
x>y =f(x)

fonksiyon belirtmedigini ispatlayiniz.

2)y =x + lesitligi f:IR - IR  olacak sekilde bir fonksiyon belirttigini
ispatlayiniz.

x>y =fx)

3) “n bir dogal say1 olmak iizere n? tek sayi ise n tek sayidir.” dnermesinin dogrulugunu

ispatlayiniz.

4) “Her x € IR i¢in x < x?’dir.” dénermesinin dogru oldugunu ya da yanls oldugunu

ispatlayiniz.

5) “Hem tek hem de ¢ift olan bir tamsay1 yoktur.” dnermesinin dogrulugunu ispatlayiniz.

6) “Bir x > 5 reel sayis1 vardir dyle ki x? < 26’dir.” Snermesinin dogrulugunu

ispatlayiniz.





