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OZET

ORTAOKULDA ISPATA GIRIS: GERCEKCI MATEMATIK EGITIiMI
CERCEVESINDE SOZSUZ ISPATLARIN KULLANIMI

Emre ULKER
Matematik Egitimi Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Egitim Bilimleri Enstitiisii, Ocak 2018

Danisman: Dog. Dr. Abdulkadir ERDOGAN

Matematigin temel yapi taslarindan birisi olan ispat matematiksel bilginin
gelisimi, kurulumu ve iletimi i¢in vazgecilmezdir. Giiniimiizde pek ¢ok tilkede, ortaokul
matematik Ogretiminde, aritmetik kavramlar, hesaplamalar ve algoritmalar iizerinde
durulmakta ve ispat kavramina yonelik smirli ¢alisma yapilmaktadir. Fakat
ogrencilerden liseye basladiklarinda yapilan bir ispati anlayabilmeleri ve bazi temel
ispatlar1 yapabilmeleri beklenmektedir. Bu durum ortaokuldan liseye gegiste programlar

tarafindan olusturulan bir “didaktik bosluk™ olarak adlandirilabilir.

Sozsiiz ispatlar, belli bir matematiksel ifadenin neden dogru olabileceginin ve
bunun ispatina nasil baslanacaginin anlasilmasi i¢in okuyucuya yardimci olan sekil ve
diyagramlardir. Cesitli arastirmalarda sozsiiz ispatlarin bir varsayimi tanimlama, temsil
etme, dogrulama ve genelleme gibi matematiksel siire¢ becerilerini gelistirdigi ortaya
konmustur. Bu ¢alismanin amaci, sozsiiz ispatlarin formel ispata gecisi kolaylastiracak
ve sOz konusu didaktik boslugu dolduracak bir ara¢ olarak nasil kullanilabilecegini
incelemektir. Calismada gergek¢i matematik egitiminin sundugu teorik gergeveden
yararlanilmis ve nitel bir arastirma yontemi olan 6gretim deneyi kullanilmistir. Bu
baglamda ortaokul 7. sinif seviyesine uygun alt1 tane sézsiiz ispat secilmis ve teorinin
sundugu etkinlik tasarimi yaklasimi baglaminda birer sézel problem durumu seklinde
ogretimleri planlanmigtir. Uygulamalar 30 6grencinin katilimiyla se¢meli matematik
uygulamalar1 dersinde gergeklestirilmistir. Her etkinlige bir hafta yani yaklasik iki ders
saati ayrilmis ve uygulama toplamda alt1 hafta siirmiistiir. Calismanin verileri 6grenci

defterleri, arastirmaci gozlem notlar1 ve bir 6grenci grubunun ¢alismalarinin video kaydi



ile toplanmistir. Veriler teorinin belirledigi asamalara gore hem tiim sinifin ¢aligmasini
hem de odak grubun c¢alismasini yansitacak sekilde analiz edilmistir. Calismanin
sonuglar1 6grencilerin ispatla iligkili pek ¢ok matematiksel siireci yasadigini, alanlar
arast iliskilendirmeler gergeklestirdiklerini ve yasadiklar1 siireglerde bir ilerleme

kaydettiklerini gostermektedir.

Anahtar Sozciikler: Matematiksel ispat, Sozsiiz ispat, Ger¢ek¢i matematik egitimi,

Ogretim deneyi.



ABSTRACT

INTRODUCTION TO PROOF IN THE SECONDARY SCHOOL: THE USE OF
PROOFS WITHOUT WORDS WITHIN THE FRAMEWORK OF THE REALISTIC
MATHEMATICS EDUCATION
Emre ULKER
Department of Mathematics Education
Anadolu University, Graduate School of Educational Sciences, January 2018
Supervisor: Assoc. Prof. Abdulkadir ERDOGAN

Proof, one of the basic building blocks of mathematics, is indispensable for the
development, construction and transmission of mathematical knowledge. In many
countries today, arithmetic concepts, calculations and algorithms are emphasized but a
limited number of studies is done about the concept of proof in elementary mathematics
teaching. However, it is expected that students will be able to understand some of the
formal proofs and to do some basic proofs when secondary education starts. This can be
termed as a "didactic void" created by curricula in transition from primary to secondary

education.

Proofs without words are images and diagrams that help the reader to understand
why a certain mathematical statement might be right and how to get it started. It has
been shown in various studies that mathematical process skills such as defining,
representing, verifying and generalizing of an assumption have been developed by
proofs without words. The purpose of this study is to investigate how proofs without
words can be used as a means to facilitate the transition to formal proof and to fill the
didactic void. In the study, the teaching experiment, which is a qualitative research
method, was used within the theoretical framework provided by Realistic Mathematics
Education. In this regard, six proofs without words suitable for the seventh-graders were
selected and their introduction was planned in the form of word problems in the context
of the activity design approach presented by the theory. The study was carried out in an
optional mathematics course with the participation of 30 students. Approximately two
lessons per week were reserved for each proof and the implementation lasted six weeks

in total. The study's data were collected from student notebooks, researcher observation



notes and video recording of one student group. The data were analyzed in accordance
with the steps determined by the theory in a way that it reflects the work of both the
whole class and the focus group. The results of the study show that students experienced
many mathematical processes of proof, made connexions between mathematical areas

and progressed in their own processes.

Key Words: Mathematical proof, Proof without words, Realistic

mathematics ducation, Teaching experiment.
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1. GIRIS

1.1. Problem

1.1.1. Ispatin tarihsel gelisimi

Matematigin dogusu, insanin evreni ve gevresini nicel Ozellikleriyle anlama
yeteneginden kaynaklanmaktadir (Baki, 2014). Matematik, insanlik deneyiminin bir
pargasi olup, yasamin pratik ihtiyaglarindan dogmustur (Yildirim, 1996). Bu nedenle
matematik, insanlik tarihindeki en eski bilimlerinden biridir (Ulger, 2003). Say1 ve
bicime iliskin kavramlarla tanisilmast Yontma Tas Devri’ne kadar uzanmaktadir
(Struik, 2011). Bununla beraber bilimsel etkinliklerin ortaya ¢ikmasi, Dicle-Firat, Nil,
Indiis gibi bilyiik nehir vadilerinde kurulmus, bilimin dogusu i¢in elverisli kosullara
sahip olan ilk uygarliklarla baglamistir (Yildirim, 2011).

Yildirim (1996)’a gore; Antik Yunan Oncesi matematikteki gelismenin timii
Stimer, Babil, Misir, Hint ve Cin gibi dogu kiltiirlerinin bir {rliniidir.
Mezopotamya’daki tarimsal yerlesmeyle birlikte sehirlesmeye de baslanmasi, giinliik
ticari hesaplamalar1 gerektiren etkinliklere yol agmistir. Ayrica Siimerler ve Babillerin
sulama kanallar1 ve asma bahgeleri gibi ileri miithendislik becerisi gerektiren yapilart
inga etmesi, Mezopotamya’daki bu uygarliklarin matematikte oldukga ileri olduklarinin
gostergesidir (Baki, 2014). Misir’da ise Nil Nehri’nin her yil tagsmasi sonucu bozulan
arazi sinirlarinin planimi ¢izmek i¢in Ol¢lim yapmak c¢ok onemli olmustur (Barker,
2003). Toprak sahipleri, devlete topraklar1 oraninda vergi ddedikleri i¢in devletin bu
islerle gorevli memurlarinin bu 6l¢timleri yapip, toprak sahiplerine bir 6nceki yilda
sahip olduklar1 kadar toprak vermeleri gerekmekteydi. Heredot (M.O. 485-415) yer
6l¢limii anlamina gelen geometrinin bu dl¢lim ve hesaplamalarin sonucu olarak ortaya

ciktigini sdylemektedir (Ulger, 2003).

Misir matematigi ile ilgili bilgiler temelde iki kaynaga dayanmaktadir. Bunlardan
ilki Ahmes (ya da Rhind) digeri ise Moskova papiriisiidiir. Bunlardan elde edilen
bilgilere gore; matematigin baslangic donemi olarak sayilabilecek bu donemde,
kuramsal bir ¢alisma yoktur, matematik tarim, ticaret ve miihendislik islerinin yarattigi

ihtiyact karsilamak icin yapilmaktadir (Yildirrm, 1996). Ulger (2003)’e gére; bu



donemde matematik simgesel olarak degil, s6zel olarak ifade edildigi icin, bulgular
empirik veya deneysel, islemler de sayisaldir. Bugiine kadar okunan belgelerde bu
donemde ispat anlayisinin  varligina veya mantiksal ¢ikarim yontemlerinin
kullanildigina iliskin bir bilgiye rastlanmamistir. Verilen O6rnekler genel bir
timdengelimsel diisiinme yontemini degil, 6zel nitelikte sayisal c¢oziimlere iliskin

kazanilmis bilgileri ve becerileri aktarmaktadir.

Mevcut belge ve kaynaklar Antik Yunan matematiginde, Babil ve Misir
matematiginin etkilerini ortaya koymustur ancak Antik Yunanlilar matematigi
dogrulugu deneyime dayanan empirik onermeler yigimi olmaktan ¢ikarip, dogrulugu
mantiksal yontemlerle ispatlanan bir sistem niteligi kazandirmislardir. Bagka bir

ifadeyle matematige kuramsal bilim niteligi kazandiran Antik Yunanlhlardir.

Antik Yunan matematiginin temel amaci insanin evrendeki yerini akilci bir
bicimde agiklamak oldugu icin, Antik Yunan matematiginde, dogu matematiginin
sordugu ‘nasil’ sorusuna ek olarak, modern bilimsel ‘niye’ sorusunun da yaniti
aranmugtir (Struik, 2011). Yildirim (1996)’a gore; boyle bir degisime hangi kosullarin
yol agtig1 hala agikliga kavusmamasina ragmen, o donemde Yunanlilar varlik ve bilgi
konularinda bir tartisma ve arayis icine girmisler ve birtakim kuramsal sorunlar1 akilci

yoldan incelemislerdir.

Bir konuyu, kuramsal diizeyde tartisma, 6ziinde bir akil yiiriitme olup, dogru diye
bilinen ya da inamilan yargilar1 ispatlama c¢abasini igerir. Yunanlilarin empirik
gbzlemlere dayali deneme yanilma diisiince bi¢ciminden, ispata yonelten nedenlerden bir
baskas1 da tiimdengelimsel ¢ikarimin igerdigi, ayn1 zamanda Yunanlilarin entelektiiel
giizellik anlayisini olusturan 6gelerin basinda gelen, diizen, uyum ve tutarliliktir. O
dénemki Yunan toplumunun filozoflari, matematikgileri, devlet adamlarini, sair ve
heykeltiraglari i¢ine alan kiigiik bir ‘efendi’ sinifi ile el becerisi ve alin terine dayanan
tiretim, kazang ve diger pratik isleri yapan genis bir ‘koleler’ smifi olarak ikiye
ayrilmasi, kuram ve uygulama ayirimina ortam yaratmistir. Bu toplumsal yapimin
etkileri geometride Olgme yerine, salt diisiinceye dayanan ispat yOnteminin

benimsenmesi olarak ortaya ¢ikmaistir.

Sekil 1.1°de Oklid’in Elementler kitabinda yer alan Pisagor teoreminin bilinen ilk

yazili ispat1 verilmistir. Bu ¢aligma giinliik ihtiyaclar1 karsilamak i¢in degil, entelektiiel



deneyimi ve kuramsal diigiinceyi 6ne ¢ikarmak i¢in yapilmistir. Bu ispatta, modern
bilimsel ‘niye’ sorusuna bir cevap aranmis ve dogru diye bilinen ya da inanilan yargi,
timdengelimsel ¢ikarimin igerdigi diizen, uyum ve tutarlilikla doyurucu ispatlara

ulastirilmastir.

Sekil 1.1. Pisagor Teoremi nin ilK yazili ispati* (Dénmez, 2002, s.107)

Tarihte kaydedilen ilk ispat Babillilere aittir. Babilliler (Cinliler ile beraber)
Pisagor’dan en az 500 sene Once Pisagor Teoremi’nin farkina varmiglar ve teoremin
dogrulugunu gosteren sekiller yapmiglardir. Fakat bu sekiller formel ispatin dogasina ve

Pisagor’un matematik anlayisina sahip degildir.

Formel anlamda ilk defa matematiksel ispati Thales geometride uygulamigtir
(Baki, 2014). isa’dan &nce yasayan yedi biiyiik bilginden en eskisi ve en iinliilerinden
olan Thales, bugiinkii Milas’ta dogmustur. Yunanli biiylik bir matematik bilgini ve
filozofu olan Thales ayn1 zamanda bati felsefesinin kurucusu sayilir (Dénmez, 2002).
Ayrica Thales’e atfedilen teoremlerin, Matematigin kesin ve mantiga dayanan
kurulugunun baglangicina ait oldugu goze c¢arpmaktadir (Van Der Waerden, 1994).
Thales’in ispatladigi bazi 6nermeler sunlardir (Baki, 2014, s.30):

! ABF iggeni ile ACG tiggeni es tlicgenlerdir. ABF liggeninin alani, AKEF dikddrtgeninin alaninin
yarisi, ACG iiggeninin alani ABHG karesinin alaninin yarisidir. Buna gére AKEF dikdortgeninin alani,
ABHG karesinin alanina esittir. Benzer sekilde CKED dikdértgeninin alan1 CBI1J karesinin alanina esittir.
Sonug olarak | AC|?= | AB|%*|BC|?olur.



Cap daireyi iki es parcaya boler.

Ikizkenar ii¢genin taban agilar esittir.

iki dogru kesistigi zaman ic-ters agilar esittir.
Yarim dairede ¢ap1 goren ag1 dik agidir.

Benzer liggenlerin kenarlart orantilidir.

o o k~ w bd P

ikiser agis1 ve birer kenarlari esit olan iki iiggen 5zdestir.

Thales’ten sonra, Thales’in 6grencisi oldugu bilinen Pisagor, kendi adiyla anilan
iinlii teoremi ortaya koymakla ispat yontemine kazandirdigi saygi ve giiciin yaninda
biiyiik bir agiklik da getirmistir. Ote yandan Pisagor, bu teoremin ispat1 sirasinda
matematigin yasamis oldugu ilk kriz olan irrasyonel sayilari kesfetmis, her seyin
sayilarla ifade edebilecegini diisiinen Pisagorcular bu durumu bir tiirlii kabul edememis
ve bunu uzun bir siire sir gibi saklamiglardir (Baki, 2014). Pisagorcularin igine
sindiremedikleri bu beklenmedik sonug, irrasyonel sayilarin ortaya ¢ikmasiyla baslayan
bunalimin giderilmesi i¢in yapilan ¢aligmalar, mantiksal ispat yonteminin belirginlik
kazanmasinda baglica etkenlerden biri olmustur. Eudoxus’un V2’nin rasyonel

olamayacagina iliskin verdigi ispatla bu bunalim giderilmistir.

Yildirrm (1996)’a gore Pisagorcular, Thales’in c¢alismalarinda ilk Ornekleri
goriilen tiimdengelimsel ¢ikarsamayi igeren ispat yontemini ileri diizeyde kullanmaislar,
boylece dogrulugu varsayilan 6nermeler arasinda mantiksal iligkilerin kurulabilecegi ve
secilmis kimi ilkelerden digerlerinin mantiksal olarak c¢ikarsanabilecegi diisiincesini
zihinlere kazandirmiglardir. Thales ile baglayan matematigi mantiksallagtirma siireci,
Pisagorcular ve Eudoxus’un 6nemli katkilariyla ve Euclid’in elementler adli eseriyle

biiyiik bir asama atlamistir.

Iskenderiye Miizesi’ndeki Yunan kokenli &gretim gorevlilerinden biri olan
Euclid’in ‘Elementler’ adiyla bilinen eseri, geometride doruga ulagan Yunan matematik
diistincesini 6rneklemektedir. Euclid’in matematigin baz1 alt dallarinin da dogmasina
neden olan 13 ciltlik bu eserinde, 1-4. ciltlerinde diizlem geometrisi, 5. cildinde oran, 6.
cildinde diizlemsel sekillerde benzerlik, 7-9. ciltlerinde sayilar teorisi, 10. cildinde
Olgiilebilirlik  ve  11-13. ciltlerinde  3-boyutlu  cisimlerin  geometrisinden
bahsedilmektedir (Baki, 2014). XIX. ylizyilin sonlarma dek tiim yiiksek &grenim
kurumlarinda temel ders kitabi olarak okutulan bu eser (Yildirim, 1996), giiniimiizde en

cok basilan ve okunan kitaplar arasinda bulunmaktadir (Dénmez, 2002).



Yildirnm (2011)’a gore Euclid’in geometriye katkist 6zgiin bilgiler ortaya
koymasinda degil, daha onceden bilinen ispatlar1 timdengelimsel bir sistem icinde
sunmasinda yatmaktadir. Bu sunumda, onciil diye secilen az sayida aksiyom, postulat
ve tanimlardan, tiimdengelimsel c¢ikarimla, geriye kalan tiim Onermelerin ispati
verilmektedir. Bu aksiyomatik sistemde ispatlanan Onermeler sistemin teoremlerini
olusturmaktadir. Euclid’in ispatlar1 yaparken, kendisinden bir donem once yasayan
Aristoteles’in, ispat yapilirken en az sayida varsayima bagvurularak yapilmasi geregine
de bagh kaldig goriilmiistiir (Yildrim, 1996). On temel ilke ve 465 6nermeye dayanan
Euclid’in bu eseri, yalnizca ders kitab1 olarak degil, ayn1 zamanda bilimsel diistincenin

ne olmasi gerektigine dair bir model olarak da hizmet etmistir (Barker, 2003).

Yildirim (1996)’a gore, Euclid’ten sonra bati diinyasinda matematik, uzun siiren
bir durgunluga girmistir. Bu doénemde, mekanik alandaki c¢alismalarin1 Euclid
gelenegine uygun olarak, aksiyomatik bigimde sunan Archimedes’in yani sira
Apollonius, Erastothenes, Claudius, Ptolemy, Heron, Diophantus ve Pappus gibi giiglii
matematikciler yasamasina ragmen, bunlarin matematiksel yontemin gelismesinde rol
oynadiklar1 pek sOylenemez. Roma egemenligindeki sonraki donemde ise, matematige

olan ilgi pratik nitelik olup, yaratici diisiinme ve arastirma tutkusu 6nemini yitirmistir.

Antik uygarligin sona ermesiyle italyan Rénesans’inin baslamasi arasindaki bin
yillik donem Avrupa’nin karanlhk ¢agidir (Yildirim, 2011). Roma Imparatorlugu’nun
cokiisiiyle birlikte, matematigin gelismesi Once Hindistan’da devam etmis, sonra
yeniden Mezopotamya’ya kaymistir (Struik, 2011). Ancak Hintli matematikgilerin,
hesaplama ve cebirsel tekniklerdeki gosterdikleri basari ve konumsal say1 sisteminin
gelismesindeki katkilart ¢ok 6nemli olmasina ragmen, Yunanlilarin ispat yontemine

yabanc1 kalmislardir.

Mezopotamya’da, bir¢cok degerli eski Yunan ve Hint eserler Arapcaya g¢evrilmis,
kaybolmaya yiiz tutmus ve Ronesans’in olusumunda baslica etken olan bu eserler
Arapga cevirileriyle Avrupa’ya iletilmislerdir. Arap matematikgilerinin matematige olan
katkis1  kiigiimsenmeyecek olgiide (Ulger, 2003) olmasmma ragmen, Euclid’in
caligmalarina ozellikle de ispat kavramina gozle goriiniir bir katki yapmamiglardir

(Dénmez, 2002).



1.1.2. Ispatin tanim ve ispat tiirleri

Tiirk Dil Kurumu (TDK) (2005, 5.984-985) ispati: “Tanit ve kanit gostererek bir
seyin gergek yoOniinii ortaya ¢ikarma, kanitlama, tanitlama, tanit” seklinde tanimlamastir.
Oxford Amerikan Sozliigiinde (1980, s.535) ise: “Herhangi bir seyin dogrulugunun
gosterimi” olarak tanimlanmistir. Ispatin giinliik dilde kullanilan bazi anlamlar1 Argiin
ve arkadaslar1 (2014, s. 239-240) tarafindan asagidaki gibi listelemistir:

e Tanik ve delil gostererek bir seyin gercek yoniinii ortaya ¢ikarma, dogrulama veya
yanliglama.

e Delil olarak hizmet eden her sey.
e  Gosteri, bir seyin dogrulugunu kurgulama.
e Bir seyi test etme veya sinama.

e Bir seyin dogru oldugunu gostermede kullanilan yeterli delil veya bir seyin
dogruluguna veya yanligligina inandirma.

Yildirim (1996, s.102) ise ispatlamay1 “bir yargi, sav ya da sonucun dogrulugunu

(ya da yanlishigini) yeterli kanit gostererek kabul ettirme ¢abasi” olarak tanimlamustir.

Matematiksel ispatin herkesin kabul ettigi bir tanim1 hala yapilamamistir ve bu konuda
tartigmalar devam etmektedir (Dede ve Karakus, 2014) ve alanyazinda matematiksel
ispatin ne olduguna dair farkli tanimlar vardir (CadwalladerOlsker, 2011). Matematiksel
ispatin ne olduguna yonelik olan bu tanmimlar ispatin formel boyutu ve sosyal veya

kiiltiirel boyutu olarak iki grupta toplanabilir (Arsac, 2007).

Ispatin formel boyutu, bazi kesin kurallara dayali olarak her bir 6nermenin
dogrulanmasiyla istenilen nihai sonuca ulagsmayi ifade etmektedir (Greenberg, 1993).
Bu baglamda ispatin formel boyutu ile ilgili bir tanim “p1, P, ..., pn, q Onermeler olmak
tizere,her 1<1 < n i¢in p; dogru iken q 6nermesinin dogru oldugunun gosterilmesine pia
P2, ..., APn—q Onermesinin ispati denir” (Argiin vd., 2014, s. 235) seklinde verilebilir.
Bu tanima gore ispat; bir teoremin hiikmiiniin dogrulugunu gostermek i¢in izlenen
mantiksal yollarin toplulugudur (Argiin vd., 2014). Asagidaki tanimlar da ispatin formel

boyutuna 6rnek olabilecek tanimlardir:

e Ortaya atilan iddianin, Oriintliniin biitiin sartlarda genellenebilirliginin gosterilmesi
durumudur (Baki, 2008).

e Ispat, bir sonucun dogru oldugu zaten bilinen énciillerden mantiksal olarak ¢iktigim
gostermekle, o sonucu kurma ydniinde ilerleyen bir uslamlama zinciridir (Barker,
2003, s. 36).

e Ispat, aksiyomlardan ve oOnceden ispatlanmis ciimlelerin mantiksal adimlarindan
iiretilen reddedilemez bir ciimleler dizidir (Wolf, 1998, s.8).
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e Matematiksel bir ispat, belirli akil yiiriitme ve gerekceleme tiirlerini ifade etmenin
resmi bir yoludur (National Council of Teacher of Mathematics [NCTM], 2000, s.56)

Dede (2013, s. 17) ispatin sosyal veya kiiltiirel boyutunu “matematikgiler
tarafindan ispatin gecerligi i¢in kullanilan siire¢, islem ve yontemler yoniinden
nitelendirilebilecegini” belirtmistir. Buna gore, matematiksel bilginin dogrulugunun
gosterildigi bir icerigin matematiksel ispat olarak kabul edilmesi i¢in, matematikgiler
tarafindan gegerli olarak tanimlanmasi gerekir (Arsac, 2007). Benzer bir tanim da
Gossett (2009, s.86) tarafindan “Bir ispat bazi kesin matematiksel ifadelerin
dogrulugunun gosterimidir. Bu gosterim, hedef Kitlesini gosterimin dogruluguna ikna
edebilecek yeterli detaylar1 icermelidir” seklinde vermistir. Bu baglamda, bir teoremin
kabuliinde bu teoremin 6neminin ve altindaki kavramlarin anlasilmast formel ispatinin
varligindan daha etkilidir (Dede ve Karakus, 2014). Bu durum asagidaki ornek ile

aciklanmaya calisilmistir.

Teorem: 1’den n’ye kadar olan pozitif tam sayilarin toplami S(n) olsun.

S(n)="2 dir,

Ispat 1: n=1 igin; S( 1)2@ = 1 teorem dogrudur.

2B dogru oldugu kabul edilir.

n=k icin; S(k)=
n=k+1 i¢in; S(k+1)= (kﬂ)zﬂ dogru olup olmadigi kontrol edilir.

n=let1 igin; S(kt1)=142+43+.. +kH(let1) = ZE (1) = LD gir,

Boylece ifade k i¢in dogruysa k+1 i¢in de dogru oldugundan, tiimevarim ilkesiyle

her ne N* i¢in de dogru olur.
Ispat 2:
Sn)=1+2 +...+n

+S(nN)=n+n-1+...+1

2S(n) = nt+1+n+1+...+n+1

— S dir,



Buradaki iki ispat da ayn1 teoremin ispati1 olarak yapilmistir. Birinci ispat, ispatin
formel boyutunda ele alinabilecek bir ispattir. Bu ispat, mantik kurallarinin cebirsel bir
dizgesine dayanmaktadir. ikinci ispat, birinci ispatla benzer ifadeler igermekle birlikte,
onermenin neden dogru oldugunu da gostermektedir. Bunun i¢in bu ispat, ispatin sosyal
veya kiiltiirel boyutunda ele alinabilecek bir ispattir ve bu ispatta teoremin altindaki
kavramlarin anlasilmasi durumu, teoremin kabulii noktasinda, Dede ve Karakus

(2014)’a gore birinci ispattan daha fazla rol oynamaktadir.

Hersch (1993) ispat kavramimin matematikte iki farkli anlama sahip oldugunu
ifade etmistir. Hersch (1993)’e gore, ispatin ortak bir uygulamaya yonelik matematiksel
anlami yani igleyen anlami, nitelikli matematikgileri ikna eden delillerdir. Yukaridaki
teorem igin yapilan ikinci ispat, ispatin isleyen anlamina bir 6rnek olabilir ve ispatin
isleyen anlami, ispatin sosyal veya kiiltiirel boyutu i¢inde ele alinabilir. Matematigin
felsefesi ve matematiksel mantik {izerinde uzlagmayla ilgili olan ikinci anlami, yani
mantik anlami, cebir Kurallarina gore mantiksal kurallara dayali ciimlelerin
dontigiimlerinin dizisidir (Hersch, 1993). Yukaridaki teorem igin yapilan birinci ispat,
ispatin mantik anlamina bir 6rnek olabilir ve ispatin mantik anlami ispatin formel

boyutu i¢inde ele alinabilir (Dede, 2013).

Hanna (1990) ise iki tiir ispattan bahsetmektedir. Bunlardan birincisi a¢iklayan
ispatlar, ikincisi ise ispat eden ispatlardir. Hanna (1990)’ya gore, bir teoremin neden
dogru oldugunu gosterip olaydan tiiretilen gerekgelerin bir kiimesini sunan ispatlar
agtklayan ispatlardir. Yukaridaki teorem igin yapilan ikinci ispat agiklayan ispata 6rnek
olarak gosterilebilir ve agiklayan ispatlar, ispatin sosyal veya kiiltiirel boyutu i¢inde ele
aliabilir. Bir teoremin sadece dogru oldugunu gosterip yalnizca delile dayal gerekgeler
sunan ispatlar ise ispat eden ispatlardir (Hanna, 1990). Yukaridaki teorem i¢in yapilan
birinci ispat, ispat eden ispata 6rnek olarak gosterilebilir ve ispat eden ispatlar, ispatin

formel boyutu iginde ele alinabilir (Dede, 2013).

Dede ve Karakus (2014)’a gore, Ogrencilerin ispatin ne oldugu ve nigin
yapildigini  anlamalar1  6nemlidir. Ogrencilere matematiksel ispata neden gerek
oldugunun gosterilmesi gerekmektedir. Bu baglamda Dede ve Karakus (2014)

matematiksel ispatlarin yapilis amacina gore 1) Sezgisel (heuristic) ispat, 2) Agiklayici



ispat, 3) Kesfedici ispat ve 4) Gorsel ispat olarak dort baslik altinda toplamis ve

aciklamistir.

1) Sezgisel ispat: Dede ve Karakus (2014)’a gore sezgisel ispat, sezgilere ve
tahminlere dayanarak yapilan ispattir. Bazi matematikgilere gore sezgisel ispat
ogrencilerin zihin yapisiyla olduk¢a uyumludur ve dogrulama siirecinde formel ispattan
daha kullanislidir. Sezgisel ispatta agirlikli olarak yer alan; arastirma, kesfetme ve
informel dogrulama siiregleri egitsel agidan formel ispattan daha Onemli bir rol
iistlenmektedir (Hanna, 2000a). Dede ve Karakus (2014)’un, Reis ve Renkl (2002)
tarafindan yapilan arastirmasindan verdigi asagidaki oOrnek sezgisel ispatin nasil

yapilabilecegine yoneliktir.

Ornek: Ozgiir ve Ege farkli iicgenler ¢izdiler ve bu iicgenlerin her birinin i¢ ag1
dlgiilerinin toplamlarin1 dlgtiiler. Ikisi de ¢izdikleri tiim iiggenlerin i¢ ac1 dlgiilerinin
toplamimimn 180° oldugunu sasirarak kesfettiler ve bunun bir rastlanti olamayacagindan
Ogretim stlirecinde 6gretmeninin rehberligiyle emin oldular. Boylece 6grenciler heuristik
teknikler ile bir varsayim olusturarak Ogretmen rehberliginde tiim {iggenlerin i¢ ag1

Slgiileri toplaminin 180° oldugunu ispatladilar.

2) Agciklayia Ispat: Hanna (2000b)’ya gore matematikte ispatin temel
fonksiyonu 6nermelerin dogrulugunu gdéstermektir. Bunun yaninda ispatin en énemli ek
fonksiyonu oOnermeleri agiklamak veya aciklifa kavusturmaktir. Matematikgilerin
goziinde en 1iyi ispat, sadece teoremin dogrulugunu gosteren degil, ayni zamanda
teoremin anlasilmasina da yardim eden ispattir. Bu tiir agiklayict ispatlar daha ikna
edicidir ve matematikciler tarafindan daha cabuk kabul edilir. Gegmisi eski Cin
matematikgilerine kadar uzanan agiklayici ispatlardan, parcalara ayrilmis kareleri
kullanarak M.S. III. yiizyilda Liu Hui tarafindan yapilan 6rnek, asagida verilmistir
(Sekil 1.2).



Sekil 1.2. Pisagor Teoremi nin ispati® (Nelsen, 2000, s.4)

3) Kesfedici Ispat: Dinamik yazilimlarin siniflarda kullanilmasiyla birlikte
matematiksel kesifler, 6zellikle geometri 6gretiminde yeni bir ivme kazanmistir (Hanna,
2000a). Hanna (2000a)’ya gore; ornegin Sketchpad ve CabriGeometri &grencilerin
yiiksek dogruluk derecesinde geometrik ¢izimler yapmasina olanak vererek onermeleri
anlamalarin1 saglamaktadir. Ayrica 6grenciler bu programlar yardimiyla varsayimlari
uygun Ozelliklerde olusturduklari c¢izimlerle test etme olanagi bulmakta hatta bu
denemeler sayesinde yeni Ozellikler kesfetmektedirler. Ancak buradaki kesfin, ispatin
yerini almamasi1 gerekir. Kesif ve ispat birlikte kullanilabilir ve birbirlerinin
tamamlayicis1 olabilirler. Cogu matematik egitimcisi 6grencilerin varsayim yapmada ve
varsayimlari test etmede kullanilan kesfi 6grenmesi gerektigini ancak bunun bir ispat
olusturmadigin1  diisiinmektedir. Dede ve Karakus (2014) yapmis oldugu bu

smiflandirma i¢in Hanna (2000a)’nin bir 6rnegini vermistir.

Ornek: Bir ogrenci ‘Herhangi bir iiggende, kenar orta dikmeler bir noktada
kesisir’ teoremini ispatlamak istemektedir. Dinamik yazilim programlar1 sayesinde
Ogrenci bir¢ok tiggende orta dikmeleri siirekli olarak dogru bir sekilde cizilebilir ve belli
sayida cizimden sonra orta dikmelerin tek bir noktada (¢evrel ¢emberin merkezi)

kesistigini gorebilir (Sekil 1.3).

? Bir kenar uzunlugu agik renkli liggenin bir kenar uzunluklarina esit {i¢ adet kare ¢izilmistir.
Uggenin dik kenarlaria gizilen kareler, eslik kurallarindan yararlanilarak, hipoteniisiine ¢izilen karenin
icine bog yer kalmayacak ve tagsmayacak sekilde yerlestirilmistir. Bu da kiiclik karelerin alanlar1 toplami1
biiyiik karenin alanina esittir demektir. Boylece tiggenin dik kenarlarinin uzunluklarinin kareleri toplami
hipoteniis uzunlugunun karesine esittir anlamina gelir.
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Sekil 1.3. Cevrel cemberin merkezi (Hanna, 20004, s.13)

4) Gorsel Ispat: Hanna (2000b)’ya gore birgok matematikgi ozellikle de
matematiksel ispatlara potansiyel katkilart i¢in gorsel temsillerin kullanimini
arastirmaktadir. Gorsel temsiller, sadece matematiksel ifade ve dnermeler i¢in bir delil
olarak degil ayn1 zamanda matematiksel ifade ve Onermelerin dogrulanmasi i¢in de
kullanilabilirler. Buna gore; grafik ve gorsel temsiller, bir matematiksel ifadenin ve
Onermenin temel bir 6gesi olarak kabul edilebilir ve matematik 6gretim programlarinin
temel bilesenleri olarak da disiiniilebilir. Bugiine kadar geleneksel ispatin yerine
geemesi diisiiniilmese de bugiin bu konuda ¢ok sayida tartisma vardir ve bir¢ok
arastirmact bunu aragtirmaktadir. Dede ve Karakus (2014) yapmis oldugu bu

siniflandirmaya asagidaki 6rnegi vermistir.

Ornek: “Teorem: 1°den n’ye kadar olan pozitif tam sayilarin toplami S(n) olsun.
S(n):@’dir” teoreminin ispat1 Sekil 1.4’teki gorsel ispat ile gosterilebilir.
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Sekil 1.4. Birden n’ye kadar ardisik tam sayilarin toplaminin gorsel ispat® (Alsina ve
Nelsen, 2010, s. 120)

3 Sekil 1.4’teki gri toplar birden n’ye kadar ilk n pozitif tam saymin toplami olmak {izere, bu

toplamin sekilde olusturulan kenarlart n ve (n+1) olan dikdértgenin alaninin yarist oldugu yani n(n+1)/2
gorlilmektedir.
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Dede ve Karakus (2014)’un bu smiflandirmasi incelendiginde, belirtilen ispat
tiirlerinin birbirinden kesin sinirlarla ayrilmadig: gériilmektedir. Ornegin agiklayici ispat
ve gorsel ispatlara asagida detayl sekilde ele alacagimiz sozsiiz ispatlardan 6rnekler
vermistir. Ayrica sezgisel ispat ve kesfedici ispat arasindaki sinirlar da kesin degildir.
Kesfedici ispatta kullanilan dinamik yazilimlar ayni zamanda sezgisel ispatlarin

destekleyici araglari olarak da diistiniilebilir.

Bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle birlikte bilgisayarlar matematigin her
alaninda kullanilmaya baglandig1 gibi uzun yillar ispatlanamayan Dort-Renk Problemi

ve Kepler Varsayimi gibi bazi varsayimlarin ispatlarinda da kullanilmistir.

Dort-Renk Problemi’nin onciilii oldukca basittir: Kagit sayfa iizerindeki bir
haritanin iilkeleri, sinirdas tilkeleri farkli renklerde olacak bi¢imde en az kag¢ renkle
boyanabilir? 1852’den baslayarak i¢inde Augustus De Morgan, Arthur Cayley ve
Arthur Bray’in da bulundugu 6nemli matematikgiler, topoloji aksiyomlarini kullanarak
bu problemi ¢ézmeye caligmislar, bu sekilde yapilmasi gereken hesaplamalarin ¢ok
kullanigsiz  oldugunu  kesfetmisler ~ve  geleneksel yontemlerle  problemi
ispatlayamamislardir (Miller, 2012). Fakat bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle, daha
onceki matematik¢iler i¢in imkanli olmayan hesaplamalar yapilmaya baslanmistir.
Kenneth Appel ve Wolfgang Haken 1976’da bu problemi ispatlamak igin 6zel bir
bilgisayar programi kullanmig ve temel olarak program, problemin Onciillerini
dogrulamak ic¢in olasi tiim harita konfiglirasyonlarinin dort renk kullanarak

boyanabilecegini dogrulamistir (Miller, 2012).

Kepler Varsayimi 17. yiizyilin baglarina dayanmaktadir. Kepler “Mevcut alan en
ekonomik kullanmak tizere, kiireler, manavlarin portakallar1 dizdigi sekilde -alt tabaka
kare bir kafeste bulunmak {izere bir sonraki tabaka ise dogal yolla yerlestirilen sekilde-
dizilmelidir” varsayimini yapmistir (Mann, 2013). Mann (2013)’1n manav aranjmant
adin1 verdigi, portakallarin yogunlugunun maksimize ve birbirlerinin arasindaki boslugu
minimize ediyor gorlinen bu diizen gercekten en iyisi midir? Newton ve Gauss bu
problem iizerinde ¢alismis ve Gauss 1831°de paketlemenin diizenli bir kafes seklinde
olmasi halinde manav aranjmaninin en iyisi oldugunu gostermistir. Yirminci yiizyil
matematikgilerinin glindemini olusturan 23 ¢6ziimlenmemis matematiksel problemlerin
listesine, bu problem 1900 yilinda David Hilbert tarafindan, 18. problem olarak dahil

edilmigtir. Laszlo Toth 1953°te problemin sinirhh (ama muazzam) hesaplamalara
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indirgenebilecegini gostermistir. 1990'larin basinda Thomas Hales, 150 degiskenli
belirli bir fonksiyonu minimize ederek sorunun ¢oziilebilecegini gostermis daha sonra
dogrusal programlama adi verilen 6zel matematiksel yazilimlar ile kiirelerin 5000 farkl
konfigiirasyonunu inceleyerek manav aranjmaninin en iyisi oldugunu ispatlamistir

(Mann, 2013).

Bilgisayarlarin, yukaridaki 6rneklerdeki gibi matematiksel ispatlarda kullanilmasi
matematikgiler arasinda teorik ve felsefi farkli goriis ayriliklarinin olugsmasina yol agmis
ve bu tiir tartigmalar, bilgisayarin matematiksel ispatlarda kullanilmasiyla ilgili olarak

iki farkli yaklasimin ortaya ¢ikmasina neden olmustur (Dede ve Karakus, 2014):

I. Bilgisayarlar yardimiyla matematiksel ispat yapilabilir: Kepler Varsayimi’nda
oldugu gibi ¢ogu matematik¢i Hales'in ispatinin dogru olduguna inaniyor olsa da, bu
yontem adim adim kontrol edilebilecek geleneksel bir matematiksel ispattan ¢ok uzaktir
(Mann, 2013). Fakat matematiksel onermelerin dogruluguna ya da yanlishigina karar
verme noktasinda matematik toplumuna hakim olan Aristo mantig1, siirekli olarak takip
edilmesi gereken bir yol olarak goriilmemelidir. Dolayisiyla bu yaklasima gore,
matematiksel Onermelerin gegerligi ve yanlishg bilgisayarlar araciligiyla kontrol
edilebilir (Hersch, 1993). Bu goriise gore, matematikteki deneysel akil yiiriitme igin ¢ok
uzun ve karmasik ispatlarin varligindan etkilenilerek onerilen bu yeni rol bir alternatiftir
ve bazi durumlarda da uygulanmasi zorunludur (Dede ve Karakusg, 2014).

Il. Bilgisayarlar, matematikte ispatin merkezi roliine zarar verir: Sangalli
(1991)’ye gore bir matematiksel ispat, mantiksal tiimdengelim ile yeni bir dogrulugun
acik olan veya daha 6nce ispatlanan dogru dnermelerden eldesidir. Bir ispatin sunulusu,
yeterince sabirl ve bilgili bir matematik¢inin onu dogrulayabilecegi sekilde olmalidir.
Bilgisayarlarla yapilan ispatlar matematiksel ispat i¢in yaygin olarak kabul edilen adim
adim ilerleme siirecini disladig1 i¢in matematiksel dogrulama i¢in benimsenen uygun
standartlarin gergekten bir ispat olup olmadigma iliskin sorulari da beraberinde
getirmistir (Detlefsen, 2008). Zira bilgisayarla yapilan bir ispatta, ispatin nasil ¢alistigini
gosteren mantiksal siirecler ve bu siiregler icindeki uyum tespit edilememektedir (Tall,
2002). Ancak, yukaridaki orneklerdeki gibi bazi teoremlerin ispati olduk¢a uzun
hesaplamalar gerektirmektedir ve bir insan tarafindan dogrulanmasi miimkiin degildir.
Dolayisiyla matematikgiler, mevcut sartlara gére daha fazlasi yapilamayan ve bu sekilde

ispatlanan 6nermeleri kabul etmek zorunda kalmistir (Hanna, 2007).
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Sonug olarak, alanyazinda matematiksel ispatin ne olduguna yonelik yapilan
tamimlar farkli isimlerle adlandirilsa da iki grupta toplanmistir. Birinci grupta
degerlendirilen ispatlar, teoremin ispati i¢in okuyucuya neden dogru olduguna ikna
etme gerekliligi olmadan aksiyomlara dayali olarak birbiri ardina yapilmasi gereken
islemler iken, diger grupta degerlendirilen ispatlar ispatin sadece dogrulugunu degil
neden dogru oldugunu da gostermektedir. Dolayisiyla basvurulan tanima gore iki ispat
tiirli de gecerli olup, matematiksel ispat gerekliliklerini saglamaktadir. Bu c¢aligmada
birinci grupta degerlendirilen ispatlar formel ispatlar, ikinci grupta degerlendirilen

ispatlar ise informel ispatlar veya diger ispatlar olarak adlandirilmistir.

1.1.3. Formel ispat yontemleri

Dede (2013)’ye gore matematikteki en dnemli islerden biri, verilen teoremleri
ispatlamaktir. Bir teoremin dogrulanmasi igin farkll ispat yontemleri kullanilmaktadir.

Bunlardan en ¢ok kullanilanlara iligkin agiklamalar ve 6rnekleri agagida verilmistir.

1.1.3.1. Dogrudan ispat

p—¢ kosullu 6nermesinin dogrudan ispati, nesnel kanunlarin bir veya daha fazla
uygulamalarinda p 6nermesi dogru ise q dnermesi mutlaka dogrudur kabuliiyle baglayan
mantiksal olarak gegerli bir delildir. Bdylece, p—¢ kosullu 6nermesinin dogrudan
ispatinda p onermesi dogrudur kabulii ile baslanir. Daha sonra p—¢1,01—¢2,...,gn—¢
kosullu 6nermelerinin bir veya birka¢ adiminda g dnermesinin dogru oldugu elde edilir
(Mishra, 2004). Asagida bununla ilgili bir 6rnek verilmistir.

Ornek: iki tek tam sayinimn toplami gifttir.

Ispat: a ve b iki tek tam say1 olsun.

Hipotez: p: ave b tek tam sayilardir.

Hiikiim: q: a + b cifttir.

a tek tam say1 ise 3m € Z ig¢in a=2m + 1 ve benzer bir sekilde
b tek tam say1 ise An € Z i¢in b =2n + 1°dir. O halde;

atb=0C2m+1)+@2n+1)= 2m+2n+ 2 =2.(m + n + 1) oldugundan a + b
ifadesi ¢ifttir. Boylece p — ¢ oldugu gosterilmistir.
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1.1.3.2. Dolayli ispat

Teoremin kendisini ispatlamak yerine teoremin dogrulugunu gosteren baska bir
onermenin dogrulugu ispatlanan (Akkas vd., 1988) bu yontemle ilgili iki durum vardir

(Dede, 2013).

1.1.3.2.1. Olmayana ergi yontemi

Bu yontemde p—q kosullu 6nermesini ispatlamak i¢in mantiksal dogruluk degeri
ayni olan q 6nermesi yanlis ise p 6nermesinin yanlis (~q—~p) oldugu gosterilir (Mishra,
2004). Baska bir ifadeyle teoremin kendisi yerine karsi tersi ispatlanir (Yilmaz, 2015).

Ornek: x bir dogal say1 olmak iizere x, 3’e tam bdliinmiiyorsa, X, 9’a tam

boliinmez.
Ispat: p—q=~q —-p
p: X, 3’e tam boliinmez. g: X, 9’a tam boliinmez.
~p: x, 3’e tam boliintir. ~Q: X, 9’a tam boliintir.

“X, 3’e tam boliinmiiyorsa, x, 9’a tam boliinmez” Onermesini dogrulamak igin
dogruluk degeri ayn1 olan “x, 9’e¢ tam boliinliyorsa, x, 3’e tam bollinlir” énermesinin

dogrulugu gosterilebilir.

X, 9’a tam olarak bdliinliyorsa x sayisinin rakamlari toplami 9’un katidir. 9’un kati
olan bir say1 9=3.3 oldugundan ayni zamanda 3’iin de katidir. Dolayisiyla x sayisinin
rakamlar1 3’lin de kat1 olur. Bu x sayisinin 3’e boliinebildigi demektir. Dolayisiyla “x,
9’e tam boliiniiyorsa, X, 3’e tam boliiniir” dnermesi dogru olur. Boylelikle bu énermeye

denk olan “x, 3’e tam bdliinmiiyorsa, x, 9’a tam boliinmez” 6nermesi de dogru olur.

1.1.3.2.2. Celiski bulma yontemi

(p—q9)=(~p V q )=~ (p a ~Qq)’dur. Buna goére, p—¢q bi¢imindeki bir teoremi
ispatlamak i¢in p 4 ~q 6nermesine denk olan r a~r geliskisi elde edilir. Boylece p a~q
onermesinin yanlis, ~(p 4~q) énermesinin dogru oldugu ispatlanmis olur ki bu da p—q

Onermesinin ispatlanmasi demektir (Dede, 2013).

Ornek: 1<2 ise 11<12dir.
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Ispat: (p—q)=(~p V ¢ )=~(p 4~0) dur.
p: 1<2’dir. q: 11>12"dir.
~p: 1>2’dir. ~Q: 11>12"dir.

p a~g=(1<2 al1212) — (1<24 11-10>12-10)— (1< 24 1>2) oldugundan (1< 2 a
11>12) 6nermesi yanlistir. Dolayisiyla, bu 6nermenin tersi olan ~(1<2 a11>12)=1<2 ise

11<12’dir 6nermesi dogru olur.

1.1.3.3. Aksine érnek verme

(Vx € U) [P(x)—Q(x)] gibi niceliksel bir ifadenin P(x) dogru ve Q(x) yanlis
olacak sekilde bir u€U bulunmasiyla aksi ispatlanabilir. Buradaki x elemani aksi
ornektir (D’Angelo ve West, 2000). Yani, Vx € S, P(x) varsayimin ispatlamak igin
x € S igin P(x)’in yanlis oldugu bir 6rnek yeterlidir (Hammack, 2013).

Ornek: A, B ve C kiimeleri i¢in A-(BNC) = (A-B)N(A-C)’dir.

Ispat: Varsayimin yanlis oldugunu ispatlamak icin dnermenin yanlis oldugunu

gosteren bir 6rnek yeterlidir. Bunun i¢in A={1, 2, 3}, B={1,2} ve C={2,3} kiimelerini

alalim.
A-(BNC)={1,3} tiir.

(A-B)N(A-C)={}’dir. Dolayistyla varsayimin yanlis oldugu ispatlanmig olur
(Hammack, 2013, s.150).

1.1.3.4. Matematiksel tiimevarim

Matematiksel timevarim ¢ok giiclii bir ispat teknigidir (Dede, 2013) ve diger ispat
tekniklerinde oldugu gibi sistematik bir yapiya sahiptir (Dogan-Dunlap, Ozdemir
Erdogan ve Kilig, 2008). Tiimevarimla ispat agamalar1 asagidaki gibidir (Avital ve
Libeskind, 1978, s.429):

Her bir n dogal sayisi1 i¢in P(n) bir 6nerme olsun.
Eger:

i. P(1) 6nermesi dogru ve
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ii. k>1 olmak iizere tiim k’lar i¢in P(k)’nin dogrulugu varsayilarak P(k+1)’in dogrulugu

gosterilsin (sembolik olarak; tiim k >1 i¢in P(k) —P(k+1));

Burada (i) basamagi temel basamak, (2) basamagi ise tlimevarim basamagi olarak
adlandirilir. Timevarim basamaginda Py—Py:1 kosullu Onermesini ispatlamak igin
genellikle dogrudan ispat yontemi kullanilir. Bunun i¢in Py 6nermesinin dogru oldugu
kabul edilerek, Py+; Onermesinin dogrulugu gosterilir. Sk onermesinin dogrulugunun

kabuliine timevarim hipotezi denir (Hammack, 2013).
Ornek: Eger ne N' ise 2+4+6+...+ 2n = n(n+1)’dir.
ispat:

i.  Egern=1ise 2.1 =1.(1+1) oldugu asikardur.

ii. Vk=>=1tam sayist i¢in Py—Pys; kosullu Onermesinin  dogru oldugu

gosterilmelidir. Yani;
2+4+6...+2k = k(k+1) ise 2+4+6... +2(k+1) = (k+1).(k+2) oldugu gosterilmelidir.

2+4+6...+2(k+1) = 2+4+6+.. . +2k+2k+2= k(k+1)+ 2k+2= k*+k+2k+2= k*+3k+2=
(k+1)(k+2) olur.

Boylece 2+4+6...+2(k+1) = (k+1).(k+2)ifadesinin dogrulugu gosterilmis ve
Pk—Pks1 kosullu Onermesi ispatlanmigtir. Matematiksel tiimevarimla da neN’ ise

2+4+6+...+2n= n(n+1)sonucuna ulagilmis olur.

1.1.3.5. Durumlara dayali ispat
p—q kosullu 6nermesinde p Onermesi durum sayisina gore piVp,V...Vpk gibi
parcalara ayrilabilir sekilde ifade edilmis olabilir.Bu durumda ispati kolaylastirmak
adna, her i=1, 2, ..., k i¢in pi—q Onermesinin dogrulugu ispat edilir (Argiin vd., 2014).
Ornek: n € Z icin n? + n+1 tektir.

Ispat:

Durum 1: Kabul edelim ki n ¢ift say1 olsun. O zaman Ja € Z i¢in n = 2a olacak

sekilde bir a tamsayis1 vardir.
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Buradan n?+n+1=(2a)’+2a+1=4a’+2a+1=2(2a*+a)+1dir. (2a’+a)€Z ve

2(2a+a)+1 tektir.

Durum 2: Kabul edelim ki n tek say1 olsun. O zaman 3b € Z i¢in n = 2b+1 olacak

sekilde bir b tamsayis1 vardir.

Buradan n?+n+1=(2b+1)’+(2b+1)+1=(4b?+4b+1)+(2b+1)+1=4b’+6b+2+1=
2(2b*+3b+1)+1 dir. Burada (2b?+3b+1) € Z ve 2(2b?*+3b+1)+1 tektir. Bundan dolay:

ne Z icin n>+n+1 tektir.

1.1.3.6. Hipotezin dogasi geregi bilinen ispat

p—q kosullu Onermesinde, p Onermesinin yanlis oldugu gosterilebilirse, ¢
onermesinin dogruluguna bakilmaksizin p—¢ kosullu 6nermesi dogrudur denir (Dede,
2013).

Ornek: x€ R olmak iizere, X*+3<0ise x° >5’tiir.

ispat: (Vx* > 0 oldugundan x?+3>x* > (’dir. Dolayisiyla Vx € R i¢in x*+3<0

Onermesi yanlis oldugu i¢in x* >5 Gnermesi dogru kabul edilir.

1.1.3.7. Agikdr ispat

p—q kosullu Onermesinde, ¢ Onermesinin dogrulugu gosterilebilirse p
onermesinin dogruluguna bakilmaksizin p—¢ kosullu 6nermesi dogrudur denir (Dede,

2013).

Ornek: XER olmak iizere X, 3 e béliiniiyorsa 4x, 2’ye béliiniir.
Ispat:

p:3, x’1 boler. q: 2, 4x’1 boler.
4x=2.2x oldugundan 2, 4x’1 boler.

Burada q 6nermesinin dogrulugu p énermesine bakilmaksizin gosterilebildigi igin

p—q Onermesi dogru olur.

Yukarida en c¢ok kullanilan formel ispat yontemleri Ornekleriyle beraber

aciklanmaya calisilmistir. Caliskan (2012)’a goére, matematiksel dili kullanma, akil
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yiirlitme becerileri gelistirilmesi i¢in gelistirilmesi hedeflenen genellemeler yapma,
¢ikarimlarda bulunma, c¢ikarimlarinin gegerligini sorgulama dogrulugunu savunma,
ortntiileri ve iliskileri analiz etme vb. gibi beceriler ispat yapmak i¢in 6nemlidir. Ayrica
ifadeleri matematiksel olarak formiile etmek ispat siirecinde Onemli bir rol
oynamaktadir (Biehler & Kempen, 2013; Moore, 1994). Bununla birlikte Gierdien
(2007) yapmis oldugu calismada, genellestirme, inceleme, sonug ¢ikarma, temsil etme,
tahmin etme, tanimlama gibi becerileri matematiksel siire¢ becerileri olarak
nitelendirmistir. Buna paralel olarak, yukaridaki agiklamalar ve 6rnekler incelendiginde,
herhangi bir formel ispat yapacak kisinin formel ispatla ilgili bu becerileri kazanmis

olmas1 gerekmektedir.

1.1.4. Sozsiiz ispat

Sozsiiz ispatin, basit, kisa ve 6z bir tanimi1 yoktur ve bazi kaynaklarda s6zsiiz ispat
kavrami yerine gorsel ispat kavrammin kullanildigi da goriilmektedir (Polat ve
Demircioglu, 2016). Delahaye (1998) s6zsiiz ispati, matematiksel sonucu iyi bir sekilde
gosterebilmeyi saglayacak en fazla birka¢ matematiksel ifadenin eslik edebilecegi
sekiller olarak tanimlamistir. Bell (2011)’e goére sozsiiz ispat, kelimelerle formel bir
argiiman olmadan verilen, bir matematiksel ifadenin ispatin1 gosteren matematiksel bir
¢izimdir. Alsina ve Nelsen (2010) ise sozsiiz ispatlari, belli bir matematiksel ifadenin
neden dogru olabilecegini ve bunun ispatina nasil baglayacagini anlamasi igin
okuyucuya yardimcei olan sekil ve diyagramlar olarak tanimlamistir.

Hanna (2000b)’ya gore; aciklayict ispatin 6zellikleri olan en iyi ispat, ispatin
sadece dogrulugunu degil neden dogru oldugunu da gostererek teoremin anlamini
(mantigin1) anlamaya yardimci olur. Bdyle bir ispat daha inandirict ve kesfetmeye daha
cok yol gostericidir. Doyle ve ark. (2014) sozsiiz ispatlart matematiksel diisiinceyi
ilerletmek ve uyarmak i¢in 0nemli bir ara¢ olarak nitelendirmistir. Bu tarz ispatlar
matematiksel bir bilginin sistematiklestirilmesine, formiillestirilmesine ve sonug¢larinin
aktarilmasina bir katki yapabilir. Yukaridaki tanimlar1 ve ozellikleri baglaminda ele

alindiginda s6zsiiz ispatlar, aciklayici ispatlar olarak da diistiniilebilir.

Sozsiiz ispatlar, Amerika Matematik Dernegi tarafindan yayimlanan iki derginin
diizenli konularindandir. Ik olarak 1975’lerde Mathematics Magazine (Matematik

Dergisi) dergisinde, bundan on yil kadar sonra da College Mathematics Journal
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(Universite Matematik Dergisi) dergisinde sozsiiz ispatlar yayimlanmaya baslanmistir
(Alsina ve Nelsen, 2010). Martin Gardner, Ekim 1973 de Scientific American (Bilimsel
Amerikalr) dergisindeki Matematiksel Oyunlar kosesinde sozsiiz ispati "bak-gor"
diyagramlari olarak isimlendirmis, ¢ogu durumda sikici bir ispatin geometrik modellerle
desteklendiginde daha basit ve ilgi ¢ekici olup, bir teoremin dogrulugunun neredeyse

tek bakista anlagilabilecegini sdylemistir (Nelsen, 1993).

Sozsiiz ispatlar yeni bir metot degildir. Cok uzun zamandir bilinmektedir. Alsina
ve Nelsen (2010)’e gore sozsiiz ispatlar ilk kez Cin ve Eski Yunan uygarliklarinda, daha
sonra ise 10. yiizyillda Arap medeniyetinde ve Ronesans Italya’sinda goriilmiistiir.
Nelsen eski donemlerdeki sozsiiz ispatlardan baslayip 2000°li yillara kadar yapilan
cesitli sozsiiz ispatlar1 toplayarak 1993°te Proofs Without Words: Exercises in Visual
Thinking (Nelsen, 1993) ve 2000°de bu kitabinin devami olan Proofs Without Words I1:
More Exercises in Visual Thinking (Nelsen, 2000) kitaplarini1 yayimlamistir. Bugiin ise
sOzsliz ispatlar, diinyada ve internet ilizerinde yayimlanan ¢esitli makalelerde diizenli

olarak goriilmektedir.

Daha 6nce belirtildigi gibi, matematiksel ispatin ne olduguna dair tartismalar uzun
stiredir devam ettigi (Dede ve Karakus, 2014) ve alanyazinda matematiksel ispatin ne
olduguna dair farkli tanimlar oldugu i¢in (CadwalladerOlsker, 2011) sozsiiz ispatin, bir
ispat olup olmadigi konusunun agikliga kavusmasi pek olanakli goriinmemektedir.
Miller (2012)’a gore; tanimlar baglaminda ispat hakkinda diistinmenin iki yolu vardir.
Bir tarafta ispat, ¢iiriitilemez aksiyomlari ve daha Onceden ispatlanmis teoremleri
kullanarak belirli bir ifadenin ger¢ekligini ortaya koyan mantiksal ifadeler dizisidir.
Diger tarafta ispat, egitimli bir kitleye gore ifadenin dogrulugu ikna edici oldugu siirece
hemen hemen her formda olabilir. Bagvurulan ispatin tanimi alanyazinda farklilik
gosterdiginde, kriterleri neyin karsilayip karsilamadigini hatta bu kriterlerin ne
oldugunu belirlemek zorlasmakta ve “Sozsiiz ispatlar gercekten bir ispat muidir?”
sorusunun cevabi yanitsiz kalmaktadir. Bu durumu agiklamak i¢in asagida bir 6rnek

verilmistir.

Teorem: “1’den n’ye kadar olan pozitif tam sayilarin toplami S(n) olsun.
S(n):%ﬂ)’dir” teoreminin sozsiiz ispat1 Sekil 4’teki gorsel ispat ile gosterilmistir. Bu

sOzsliz ispat n=10 durumunu resmetmektedir. Ancak Miller (2012)’a gore, bir
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matematik¢i bu soOzsliz ispata baktiginda, resmin sadece o durumun esitligini
vermedigini, noktalarin sayis1 degisse bile iligkinin korunacagii ve biitliin tamsayilar
i¢in formiiliin gegerli olacagim anlar. Bu inkar edilemez bir sekilde ikna edicidir. Bir
resim sadece 0zel bir durumu temsil etmesine ragmen, beynimiz kendimiz i¢in genel
gercegi kesfetmemizi saglamaktadir. Tam sayilarin toplami durumunda, 6zel durumu
goriince beynimiz de tekrarlanma olasiligin1 gérmektedir. Bu diyagram, beynimize olasi
bir tamsayi ile iligkileri yayma (genisletme - genelleme) izni vermektedir. Bu resmin

basarili olma sebebi de budur.

Bununla birlikte resmin kendisi, herhangi bir sekilde belirli formel teoriler ve
aksiyomatik yapiyla olusmus tiimdengelimsel bir yontem icermemektedir. Bundan
dolay1 baz1 matematikgiler sozsiiz ispati, ispat olarak degerlendirmezler. Onlara gére bu
ispatlarda, formel yap: ve mantiksal semantik dizilim olmadan, ne kadar aydinlatirsa
aydinlatsinlar, dogrulugu garanti edemezler. Sozsiiz ispatlarin ispat olduguna

inanmayan James Robert Brown’un bakis agis1 asagida 6zetlemistir:

Matematikgiler hepimiz gibi zeki fikirlere deger verirler, 6zellikle ustaca resmedilmislerden
zevk alirlar. Ancak bu zevk yaygin siipheci yaklasimimi bastirmaz. Sonugta bu diyagram
sadece Ozel bir durum i¢in en iyisi olup genel teorem i¢in kurulamaz. Daha da kétiisii bu
diipediiz yaniltic1 olabilir. Evrensel olmasa da yaygin tutum, resimler sezgisel araglardan
fazlas1 degildir. Onlar psikolojik uyarcilardir ve pedagojik agidan 6nemlidirler ancak higbir
sey ispatlamazlar (Miller, 2012, s5.21).

Asagida, James Robert Brown’in bakis ac¢isini, yani 6zel durumlardan yola
cikilarak yapilan ispatin okuyucuyu matematiksel yanilgilara gétiirebilecegi diislincesini
destekleyen ve Wallece ve West (2004) tarafindan yapilmis olan ‘Biitiin liggenler

ikizkenardir’ teoreminin ispati bulunmaktadir.

Teorem: Biitiin tiggenler, ikizkenardir (!).

Ispat:

e AABC’de A’m agiortayl, BC nin orta dikmesini (DG) D noktasinda kessin.

e D noktasindan AB ve AC 'ye DF ve DE dikmelerini ¢izelim.

e DA, DB ve DC'yi gizelim. (Sekil 1.5).

e  Eslik bagintilarindan;

e AADF = AADE (Ag¢i-Ag¢i-Kenar) ve. ABGD = ACGD (Kenar-Agi-

Kenar)’dir.

R
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e Dolayisiyla ABDF = ACDE’dir.

e Es licgenlerin karsilikl es olan parcalari
toplanirsa; | AB | =| AF|+|FB|=| AE|+|EC|=|AC|olur. Bu da
AABC’nin ikizkenar oldugu (!) anlamina gelir.

Sekil 1.5. Biitiin ticgenler ikizkenardiwr teoreminin (1) ispati (Wallece ve West, 2004; s.
42)

Bu ispattaki hataya, sekle dayanarak yapilan kabuller neden olmustur (Polat ve
Demircioglu, 2016). Bu ispat yukarida bahsedilen 6zel durumlardan yola c¢ikilarak
okuyucuyu matematiksel yanilgilara gotiirebilecek ¢ikarimlara bir 6rnek olabilir. S6zsiiz

ispatlarin diger sinirliliklart agagida verilmistir:

e Ispat olup olmadigi bile, ispatin kesin bir tanimi olmadig: icin, tartisma
konusudur (Miller, 2012).

e  Sozsiiz ispatlar formel ispatlarin yerine diistiniillemezler (Delahaye, 1998).

e Sozsliz ispatlar bazen c¢ok agik degildir, goriilmesi zor olabilir (Delahaye,
1998).

e  Sozsiiz ispatlar teoremin neden dogru oldugunu gosterse de teoremin formel
ispatina gore matematiksel olgular1 daha az sunabilir (Delahaye, 1998).

e  Sozsiiz ispata bakan kisinin bazi1 kavramlara hakim olmasi gerekir (Delahaye,
1998).

e (Gorsel bir ispatla ¢alismak resimlerin semiyotik boyutu, s6zIlii metin veya
sembolik  ifadeler arasinda  siirekli  etkilesimi  dikkate almay1

gerektirebileceginden 6grenciler igin zorlayici olabilir (Bardelle, 2010).
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e Gorsel ¢ikarima dayandiklart icin {ic boyutun o&tesinde kullanilabilmeleri

olanaksizdir (Delahaye, 1998).

Tim bu matematiksel smirliliklarina ragmen sozsiiz ispatlar egitsel agidan ve
matematik 6gretimi agisindan Onemli bir potansiyele sahiptir. Miller (2012)’a gore,
ispat ya da degil sozsiiz ispatlar, matematik i¢in Ozellikle de Ogretimde degerli

araclardir. Ik n pozitif tamsaymin toplam formiilii ele alindiginda, lise seviyesindeki

n.(r;+ L ’dir. Fakat

ogrencilerin ¢gogu bunu tiimevarim kullanarak ispatlayabilir. ».7 ;i =

bir timevarim ispati, sadece bu formiiliin dogru oldugunu ispatlar. Bu formiiliin neden
dogru oldugunu gostermez. Bu durum, sozsiliz ispatlar1 kullanighh hale getirir. Ayni
toplam formiiliiniin sozsiiz ispatin1 diisiiniildiigiinde (Sekil 1.4) ilk n pozitif tamsayimnin
toplaminin, kenarlari n ve (n+1) olan dikdortgenin alaninin yarist oldugu yani n.(n+1)/2
bariz bir sekilde goriilmektedir. Boylece formiil rastlantisal olmaktan ¢ikip, onun yerine
somut gorsel bir anlam almaktadir. Boylelikle, sadece formiilin dogrulugunu

ispatlamak yerine, onun neden dogru oldugunu da gosterilmektedir.

Mathematics Magazine (Matematik Dergisi) dergisi es editorii Prof. Lynn Arthur
Steen’in dergide sOzsiiz ispatlar yayimlanmaya baslandigindaki diisiinceleri asagida

Ozetlenmistir:

Cogu insan i¢in sozsiiz ispatlar goriilmeye bagladigindan beri ispatin basamaklart gorsel
hafiza ile dogrusal hafizadan daha kalicidir. Ayrica gergek matematiksel temsiller iyi bir
diyagram tizerine gomiilii ¢esitli iligkilerle tanimlanmayi, farkina varilmayr ve
sozellestirilmeyi bekliyor. Boylece sozsiiz ispatlar, 6grencilerin matematigi 6grenmesine ve
hatirlamasina yardimc1 olma konusunda sozlerden olusan ancak yanlis hatirlanan

ispatlardan daha uygundur (Miller, 2012, s.23).

Miller (2012)’a gore, insanlarmn gorsel kaynaklari algilama yetenegi inanilmaz
giiclidiir ve anlayis derecesini en lst diizeye c¢ikarmak icin sozsiiz ispatlarin
kullanilmamas1 akillica olmaz. Genel olarak sozsiiz ispatlar formal ispatlara ek olarak
kullanilabilmeli ve kullanilmalidir. Onlar, verilen aksiyomlardan teoremin mantikli bir
ispat1 olmasa bile, monoton matematiksel tlimevarim ispat serileri disinda bir baska
somut anlayis ve netlik kazandirabilirler. Sozsiiz ispatlar matematiksel diislinceyi
canlandirir ve matematiksel meraki tetikler. Bu da kisilerin matematiksel

ilerlemelerinde ¢ok 6nemli sonuglar dogurur.
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Demircioglu ve Polat (2015)’1n 6gretmen adaylariyla yapmis olduklar1 ¢aligmada,
Ogretmen adaylari, soOzsliz ispatlarin farkli bircok beceriyi kazandirmada etkili
olabilecegini ifade etmisler, bu becerileri ispat, problem ¢6zme, anlama, akil yliriitme,
genelleme, islem, analiz ve sentez yapabilme, gorme ve diisiinme becerileri seklinde
siralamiglardir. Bununla birlikte sozsiiz ispatlarin yeni bilgi ile 6nceden 6grenilen bilgi
arasinda bag kurmada etkili bir ara¢ oldugunu belirtmisler, sozsiiz ispatlart zevkli,
merak uyandirici, giiven kazandirici olarak nitelendirmislerdir. Ispat yapma siirecini
etkileyen faktorlerden biri dgrencilerin sahip olduklar1 inanislardir. Inanislarin sadece
tutumlarla iligkili olmayip ayni zamanda ispat yapma siirecini dogrudan etkiledigi
(Gokkurt vd., 2014) disiiniiliince yukaridaki ¢calismadan s6zsiiz ispatlarin bu inanislari

olumlu yonde etkileyecegi sdylenebilir.

Tekin ve Konyalioglu (2010) ise gorsel sekillere dayali ispatlar formiillerin nasil
olustugu ve nereden geldigi konusunda Ogrencilere bilgi verirken, ezberden kagarak

kalic1 6grenmelerine yardimci olacagini vurgulamustir.

Ciltas (2013) model ile 6gretim yonteminin ispat yapmaya olan tutumu pozitif
yonde arttirarak matematik basarilarinin daha yukarilara ¢ikabilecegini belirtmistir.
Giler ve Temizyiirek (2015) uygun etkinlikler kullanildiginda 6gretmen adaylarinin
modeller yardimiyla ispat yapmakta basarili olabileceklerini ve bu sayede matematiksel

muhakeme yeteneklerine katki saglanabilecegi sonucuna ulagmustir.

Bardelle (2010) gorsel ispatlarla ilgili caligmasinda, sozli ve sembolik
tasvirlerden sekilsel bir tabloya gecisin ve bunun tersinin izole kalan baz1 matematiksel
konularda ¢ok verimli olacagini ve buna benzer etkinliklerin 6grencilerin ispat gibi
konularin iistesinden gelmede g¢ok yararli olacagini belirtmistir. Bell (2011) sozsiiz
ispatlar ile ilgili yaptig1 ¢calismada diyagramlardaki birbirinden ayr1 pargalarin tizerinde
diistinerek diyagramlar1 ¢ézliimlemenin 6grencilerin muhakemelerini gelistirmek i¢in iyi
bir yol oldugunu ve Ogrencilerin, matematiksel bir ifadenin kendi gorsel sunumunu
olusturarak, bir probleme kars1 akil yiirlitme yeteneklerini de gelistirdigini
soylemektedir. Gierdien (2007) yapmis oldugu calismada, sozsiiz ispatlarin genelleme,
inceleme, sonug¢ ¢ikarma, temsil etme, tahmin etme, tanimlama gibi matematiksel siireg
becerilerini gelistirdigi ve sozsiiz ispatlarin, ispatlar1 agiklayici ispata ¢evirmede, hem
sire¢ hem de iirlin olarak gorsellestirmenin epistemik rolii oldugunu sdylemistir.
Gierdien (2007) ayrica ispat Ogretiminde ortaokul seviyesinde soOzsliz ispatlarin
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kullanimimin ‘didaktik doniisiimii (Chevallard, 1985)’niin yani bir 6gretim nesnesine

dondistiiriilmelerinin kaginilmaz oldugunu belirtmistir.

Buraya kadar edinilen bilgiler 1s18inda formel ispat ile sozsiiz ispatin ozelliklerinin

karsilastirilmasi asagidaki Tablo 1.1°de sunulmustur.

Tablo 1.1. Formel ispat ile sozsiiz ispatin ozelliklerinin karsilastiriimast

Formel ispat

Aksiyomatik sistem gelistikten sonra yapilmaya
baslanmuistir.

Tarihte ilk yapilan ispatlardir.

Formel mantik kurallara dayanir.

Gorsel ¢ikarima dayanir.

Tiimdengelimsel bir yontem icermektedir

Timevarimsal bir yontem i¢cermektedir.

Tim durumlar i¢in ispat sunar.

Ozel durumun mantiksal genellemesini amaglar.

Kesinlik igerir, siipheye yer birakmaz.

Kesinligi, temsilin kuvvetine dayalidir.

Teoremin dogrulugunu gosterir.

Teoremin sadece dogrulugunu degil neden dogru
oldugunu da gosterir.

Miikemmel bir hassasiyetle yapilsa da anlamak
icin ekstra bir zekaya ihtiyag duyulmaz*
(Delahaye, 1998).

Bakarak kesfetmek ¢ok zevkli olsa da sézsiiz
ispatlar ¢cok acik olmayabilir, hemen
goriilemeyebilir.

Pek ¢ok formiil i¢in mekanik olarak isler.

Cogu formiil i¢in uygulamak kolay olmayabilir.

Tim uzaylarda uygulanabilir.

Gorsel ¢ikarima dayandiklari i¢in 3 boyuttan sonra
bahsedilmeleri anlamsizdir.

Matematiksel dogrulugu gostermek igin
yapilirlar.

Matematiksel dogrulugu ortaya koyarken,
matematigi sempatik hale getirip, matematigin
somut, estetik, sezgi ve zeka ile ilgili boyutlarini
da gosterirler

Ispatladiklar1 formiiliin kalic1 olmas1 amaciyla
yapilmazlar.

Ispatladiklar1 formiiliin daha kalic olmasim
saglarlar.

Farkli matematik alanindaki ifadeleri o alana
uygun yontemlerle yapar.

Cebir, kalkiiliis, geometri gibi farkli matematik
alanlarindaki ifadeleri ispatlamak adina sekiller ve
diyagramlar kullandiklari i¢in, okuyucuya bu
alanlar ve geometri arasindaki iliskileri olusturma
ve kurma sanst1 verir.

Genellikle daha monoton ve daha uzundur.

Cok daha kisa ve daha anlagilirdir.

* Formel pek ¢ok ispati anlamak i¢in de o alanda yeterince uzman kisiler arasinda olmak gerektigi
bilinmektedir. Bu konudaki bir tartisma icin, bakiniz. *P. J. Davis, R. Hersh ve E. A. Marchisotto ( 2015),
Matematiksel deneyim. (Cev: S. Durmus ve 1. O. Erucar), Ankara: Nobel Yasam, s. 44.
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Yukaridaki bilgiler 15181 altinda sozsiiz ispatlarin pedagojik ve Ogretimsel

potansiyeli su sekilde sayilabilir:

e  Gorsel algiya hitap ettigi icin daha akilda kalicidir.

e  Matematiksel olgulara somut bir yaklagim sunarlar.

e Matematigi gercek hayattaki sekiller icine entegre ederek matematigi daha
sempatik ve somut gosterirler (Delahaye, 1998)

e Farkli matematik alanlarindaki ifadeleri ispatlamak adina, sekiller ve
diyagramlar kullanildigi i¢in, bu gosterimler ve daha genel olarak cebir,
geometri gibi alanlar arasinda okuyucuya iligkileri gorme ve olusturma sansi
verirler.

e Bir formiiliin sadece dogrulugunu degil neden dogru oldugunu da gosterdigi
i¢in daha motive edicidirler.

e Bir sekil hakkinda zihinde diistinmeyi, sekli zihinsel olarak doniistiirme ve
maniplile etmeyi igerdiginden oOgrencilerin gorsellestirme becerilerinin
gelisimine katkida bulunurlar (Van De Walle, 2013).

e (Cogu zaman yanlis hatirlanan formel ispatlara oranla daha faydali ve
ogretilmesi a¢idan daha uygundurlar (Miller, 2012).

e Ogrencilerin matematige yonelik tutum ve inanislarini olumlu ydnde

etkileyebilirler.

1.1.5. Ogretim programlarinda ispat ve sozsiiz ispat

NCTM (2000)’e gore akil yiirlitme (muhakeme) becerisi, matematigi
anlayabilmek i¢in esastir. Ogrenciler fikirler gelistirerek, olgulari kesfederek, sonuclart
dogrulayarak, matematiksel argiimanlar1 farkli beklentilerle ve ¢ok yonliiliikle
matematigin biitiin alan iceriklerinde tiim diizeylerde kullanarak, matematigin mantikl
oldugunu gormelidir. Ogretmenler de dgrencilere muhakeme becerilerinin edinmeleri
icin, neyi 6grenmeleri gerektigi konusunda yardimci olmalidir. Muhakeme ve ispat,
ogrenciler icin kolay olmayan bir alandir, dolayisiyla muhakeme ve ispat becerilerinin
Ogretimi Ogrencilerin ana sinifindan 12. simifa kadar 6grenecekleri matematigin bir
pargas1 olmalidir. Bir baska ifadeyle ispat siireci 6gretim programlarinin ayrilmaz bir

pargasi olmalidir (Schoenfeld, 1994).
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Ispat 6gretimi, bu kadar énemli olmasma ragmen, lise ve yogunluklu olarak
tiniversitede ele alinmaktadir (Aylar, 2014). Tiirkiye’de 4+4+4 sistemine gegisle birlikte
2013 yilinda yeniden diizenlenen ilkokul ve Ortaokul Matematik Dersi Ogretim
Programlar1 incelendiginde ispata deginilmedigi goriilmiistir. Bununla birlikte,
matematiksel siire¢ becerilerinden akil yiirlitme becerisi su sekilde tanimlanmaistir:

Akil Yiritme: Akil yiriitme (muhakeme), eldeki bilgilerden hareketle matematigin
kendine 6zgii arag (semboller, tanimlar, iligkiler, vb.) ve diigiinme tekniklerini (tlimevarim,

timdengelim, karsilastirma, genelleme, vb.) kullanarak yeni bilgiler elde etme siireci olarak
tanimlanabilir (Milli Egitim Bakanligi [MEB], 20133, s.5).

Ayrica akil yiirlitme becerilerinin 6grencilere kazandirilmasi igin dikkate alinmasi
gereken gostergelerden bazilari su sekilde siralanmistir (MEB, 20134, s. 5):
e  Cikarimlarin dogrulugunu ve gegerliligini savunma,
. Mantikli genellemelerde ve ¢ikarimlarda bulunma,

e  Bir matematiksel durumu analiz ederken matematiksel Oriintii ve iliskileri agiklama ve
kullanma.

Yukarida siralanan akil yiiriitme becerileri ve ispat becerileri arasinda dolayli da
olsa bir iligki oldugunu sdylemek miimkiindiir (Aylar, 2014). Ayrica 6gretim programi
icinde yer alan diger beceri basliklariyla kazandirilmasi hedeflenen bazi davranislari,
ispat yapabilme yeterliligi ile iliskilendirebilmek de miimkiindiir (Caligkan, 2012).
Ornegin problem ¢ézme becerilerinde dgrencilerin kendi ¢dziim yollarini diisiinmeleri
ve uygulama evresi ispat yapma siirecinde de bulundugu i¢in ispat ve problem ¢6zme
siirecleri dogrudan birbiriyle baglantilidir (Caliskan, 2012). Benzer sekilde 6grencilerin
akil yiiriitme becerilerini etkin ve verimli bir sekilde kullanarak, karsilastiklar
giicliiklere ve konulara iliskin fikir yiiriitebilmeleri ve ¢ikarimlarda bulunabilmeleri igin
kazandirilacak davraniglar da ispatla dogrudan ilgilidir (Caligkan, 2012). Bununla
birlikte Ortaokul Matematik Dersi Ogretim Programi’ndaki “8.2.1.3. Ozdeslikleri
modellerle acgiklar. (MEB, 2013a, s. 36)” kazanimi, 6grencilerin, baz1 matematikgilerce
formel ispat olarak kabul edilmeyen sozsiiz ispat da olsa, ispatla tanisabilecegi ilk ve tek
firsat: sunmustur. Bu kazanimla ilgili olarak modellenen 6zdeslikler (a+b)?=a?+2ab+b?,

(a-b)*=a?-2ab+b’ ve a*-b*=(a-b).(a+b) dzdeslikleriyle sinirl kalinmaktadir.

Ortadgretim Matematik Dersi Ogretim Programi’nin “Ogrencilere Kazandirmay1
Hedefledigi Matematiksel Yeterlilik ve Beceriler” kisminda, gelistirilmesi istenen

matematiksel siire¢ becerileri asagidaki sekilde agiklanmistir (MEB, 2013b, s. IV):
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Matematiksel siire¢ becerileri: Matematiksel dili ve terminolojiyi dogru ve etkin
kullanma(matematiksel iletisim), matematiksel akil yiiriitme ve ispat yapma, matematigin
kendi i¢indeki konular/kavramlar arasinda ve baska alanlarla iligkilendirme.

Yukaridaki alintidan da anlasilacagi iizere, akil yiiriitme ve ispat yapabilme,
Ogretim programlarinda Ogrencilerden gelistirilmesi istenen becerilerdendir. Akil
yirlitme Dbecerilerinin  gelistirilmesi i¢in  Ogrencilerde asagidaki davraniglarin

gelistirilmesi hedeflenmektedir (MEB, 2013b, s. VIII):

e  Matematikte ve giinliik yasantisinda mantiga dayali genellemeler ve c¢ikarimlarda
bulunma,

e  Matematikteki ve matematik disindaki c¢ikarimlarinin, duygu ve diisiincelerinin
dogrulugunu/gegerliligini savunma,

e  Diisiincelerini agiklarken matematiksel modeller, kurallar ve iliskileri kullanma,

e  Bir (matematiksel) durumu analiz ederken matematiksel iliskileri kullanma,

e  Matematikteki iligkileri agiklama,

e  Farkli stratejiler kullanarak kestirimlerde bulunma ve bunu mantiksal gerekgelerle
savunma (Ornegin fonksiyonun tiirevinin grafiginden fonksiyonun grafigini tahmin
etme),

e  Genel iliskileri 6zel durumlara uygulayabilme,

e  Modelleri, Onermeleri, ozellikleri ve iliskileri kullanarak yaptigi matematiksel
¢ikarimi agiklayabilme,

e  Matematiksel dogrulama siirecinde tiimevarimi ve tliimdengelimi etkin olarak
kullanabilme,

e  Matematiksel bir 6nermeyi ispatlama stirecinde en uygun ispat yontemini se¢me.

Buna ek olarak 6gretim programinda ispatla ilgili kazanimlar 9. ve 11. siniflardaki

kazamimlarda yer almaktadir. 9. sinifta, v2’nin rasyonel olmadigmmin, Pisagor
Teoremi’nin, siniis ve kosinilis teoremlerinin ispatlart yer almaktadir. 11. smfta ise
‘aksine Ornek verme, karsit ters, dogrudan ispat, celiski ve tiimevarim’ gibi
matematiksel ispat yontemlerinin ele alinmasi, bu ydntemlerle ispatlar yapilarak,

ogrencilere formel ispatlar yapabilme becerisinin kazandirilmas: hedeflenmektedir.

Sonu¢ olarak, ispat ortaokullarda Ogretilmemektedir. SoOzsiiz ispatlar ise
0zdesliklerin modellerle agiklanmasi kazaniminda ortiik bir sekilde yer almakta, baska
higbir kisimda bulunmamaktadir. Bunun yerine ortaokulda 6grencilerin akil yliriitme
becerilerinin  gelistirilmesine vurgu yapilmaktadir. Akil yiiritme becerisine ise
programin genel hedefleri arasinda yer verilmekte, 6zel bir alan veya kazanimlar

baglaminda bu becerinin nasil gelistirilebilecegine yonelik somut adimlara
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rastlanmamaktadir. Lise matematik dersi Ogretim programinda ise akil yiiriitme
becerilerine daha detayli ve somut bir sekilde yer verilmekte, drnegin tiimevarimsal ve
timdengelimsel muhakemenin etkin olarak kullanilmasi beklenmektedir. Yine lise
programlarinda 9. smifta bazi ispat 6rnekleri verilmekte, 11. sinifta ise baz1 formel ispat
yontemlerine somut Ornekler iizerinden yer verilmesi Ongoriilmektedir. Lise
programlarinda sozsliz ispat orneklerine ise yine sadece 6zdeslikler konusunda ve akil

yiiriitme becerileri baglaminda somut modellerin kullaniminda karsilagilmaktadir.

Sonug olarak ortaokulda ispata yer verilmemesi, sozsiiz ispatin kullanilabilecegi
tek bir alan varken, lisede bazi ispat tiirlerine yer verilmesi iki program arasinda bir
kopukluk olarak degerlendirilebilir. Bu durum ispatla ilgili ortaokul programlarinda bir
didaktik bosluk (Bronner, 1997; Balacheff, 1988; Sowder ve Harel, 1998 ) oldugu, yani
sonrasinda ele alinacak konularin 6gretimi i¢in dnemli ve vazgecilmez olan bir konuya
program gelistiricilerin ve uzmanlarin yeterince dnem vermedigi veya bunu gdzden

kagirdigr seklinde yorumlanabilir.

Bu calismada sozsiiz ispatlarin lise programindaki akil yiiritme becerilerinin
gelistirilmesi ve ispat kavramima daha kademeli bir gegis yapilabilmesini saglayacak
cikarim ve genellemede bulunma, c¢ikarimlarin dogrulugunu savunma, iliskileri
aciklama gibi becerilerin gelistirilmesi i¢in uygun Ogretimsel araglar oldugu
diistiniilmektedir. Ayrica sozsiiz ispatlarin yukaridaki belirlendigi sekliyle gorsel algiya
hitap etmesi, matematiksel olgulara somut bir yaklasim sunmasi, kalic1 olmasi, alanlar
arast iliski kurma firsati sunmasi gibi boyutlar1 diisiiniildiiglinde, formel ispata gecis
oncesi var olan didaktik boslugun doldurabilmesi i¢in bir pedagojik ara¢ olabilecekleri

diistiniilmektedir.

1.1.6. Cahymanin amaci ve arastirma sorulari

Bu calismanin amaci, ortaokulda sozsiiz ispatlarin formel ispata gecis araci olarak
nasil kullanilabilecegini incelemektir. Bu baglamda g¢alismanin arastirma sorulari su
sekilde belirlenmistir:

Gergekei matematik egitimi ¢gercevesinde sozsiliz ispatin kullanildigi bir derste:
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1. Ogrencilerin ispata yonelik yasadig1 siirecler (¢ikarimda bulunma, cikarimi
kontrol etme, matematiksel dili kullanma, genelleme vb.) nelerdir ve bu
siirecler nasil gerceklesmektedir?

2. Geometri-cebir gibi alanlar arasi iliskilendirme nasil kurulmaktadir?

3. Etkinlikler siirecinde, 6grencilerin ispata yonelik yasadigi stirecler nasil

degismekte ve gelismektedir?

1.1.7. Cahsmanin 6nemi

Ispat matematik 6grenmede bir aragtir (Knuth, 2002). Ispat matematik yapma ve
bilmenin, matematiksel anlayisin temelidir ve matematiksel bilginin gelisimi, kurulumu

ve iletimi i¢in gereklidir (Kitcher, 1984; Polya, 1981).

Stylianides (2007)’e gore matematiksel aragtirmalarda ispat merkeziyeti bir¢ok
iilkede okullarda matematiksel ispatin Oneminin vurgulamasina sebep olmustur.
Giliniimiizde pek ¢ok iilkede, ortaokul matematik O6gretiminde, aritmetik kavramlar,
hesaplamalar ve algoritmalar ilizerinde durulmaktadir fakat bu &grencilerin liseye
basladiklarinda o6zellikle geometride ispati anlamalar1 ve yazmalar1 gerekmektedir.
Birgok arastirmaci, lise 6grencilerinin ispat konusunda karsilastiklari problemlerin olasi
aciklamasi i¢in, &grencilerin ispata ortaggrenimde birden giris yapmalarina isaret
etmektedir. Diger bir deyisle 6grenciler ortaokuldan liseye gectiklerinde matematiksel
olarak ani bir degisim yasamakta ve ispat igin gerekli bilgi ve becerilerde bir didaktik
bosluk ile karsi karsiya kalmaktadirlar (Balacheff, 1988; Sowder ve Harel, 1998).
Bundan dolayr matematik egitimcilerinin en onemli rollerinden birisi matematiksel
anlamay1 gelistiren ispatin roliinii 6grencilere aktarabilmek i¢in sinif iginde ispatin etkili
kullaniminm1  gelistirmektir. Bu ¢alisma bir anlamda sozsiiz ispatlarin  didaktik
dontigiimlerinin (Chevallard, 1985; Gierdien2007) tasarlanmasina Onciiliik etmeyi
amaglamaktadir. Bu baglamda, bu ¢alismaya benzer ¢alismalarin alanyazinda
bulunmadigr g6z oniine alindiginda, calisma konusunun olduk¢a 6zgiin oldugu ve

calisma sonunda elde edilecek sonuglarin alana katki saglayacag: diistiniilmektedir.

Sozsiiz ispatlar yeni bir metot degildir. Cok uzun zamandir bilinmektedir. Alsina
ve Nelsen (2010)’e gore sozsiiz ispatlar ilk kez Cin ve Eski Yunan uygarliklarinda, daha
sonra ise 10. yiizyillda Arap medeniyetinde ve Rénesans Italya’sinda goriilmiistiir. Bu

giin ise sozsiiz ispatlar, diinyada ve internet iizerinde yayimlanan cesitli makalelerde
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diizenli olarak gorilmektedir. Bu baglamda disiiniildiigiinde so6zstiz ispatlar
matematigin kiiltiirinde ©6nemli bir yere sahiptir. Buna ragmen sdzsiiz ispatlar
Ogretimsel agidan yeterince ele alinmadigindan c¢alisma 6nemli goriilmiistiir. Bununla
birlikte yukarida daha Once listelenen sozsiiz ispatlarin pedagojik ve ogretimsel

potansiyelini ortaya koydugu diisliniildiigii icin bu ¢aligma 6nemli goriilmiistiir.

1.1.8. Calismanin teorik cercevesi: Ger¢ek¢i matematik egitimi

Yukaridaki aragtirma sorularini sistematik bir yaklasimla ele alabilmek icin bir
teorik cergeveye ihtiya¢ duyulmus ve Gergek¢i matematik egitimi (GME) bunun i¢in
uygun goriilmiistir. GME Hollandali matematik¢i, Hans Freudenthal ve o6grencileri
tarafindan ortaya atilmistir. Freudenthal (1968; akt. Ozdemir ve Uzel, 2011)
matematigin insan aktivitesi oldugunu, tarihte matematigin gercek hayat problemleri ile
basladigini, gergek hayatin matematiklestirilmesinden sonra formel matematige
ulagildigini belirtmektedir.

Alacact (2016)’ya gore, GME’nin temel goriisii, matematik 6gretiminde gercekei
problem durumlariin baslangi¢ noktasi olarak kullanilmasidir. Bu yaklagim, matematik
ogretiminde 6grencilerin kendi hayatlarindaki deneyimleri ile matematiksel kavramlar
arasinda bag kurmasi gerektigini 6ngoriir. Ogrenciler problemlerdeki bilgileri dnce
diyagram, sekil, say1 tablosu ve benzeri kisisel matematiksel yontemlerle isleyerek
kendi zihinlerinde ¢6ziim icin gereken matematiksel zihinsel yapiyr olusturacaklar,
sonra bunlar1 yine kendi zihinlerinde formiil, teorem, genelleme ve benzeri
matematiksel yapilara cevireceklerdir. Ana fikir matematikte Ogrenilecek seyin her
durumda 6grencinin zihninde sekillendirilmesi ve olusturulmasidir. Disaridan yabanci

ve bitmis bilgi olarak verilmemesidir.

Freudenthal, GME’nin diizenleyici ana esasi olarak didaktik olgubilim kavramini
kullanmistir. Buna gére matematik dgretimi ogretilecek matematiksel kavramin siklikla
kullanildig1 bir baglam veya bir “durum” iizerinden yiiriitiiliir. Egitimcilerin ilk isi bu
tir durumlar gelistirmektir veya egitimciler daha Once hazirlanmig durumlar
kullanabilirler. Bu durum o6grencilerin hedefteki matematiksel kavrami, kendi
zihinlerinde bir matematiksel nesne olarak olusturmasina ve sekillendirmesine aracilik

eder (Freudenthal, 1983; akt. Alacaci, 2016).
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GME’ye gore didaktik olgubilimin 6grencilerin yasadigi siireclere izdlistimii yatay
ve dikey matematiksellestirme ile tarif edilir. Bir problem durumundaki verileri
Ogrencinin kisisel yontemlerle ve problemin konusu ile ilintili olarak ifade etmesine
yatay matematiksellestirme denir. Yatay matematiksellestirmede problem baglamina
0zel bilgilerin matematiksel terimlerle terciimesi, matematiksel terimlerle ifadesi ve
matematiksel terimlerle diizenlenmesi esastir. Yani hayattan sembollere gecis s6z
konusudur. Daha sonra problem durumunun bazi bilesenleri daha genel kavramsal
modellerle ifade edilir. Bu modeller 6nce duruma 6zeldir (model of), ancak daha sonra
benzer problemlerin ¢oziimiinde de kullanilabilecek genellik kazaninca durumlar igin
model (model for) halini gelir. Bu yeni modeller yeni matematiksel nesnelerin
olusturulmasina aracilik eder. Ilerleyen safhalarda matematiksel ifadelerin soyutlasarak
matematik dilinde anlatimi ve bu yeni matematiksel bilginin daha 6nce sahip olunan
matematiksel bilgi icerisine yerlestirilmesine ise dikey matematiksellestirme denir. Once
yatay sonra dikey matematiksellestirmeye kademeli ilerleyen matematiksellestirme de
denir. Dikey matematiksellestirmenin olmasi i¢in yatay matematiksellestirmenin
yasanmas1 gerekir. GME’de matematik Ogretiminin amacit kademeli ilerleyen
matematiksellestirme yoluyla 6grencinin matematik bilgisini gelistirmek, genisletmek
ve zenginlestirmektir. GME’nin arzu ettigi bir degisim olan Ogrencilerin giderek
matematik dili, yapt ve sembollerini kullanir hale gelmelerine kademeli tertip etme
(progressives chematization) de denir. Bu yatay matematiksellestirmeden dikey

matematiksellestirme 6rnegidir.

Gelistirilen problem durumu flzerinde c¢alisirken bazi 6grenciler dogal olarak
zorlanacaktir. Bu durumlarda grup arkadaslarinin veya Ogretmenin onlara rehberlik
etmesi gerekecektir. Ancak rehberlik alsa da c¢oziimii Ogrencinin kendisinin
yapilandirmasi esastir. Buna GME yaklasiminda rehberlik prensibi (guidance principle)

denmektedir.

Ogrencilerin kendilerine sdylenen veya verilen bilgileri pasif olarak kaydetmesi
yerine gerek somut modeller gerekse grup arkadaslar ile etkilesim i¢inde ve aktif olarak

olusturmasina etkinlik prensibi (activity principle)denmektedir.

Problem durumlarinin matematigin birden fazla konu alanmin iliskilendirmesini

saglamast GME’de istenen bir 6zelliktir ve buna i¢ igelik prensibi (intertwinement
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principle) denmektedir. GME &grencilerin matematiksel bilginin pargalarinin 6tesinde

biitiinciil ve esnek yapisini sezmelerini amaglamaktadir.

Problem durumlarmin basitten karmasiga ve bir biitiin olusturacak sekilde
siralanmast GME’nin diizey prensibi (level principle) ile ilgilidir. Burada 6nemli olan
Ogrencilerin matematiksel gelisimini saglayacak olan problem durumlarinin olusturdugu
kavramsal tutarhiliktir. Bunun hayata geg¢mesi ise Ogretmenlerin siifta saglayacagi
rehberlik sayesinde olacaktir. Ogretmen problemler arasindaki gegisleri, basamaklar1 ve
kavramsal égrenmeleri aciga ¢ikarmalidir. Ogretmenin rehberligindeki bu aktif siirece
GME’de rehberli yeniden olusturma (guided reinvention) denmektedir. Tekrar
olusturma denmesinin nedeni yetigkinlerin zaten bildigi bu matematiksel kurallarin
0zglin durumlart kullanarak 6grencinin de kendisi i¢in yeniden olusturmasidir

(Gravemeijer vd., 2000).

GME’ye gore tasarlanmis bir dersin 0grenim basamaklar1 asagidaki gibidir

(Sembring vd., 2008):

Problemin verilmesi veya dagitilmasi,
Problemi 6grencilerin okumasi ve anlamasi,
Problem iizerinde grup calismasi,

Ogretmen rehberliginde ¢dziimlerin paylasiimasi ve tartisiimas,

o B~ w0 D

Ogretmenin sordugu ozetleyici sorularla sonuglarin matematiksel esaslarinin

tartigilmasi.

GME yaklagimina goére hazirlanmig bir derste genellikle bir problem durumu
lizerinde galisilir. Ogretmen tarafindan problem verildikten sonra okunur ve problem
anlasilincaya kadar sinifta tartisilir. Daha sonra grup ¢alismasina geg¢ilir. Coztiimler grup
ortaminda gelistirilir ve problemin kademeli matematiksellestirilmesi degisik hizlarda
da olsa gruplarda yasanir. Gruplarin ¢ogu ¢6ziim iizerinde yeterli gelisim gosterdiginde
farkli yaklagimlar sinif ortaminda paylasilir. Problem durumu hakkinda 6gretmenin
rehberliginde farkli ¢coziimler karsilastirilarak tartisilir ve dikey matematiklestirilmeye
evrilecek sekilde siifin ortak anlayisi gelistirilir. Ders 6gretmeninin 68rencilere genel
kurallar1 ve yeni matematiksel bilgileri agiklamasi, adini koymasi ve daha Once
ogrendikleri ile iliskilendirmesi igin firsat olusturmasi ve yardimci olmasi ile son bulur.

Bu tarz dersin geleneksel dersten en 6nemli farki 6grencilerin matematik derslerinde
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merkezi bir durumda olmasi ve sinif tartigmalarinin bir 6gretim ydntemi olarak belirgin

kullanimidir (Sembring vd., 2008).

Caligmanin teorik ¢ercevesi olan GME’deki 6gretim siirecine yonelik prensipler
ve GME’ye dayali olarak verilen O0gretimde anahtar siire¢ olan matematiklestirme
(Ozdemir ve Uzel, 2011) ve GME’nin arzu ettigi degisim olan kademeli tertip etme,
ortaokulda sozsiiz ispatlarin formel ispata gecis araci olarak nasil kullanilabilecegini
ortaya koymada bir rehber olarak disiliniilmiistir. Bu baglamda GME’nin

kavramlarinin, arastirma sorulartyla iliskisi asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 1.2. Arastirma sorularinin GME kavramlariyla olan iliskisi

Arastirma Sorulari GME Kavramlar

GME ¢ergevesinde sozsiiz ispatin kullanildigi bir | Matematiklestirme Siireci (‘Model of’tan ‘model
derste, Ogrencilerin ispata yonelik yasadigi | for’a gegis siireci)

sirecler nelerdir ve bu siiregler nasil
gergeklesmektedir?

Geometri-cebir gibi alanlar arasi iliskilendirme | I¢ icelik Prensibi
nasil kurulmaktadir?

Etkinlikler siirecinde, 6grencilerin ispata yonelik | Kademeli Tertip Etme Siireci
yasadigi siiregler nasil degismektedir?

2. YONTEM

Ortaokul seviyesindeki ve GME cergevesinde, sozsiiz ispatlarin formel ispata
gecis aract olarak nasil kullanilabilecegini inceleyen bu c¢alisma, nitel arastirma
yontemlerinden Ogretim deneyi (teaching experiment) yontemi kullanilarak

gergeklestirilmistir.

Steffe ve Thompson (2000)’a gore Piaget’in klinik gériisme yonteminden yola
cikilarak tiiretilen 6gretim deneyi, 6grencilerin matematiksel etkinliklerini kesfetmek ve
anlamak icin tasarlanmis dinamik bir yontemdir. Arastirmacilarin, kendi etkinliklerini
diizenlemelerinde kullandiklar1 kavramsal bir ara¢ olarak tanimlanabilecek Ogretim
deneyi yoOnteminin arastirmacilarca kullanilmasinin  temel amaci, 6grencilerin
matematiksel 6grenme ve muhakemelerini ilk elden deneyimleyerek (Steffe ve
Thompson, 2000) 6grencilerin daha Onceki bilgileri ile 6grendikleri yeni bilgiyi nasil
biitiinlestirdiklerini, bu yeni bilgiyi nasil yapilandirdiklarin1 6grenmektir (Steffe, 1991).

Ogretim deneyleri, gercek sinif ortamini daha yakindan taklit ettigi icin, arastirmacilara,
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hangi teknigin 6grenciler lizerinde nasil bir degisiklige yol agtigina dair daha ¢ok 151k

tutabilmektedir. (Engelhardt vd., 2003).

Steffe ve Thompson (2000)’a gore, bir 6gretim boliimi, bir 6gretim gorevlisi
(aragtirmaci), bir veya daha fazla 6grenci, 6gretim boliimlerinin taniklarini ve bdliim
boyunca ortaya ¢ikanlar1 kaydetme yontemini igerir. Bu kayitlar, varsa, sonraki
deneylerin hazirlanmasinda ve Ogretim deneyinin geriye doniik olarak kavramsal
analizinde kullanilabilir. Bir 6gretim deneyinde, etkilesimli matematiksel iletisimden
elde edilen bu kayitlarin geriye doniik (retrospektif) analizi, metodolojinin kritik bir
pargasidir. Bu analizlerle, arastirmaci, Ogrencilerin matematigini, geriye ve ileriye
doniik analiz etme avantajina sahiptir ve bu perspektiflerin ikisi de, etkilesimler
gerceklestiginde  arastirmacinin  ulasamadigi  6grencilerin  etkilesimlerinin ~ ve

eylemlerinin anlagilmasini saglar.

Sonu¢ olarak, soOzsliz ispatlarin formel ispata gegis aract olarak nasil
kullanilabilecegini sorusuna odaklanan ve arastirma sorular1 1siginda, Ogrencilerin
matematiksel bilgileri ile yeni bilgiyi biitiinlestirme ve bu yeni bilgiyi yapilandirma
stirecleri inceleyen bu calisma i¢in Ogretim deneyinin uygun bir yontem oldugu

sOylenebilir.

2.1.  Cahsmanin Katilimcilar

Calisma, 2016-2017 ogretim yilinin bahar doneminde Kiitahya ili Tavsanlh
ilgesinin merkez bir ortaokulundaki yedinci smiflarin bir subesindeki 17 erkek 13 kiz
toplam 30 Ogrenci ile gergeklestirilmistir. Katilimcilar, arastirmacinin, arastirma
konusuna uygun olan Matematik Uygulamalart dersine girdigi yedinci smif

Ogrencilerinden olusmaktadir.

2.2.  Pilot Uygulama

Uygulama esnasinda karsilasilabilecek problemleri dnceden fark etmek, gerekli
onlemleri almak amaciyla, belirlenen yedi s6zsiiz ispata uygun tasarlanan problemler ile
2015-2016 6gretim yilinda, aragtirmaci tarafindan ayni yontemle yedinci siifta okuyan

28 ogrenci ile bir pilot uygulama gerceklestirilmistir. Yapilan pilot uygulamada
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%+ i + % + 11—6 +...=1 sonsuz toplam yapmay1 igeren etkinligin ogrencilerin diizeyine
uygun olmadigr goriildiigli i¢in iptal edilmistir. Ayrica problem 2-b’de her adimda
olusan kare sayisi tek oldugu igin Ogrenciler adim sayisi ile olusan kare sayisini
karistirdiklarindan adim sayisinin ¢ift sayr olan 50 seg¢ilmesine karar verilmistir.
Boylece esas uygulama ig¢in geriye kalan alt1 etkinlik ufak degisikliklerle hazir hale

getirilmistir.

2.3. Ortam ve Etkinlik Tasarim

Ogretim deneyi ydnteminin birebir, grupla ve tim smifla yapilabildigi
bilinmektedir. Ancak, grup ¢aligmast hem GME’nin yaklasiminda benimsendigi igin,
hem sosyal ve ahlaki gelismeyi hem de herkesin kendi yetenek ve gayretine uygun bir
calisma ortam1 sagladigi i¢in (Glines ve Asan, 2005), ayrica Ogrenmenin sosyal
etkilesim i¢inde daha rahat gergeklesmesini sagladigi ve alternatif fikirlerin ele
alimmasina firsat sundugu icin (Karakus Yilmaz, Baydas ve Kokog, 2017) simif
ortamindaki 30 6grenci, beserli alt1 gruba ayrilmistir. Bununla birlikte, 6grencinin grup
arkadaslarin1 kendisinin se¢mesi, grup i¢inde her 6grencinin rahat ¢alismasini sagladig
(Giines ve Asan, 2005) icin gruplara ayrilma silirecinde ogrencilere miidahale
edilmemistir. Ayrilan gruplara bakildiginda benzer akademik basarilara sahip
ogrencilerin genellikle ayn1 gruplarda yer aldigr goriilmiistiir. Bu nedenle gruplar
arasinda akademik basar1 agisindan farkliliklar olugsmustur. Derslerde aldiklar1 notlara
bakildiginda video kaydi alman grubun (odak grup) ve ikinci grubun genel olarak
akademik a¢idan en iyi basariya sahip olan Ogrencilerden olusan gruplar oldugu
soylenebilir. Ugiincii grubu olusturan dgrencilerin akademik basar diizeyi, odak grubu
ve ikinci grubu olusturan Ogrencilerin akademik basar1 diizeyinden diisiik olmakla
birlikte diger gruplart olusturan 6grencilerden yiiksek oldugu sdylenebilir. Dordiincii
grup akademik basar1 diizeyi ortalama olan 6grencilerden olusurken besinci ve altinci
grubu olusturan Ggrencilerin akademik basar1 diizeyinin ortalamanin altinda oldugu

sOylenebilir.

Tim gruplarin bir ad1 vardir ve bir grup sozciisii secilmistir. Grup sdzclisi
sorumluluklart anlatildiktan sonra goniilliller arasindan segilmistir. Grup sozciisii,
grubunun ulastig1 sonucu, arastirmactya ve gerektiginde diger gruplardaki katilimcilara

aktarmakla yiikiimliidiir, bir bagka deyisle grubun iletisim sorumlusu olmustur. Dersin
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akist GME asamalarina gore planlanmistir. Uygulama arastirmacinin derse girdigi

smifta ve zamanda yapilmistir.

GME’nin Gergeklik Prensibine gore, etkinlikler 6grencilerin diinyasinda onlar
icin anlamli bir problem durumu ile basglamalidir. Dolayisiyla etkinliklerdeki tiim
problemlerin Ogrencilerin diinyalarinda onlar i¢cin anlamli bir problem durumuyla
baslamasi i¢in ¢aba gosterilmistir. Bu anlamda, sozsiiz ispat durumlarinin 6grencilere

dogrudan sunulmasi yerine bu durumlar sézel bir problem baglami i¢ine gomiilmiistiir.

GME’nin Etkinlik Prensibine gore, 6grencilerin etkinliklerde kendilerine sunulan
bilgiyi pasif olarak kaydetmek yerine gerek materyallerle birlikte gerekse arkadaslariyla
etkilesim halinde bilgiyi olusturmalar1 ve etkinligin icinde aktif olmalar
beklenmektedir. Ogrencilerin etkinlikte aktif olmalarim1 saglamak adina asagidaki

calismalar yapilmstir:

e Soru olabildigince gercek hayatla baglantili olarak hazirlanmis ve cazip hale
getirilmeye ¢aligilmistir.

e Ogrencilerin grup olarak arkadaslariyla birlikte calismasma olanak
saglanmistir.

e Etkinligin siiresi iki ders saati olarak belirlenmistir. Grup i¢i etkilesimin
kopmamasi ve Ogrencilerin motivasyonunun diismemesi adma etkinlik
tamamlanana kadar etkinlige ara verilmemistir.

e Her gruba gerektiginde kullanmak iizere somut materyaller verilmistir.

e Etkinlik siiresince gruplarin yaptig1 ¢aligmalar takip edilmis, bir yerde takilan
grup olursa yine de bilgiyi kendileri olusturmak kaydiyla gereken rehberlik
yapilmistir.

e Grup i¢i etkilesimi artiracagi diisiintildiigii i¢in istenilen sonuglara ulasan

gruplara art1 puan verilmistir.

Bu etkinlikler 6grencilerin grup c¢alismasi ile birbirlerinden yararlanmasi ve
¢ozlimleri beraber olusturmalarina uygun olarak hazirlanmaya c¢alisilmistir. Her grubun
bir sdzciisii vardir. Herhangi bir 6grencinin sormak istedigi soru once grup iginde
tartistlmig, uygun goriildiigiinde bu soru grup soOzciisii tarafindan arastirmaciya

sorulmustur. Ayrica gruplar, ortak alinmis kararlari ve ulastiklart sonuglart grup
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defterine yazmistir. Boylece 6grenciler bu ortak kararlari alirken karsilikli konusarak

etkilesim i¢inde olmustur.

2.3.1. Etkinliklerdeki problemlerin tanitim

Ortaokul Ogrencileri i¢in kullanilabilecek sozsiiz ispatlar halihazirda smirl
sayidadir. Dolayisiyla arastirmaci tarafindan 6nce bu sozsiiz ispatlar belirlenmis sonra

GME ¢ergevesinde bu sozsiiz ispatlara ulagsmay1 gerektirecek problemler tasarlanmaistir.

Problemler 6nce yakin adimlar i¢in sorulmaktadir. Sonra problem uzak adimlar
icin sorulup somut materyal yardimiyla sozsiiz ispatlarla genel bir kuralin bulunmasi
amagclanmaktadir. Iki ders saati ve toplam alt1 hafta siiren calismadaki problemlerin
uygulanig sirasi, basitten karmasiga dogru hazirlanmis ve GME’nin diizey prensibine
uygun olmasina dzen gosterilmistir. Ogrencilerin etkinliklerdeki problemlerin ¢dziimii
i¢in yapmalar istenenler, 2013 yilinda yayimlanan Ortaokul Matematik Dersi Ogretim
Programlar1 (MEB, 2013a) ve yine 2013 yilinda yayimlanan Ortaokul ve imam Hatip
Ortaokulu Matematik Uygulamalar1 Dersi (5, 6, 7 ve 8. Siniflar) Ogretim Programi
(MEB, 2013c) kitap¢iklarindaki kazanimlara uygundur. Etkinliklerdeki problemlerin

ogrencilerin diizeyine uygun oldugu ve kazanimlarla iliskisi Tablo 2.1’de verilmistir.
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Tablo 2.1. Etkinliklerdeki problemlerle ilgili kazanimlar

carpimini uslii nicelik olarak ifade eder ve iislii

S
naera | A ETKINLE PROBLEMLERIN MATEMATIK DERSI PROBLEMLERINMATEMATIK UYGULAMALARI DERSI
A K KAZANIMLARI ILE ILISKISI KAZANIMLARI iLE ILiSKiSi
T
5 < isyeri 5.1.1.3. Kurali verilen say1 ve sekil oriintiilerinin e 1. Dogal sayilar, kesirler, ondalik sayilar ve yiizdelerle
5 E 2| problemi istenen adimlarini olusturur (s. 2). hesaplamalar1 matematiksel problemlerin ¢6éziimiinde
m I 5.1.2.10. Dért islem igeren problemleri ¢ozer (s. kullanir (s. 9).
4). e 4. Oran ve orantty1 problemlerdeki sayisal iliskilerin
g E 2 Oriintii 5.1.2.11. Bir dogal sayinin Karesi ve kiipiinii gosteriminde ve ¢oziimiinde kullanir (s. 9).
g % Problemi iislii olarak gosterir; degerini bulur (s. 4). o 5. Dogrusal iliskiler ve oriintiiler igeren matematiksel
5.2.2.1. Cokgenleri isimlendirir, olusturur ve problemleri cebirsel denklemler kurarak ¢ozer (S. 9).
:8 |<£ 5 Asansor temel elemanlarindan kenar, i¢ a¢1, kose ve e 6. Problemlerdeki verilen iliskileri diizlem ve uzay
=§ % Problemi-1 kosegeni tanir (s. 8). sekillerinin 6zelliklerini kullanarak ¢ézer (s. 9).
= 5.2.2.3. Dikdortgen, paralelkenar, eskenar e 7. Problemleri geometrik iligkileri kullanarak ¢6zer (s. 9).
:% . |<£ ,|  Asansor dortgen ve yamugun temel 6zelliklerini anlar (s. e 12. Problem ¢6ziimiinde hesap ydntem ve stratejilerinden
:% O '%" Problemi-2 8). o | uygun olanlarlnmnseger.ek kullafur .(s. 9). " |
A 5.2.4.1. Dikdortgenin alanini hesaplar; e  13. Problem ¢6ziimlerinde verileri uygun gorsel temsil
5 < ) Kiin santimetrekare ve metrekareyi kullanir (s. 9). yontemlerini segerek gosterir (s. 9)
Z I 6.1.1.1. Bir dogal saymin kendisiyle tekrarh e 14, Problemlerdeki oriintiilerin anlatiminda degiskenleri,
a < Problemi
m T

cebirsel terimleri ve uygun matematiksel sembolleri kullanir
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ALTINCI HAFTA

Kaplama
Problemi

niceliklerin degerini belirler (s. 18).

6.1.1.4. Dogal sayilarla dort islem yapmay1
gerektiren problemleri ¢ozer (s. 13).

6.2.1.1. Aritmetik dizilerin kuralini harfle ifade
eder; kural1 harfle ifade edilen dizinin istenilen
terimini bulur (s. 18)

6.2.1.2. Sozel olarak verilen bir duruma uygun
cebirsel ifade ve verilen bir cebirsel ifadeye
uygun sozel bir durum yazar (s. 19).

6.2.1.3. Cebirsel ifadenin degerlerini degiskenin
alacagi farkli dogal say1 degerleri i¢in hesaplar
(s. 19).

6.2.1.4. Basit cebirsel ifadelerin anlamini agiklar
(s.19).

6.2.1.5. Cebirsel ifadelerle toplama ve ¢ikarma
islemleri yapar (s. 19).

6.2.1.6. Bir dogal say1 ile bir cebirsel ifadeyi
carpar (S. 19).

7.1.4.3. Gergek yasam durumlarini, tablolart
veya dogru grafiklerini inceleyerek iki ¢oklugun
orantili olup olmadigina karar verir (S. 26).
7.1.4.6. Gergek yasam durumlarini ve tablolart
inceleyerek iki ¢oklugun ters orantili olup

olmadigina karar verir (S. 27).

(s.9).

Problemlerin ¢6ziimiinde uygun stratejileri secer ve kullanir
(s.9).

16. Matematiksel problemlerde gozlenen veya bulunan 6zel
durumlardan genel kurallar1 ¢ikarmaya calisir (s. 10).

17. Problemlerde ulagilan genel kurallarin gegerliligini
uygun matematiksel yontemlerle test eder (s.10)

18. Problem ¢6ziimlerinde arkadaglarinin gelistirdigi
yaklasim ve yontemleri analiz eder ve degerlendirir.

19. Problem ¢oziimlerini anlagilir bir sekilde ifade eder ve
sunar.

20. Problem ¢6ziimlerinde olasi farkli yontemleri kullanir.
21. Problem ¢6ziimlerini takiben yeni matematiksel

problemler kurar.
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Calismada hazirlanan problemler ve 6grencilerin ulagsmasi istenen sozsiiz ispatlar

asagida tanitilmistir.

Problem 1: isyeri problemi

a) Bir is yerinde bir ayligina (30 giin) tatil yapmadan ¢alismak isteyen Ahmet, iKi
farkli is yerinde kendine uygun is bulmustur. ilk isyerinde (A) patron bu sartlar altinda
(30 giinliigiine, tatil yapmadan) 450 TL vermeyi teklif etmistir. Ikinci is yerinde (B) ise
patron yine bu sartlar altinda (30 giinliigiine, tatil yapmadan) ilk giin 1 TL’den baglayip
her giin bir 6nceki giiniin 1 TL fazlasin1 vermeyi teklif etmistir. Iki patron da paray: bir

ay sonra verecektir. Sizce Ahmet bu tekliflerden hangisi kabul etmelidir? Neden?

b) Ahmet ayni kosullar altinda birsene (365 giin, para yilsonunda toptan verilmek
tizere) caligmak isteseydi A igyerindeki patron Ahmet’e en az kag TL teklif etmeliydi?

Ogrencilerin ulasmas! istenen sozsiiz ispat: 1+2+3+...+n=n.(n+1)/2(Sekil 2.1)

Sekil 2.1. Birinci problemde ulasiimasi istenen sozsiiz ispat

Problem 2: Oriintii problemi

a) Ali, Teknoloji ve Tasarim dersinde, siisleme yapmak i¢in es karelerle asagidaki
gibi (Sekil 2.2) bir sekil oriintiisii olusturmustur. Bu sekil oriintiisiinde, Ali dordiincii

adima kadar toplam kag tane kare olusturur?

0 U O
| L L

Sekil 2.2. Sekil oriintiisti

41



b) Eger Ali 50. adima kadar oriintii olustursayd1 kag tane kare olustururdu?

Ogrencilerin ulagmasi istenen sdzsiiz ispat:1+3+5+...(2n-1) = n? (Sekil 2.3)

fe

veya

Sekil 2.3. [kinci problemde ulasilmasi istenen sézsiiz ispat

Problem 3: Asansér problemi-1
a) Bir gokdelendeki asansor bir giin zemin Kattan besinci kata kadar ¢ikip tekrar

zemin kata inmis, ¢ikarken ve inerken her katta durmustur. Asansér her durdugunda

asansore bulundugu katin sayisi kadar yolcu binmistir. Buna gore asansorden ¢ikista ve

iniste toplam kag yolcu binmistir?

b) Bu asansor 20. kaga ¢iksaydi toplam kag yolcu binerdi?
2

Ogrencilerin ulagmasi istenen sdzsiiz ispat:1+2+...+(n-1)+n+(n-1)+...+2+1=n

(Sekil 2.4)
- o
<>

Sekil 2.4. Uciincii problemde ulasilmasi istenen sézsiiz ispat
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Problem 4: Asansor problemi-2

a) Bir gokdelende yalnizca tek katlara ¢ikan bir asansor vardir. Bu asansor bir
giin zemin kattan besinci kata kadar c¢ikip tekrar zemin kata inmis ve ¢ikarken ve
inerken her tek katta durmustur. Asansér her durdugunda asansore bulundugu katin
sayisi kadar yolcu binmistir. Buna gore asansorden ¢ikista ve iniste toplam kag yolcu

binmistir?
b) Bu asansor 25. kaga ¢iksaydi toplam kag yolcu binerdi?

Ogrencilerin ulasmasi istenen sozsiiz ispat: 1+3+5+...+2n-1+.. .+3+1=n2+(n-1)2

(Sekil 2.5)

Sekil 2.5. Déordiincii problemde ulasiimast istenen sézsiiz ispat

Problem 5: Kiip problemi

a) Ali matematik projesi ig¢in yapacagl siislemede kullanacagi kiipler
olusturacaktir. Bu kiiplerin ayrit uzunlugu bir birimden baslayip, her adimda bir birim
artirtlacak sekilde olusturulacaktir. Ali ti¢ tane kiip olusturacagma goére bu kiiplerin

toplam hacmi ne olur?

b) Ali 20 tane kiip yapsayd: bu kiiplerin toplam hacimleri kag br® olurdu?

Ogrencilerin ulagmasi istenen sdzsiiz ispat:13+23+. . .+n® = (1+2+3+...+n)? (Sekil
2.6)

Sekil 2.6. Besinci problemde ulasilmast istenen sézsiiz ispat
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Problem 6: Kaplama problemi

a) Ahmet Matematik projesi i¢in kenar uzunluklar1 1 cm’den baglayip birer birer
artan dort karesel bolge olusturacaktir. Olusturacagi bu karesel bolgelerin st yiizeyini
elisi kagitlariyla kaplamak isteyen Ahmet’in en az kag cm? elisi kagidina ihtiyaci

vardir?

b) Ahmet proje i¢in 29 tane karesel bolge olustursaydi olusturacagi karesel

bolgelerin list yiizeyine kaplamak i¢in en az kag cm? elisi kagidina ihtiya¢ duyardi?

Ogrencilerin ulagmasi istenen sdzsiiz ispat:12+2%+...+n® = n.(n+1).(2n+1)/6 (Sekil
2.7)

Y
//7/
WY

Sekil 2.7. Altinci problemde ulasiimast istenen sozsiiz ispat

2.4.  Veri Toplama Araclarn

Uygulama boyunca her gruba bir not defteri verilmis ve ulastiklar1 sonuglar1 bu
defterlere kaydetmeleri istenmistir. Ayrica daha detayli bir veri analizi yapmak i¢in bir

grubun (odak grup) goriintii ve ses kaydi alinmistir.

Ogrencilerin uygulama boyunca yazdigi, not aldig: defterler uygulama sonunda
toplanmigtir. Uygulama boyunca aragtirmaci gozlemler yapmis, gdzlem notlar tutmus,
fotograflar ¢ekmis, uygulama bitiminde de genel olarak uygulamanin nasil gectigine

iliskin notlar almistir.
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2.5.  Verilerin Analizi

Arastirmaci pilot ¢alismadan elde ettigi bilgi ve deneyimle her etkinlikten 6nce
ogrencilerin etkinliklerde sergileyecekleri olasi davramiglart hakkinda tahminlerde
bulunmustur. Bu tahminler derslerde go6zlemlenecek noktalara ve verilerin
cOziimlemesine 1s1k tutmus, 6nemli olay ve olgularin daha kolay tespit edilebilmesini
saglamustir. Verilerin analizi oncelikle uygulama boyunca alinan ses ve video kayitlar
derste tutulan notlar 1s18inda defalarca izlenerek ve gerekli goriilen notlar alinarak
yapilmistir. Ses ve video kaydinda odak gruba odaklanilmistir ancak diger gruplarin
yaptig1 ¢alismalar da tuttuklar1 not defterleri, ¢ekilen fotograf ve gozlem notlarinin
yardimiyla degerlendirilmeye calisilmistir. Her bir etkinlik sonunda geriye doniik
analizler yapilmistir. Birinci etkinlik sonunda geriye yonelik yapilan analizde, art1 puan
vermenin, birbirinden kopya ¢ekmeye c¢alisma, arastirmacinin hep kendi gruplariyla
ilgilenmelerini bekleme gibi istenmeyen sonuglara neden oldugu i¢in bu uygulama diger

etkinliklerde uygulanmamastir.

GME’nin prensiplerinden gergeklik, etkinlik, etkilesim ve diizey prensipleri
hakkinda genel bir degerlendirme yapilmistir. Bununla birlikte her etkinlik sonundaki
incelemeler sonucunda elde edilen tim veriler, GME’nin ¢alismanin arastirma
sorulartyla baglantili oldugu kavramlari 1s18inda degerlendirilip analizi yapilmistir.

Degerlendirilen bagliklar sunlardir:

1. Rehberlik Prensibi
2. Yatay matematiklestirmeden dikey matematiklestirmeye gecis siireci
3. Ig icelik Prensibi
4. Kademeli Tertip Etme Siireci
Bu bagliklardan son ii¢ii dogrudan arastirma sorulari ile ilgilidir (Tablo 1.2).
Rehberlik prensibi ise 6gretim deneyi yaklasimi ile uyumlu olarak, 6gretmenin ne tiir
bir rehberlikte bulundugunun belirlenmesi ve bu rehberligin 6grencilerin siirecine ne tiir

bir etkisinin oldugunun tartigilabilmesi i¢in incelenmistir.
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3. BULGULAR

Bu boliimde 6gretim deneyinin her etkinliginden elde edilen bulgular yukarida

belirlenen basliklara gore sunulmustur.

3.1. Birinci Etkinlikle Ilgili (isyeri Problemi) Bulgular

3.1.1. Rehberlik prensibi

Bu ilk etkinlikte problem durumlart {izerinde c¢alisirlarken bazi 6grenciler
zorlanmistir. Bu durum grup arkadaslarinin ve 6gretmenin rehberligiyle giderilmeye
calisilmistir. Gruplardan biri problem 1-b i¢in bir ¢6ziim bulmaya calisirken zorluk
yasamugtir. Bir grup B isyerindeki iicretin her yeni aybasinda ticretin ilk aydaki gibi
tekrar 1 TL’ye diisecegini diistinmiistiir. Benzer sekilde bu diisiinceyi belirtmeseler de
baz1 gruplar yillik alinacak ticreti hesaplamak icin ilk aylik ticreti hesapladiktan sonra
dogru orantiy1 kullanarak 12 aylik {icreti bulmak istemistir. Sebebi sorulunca bir yilda
12 ay vardir cevabini vermislerdir. Ayrica gruplarin sayma pullar1 gibi materyalleri
problemler i¢in ilk defa kullanmaya caligmalar1 tiim gruplarin bu konuda rehberlik

ihtiyact duymalarina neden olmustur.

Ozellikle odak grubun kamera karsisinda boyle bir durumla ilk kez karsilastiklari
i¢cin ¢cok utanip sikildiklar1 goriilmiistiir. Arastirmacinin sik sik uyarilarina ragmen kendi

aralarindaki tartigmalari bile fisildayarak yaptiklar1 goriilmiistiir.

Arastirmacinin gruplara yapmis oldugu rehberlik asagida detaylandirilmistir.

3.1.1.1. Arastirmacinin problem 1-a icin yaptigi rehberlik

Genel olarak tiim gruplar problem 1-a’y1 okuduklarinda birden 30’a kadar olan
sayllarin toplamini yapmaya caligmiglardir. Dordiincti grup hari¢ diger tiim gruplar
toplam1 yanlis bulmuglardir. Arastirmaci tarafindan toplami kontrol etmeleri gerektigi
sOylendikten sonra altinci grup harig tiim gruplar bu toplami bulabilmisler ve Ahmet’in,

bir ayligina 450TL teklif eden A isyeri yerine toplamda 465 TL kazanacagi B isyerini
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secmesi gerektigini sdylemislerdir. Asagida problem 1-a i¢in bazi 6rnek ¢oziimler

gosterilmistir (Sekil 3.1).

Sekil 3.1. Problem 1-a i¢in érnek ¢oziimler

Odak grubun problem 1-a’nin ¢6ziimiine yonelik bir karara varip bir ¢6ziim
tiretmesi yaklasik 6 dakika siirmiistiir. Fakat grup toplamada kii¢iik bir hata yaptig1 i¢in
¢oziim yolu dogru olsa bile dogru cevaba tam olarak ulasamamustir. Dordiincti gruba
s0z verilerek tahtada dogru ¢ozliimii yapmalar1 istenmis, grup sozciisii de tahtada
problem 1-a i¢in dogru ¢oziimii yapip cevaba ulagmistir. Tiim gruplar tahtada yapilan
¢ozlimiin dogrulugunu kabul etmistir. Odak gruptaki Ogrencilerden biri tahtadaki

¢Oziimii goriince “Bir sayiyla kagirmigiz.” seklinde tepki vermistir.

3.1.1.2. Arastirmacinin problem 1-b icin yaptigi rehberlik:

Problem 1-b gruplara arastirmaci tarafindan dagitilmustir. Ikinci ve dérdiincii grup
problem 1-b’yi okuduklarinda etkinlik oncesinde tahmin edildigi gibi aylik alacagi
icreti 12 ile carptiklarinda yillik alacagi ticreti bulacaklarini diistinmiislerdir. Oran-
orant1 konusunun yedinci smif konusu olmast ve yakin zamanda islenmesi nedeniyle
ogrencilerin probleml-b’nin ¢oziimii ig¢in dogru orantiy1 kullanabilecekleri etkinlik
oncesinde tahmin edilmistir. Arastirmact bu gruplarin bu ¢okluklarin dogru orantili
olmadigini asagidaki sorularla fark etmelerini saglamistir:

e  Ahmet ilk aymn son iki gilinlinde yani 29. ve 30. giiniinde kagar TL iicret alir?

e Buson iki giinde toplam kag¢ TL {icret alir?
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e Ahmet son aym son iki giiniinde yani 364. ve 365. giinlinde kacar TL {icret
alir?

e Bu son iki giinde toplam ka¢ TL almis olur?

e Bu sartlar altinda ilk ay alacagi {icret ile son ay alacag iicret esit olur mu?

e O halde bir aylik iicreti hesaplayip 12 ile carparak yillik {icreti bulabilir

miyiz?

Bir grubun bu sekilde hesaplamasinda 30. giinlin sonunda Ahmet’in alacagi
ticretin tekrar 1 TL’ ye diisecegini diisiinmesi etkili olmustur.

Arastirmaci etkinligi tim gruplarla beraber siirdirmek adina “Problem 1-b’de A
isyerindeki patronun Ahmet’i ikna edebilmesi i¢in Ahmet’e en az B isyerinde
kazanacagi kadar iicret vermeli, bunun i¢in de Ahmet’in B igyerinde kazanacag: iicreti
bilmelidir.” diye bir ac¢iklama yapmustir. Dolayisiyla B igyerinde kazanaca@i iicreti
bulmak i¢in ne yapilmasi gerektigi sorulunca, odak grubun sozciisii: “Birden 365°¢
kadar olan sayilar1 toplamaliy1iz.” diye cevap vermistir. Ardindan arastirmact bunu
hesaplamanin kolay olup olmayacagini sormus, gruplar daha once bu toplamin
yapilmasini gerektigini fark eden ikinci grubun soyledigi gibi 1’den 365’¢ kadar olan
sayilar teker teker yazarak toplamanin ¢ok zaman alacagini belirtmistir. Bunun iizerine
aragtirmaci, 6grencilerden, toplami bulunmak istenen sayilari incelemeleri istemis ve bu
sayilarin birden baglayarak birer birer artan ardisik dogal sayilar oldugunu gérmelerini
beklemistir. Ogrenciler toplami bulunacak sayilarin sabit bir sekilde birer birer arttigimi

fark edebilmislerdir.

Arastirmaci tlim gruplart sayma pullariyla model yapmaya yoneltmek igin
“Arkadaslar bu sayilarin sizin de sdylediginiz gibi belirli diizeni var. Bu diizenden
yararlanarak bu sayilarin toplamini bulabilir miyiz?” diye bir rehberlik yapip, toplami
modellemek icin birden bese kadar model olusturabilecek farkli renkli iki grup sayma
pulu vermis ve “Acaba bu sayilari, bir sekilde modelleyerek bu sayilarin toplamim
kolay bulabilecegimiz bir hale getirebilir miyiz?” sorusunu 6grencilere yoneltmistir.
Sayilar ¢ok biiyiik oldugu i¢in arastirmaci “Modelinizi isterseniz bes giin i¢in yapiniz,
boylece olusturdugunuz modelin dogrulugunu da kolayca test edebilirsiniz.” seklinde
oneride bulunmustur. Ogrenciler modelleyerek denildiginde ne yapmalar1 gerektigini
tam olarak anlayamamistir. Problem durumunun bu sekilde modele aktarilmaya

calisildigt durumlara alistk olmayan Ogrenciler, boyle bir durumla karsilasinca
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rehberlige ihtiya¢ duymuslardir. Ellerindeki birinci grup sayma pullariyla ¢esitli model
olusturan gruplar olmustur. Ancak bunlar, ilk bes gilin i¢in istenen toplami veren
modeller olsa da, 6grencileri problem 1-b i¢in genel kurala ulastirabilecek bir model

degildir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2. Ikinci grubun olusturdugu ilk model

Arastirmact ilk bes giiniin toplamin1 veren iki farkli renkteki sayma pulu grubunu
ogrencilere dikdortgen bir model olusturarak buradaki sayma pullarini kolay bir sekilde
hesaplayabilmeleri i¢in vermistir. Sonra da iki farkli renkte grup oldugundan bir
gruptaki sayma pulu sayisint bulmak i¢in dikdortgen modelden hesapladigi sayma pulu
sayisint ikiye bolmelerini isteyecektir. Sayma pullariyla ne yapacaklarini tam
anlayamayan Ogrencilere arastirmaci kareli defterin bir sayfasini 6rnek gosterip “Bu
sayfada kag tane kiigiik birim kare vardir, bunu nasil sayarsiniz?” sorularini sormustur.
Dort grupta ogrenciler “Eni ve boyundaki kare sayilarmi carpariz.” seklinde cevap
vermistir. Arastirmacinin “Neden boyle sayiyorsunuz, bu sayfa daire seklinde olsaydi
yine boyle mi sayacaktiniz?” sorusuna gruplar: “Dikdortgen oldugu icin.” cevabim
vermislerdir. Boylece arastirmaci gruplari ellerindeki sayma pullariyla dikdoértgen bir
model  olusturduklarinda  kullandiklart ~ sayma  pulu  sayisin1  kolayca

hesaplayabileceklerini fark ettirmistir.

Odak grup ilk asamada farkli renkteki sayma pulu ile gruplari ayri ayri diisiinerek
asagidaki modeli olusturmustur. Modelde yesil sayma pullar1 problemdeki modeller
temel alinarak, beyaz sayma pullar1 ise arastirmacinin rehberligiyle dikdortgen bir
model olusturmak i¢in yapilmistir (Sekil 3.3). Arastirmact bu modeli gordiikten sonra
sayma pullarin1 ayr1 ayr1 degil birlikte kullanarak bir model olusturmaya calismalarini

Onermistir. Bu oneriden sonra grup asagidaki modeli olusturmustur (Sekil 3.3). Bunun
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lizerine arastirmact problemde gecen sayilart modelde bozmayin, yani birinci giin bir,

ikinci giin iki, liglincii giin {icli gdsteren modeli bozmayin Onerisi yapmugtir.

Sekil 3.3. Odak grubun olusturdugu farkli modeller

Arastirmact odak grubun neden ayni sayida iki farkli renkte sayma pulu
verildigini anlamadigini fark edince grupla bunun anlagilmasina yonelik asagidaki gibi
bir diyalog gergeklestirmistir.

A: Su sayma pullarinin tamami bize neyi veriyordu problemde (yesil sayma pullarin
gostererek...)
Emir: Bes giiniin sonunda alacagi toplam ticreti.

A: Cok giizel. Bunlar1 da verirsem (ayni sayidaki beyaz pullart gostererek) elimizde ne
olmus olur?

Emir: 10. giin toplanu?

A: Oyle olur mu acaba? 10. giiniin toplaminin iicreti mi olur yoksa? Bu da aym sayida degil
mi? Bu da besinci giin sonunda alacagi toplam iicreti géstermez mi?

Ahmet: Gosterir.
A: Bes giinde toplam alacagi iicretten kag tane olur?
Ahmet: Iki tane olur.

A: Iki tane olur degil mi? Bunlari kolay sayabilecegimiz bir modele gevirebilir miyiz? Ne
olursa kolay sayilabilecek bir model olacak?

Onur: Kare.
A: Veya?
Mehmet: Dikdortgen.

A: Tamam, sunu sizin dediginiz geometrik nesneye yani kare veya dikdortgene
tamamlamaya ¢aligin.

Mehmet: Yapmustik sanki.

A: Ama yapmistik derken, modeli bozmadan tamamlamaya ¢alisin, hadi bakalim.
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Besinci ve altinct grup hari¢ benzer etkilesimler diger dort grupla da yasanmistir
ve gruplar sayma pullartyla bir dikdortgen modeli olusturmustur (Sekil 3.4). Bu
gruplardan igiincli ve dordiincii grup etkinlik siirecinde, olusturduklar1 dikdoértgen

modelinde, toplam sayma pulu ve kenar uzunluklar1 arasinda bir iligki kuramamaistir.

Sekil 3.4. Uciincii (a) ve dordiincii (b) grubun olusturduklar: farkli modeller

Odak grup ve ikinci grup ise beklenen modeli olusturmustur. Arastirmaci bu
gruplardan olusturduklart modeldeki toplam sayma pulu ve dikdortgen modelin enini ve
boyunu olusturan sayma pullar1 arasindaki iligkileri incelemelerini istemistir. Bu
gruplardan modeli daha erken olusturan odak grup daha 6nce bahsedilen aragtirmacinin
oOnerileriyle olusturduklart modelde iki tane bes giinliik toplam {icret oldugunu ve
modeldeki sayma pullarindan bes giinliik licreti bulmak i¢cin modeldeki toplam sayma
pulunun sayisini ikiye bolmeleri gerektigini fark etmistir. Arastirmaci modelin enini ve
boyunu olusturan sayma pullar1 arasindaki iliskileri de fark etmeleri i¢in dordiincii giin
sonunda alacaklar1 iicreti modellemelerini istemistir (Sekil 3.5). Ugiincii ve dordiincii
giin sonunda alacaklar1 toplam ticreti sayma pullariyla modelleyen grup olusturduklar
dikdortgen modelin eninin giin sayisi ve boyunun ise giin sayisinin bir fazlasi oldugunu
da fark etmistir. Boylece alinacak iicretin, olusturulan modelin eni ve boyundaki sayma
pulu sayisinin ¢arpiminin yarisi yani ¢aligilan en son giin sayisi ve giin sayisinin bir

fazlasinin carpiminin yarisi oldugunu kesfetmislerdir.
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Sekil 3.5. Jkinci grubun (a) ve odak grubun (b) olusturduklar: modeller

Modeli olusturan toplam sayma pulu ve modelin kenar uzunluklarini olusturan
sayma pulu arasindaki iliskiyi kesfeden odak grup, arastirmacinin rehberligiyle problem
1-a’daki ¢oziimii, gelistirdikleri argiiman ile yapmuislar, kontrol etmisler, dogrulugunu

gbérmiisler ve problem 1-b i¢in ¢dziim bulmuslardir.

Sekil 3.6. Grubun daha once ulastigr sonucu gelistirdikleri argiiman ile kontrolii ve

problem 1-b i¢in ¢oziimii

Aragtirmaci, grubun genel bir kurala ulagmasi icin “Son ¢alistig1 giine n dersek
Ahmet ka¢ TL kazanir?” sorusunu sormus, grup “n.(n+1)/2.” cevabini vermis ve

asagidaki sekilde kurali yazmistir.
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Sekil 3.7. Odak grubun ulastigi cebirsel sonug

Odak gruptan baska modeldeki toplam sayma pulu ve dikdortgen modelin enini
ve boyunu olusturan sayma pullar1 arasindaki iligkileri c¢oziimleyebilen bir grup
olmadig1 icin grup ¢oziimii tahtada paylasmustir. Ik etkinlik olmasi dolayisiyla
arastirmaci etkinlikteki anahtar noktalar1 ortaya ¢ikarmak igin gruplara “Neden pullar
dikdortgen hale getirilmeye ¢alisildi?”, “Neden cevap i¢in pul sayisi ikiye bolindi?”,
sorularin1 sormustur. Gruplardan “Sayma pullarini kolay saymak i¢in.” ve “Ayni1 sayida
olduklart i¢in, cevabin iki kat1 oldugu igin vb.” gibi cevaplari alip etkinlikle ilgili birkag

ornek ¢ozerek etkinligi sonlandirmstir.

3.1.2. Yatay matematiklestirmeden dikey matematiklestirmeye gecis siireci

Problem 1-a dagitildiginda gruplardaki bir 6grenci problemi sesli olarak okumus,
digerleri dinlemistir. Gruplar problem 1-a’y1 ¢6zmek i¢in yapilmasi gereken islemleri
matematiksel olarak ifade etmis ve diizenlemistir (Sekil 3.1). Gruptaki o6grenciler
burada problem 1-a i¢in duruma 6zgii bir cevap bulmaya c¢aligmislar yani yatay
matematiklestirme silirecine baglayip, yatay matematiklestirme siirecinin ilk {iriinii olan

cevabi bulmusglardir.

Ogrenciler problem 1-b’yi okuduklarinda birden 365’e kadar olan ardisik tam
sayilarin toplamini bulmalar1 gerektigini anlamiglar ve bunun ¢ok zaman alacagini ve

kolay olmayacagini diistinmiislerdir.

Ik defa bu sekilde bir etkinlik yapan gruplara problem 1-b igin genel bir ¢dziim
tiretmek {izere, somut materyaller olan sayma pullar1 verilmis ve bu sayma pullartyla
problemin daha kii¢iik adimlarina uygun olan bir model yapilmasi istenmistir. Genel bir
¢Oziime ulasmak i¢in somut materyalden daha once hi¢c model olusturmayan 6grenciler
bu agamada ¢ok zorlanmiglardir. Gruplar tarafindan sayma pullariyla olusturulan ilk

modeller istenen modeller olmamistir (Sekil 3.2).
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Odak gruptaki 6grenciler arastirmacinin rehberligiyle elindeki diger renkli sayma
pullarini, olusturduklart iiggen modeli dikdortgen modele tamamlamak igin
kullanacaklarim1 fark etmistir. Ayrica grup, olusturduklar1 dikdortgen modelin kenar
uzunluklarini problemin adimlarindaki giin sayilariyla iliskilendirebilmistir. Benzer
olarak problemin cesitli adimlarindaki gilin sayilarina uygun olan modelleri olusturan
grup, olusturduklar1 dikdortgen modellerin kisa kenarindaki sayma pulu sayisinin
toplanmas1 gereken son sayi, uzun kenarindaki sayma pulu sayisinin ise toplanmasi
gereken son sayinin bir fazlasi oldugunu kesfetmistir. Esit sayidaki iki farkli renk sayma
pulu grubuyla olusturduklar1 dikdértgen modelde, o adimdaki problemin ¢éziimiiniin iki
kat1 olan toplam sayma pulu sayisinin, uzun ve kisa kenari olugturan sayma pullarinin
carpimi oldugunu fark eden grup, problemin ¢ézlimii i¢in modeldeki dikdortgenin uzun
ve kisa kenarmi olusturan sayma pulu sayisini ¢arparak ikiye bolmeyi basarabilmistir.
Boylece odak grup, yatay matematiklestirme siirecinden dikey matematiklestirme
siirecine gegis aract olacak ‘model of’u olusturarak, problem i¢in beklenen sdzsiiz ispati
yapmistir. Problemin kiigiik adimlarindaki farkli giin sayilart i¢in gelistirdikleri
argliman1 kullanip sonuglar1 kontrol eden grup, Ahmet’in kazanacagi paranin, son
calistigi giin sayist ile son calistifi giin sayisinin bir fazlasinin c¢arpiminin yarisi
oldugunu kesfetmistir. Grubun problemin genel bir ¢6ziime yonelik yaptigi bu
calismalar dikey matematiklestirme siirecine yonelik olarak degerlendirilebilir.  Grup,
daha sonra giin sayisit belli olmayan durumlar i¢in son ¢alistigi gilin sayisina n,
olusturacaklar1 dikdortgenin kisa kenarmin n, uzun kenarmmin da n+1 demek {izere,
almacak toplam Ttcretin n.(n+1)/2 oldugunu ifade etmistir. Boylelikle dikey
matematiklestirme siirecinde problemin matematiksel formiiliinii kurup, birden n’ye
kadar olan tam sayilarinin toplaminin, 1+2+3+...+n=n.(n+1)/2 oldugunu gérmiistiir. Bu
sekilde grup, matematiksel ifadelerin soyutlasarak matematik dilinde anlatiminin ve bu
yeni matematiksel bilginin daha Once sahip olunan matematiksel bilgi igerisine
yerlestirildigi dikey matematiksellestirme yapmis ve problem 1-b i¢in ‘model for’u

olusturmustur.
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3.1.3. I¢igelik prensibi:
Bu etkinliklerdeki problem durumlar1 ve daha genel ¢oziime ulasilmasi igin
yapilacak modeller ile bir arglimana ulasma durumu matematigin birden fazla konu

alaninin iligkilendirmesini saglamaktadir.

Bu etkinlikteki problem durumunda, 6grencilerin problem 1-a’da gergek hayattan
sembole ve aritmetige ge¢meleri gerekmistir. Bu baglamda 6grenciler problem 1-a’nin
¢Oziimiine ulagmak i¢in problem ciimlelerini matematiksel ciimlelere ve aritmetiksel

islemlere ¢evirmisler ve problem 1-a i¢in bir ¢6zlime ulagsmislardir (Sekil 3.1).

Problem 1-b’de ise 6grenciler, aritmetiksel yontemle ¢éziimiin zor oldugunu ve
uzun siirecegini arastirmaciya belirtmislerdir. Ogrenciler birden 365’¢ kadar olan
sayilarin toplamini bulmak i¢in genel bir kural aramak durumunda kalmiglardir. Bunun
icin aragtirmacinin rehberligiyle birden bese kadar olan ¢6ziimii bulup, daha 6nce
verilen somut materyallerle bu durum igin bir model olusturmaya c¢alismislardir.
Boylece olusturduklart modelin dogrulugunu daha rahat kontrol etmislerdir. Problem
icin verilen somut materyallerle yapilmasi1 gereken model i¢in 6grenciler aritmetikten
geometriye gecis yapmislardir. Problem durumundaki sayilar1 sayma pullariyla

gostermeye calistiklarinda olusan geometrik nesne bir iiggendir.

Odak gruptaki 6grenciler problem durumu i¢in sayma pullariyla insa ettikleri
ticgen modelini sayma pullarin1 kolay sayabilmek adina once dik iiggen haline getirip,
sonra bunu dikdértgene tamamlamuslardir. Ogrenciler daha &nce bahsedilen
aragtirmacinin rehberligiyle insa ettikleri dikdortgen modelin kisa kenarindaki sayma
pulu sayisinin toplanmasi gereken son sayi, uzun kenarindaki sayma pulu sayisinin ise
toplanmasi gereken son saymin bir fazlasi oldugunu fark etmislerdir. Ogrenciler genel
bir kurala ulagmak istedikleri i¢in giin sayisini belirli bir giin yerine “n” alip bu kural
birden n’ye kadar yapma durumunda kalmislar burada da 6grenciler aritmetikten cebire

gecmislerdir (Sekil 3.7).

Ogrenciler bu iliskileri inceleme siirecinde sik sik aritmetikten geometriye,
geometriden de aritmetige ve cebire gecis yapmuslardir. Gelistirdikleri argiimanin
dogrulugunu kontrol etmek i¢in problemin kii¢iik adimlarinin ¢dziimlerini bulmuslar, bu
adimlar i¢in sayma pullariyla dikdortgen modeller olusturmuslar ve bunlar

karsilastirarak aritmetik ve geometri arasinda gecisler yapmislardir. Ayrica cebirsel
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olarak ulastiklar1 1+2+3+...+n=n.(n+1)/2 formiiliinii yine problemin kii¢iik adimlar1 i¢in
kullanarak dogrulugunu test etmislerdir. Genel kurala ulastiklarini diisiindiiklerinde ise

aritmetik, geometri ve cebir arasindaki gegisleri ¢ok daha iyi fark edebilmislerdir.

3.1.4. Kademeli tertip etme siireci

Ogrenciler bir problemden somut materyaller yardimiyla genel bir kurala ulasma,
ulastig1 sonucu kontrol etme gibi durumlarla daha 6nce karsilagmamistir. Dolayisiyla
ogrenciler bu ilk etkinlikte istenilen kadar aktif olmamuslardir. Ozellikle odak grubun
kamera karsisinda boyle bir durumla ilk kez karsilagtiklart igin ¢ok utanip sikildiklart
goriilmiistiir. Arastirmacinin sik sik uyarilarina ragmen kendi aralarindaki tartigsmalar
bile fisildayarak yaptiklari goriilmiistiir. Tiim bunlar gz Oniinde tutularak etkinlik

boyunca asagidaki durumlar incelenmistir.

Ik etkinlik olmasi agisindan Ogrenciler bu etkinlikte istenildigi kadar aktif
olamamislardir. Bir grup hari¢ genel kurala ulagsan bir grup olmamistir. O grup da

aragtirmacinin rehberligiyle genel kurali cebirsel olarak ifade etmeyi basarabilmistir.

Tiim gruplar olusturduklar1 modeldeki sayma pullarin1 kolay sayma adina modeli

dikdortgene tamamlayacaklarini fark etmislerdir.

Ogrenciler problem 1-a’y1 okuduklarinda bir ¢dziim bulmuslar ama problem1-b’yi
¢ozmenin c¢ok kolay olmayacagini ve c¢ok wuzun siirecegini diisiinmiislerdir.
Arastirmacinin rehberligiyle uzun islemleri yapmak yerine problemin kiiclik adimlar
icin bir model olusturabileceklerini ve buradan genel bir kural c¢ikarabileceklerini
anlamiglardir. Bundan sonraki etkinliklerde buna benzer problem durumlari i¢in bu

sekilde diisiinecekleri beklenmektedir.

Bu etkinlikte 6grencilerin olusturduklart modeldeki sayma pullar1 kolay yoldan
sayabilmek icin modeli dikdortgen haline getirmeleri fark ettirilmistir. Ayrica
olusturduklart modelden genel bir kural ¢ikarmak adma bir 6nceki ve bir sonraki
adimlardaki modeli olusturup modeldeki toplam sayma pulu ile kenar uzunluklari

arasindaki iligkinin analiz edilmesi gerektigi fark ettirilmeye caligilmigtir.

56



Gruplarin karar defterlerine bakildiginda 6grencilerin problemin ¢oéziimii i¢in

problem 1-a i¢in ardigik toplamlari art alta yaptiklar1 goriilmiistiir.

Model olusturup genel kurali bulan grup ve grubun ulastig1 sonuglar1 paylastigi
diger Ogrenciler birden n’ye kadar olan sayilarin toplaminin neden n.(n+1)/2 oldugu
anlamiglar ve formel ispata gerek olmadan grubun olusturdugu model ve formiil onlar1

ikna etmistir.
Etkinlik 1’deki 6grenci siiregleri Tablo 3.1°de 6zetlenmistir.

Tablo 3.1. Etkinlik 1’deki 6grenci siire¢leri

Model of’tan model for’a | ¢ icelik prensibi Kademeli tertip siireci
gecis
Odak |- Problem 1-aigin bir - Problem 1-a’da aritmetige |- Es sayida iki renk sayma
grup ¢Ozlim bulmustur. gecis yapmustir. pulu verilmesinin mantig
- Sayma pullar1 ile model |- Geometri, aritmetik ve anlamustir.
olusturmustur. cebir arasinda iligki - Olusturdugu modellerdeki
- Model of’a ulagmustir. kurmustur. iligkileri analiz etme

gereginin farkina varmistir.
- Matematik dili kullanmaya

baslamustir.
Grup 2 |- Problem 1-aigin bir - Problem 1-a’da aritmetige |- Dikdortgen model
¢6ziim bulmustur. gegis yapmustir. olusturmanin nedenini
- Sayma pullar ile model |- Aritmetikten geometriye anlamustir.
olusturmustur. gecis yapmustir. - Olusturdugu modellerdeki
- Model of’a ulagmustir. - Olusturdugu modeli iliskileri analiz etme
¢cozlimleyememistir. gereginin farkina varmustir.

- Etkinligin amacinin genel
bir ¢6ziim bulmak oldugunu

anlamugtir.
Grup 3 |- Problem 1-a igin bir - Problem 1-a’da aritmetige |- Dikdortgen model
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. olusturmanin nedenini
- Sayma pullaryla - Modeli olugturmaya anlamistir.
modeller olusturmaya calisirken aritmetikten - Olusturdugu modellerdeki
caligmgtir. geometriye gecis iligkileri analiz etme
- Model of’a yapmistir. gereginin farkina varmustir.
ulagamamustir.
Grup 4 |- Problem 1-a igin bir - Problem 1-a’da aritmetige |- Dikdortgen model
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. olusturmanin nedenini
- Sayma pullartyla - Modeli olusturmaya anlamustir.
modeller olusturmaya calisirken aritmetikten - Olusturdugu modellerdeki
caligmugtir. geometriye gegis iligkileri analiz etme
- Model of’a yapmustir. gereginin farkina varmistir.
ulasamamustir.
Grup5 |- Problem 1-aigin bir - Problem 1-a’da aritmetige |- Dikdortgen model
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. olusturmanin nedenini
- Problem 1-a’dan - Problemden bagimsiz bir anlamustir.
bagimsiz modeller modeller olugturdugu i¢in |- Problemden bagimsiz bir
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olusturmaya ¢aligmustir. aritmetik, geometri ve model yaptig1 i¢in daha

- Model of’a cebir arasinda gegis fazla ilerleyememistir
ulagamamustir. yapamamigtir.

Grup 6 |- Problem 1-aigin bir - Problem 1-a’da aritmetige |- Dikdortgen model

¢Ozlime ulasamamustir. gecis yapmustir. olusturmanin nedenini

- Problem 1-a’dan - Problemden bagimsiz bir anlamustir.
bagimsiz modeller modeller olusturdugu icin |- Problemden bagimsiz bir
olugturmaya caligmustir. aritmetik, geometri ve model yaptig1 igin daha

- Model of’a cebir arasinda gegis fazla ilerleyememistir.
ulagamamugtir. yapamamuistir.

3.2. Ikinci Etkinlikle Tlgili (Oriintii Problemi) Bulgular

3.2.1. Rehberlik prensibi

Etkinlikte baz1 gruplar ve dgrenciler problemin cebirsel kisminda, 6zellikle en son
adim dahil olmak iizere o adima kadar olusan toplam kare sayis1 (n. adim dahil olmak
iizere n. adima kadar olusan toplam kare sayisi n?) ile en son adimda olusan kare
sayisin1 (n. adimda olusan kare sayisi 2n-1) karistirmislar ve bununla ilgili rehberlige
ihtiyag duymuslardir. Bu etkinlik dncesinde tahmin edilen bir durumdur ve bu konuda
problem 2-a’da ne sorulduguna dikkat edilmesi istenerek, problem 2-b’de ise problem
2-a’daki bulduklar1 sonucun son adimdaki kare sayis1 olmadigi fark ettirilerek rehberlik
yapilmistir. Modelleme kisminda yapilan rehberlik ise onceki haftaki etkinliklerde

yapilanlar1 hatirlatmak olmustur.

3.2.1.1. Arastirmacinin problem 2-a icin yaptigi rehberlik

Tiim gruplar problem 2-a’daki ¢6ziimii dogru olarak bulmustur. Yalniz altinci
grup dordiincii adima kadar (dordiincii adim dahil) olusan toplam kare sayisini degil,
dordiincii adimda olusan kare sayisint bulmustur. O grup da, arastirmacinin, “Problem
2-a’da ne sorulduguna dikkat edin.” Onerisiyle dogru cevabi bulmustur. Odak grup
problem 2-a’y1 148 saniyede ¢6zmiistiir (Sekil 3.10). Ayrica bu grup, her adimda olusan
kare sayisin1 da problem 2-a’y1 ¢ozerken 2n-1 olarak bulmustur. Bu kurali bulduktan
sonra “Simdi hangi adim c¢ikarsa ¢iksin yapabiliriz.” demislerdir. Burada dikkat ¢ekici

bir bagka durum, besinci grubun oriintiiyii dogru sekilde ilerletememesidir (Sekil 3.8).
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Sekil 3.8. Yanlis devam ettirilen oriintii (Besinci grup)

Tim gruplar dogru cevaba ulasinca yapinca problemin ¢oziimii ikinci grubun

sOzciisiine tahtada yaptirilmistir (Sekil 3.9).

Sekil 3.9. Tahtada yapilan ¢oziim (Tkinci grup)

Besinci grup tahtadaki ¢6ziimii goriince, arastirmaciya: “Biz de dogru ¢6zdiik ama

seklimiz yanlis olmus” demistir.
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Sekil 3.10. Odak grubun problem 2-a i¢in ¢oziimii



3.2.1.2. Arastirmacinin problem 2-b i¢in yaptigi rehberlik

Problem 2-b’de 50. adima kadar Ali’nin olusturdugu toplam kare sayisi
sorulmaktadir. Dordiincii grup besinci adima kadar olusan kare sayisini hesaplayip 10
ile c¢arparak 50. adimda olusan toplam kare sayisim1 bulabilecegini diistinmiistiir.
Arastirmaci bu gruba “Once ikinci adima kadar toplam ka¢ kare olusmustur bunu
bulmaya c¢alisin. Daha sonra dordiincli adima kadar toplam ka¢ kare olugsmus bunu
hatirlayin. Sizin diislindiigliniiz gibi diisiiniirsek; dort, ikinin iki kat1 olduguna gore,
dordiincii adimda olusan toplam kare sayisini bulmak igin ikinci adimda olusan toplam
kare sayisini iki ile ¢arparsak dogru oluyor mu bir kontrol edin bakalim.” seklinde bir
rehberlik yaparak, grubun bu cokluklarin dogru orantili olmadigmi fark etmesini
saglamistir. Odak grup da dordiincii grupla benzer olarak problemi ilk okuduklarinda
cevabr orantiyla bulabileceklerini diistinmiistiir. Arastirmact diger gruba rehberlik
yaptig1 gibi bu gruba da: “Disiindiigiiniiz yolu kiigiik adimlar i¢in uygulayin bakalim
olacak m1?” sorusunu sormustur. Bu grup da hesaplamalar1 sonucunda bu c¢okluklarin

dogru orantili olmadigin1 gérmiistiir.

Ikinci gruptaki bir 6grenci problem 2-b’yi okudugunda “Hocam, bunlarin teker
teker adimlarin1 yazmak c¢ok zor olur, bunun bir kolay yolu olmasi lazim.” demistir.

Arastirmaci “Var m1 yok mu onu siz bulacaksiniz.” demistir.

Problem 2-b gruplara dagitildiktan sonra Ogrencilere sayma pullart da
dagitilmistir. Gegen hafta sayma pullarini neden kullandiklart sorulmustur. Bu hafta da
sayma pullarint aym1 amag¢ icin kullanabilirsiniz denmistir. Arastirmaci gruplara
dordiincii adima kadar olusan kare sayisi olan 16 adet sayma pulu vermistir. Istemeleri

halinde istedikleri kadar sayma pulu verebilecegini sdylemistir.

Odak grup sayma pullarinin verdikten sonra pullar1 etkinlik 6ncesinde tahmin
edildigi gibi asagidaki sekilde dizmis, sonra arastirmacidan 16 adet sayma pulu daha
istemis ve bunu dikdortgene tamamlamustir (Sekil 3.11). Bu arada aragtirmaci bu gruba,
onceki hafta aralarinda olmayan iki arkadasina da ne yaptiklarii anlatmalarim

istemistir.
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Sekil 3.11. Odak grubun olusturdugu ilk model

Emir: Simdi burada sekiz tane var. Burasinin iki kati... Burasi n, burasi 2n... Burada iki
tane besinci adim var degil mi?

Ahmet: iki tane ne?

Emir: ki tane besinci adinmin toplami var.

Ahmet: Evet.

Emir: Simdi bunlart garpp ikiye bolersek bir tanesini bulmus oluyoruz.
Ahmet: Dérdiincii adim degil mi?

Emir: Hu, evet pardon dérdiincii adim.

Gruptaki arkadaslar1 Onceki hafta gelmeyen arkadaglarina ne yaptiklarini
yukaridaki gibi anlatmistir. Gruptakiler hep birlikte n.(2n)/2 formiiliine ¢ok
zorlanmadan ulagmislardir. Ulastiklar1 formiilii daha kii¢lik adimlar i¢in denemisler ve
formiillerinin dogru oldugunu goérmiislerdir. Problem 2-b’nin cevabi i¢in, 50. adima
kadar toplam 50.(2.50)/2=2500 tane kare olusturur cevabin1 vermislerdir. Bu grup 14

dakika 10 saniyede modele ulasip problem i¢in dogru cevabi vermistir.

Etkinlik 6ncesinde bazi gruplarin sayma pullarini dikdortgene tamamlayarak bir
cevaba ulagilabilecegi tahmin edilmistir. Diger gruplarin da odak grubun kullandigina
benzer bir yontem kullanip bir sonuca ulagmalart i¢in arastirmaci gruplara igerigi

asagidaki gibi 6neriler yapmustir:

A: Gegen haftadaki etkinligi hatirliyor musunuz, o etkinlikte ne yapmistik?

Melek: Gegen hafta da bir problem vardi. Genel bir kural olusturmak i¢in sayma pullarini
kullandik.

A: Peki sayma pullarini nasil kullandiniz?

Hilal: Dik tiggen olusturup, dikdortgene tamamlamistik.
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Altinct grup hi¢ dikdortgen olusturamamistir. Sayma pullarini kolay sayilabilecek
bir hale getirememistir (Sekil 3.12).

Sekil 3.12. Altinct grubun olusturdugu bazi modeller

Istenilen bir model olusturamayan dérdiincii grup etkinlik 6ncesinde tahmin

edildigi gibi adimlar1 teker teker hesaplayip bunlar alt alta toplamaya caligmastir.

Ikinci, dordiincii ve besinci grup beklenilen sekilde dikddrtgenleri olusturmustur
yine de kenar uzunluklar: arasindaki iligki ii¢ grup tarafindan da fark edilememistir. Bu
gruplara arastirmaci tarafindan “Onceki ya da sonraki adimlari modellemeye ¢alisin,
belki aralarinda bir iligki bulabilirsiniz” diye bir rehberlik yapinca, ikinci grup
dikdortgen modelini olustururken kirmizi renkli sayma pullarini birinci adima gore
alirken sayma pullarini ikinci adima gore baglatmis, modeli olustururken sayma
pullarina dikkat etmemistir (Sekil 3.13). Grup ile aragtirmaci arasinda asagidaki gibi bir
diyalog ger¢eklesmistir:

Sekil 3.13. Esit sayida alinmamis sayma pullar (Ikinci grup)

A: Sizce dikdortgeni olustururken neden esit sayida iki renk aliyoruz?
Melek: Dikdértgen olusturmak igin. ..
A: Tek renkle olusturamayiz m1 dikdortgeni?

Melek: Olustururuz.
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A: Neden farkli iki renk aliyoruz? Peki, neden dikdortgen olusturuyoruz?
Hilal: Sayma pullarinin sayisini kolay yoldan bulmak igin...

A Esit sayida iki renk olmasi neyi saglar peki?

Melek: ikiye boliince bir rengin sayisim buluruz.

A: Siz neden buna dikkat etmediniz?

Melek: O zaman sunlar fazla...diyerek asagidaki model olusturulmustur (Sekil
3.14).

Sekil 3.14. Esit sayida alinmis sayma pullart (Ikinci grup)

Ucgiincii ve dordiincii adimdaki dogru modelleri olusturan ikinci grup da bu
modellerin kenar uzunluklarini inceleyerek n. adimda toplam olusan kare sayisinin
N.(2n)/2 oldugunu goriip 50 adimda olusan toplam kare sayist ig¢in 50.(2.50)/2=2500

cevabini vermistir.

Uciincii grup sayma pullartyla bir model olusturmay1 basaramamistir ama onceki
ve sonraki adimlarda olusan toplam sayma pullarinin sayisini bularak n. adimda n® tane
sayma pulu vardir diyerek model yapmadan genel bir kurala ulagsmay1 basarmistir. Bu
durum etkinlik 6ncesinde tahmin edilen bir durumdur. Bu gruba, arastirmaci tarafindan
“Acaba bundan nasil emin olabilirsiniz, sayma pullart emin olmamiz i¢in yardimci
olabilir mi?” seklinde bir rehberlik yapilarak, grup sayma pullariyla model olusturmasi
icin yonlendirilmistir. Bu grup belli siire sonra asagidaki gibi bir model olusturmus ve
genel kurala bu sekilde de ulasmistir (Sekil 3.15). Grup modeldeki kenar uzunluklar1 ve
toplam sayma pulu sayis1 arasindaki iligkileri de agiklamigtir. Bu modeli olusturduktan
sonra grubun kendilerine olan giiveninin arttigi goriilmiistiir. Grubun kendilerine olan
giiveni geldikten sonra gegen haftaki etkinlikler hatirlatilip, 6nceki haftadakine benzer

bir model olusturmalari istenince o modeli de olusturabilmislerdir (Sekil 3.15).

63



Sekil 3.15. Uciincii grubun ulastigi modeller

Odak gruba Sekil 3.15’teki olusturamadiklari modele ulagsmalar i¢in ayn1 kurala
ulasabilecekleri baska bir model yapabilecekler mi diye sorulmustur. Kayittan
anlasildigr lizere grubun Sekil 3.16’daki sekle ulastigi goriilmiistiir. Bu modele nasil
ulagtiklar1 sorulunca “Formiilden...” diye cevap vermiglerdir. Daha 6nce yaptiklar
modelden n.(2n)/2 formiiliine ulasan grubun ikileri sadelestirerek n.n=n? formiiliinden
seklin bir kare oldugunu fark ettikleri goriilmiistiir. Aragtirmacinin “Yaptiginiz modelde
adimlardaki kare sayilar1 da gizli, onlar1 bulabilecek misiniz?” seklinde bir rehberlik
yapilinca grup her adimda olusan kare sayilarii da bulmus ve Sekil. 3.16’daki diger

modeli olusturmuslardir.

Sekil 3.16. Odak grubun ulastigi diger modeller

Odak grup bu modele de ulagtiginda etkinligin bitmesi ic¢in biraz daha siire
oldugundan ve diger gruplar etkinligi daha tamamlamadigindan bu gruba modeli kare
hale getirmenin 6zel bir yontemi daha oldugu belirtilmistir. Cilinkii grup modeli
formiilden olusturmustur. Asagidaki gibi (Sekil 3.17) bir modele ulagsmalari i¢in 6nce 16

tane kirmizi sayma pulu verilmistir. Istenen model olusturulamayinca grubun isini biraz
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daha kolaylastirmak i¢in 16 kirmizi sayma pulu yerine 10 kirmizi alti beyaz sayma pulu

verilmigtir. Ama grup Sekil 3.17°deki modeli olusturmay1 bagaramamustir.

-

Sekil 3.17. Ulasilmasi istenen bir baska model

Etkinlik siiresi bittiginde ardisik tek sayilarin toplaminin genel kurali
yazilamamuistir. Dolayisiyla etkinlikte zaman sorunu yasandigi sdylenebilir. Odak grup
ile ders zilinden sonra istedikleri i¢in hem yapamadiklar1 yontem agiklanmis hem de
grupla birlikte problemde ulasilmasi gereken ana sonucun matematiksel formiilii
kurulmustur. Buna gore ardisik tek sayilarin toplami igin 1+3+5+...+2n-1=n? genel

kuralina ulasilmistir.

3.2.2. Yatay matematiklestirmeden dikey matematiklestirmeye gecis siireci

Gruplarda bir kisi problemi sesli olarak okumus, digerleri dinlemis ve grup olarak
problemdeki sekil oriintiisiinii say1 Oriintiisiine (1-3-5) ¢evirmislerdir. Say1 6riintiisiiniin
ikiser ikiser attigini1 fark ederek sekil Oriintiisiinti bir adim daha ¢izmisler ve olusan tiim
kareleri sayarak dordiincii adima kadar olusan tiim kare sayilarini bulmuslardir. Gruplar
bu asamada sekil Oriintiisiiniin dordiincii adimini yapmuslar, sekil Oriintlisiinii say1
orlintiisiine ¢evirmisler (1-3-5-7) ve dordiincii adima kadar kullanilan kare sayisini
bulmuslardir. Gruplar bu asamada yatay matematiklestirme siirecinde etkinlikler
yapmislar ve bu siirecin bir iirlinii olarak dérdiincli adima kadar olusan tiim karelerin

toplamini bulmuslardir (Sekil 3.8, Sekil 3.9, Sekil 3.10).

Gruplar problem 2-b’yi okuduklarinda “Hocam, bunlarin teker teker adimlarin
yazmak ¢ok zor olur, bunun bir kolay yolu olmasi lazim.” ve “Bu bizim gegen seferki
olay...” seklinde tepkiler vermislerdir. Buradan &grencilerin genel bir ¢oziim igin

hazirlandiklar1 anlagilmaktadir. Tiim bunlara ragmen besinci ve altinci grup etkinlik
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oncesinde tahmin edildigi gibi adimlar teker teker hesaplamayarak problemin

¢Oziimiinii bulmaya caligmistir.

Genel bir kural bulunmas i¢in sayma pullarim dagitan arastirmaci “Onceki hafta
yaptiklarinizi da hatirlayin isterseniz.” diye bir 6neride bulunmustur. Dort grup etkinlik
Oncesi analizde tahmin edildigi sayma pullariyla 6nce dik iiggen, daha sonra esit sayida
sayma pulu alip bir dikdortgen olusturmuslardir. Ancak dordiincii grup olusturdugu

modeli ¢oziimlemeyi basaramamustir.

Odak grup yatay matematiklestirme siirecinin son {iriinii sayilabilecek problemin
‘model of’u olan olusturduklar1 dikdortgende toplam sayma pulu ve kenar uzunluklari
arasindaki iligkiyi kolaylikla fark etmisler ve herhangi bir adim i¢in kullanilacak toplam
sayma pulu sayisini n adim sayist olmak iizere 2n-1 olarak ifade etmislerdir. Bu sirada

aralarinda asagidaki gibi etkilesimler gergeklesmistir:

Mehmet: O zaman 50. adim 50.100.
Ahmet: 100.50 =500, 500/2= 250.

Mehmet: 5000/2=2500, 2500 kare kullanilacak 50. adimda. Sadece 50. adimda 2500 ise
kalanlarin toplami nedir?

Emir:50. adimda...

Mehmet: 50. adimda 2500 kullaniliyormus.

Ahmet: Toplam 2500.

Emir: Evet, toplam 2500. Mesela 50. adimda 99 oluyor.
Mehmet: Evet, toplam 2500’ miis.

Emir: 50. adim 99. 50’yi koyarsak...

Emir: (Basini sallayip onaylayarak)...Oley be, islemi seviyorum.

Degisken kullanimin basladigi bu asamada grubun dikey matematiklestirme
stirecine yonelik etkinlikler yapmaya basladigi soylenebilir. Grup olusturduklar
dikdortgenin kenarlarini olusturan sayma pullar1 arasindaki iliskiyi ¢oziimledikten sonra
bu problem i¢in genel ¢6ziim sayilabilecek, n adim sayis1 olmak {izere n. adima kadar
olusan toplam kare sayisinin matematiksel formiiliinii n.(2n)/2 olarak kurmustur.
Boylelikle grup dikey matematiklestirme siirecinin bir {irlinii olan problemin
matematiksel formiiliinii kurup, bunu ¢esitli kiicliik adimlarda deneyip, olusturduklari
dikdortgen modelin problemin diger adimlarinda da aymi diisiinlis tarziyla gecerli

olacagina ikna olarak problem i¢in bir ‘model for’ olusturmuslardir.
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Ucgiincii grup sayma pullartyla istenen modeli ortaya ¢ikaramamistir ancak sayisal
iliskileri inceleyerek 50. adima kadar toplam 50°=2500 tane kare kullamlacagini
bulmustur. Bunu cebirsel olarak ifade edemeseler de problemin genel ¢oziimii i¢in
“herhangi bir adimda kendisiyle carpimi kadar” seklinde ifade kullanmislar formel
olarak olmasa bile dikey matematik siireci icerisinde degerlendirilebilecek bir sonuca
varmiglardir. Daha sonra arastirmacinin gruptan ulastiklari sonucu sayma pullartyla
model yaparak desteklemeleri ve kendisini ikna etmelerini istediginde grup problem

icin vardiklar1 sonucu sayma pullariyla olusturduklart model ile de gosterebilmislerdir.

Ikinci grup genel bir kurala ulasmak igin dikddrtgen olusturabilmistir ancak
dikdortgenin kenar uzunluklarini olusturan sayma pullar1 ve problem arasindaki
iligkileri gérmekte zorlanmistir. Bu iliskiyi géremedikleri i¢in dikey matematiklestirme
siirecine ¢esitli adimlardaki modelleri olusturabildikten sonra gegebilmisler ve
etkinligin sonuna dogru modeldeki toplam sayma pulu ve kenar uzunluklar1 arasindaki

iligskiyi fark edebilmislerdir.

3.2.3. I¢icelik prensibi
Bu etkinliklerdeki problem durumlari ve daha genel ¢dziime ulasilmasi igin
yapilacak modeller ile bir argiimana ulasma durumu matematigin birden fazla konu

alaninin iliskilendirmesini saglamaktadir.

Bu etkinlikte 6grenciler problemi okuduklarinda verilen sekil Oriintiisiinii 6nce
say1 Oriintiisiine ¢evirmistir. Say1 oriintiisiinde, saylarin ikiser ikiser arttigini1 goriip sonra
tekrar sekil oriintiistinde dordiincii adimi ¢izmislerdir. Dordiincii adimda olusan kare
sayisint diger adimlardaki kare sayisi ile toplayip problem 2-a i¢in dogru cevabi
bulmuslardir. Gruplar burada problem durumundan sekil oOriintiisiine ge¢mis, sekil
ortintiisinden de sayr Oriintiisiine ge¢mislerdir. Bu asamada gruplarin geometri ve

aritmetik arasinda bir iliski kurdugundan bahsedilebilir.

Odak grup ve ikinci grup problem 2-b’yi okuyup sayma pullar1 dagitildiginda
sayma pullartyla problemdeki sekil oriintiisiine uygun olacak sekilde dik tiggen yapmis,
daha sonra bu dik iiggeni sonradan verilen diger es sayma pullar1 grubuyla dikdortgene

tamamlamistir. Tamamladiklar1 dikdortgenin kisa ve uzun kenarlar ile dikdoértgeni
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olustururken kullandiklar1 sayma pullar1 arasindaki iliskiyi incelerken, kisa kenarin
adim sayisi, uzun kenarin adim sayisinin iki kat1 oldugunu sdylemisler ve bunu cebirsel
olarak kisa kenar:n, uzun kenar:2n, toplam sayma pulu: n.2n, olusan toplam kare
sayisini da n.(2n)/2 olarak belirtmislerdir. Bu asamada gruplarin geometri, aritmetik ve

cebir arasinda iliski kurdugu soylenebilir.

Uciincii grubun ise model kullanmadan énce genel bir kurala ulasarak “toplam
kullanilacak kare sayis1 adim sayisinin kendisiyle ¢arpimidir” diyerek aritmetik ve cebir
arasinda bir iligki kurdugu sdylenebilir. Grup daha sonra ulastiklar1 sonugtan
yararlanarak sayma pullariyla dorde dort bir kare olusturmus, olusturdugu bu modelde
ve dordiincii adimda olusan toplam kare sayisini ve her adimdaki kare sayisini
arastirmactya gostererek ulastiklari kurali bu modelle desteklemislerdir. Modeli
aragtirmactya anlatirken dordiincii adimda olusan toplam kare sayisiin 4% n. adimda
olusan toplam kare sayisinin n? oldugunu belirtmisler, bu sekilde geometri ile cebir

arasinda bir iliski kurmuslardir.

Aragtirmaci ikinci grupla sayma pullarin1 dikdértgene tamamlamak i¢in neden iki
renk kullandiklarinmi tartisirken grubun geometri ile aritmetik arasinda iliski kurmasini
saglamistir. Bir Onceki adima ait olusturduklart modelde esit sayida sayma pulu
almayan bu grup arastirmaciyla yaptigi tartisma sonucunda “Sayma pullarin1 kolay
saymak icin dikdortgen yapip ikiye boliince bir rengin sayisini buluyoruz.” diye tepki
vermistir. Grubun bu asamada geometri ile aritmetik arasinda iliski kurdugu

sOylenebilir.

3.2.4. Kademeli tertip etme siireci

Ogrenciler bir dnceki etkinlige gore daha aktiftir. Video kaydi alman dgrenciler
kamera karsisinda daha rahatlamis goziikmektedir. Problemi ¢ézerken cebirsel ifadeleri
daha sik kullanmislardir. Ozellikle 6nceki hafta olmayan arkadaslarina sayma pullariyla
ne yaptigini anlatirken cebirsel ifadeleri gayet iyi kullandiklar1 goriilmiistiir. Sonuca
ulasan diger gruplarin da genel kurali ifade ederken cebirsel bir dil kullanmaya

basladiklar1 gorilmiistiir.
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Bu etkinlikte 6nceki hafta olusturduklari modeldeki sayma pullarini kisa yoldan
saymak i¢in dikdortgene tamamlamay: fark eden odak ve ikinci grup problem 2-b’de
yine sayma pullarini dikdortgene tamamlamiglar ve olusturduklar1 dikdortgenin kenar
uzunluklarinin inceleyerek genel kurala ulagsmiglardir. Ayrica bunu kontrol etmek igin
ulastiklar1 formiilii bir 6nceki ve sonraki adimlarda test etmislerdir. Ugiincii gruptaki
Ogrenciler ise adimlarda olusan toplam sayilari inceleyerek model olusturmadan 6nce
genel kurala ulasabildikleri goriilmistiir. Genel kurala ulastiklart igin modellerini
ulastiklar1 formiilden olusturabilmislerdir. Dordiincti grup model olusturabilmis ancak
modeli ¢éziimleyememis, bunun iizerine besinci ve altinci gruplar gibi problemin

¢Oziimii i¢in adimlardaki sayilari teker teker hesaplamaya calismistir.

Gruplarin karar defterlerine bakildiginda &grencilerin problem 2-a i¢in dogru
¢oziimler yaptiklar1 goriilmiistiir. Onceki haftadaki matematiksel yazimlara gore
ozellikle problem 2-b i¢in genel bir kural yazarken 6grencilerin cebirsel ifadeleri daha

fazla kullandiklar1 gériilmistiir.

Gruplar formel bir ispat yapmadan olusturduklari modelle bir genel kurala
ulasmuslardir. Uciincii grup ise adimlardaki sayilar arasindaki iliskiyi inceleyerek bir
genel kural olusturmuslar bu genel kuraldan yararlanarak bunu desteklemek igin bir
model olusturabilmislerdir. Bunlar 6grencilerin formel ispata baslamadan ispata adim

adim baslamalarinin gostergeleridir.
Etkinlik 2°deki 6grenci siiregleri Tablo 3.2°de dzetlenmistir.

Tablo 3.2. Etkinlik 2 deki égrenci siiregleri

Model of’tan model for’a | ¢ icelik prensibi Kademeli tertip siireci
gecis
- Problem2-a igin bir Problem2-a’da aritmetige Daha aktiflerdir.
¢Oziim bulmustur. ve cebire gec¢is yapmistir. Cebirsel ifadeleri daha sik
- Sayma pullar1 ile model Geometri, aritmetik ve kullanmustr.
Odak olusturmustur. cebir arasinda iliski Cikarimlarini test
grup |- Birden fazla Model of’a kurmustur. etmislerdir.
ulagmustir. Kisa siirede problemin
matematiksel formiiliini
kurmustur.
- Problem 2-a igin bir Problem 2-a’da aritmetige Genel bir ¢éziim
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. ugrasidadir.
Grup2 |_ Sayma pullar1 ile model Aritmetikten geometriye Genel ¢oziim igin
olusturmustur. gegis yapmustir. matematiksel dil
- Model of’a ulagmustir. Geometri, aritmetik ve kullanmaktadir.
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cebir arasinda iligki
kurmustur.

- Problem 2-a i¢in bir - Problem 2-a’da aritmetige |- Sayisal iligkilerden
¢6ziim bulmustur. gegis yapmustir. ¢ikarimlar yapmustir.

- Once model for’a - Aritmetikten cebire, - Cikarimlarini denemis genel

Grup 3 ulagmustir. cebirden geometriye gecis ¢Oziime ulagmstir..

- Model for’dan iki farkli yapmigstir. - Grubun giiveninin arttig1
model of’u goriilmiistiir.
olusturmustur.

- Problem 2-a igin bir - Problem 2-a’da aritmetige |- Sayma pullariyla modeli
¢6ziim bulmustur. gegis yapmustir. olusturmustur.

- Sayma pullariyla - Modeli olusturmaya - Problem i¢in 6zel ¢6ziim

Grup 4 modeller olusturmaya calisirken aritmetikten bulma egilimindedir.
caligmugtir. geometriye gecis

- Model of’a ulagmugtir. yapmigstir.

- Modeli
cOziimleyememistir.

- Problem 2-a igin bir - Problem 2-a’da aritmetige |- Problem i¢in 6zel ¢oziim
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. bulma egilimindedir.

Grup5 |- Sayma pullariyla - Aritmetik, geometri ve - Yaptigi islemlerde hata
yeterince ¢aligmamustir. cebir arasinda gegis oldugu gozlenmektedir.

- Model of’a yapamamigtir.
ulagamamustir.

- Problem 2-a i¢in bir - Problem 2-a’da aritmetige |- Problem i¢in 6zel ¢6ziim
¢6ziim bulmustur. gegis yapmustir. bulma egilimindedir.

Grup 6 |- Sayma pullariyla - Aritmetik, geometri ve - Yaptigi islemlerde hata
yeterince ¢alismamuistir. cebir arasinda gegis oldugu gozlenmektedir.

- Model of’a yapamamigtir.
ulasamamustir.

3.3. Ugiincii Etkinlikle Tlgili (Asansor-1 Problemi) Bulgular

3.3.1. Rehberlik prensibi

Etkinlikte tiim gruplar ve 6grenciler problemin asansdriin en son ¢iktig1 katta iki
kez yolcu aldigini diisiinmiislerdir ve bununla ilgili rehberlige ihtiyag duymuslardir. Bu
etkinlik 6ncesinde tahmin edilen bir durumdur. Etkinlik sirasinda yapilan rehberlikler

asagida detaylandirilmistir.

3.3.1.1. Arastirmacinin problem 3-a icin yaptigi rehberlik

Tiim gruplar problem 3-a’nin ¢dziimiine ilk olarak 30 cevabini vermistir. Ugiincii
ve dordiincii grup ¢ikarken ka¢ kisi bindigini hesaplayip iki ile ¢arparak sonucu
buldugunu diislinmiistiir. Gruplarin problem 3-a i¢in yaptiklar1 ¢oziimlerden bazilar

asagidaki sekillerde verilmistir (Sekil 3.18; Sekil 3.19). Tiim gruplara, ¢ikan ve inen
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asansoriin ayni asansor oldugu bu asansorii iki farkli asansor gibi algilamamalar1 yani
cikan asansoriin geri indigi agiklanmustir. Ilk agiklamadan sonra birinci, ikinci ve
tciincli gruplar bu durumu fark etmistir. Fark edemeyen gruplara asansoriin besinci
katta durduktan sonra kacinci katta durdugu sorulmus buna ek olarak gerekirse
problemin basit bir seklini ¢izerek ¢ozmeye ¢alisin diye onerilmistir. Daha sonra diger
gruplar da besinci katta bir defa yolcu binecegini fark etmisler ve dogru ¢oziime

ulagmuglardir (Sekil 3.18).

Sekil 3.18. Besinci grubun problem 3-a icin ilk ¢oziimii

y &) };khmr:r«na‘ rr\i{-’ Cl'uv\a.sx ’fo’))qh
inte | adoarWen¥al ke |

Sekil 3.19. Dérdiincii grubun problem 3-a i¢in ¢oziimii

Odak grubun problem 3-a’y1 ¢6zmesi yukaridaki sebeplerden dolay1 yaklasik 12

dakika siirmiistiir.

Arastirmact her grubun problem 3-a igin bir sonuca vardigini goriince besinci
grubun sozciisiine problem 3-a’y1 tahtada ¢ozdiirmiis ardindan gruplara problem 3-b’yi

dagitmistir.
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3.3.1.2. Arastirmacinin problem 3-b icin yaptigi rehberlik
Problem 3-b’yi okuyan ikinci grup: “Hocam, bunu da gecen haftadaki gibi kolay

bir yoldan yapacagiz degil mi, bir kural bulmaya ¢alisacagiz. O zaman bize sayma
pullar1 verir misiniz?” deyince arastirmaci bu gruba problem 3-a’nin cevabi olan 25 tane
sayma pulu vermistir. Grup sozciisii: “Baska renk vermeyecek misiniz?” deyince

arastirmact: “Bunlarla yapmaya calisin, isterseniz verebilirim.” demistir.

Odak grubun kayit incelendiginde problem 3-b’yi ¢6zmek i¢in oranti kullanma
veya problem 3-a’nin ¢éziimiine gore bir Orlintli gelistirme arasinda kalip, orantiyla

¢Ozlimii deneye karar vermislerdir. Bu sirada aralarinda gegen diyalog asagidaki gibidir:

Mehmet: Ters orantiyla yapabilir miyiz bunu?

Emir: Ters orantiyla yaparsak yanlis ¢ikabilir. Ters orantiyla yapamayiz ki zaten bunu.
Yaparsak dogru orant1 yapariz. Yaparsak ¢ok emin olabilir miyiz ki?

Onur: 20. katta, 20. katta...

Emir: Bence seyi gelistirelim, birinci soruya gore bir oriintii gelistirelim. Sonra Oriintiiye
gore bunu ¢ok kolay yapariz bence.

Arastirmacinin  gruba “Coziim hakkinda ne diislinliyorsunuz?” sorusuna

2

“Orantiyla...” cevabi gelince, arastirma “Bunun orantiyla ¢oziiliip ¢oziilemeyecegini
deneme imkaniniz var mi1?” Onerisiyle grup onuncu kata ¢iksaydi kac¢ olurdu diye

denemis ve besinci kat ile onuncu kat arasinda orant1 olmayacagini gormiistir.

Ucgiincii ve dérdiincii gruplarca da problem 3-b’nin ¢dziimii icin ilk diisiiniilen
yine orant1 kurmak yoluyla ¢6ziime ulagsmaktir. Orantiy1 kullanmaya ¢alisan gruplara bu
cokluklarin dogru orantili olmadiginin fark ettirilmesi i¢in gruplara kiiciik adimlarda bu

cokluklari karsilastirmalar1 6nerisinde bulunulmustur.

Orantiy1 kullanarak sonuca ulasamayacagini anlayan bu gruplarin gecen haftaki
etkinlikleri hatirlaylp sayma pullarini isteyecegi etkinlik 6ncesinde tahmin edilmistir.
Ancak problem 3-b’yi okudugunda ilk olarak sayma pulunu isteyen ikinci grup ve odak
grup hari¢ diger gruplar problemi katlarda binen kisileri teker teker hesaplayarak
cozmeye calismiglardir (Sekil 3.20). Bu sekilde problem 3-b’yi ¢dzebilen veya

toplamalarda hata yaparak dogru cevaba ulasamayan gruplar olmustur.
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Sekil 3.20. Dérdiincii grubun problem 3-b ¢oziimii

Bu sekilde ¢oziime ulasan gruplara genel bir kural bulmalar istendigi igin
problem 50. adim i¢in de sorulmustur. Bu soru grubu genel bir kural bulmaya itmis ve
bunun i¢in gecen haftaki yaptiklarin1 hatirlayarak aragtirmacidan sayma pulu

istemislerdir.

Adimlardaki sayilar1 teker teker toplayarak sonucu bulan tiglincii grup buldugu
sonuglari inceleyip asansore binen toplam kisi sayisinin en istte ¢ikilan kat saymin
karesi oldugunu fark edip, bunun i¢in genel bir ¢6ziime ulasmistir (Sekil 3.21). Bu
durumun ortaya ¢ikma ihtimali etkinlik Oncesinde tahmin edilmistir. Dolayisiyla
Ogrencilere “Bunun dogru oldugundan emin misiniz, bu konuda beni nasil ikna
edersiniz?” diye bir soru yoneltilmis Ogrenciler buna ragmen sayma pullarin
istememislerdir. Arastirmact bu noktada “Gegcen hafta yaptiklarimizi hatirliyor

musunuz, neler yapmistik?”” deyince bu grup da sayma pullarini istemistir.

Sekil 3.21. Sayma pullar: olmadan genel ¢oziime ulagan grubun ¢éziimii (Ugiincii grup)

Besinci ve altinct gruplar ise ne uzak adimlardaki toplamlar1 dogru yapmis ne de
bir ¢6ziim gelistirmek adina sayma pullarini istemistir. Bu nedenlerle problem 3-b’nin
¢Oziimiinii dogru yapamamislardir. Bu gruplardan biri muhtemelen diger gruplardan

gorerek arastirmacidan sayma pulu istemis, arastirmact da sayma pullarint verirken
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“Hadi bakalim, gegen hafta yaptiklarimizi da hatirlaym, bunlar1 ona goére kullanmaya

calisin” seklinde bir rehberlik yapmustir.

Odak grup orantiyr kullanamayacagini anlayinca problem 3-b i¢in bir ¢dziim
gelistirememelerine ragmen alt alta bir toplama yapmaya calismamistir. Bu etkinligin
amaci agisindan olumlu bir durumdur. Ancak sayma pullariyla problem 3-a’y1
modelleyip buradan bir genel kural bulmaya da c¢alisgamamiglardir. Bu grubun
ilerleyemedigini goren arastirmact onlar1 sayma pullari1 kullanarak problem 3-a’yi
modelleyip bir genel kural bulmalari igin rehberlik yapmistir. Bu sirada odak grup ile

arastirmacinin aralarinda gegen diyalog asagidaki gibidir:

A:Oluyor mu orantiyla?

Emir: Olmadu.

A: Ne yapalim, ne yapalim sizce, ne yapabiliriz?

Mehmet: n ile olmuyor mu?

A: n ile yapmak i¢in neye ihtiyaciniz var? Siz boyle mi gitmeyi diigliniiyorsunuz?
Emir: Bagka bir sey aklimiza gelmedi de bizim...

A:Gegen hafta ne yaptik?

Mehmet: Pullarla, adim adim...

Onur: Birin karsina bir gibi. ..

A: Boyle bir soru varsa, siz kural bulmaya calistyorsaniz, size lazim olur mu onlar?
Onur: Olabilir.

A: Getireyim mi?

Onur: Fark etmez.

A: Fark etmez diyorsaniz getirmeyeyim. Eger bize yarari olur, belki bir seyler yapariz
diyorsan getireyim.

Onur: Getirin...
Arastirmact odak gruba problem 3-a’nin ¢Oziimii olan 25 adet sayma pulu
vermistir. Bu arada gruptaki 6grencilerden biri ¢éziimiin kat sayisinin karesi oldugunu

fark etmistir. Bu sirada grupla arkadaslar arasindaki diyalog asagidaki gibidir:

Ahmet: n.n oluyor.

Emir: Olabilir, evet ama o0 sadece bir kattakini gosteriyor. Bunu biitiin katlara nasil
yayabiliriz? 20 katli bina ¢iinki.

Ahmet: 20.20.
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Emir: 400, toplam...

Onur: Bak mesela, dordiincii kata kadar, ilk katlar iki, ikinci katlar dort, {igiincii katlar alt1,
dordiincii dort toplam 16 ¢ikiyor. 4.4=16.

Odak grup bu asamadan sonra modelden formiilii degil, formiilden modeli
olusturmaya ¢alismistir. Modeli olusturmak i¢in problemdeki sayilardan degil ulastiklar
formiilden yararlanmistir. Grubun formiilden modeli olusturmasi yaklasik 13 dakika
stirmiistiir. Ancak modeldeki probleme iligskin sayilar ilk asamada fark edememislerdir.
Bunun iizerine arastirmaci “Bu modelin ve senin ulastigin formiiliin dogruluguna ikna
olabilirim ama bana modelde problem 3-a’daki toplanan sayilarin nerede oldugunu

gostermeniz gerekir” demistir.

Arastirmacinin bu uyarisindan kisa bir siire sonra dgrenciler modelde problem 3-
a’daki toplanan sayilar1 fark etmislerdir. Grubun genel bir kurala ulagmasini isteyen
aragtirmaci ¢ikilan en son kat1 n olarak alirlarsa toplam kag¢ yolcu asansore binecek
sorusunu sormustur. Grup sozciisii: “Kendisinin iki lissii kadar.” diye cevap vermistir.
Arastirmact grubun ulastiklar1 sonucu bir yere yazmalarini istemistir ve grup ulastiklari
sonucu karar defterlerine yazmistir (Sekil 3.22). Bu genel sonucu yazabilmeleri igin

aragtirmaci cesitli rehberlikler yapmistir. Bu sirada gecen diyaloglar agagidaki gibidir:

A: Kaginci kattan asansoére binilmeye baslaniyor?
Can: Birden.

A: Evet, 1+2+3+...n’ye kadar. Inerken ne olacak? Bir alt kata inecek. Bir alt katin n
cinsinden ifadesi nedir?

Emir: n-1.

A: Arti bir sonraki. ..

Emir: n-2.

A: Art1... En son kaginci kata inecek?
Emir: Bir.

A: Kaga esitmis bu.

Emir: n’nin karesine.

A: Giizel, bu kadar. ..
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Sekil 3.22. Odak grubun ulastigi sonucun cebirsel ifadesi

Arastirmaci, modele formiilden ulasan odak grubu, problemden de model
ulagtirmak igin grubun modeli problem 3-a’dan baslayarak tekrar olusturmasini
istemistir. Burada amag¢ grubun problem 3-a’daki sayilardan, kare olan modeli nasil

olusturdugunu fark etmesidir.

Ikinci grup bu pullarla bir model olusturamamistir. Arastirmacidan farkli renkte
sayma pulu istemislerdir. Aldiklar1 bu pullarla bese beslik bir kare olusturmustur ve
onlar da problem 3-a’daki sayilari modellemeden bu pullarla kare olusturmaya
calismislardir (Sekil 3.23). Bunu yapmalarinda gecen iki haftada da bu pullarla
dikdortgen olusturulmast gereken etkinlik yapmalart olabilir. Olusturduklar kare
modelden toplam asansore binen kisi sayisini 5.5=25 olarak bulmuslar ve en son n. kata
cikilirsa asansore binen toplam kisi sayisini n.n=n’ olarak sOyleyebilmiglerdir.
Arastirmacinin “Bundan nasil emin olabilirsiniz?” sorusundan sonra, grup baska bir

adim1 da modelleyerek arastirmaciya sdylediklerinin dogru oldugunu gostermislerdir.

Sekil 3.23. /kinci grubun olusturdugu modeller

Arastirmaci bu grubun da modeli olusturmadan dnce problem 3-a’daki sayilari

modelleyerek modele ulasmasini istemistir. Grup cesitli denemelerden sonra ilk
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olusturmalar1 gereken model biraz zorlukla da olsa olusturabilmistir. Olusturduklari

modelden kare modele nasil gegmeleri gerektigini fark etmislerdir.

Odak grup problem 3-a’daki sayilari sayma pullariyla modellemekte ¢ok
zorlanmistir. Daha Onceki etkinliklerde 6nce dik ticgen olusturduklart icin sadece
asansoOre cikarken binen kisi sayilarini modelleyip yine dik iicgen olusturmuslardir.
Arastirmacinin modeli olustururken problem 3-a’daki sayilara bagl kalin ve sadece
cikarken binenlerin sayisin1 almayn, inenleri unutmayin rehberligiyle sonucu asagidaki

modeller olusmustur (Sekil 3.24).

Sekil 3.24. Odak grubun problem 3-a’ya ait bazi modelleri

Arastirmaci, grubun problem 3-a’dan modele daha kolay gidebilmeleri i¢in
asansOr inerken binen kisi say1r kadar sayma pulunu baska renk verince ogrenciler
sayma pullarint 6nce problem 3-a’daki gibi dizip, inerken binen kisi sayis1 kadar farkl
renkteki sayma pulunu kareyi tamamlamak i¢in kullanabilmislerdir. Grubun problem 3-
a’daki sayilara bagl kalarak modeli olusturabilmesi ise yaklagik yarim saat stirmiistiir

(Sekil 3.25).

Sekil 3.25. Odak grubun olusturdugu son model
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Bu etkinlik sonucunda genel bir formiile ulagsan {i¢ grup olmustur ama istenen
modeli sadece iki grup olusturabilmistir. Modeli olusturan gruplardan birine tahtada bu
modeli olusturup problem 3-b’yi ¢ozmesi istenmistir. Diger grup da 1+2+3+...(n-

1)+n+(n-1)+ ...+3+2+1=n ifadesini nasil olusturduklarini agiklamustir.

3.3.2. Yatay matematiklestirmeden dikey matematiklestirmeye gecis siireci

Gruplarda bir kisi problemi sesli olarak okumus, digerleri dinlemistir. Tiim
gruplar problem 3-a’nin ¢oziimii olan 1+2+3+4+5+4+3+2+1=25 islemini yapip dogru
¢Ozlimii bulmuslardir. Gruplar bu agsamada yatay matematiklestirme siirecinde islemler

yaparak problem 3-a’ya 6zgii bir ¢6ziim bulmuslardir.

Ikinci grup problem 3-b’yi okudugunda arastirmacidan ilk olarak sayma pullarini
istemistir. Buradan O6grencilerin genel bir ¢oziim i¢in hazirlandiklar1 goriilmektedir.
Arastirmact daha onceki uygulamasindan farkli olarak sayma pullarimi vermek igin
gruplarin istemelerini beklemistir. Etkinlik oncesinde yapilan tahminlerde gruplarin
problem 3-b’yi okuduktan hemen sonra sayma pullarini isteyecekleri diistintiliirken
sayma pullarini sadece ikinci grubun hemen istemesi dikkat ¢ekici bir durumdur. Ayrica
en son 20. kata ¢ikan ve inen asansore binen kisilerin sayisini teker teker toplayarak

hesaplamaya caligsan gruplar veya kisiler de olmustur.

Odak grup problem 3-b’yi ¢6zmek ig¢in iki yol diisinmistiir. Bunlardan biri
problem 3-a’dan bir 6riintii gelistirip genel bir kural bulmak ve problemi oranti yoluyla
cozmektir. Ancak denemelerinin sonucunda problemin orantiyla ¢oziillemeyecegini

gormiisler ve aragtirmacidan sayma pullarini istemislerdir.

Ugiincii grup problem 3-b’yi cikarken ve inerken binen Kisileri ayri ayri hesaplayip

sonra bunlar1 toplayarak ¢6zmiistiir (Sekil 3.26).

Sekil 3.26. Problemi ayr ayri hesaplayan grubun ¢éziimii (Uciincii grup)
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Uciincii grup daha sonra besinci kata ve altinc1 kata ¢ikip inen asansdre binen
kisilerin toplam sayisin1 incelediginde bu toplamin asansoriin ¢iktigi en son katin
sayisinin karesi oldugunu fark etmis, bunu Sekil. 3.21°deki gibi ifade etmistir. Bu ifade,
problem 3-b i¢in bir genel ¢6ziim olarak diisiiniilebilecegi i¢in dikey matematiklestirme

stirecine yonelik bir ifade olarak degerlendirilebilir.

Ikinci gruba arastirmaci problem 3-a’nin ¢dziimii olan say1 kadar sayma pulu
vermistir. Grup aldiklar1 pullarla 6nce bir dik liggen olusturduktan sonra pullar1 diger
renk sayma pullariyla olusturduklart {iggeni kareye tamamlamistir. Bu stratejilerinde
gecen hafta yapilan etkinliklerde sayma pullarini bu sekilde kullanmalarmin etkili
oldugu diistiniilmektedir. Daha sonra grup bu pullarla problemdeki gesitli adimlarin
¢Oziimii olan modelleri yaparak problem igin yatay matematiklestirme siirecinin son
adimi olan ‘model of’u olusturmustur. Grup olusturduklari kare modellerden toplam
asansoOre binen kisi sayisini bulmuslar, en son n. kata ¢ikilirsa asansdére binen toplam
kisi sayisint n.n=n’ olarak sOyleyebilmigler ve problem i¢in matematiksel formiilii kurup

yaptiklar1 dikey matematiklestirme siirecinin son iiriiniinii vermislerdir.

Arastirmacit odak gruba sayma pullarin1 dagitirken gruptaki 6grencilerden biri
sayisal iligkileri inceleyerek problem igin genel bir ¢oziim olan n.n=n° formiiliine
ulasmistir. Béylece grup problem icin bir ‘model of’a ulasmadan 6nce genel ¢dziime
ulagmigtir. Ulastiklar1 formiilii ¢esitli adimlarda deneyerek bu adimlarda formiillerinin
dogru oldugunu gormiislerdir. Dolayisiyla sayma pullariyla modeli olustururken
problem 3-a’daki toplanacak sayilar1 adim adim gosterip olusturacaklar1 modelden kare
insa etmek yerine direk kare insa etmisler ve problem 3-a’daki sayilar1 modelden
gostermislerdir. Grup bu etkinlikte yatay matematiklestirme siirecini sayisal iglemlerle
tamamlamis, bu siireci tamamlamak i¢in bir ‘model of” olusturmaya gerek duymamustir.
Grubun modeli olusturmadan ¢esitli adimlarin toplamlarindaki sayisal iliskileri
inceleyerek bir genel ¢6ziim olusturmasi etkinlik éncesine tahmin edilen bir durumdur.
Grubun olusturduklart modelden problem 3-a’daki toplanmasi gereken sayilar: sonradan
model {iizerinden ¢oziimlemistir. Bu adimdan sonra grup problem ig¢in dikey
matematiklestirme siirecini tamamlayarak problemin genel ¢6ziimiiniin matematiksel
formiilii olan 1+2+3+...(n-1) + n + (n-1) +...+3+2+1 = n® ifadesini cebirsel olarak ifade

etmistir.
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Etkinligin sonlarma dogru ikinci grup sinifa modele nasil ulastiklarini
aciklamigtir. Genel bir kural bulamayan ve model olusturamayan {iic grup,
arkadaslarinin renkli kalemlerle sekil cizerek anlattiklariyla tatmin olmus ve genel
kurali anlamistir. Odak grup arkadaslarinin anlatirken eksik biraktigi modelden problem
3-a’daki sayilar1 ¢oziimleme ve problemin genel ¢oziimii olan cebirsel ifadesini yazma
kismmi tahtada yapmuslardir (Sekil 3.27). Ozellikle modelden problem 3-a’daki

kisimlar1 gosterirken siniftan: Aaaa, evet’ sesleri duyulmustur.

a b
Sekil 3.27. Odak grubun (a) ve ikinci grubun (b) tahtada yaptg: ¢oziimler

3.3.3. i¢ icelik prensibi

Bu etkinliklerdeki problem durumlari ve daha genel ¢dziime ulasilmasi igin
yapilacak modeller ile bir argiimana ulasma durumu matematigin birden fazla konu

alaniin iliskilendirmesini saglamaktadir.

Bu etkinlikte 6grenciler problem 3-a’y1 okuduktan sonra problemlerdeki ifadeleri
matematiksel climlelere ¢evirmis ve problem 3-a i¢in dogru bir ¢6ziim bulmuslardir. Bu
kisimda ger¢ek hayat durumundan Sekil 3.18 ve Sekil 3.19°da ornekleri goriildigi gibi

aritmetige ve sembole gegis vardir.

Gruplar problem 3-b’yi okuduktan sonra, arastirmacinin sayma pullarin1 sadece
isteyen gruplara verme kararindan dolay1 ilk asamada sadece ikinci gruba sayma pulu
dagitilmistir. Baz1 gruplar adimlan teker teker hesaplayarak problem 3-b’nin ¢oziimii
bulmaya caligmis, bazi gruplar ise problem 3-a’daki ve problem 3-b’deki verileri
kullanarak bir oranti kurmaya caligmistir. Arastirmacinin rehberligiyle farkli zaman

araliklarinda besincigrup hari¢ diger tiim gruplara sayma pulu dagitilmistir.

Ugiincii  grup sayma pullarin1  kullanmadan adimlardaki sayisal iliskileri
¢oziimleyerek problem icin bir genel ¢6ziim bulmustur. Bu ¢oziimde cebirsel bir ifade
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tam olarak kullanamasa da herhangi bir adim icin kullanabilecegi bir ¢oziim
olusturmustur. Arastirmacinin grubu sayma pullarina yonlendirmesine ragmen grup
problem durumunu sayma pullariyla bir model olusturmadigi icin aritmetik ve cebir ile

geometri arasinda siirl bir iligki kurmustur.

Sayma pullarin1 en son isteyen gruplardan altinci grup besinci kata ¢ikan asansor
icin bese beslik kare bir model olusturmustur ama problem durumunu model {izerinde
coziimleyememistir. Bununla birlikte bu grup problem 3-b i¢in alt alta toplamla sonucu

bulsa bile genel bir ¢6ziim liretememistir.

Ikinci grup ilk asamada problem 3-a’y1 modele aktaramanmuslardir. Daha sonra
arastirmacidan farkli renkte sayma pulu istemisler ve bu 25 tane pulla problem 3-a’daki
sayilar1 dikkate almadan sadece sonucunu dikkate alarak bese beslik bir kare
olusturmuslardir. Besinci adimda sayma pullariyla bese beslik bir kare olusturduklar
icin formiiliin n.n=n’ oldugunu sdyleyerek problem 3-b’nin ¢oziimiinii 20.20=20°=400
olarak bulmuslardir. Fakat ilk asamada modeldeki problem 3-a’ya ait sayilari
¢oziimleyememis belli bir siire sonra Sekil. 3.23’te gosterilen sekilde modeldeki
cozlimlemeleri yapmislar, arastirmaciya nasil yaptigini anlatmislardir. Grup modeli
problem 3-a’daki sayilara bagli olarak yeniden olusturmus ve bu modelden genel kurali
olusturduklart modeli elde ederek geometri ve cebir arasindaki iliskiyi daha iyi

kavramistir.

Odak grup problem 3-b’yi oOnce orantiyla ¢ézmeye ¢alismistir. Bunun
olmayacagimi anlayinca sayma pullartyla bir model olusturmaya calisirken gruptaki
Ogrencilerden biri diger gruba benzer olarak adimlardaki sayisal iliskilerden
yararlanarak problem 3-b i¢in genel ¢oziimiin n.n oldugunu sdéylemis ve arkadaslarini
buna ikna etmistir. Bu asamada gruptakiler aritmetikten cebire bir ge¢is yapmislardir.
Bu grup da diger gruba benzer olarak geometrik modeli cebirsel formiilden
olusturmustur. Arastirmacinin olusturduklart modelde problem 3-a’daki sayilarla model
arasindaki iliskiyi sormasiyla asagidaki sekildeki gibi bir aciklama yaparak modeli
¢oziimleyebilmislerdir (Sekil 3.28). Grup modeli ¢oziimlerken aritmetik, cebir ve

geometri arasinda iliski kurmustur.
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Sekil 3.28. Odak grubun ¢oziimlenmis modeli

3.3.4. Kademeli tertip etme siireci

Ogrencilerin etkinlikte daha aktif oldugu goriilmiistiir. Odak grup kamera
karsisinda artik rahattir. Problemi ¢ozerken cebirsel ifadeleri daha sik kullanmiglardir.
Problem 3-b’yi ilk okuduklarinda artik genel bir kuraldan bahsetmeye baslamiglardir.
Sonuca ulagan diger gruplarin da genel kurali ifade ederken cebirsel bir dil kullanmaya
basladiklar1 goriilmiistiir. Problem 3-b okundugunda tiim gruplarin sayma pulu
istenecegi diislinlirken sadece bir grubun sayma pulunu aragtirmacinin rehberligi
olmadan istemesi dikkat cekici bir durumdur. Sayma pullarimi ilk isteyen grubun
pullarla problem 3-a’daki sayilar1 dikkate almadan sadece sonucuna odaklanarak hemen
kare bir model yapmaya c¢aligmalari pullarin kullanim amacinin tamamiyla
oturmadigmin gostergesi olabilir. Dordiincii, besinci ve altinct grup hala teker teker
hesaplama yapma egilimindedir. Bu etkinlikte sonuca ulasan odak ve iigiincii grup

sayisal iligkileri inceleyerek genel ¢ozlime ulagmiglardir.

Odak grubun belli bir yerde takilmalarima ragmen problem 3-b’nin ¢dziimiini
bulmak i¢in alt alta toplam yapmay1 diisiinmemesi etkinligin amaci agisindan olumlu bir
durumdur. Yine ikinci grubun problem 3-b’yi okudugunda hemen bir genel kural

bulmaya caligmalar1 grubun diisiinsel olarak ilerledigini gostermektedir.

Sayma pullarini alan gruplarin sayma pullariyla kare bir model olusturmasi sayma
pullarinin kolay sayimi agisindan 6nemlidir. Birinci ve tigiincii grubun adimlarda olusan
toplam sayilar1 inceleyerek model olusturmadan oOnce genel kurala ulasabildikleri
goriilmiistiir. Genel kurala wulastiklar1  icin  modellerini ulagtiklar1  formiilden

olusturabilmislerdir.
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Gruplarin karar defterlerine bakildiginda &grencilerin problem 3-a i¢in dogru
¢oziimler yaptiklar1 goriilmiistiir. Gegen haftaki matematiksel yazimlara gore ozellikle
problem 3-b i¢in genel bir kural yazarken Ogrencilerin cebirsel ifadeleri daha fazla

kullandiklar1 gériilmiistiir.

Etkinlik 3’teki 6grenci siiregleri Tablo 3.3’te 6zetlenmistir.

Tablo 3.3. Etkinlik 3 'teki 6grenci siiregleri

Model of’tan  model | ic icelik prensibi Kademeli tertip siireci
for’a gecis
- Problem3-a i¢in bir - Problem 3-a’da aritmetige |- Problemi okuduklarinda
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. genel kuraldan bahsetmeye
- Sayisal iliskilerden - Geometri, aritmetik ve baglamigtir.
Odakgrup model for’a ulagsmistir cebir arasinda iligki - Cebirsel ifadeleri daha sik
- Sayma pullariyla model kurmustur. kullanmustir.
of’u olusturmustur. - Ozel ¢oziim yapmay1
distinmemistir.
- Problem 3-a igin bir - Problem 3-a’da aritmetige |- Genel bir ¢oziim
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. ugrasindadir.
Grup2 | Sayma pullar1 ile model |- Geometri, aritmetik ve - Sayma pullarini ilk isteyen
olusturmustur. cebir arasinda iligki gruptur.
- Model of’a ulagsmustir. kurmustur. - Modeli kareye
- Model for’a ulagmistir. tamamlamustir.
- Problem 3-a i¢in bir - Problem 3-a’da aritmetige |- Sayisal iliskilerden
¢6ziim bulmustur. gecis yapmustir. ¢ikarimlar yapmustir.
- Once model for’a - Aritmetikten cebire gegis |- Cikarimlarini denemis
Grup 3 ulagmustir. yapabilmesine ragmen genel ¢oziime ulagmistir.
- Model of’a geometriye gegisi sinirli |- Cikarimlarin1 deneyerek
ulasamamustir. olmustur. problemin ¢ézliimii i¢in
genellemeye ulagmistir.
- Problem 3-a i¢in bir - Problem 3-a’da aritmetige |- Sayma pullariyla ¢aligmaya
¢6ziim bulmustur. gecis yapmustir. yeterli vakit ayirrmamigtir.
- Sayma pullariyla - Modeli olusturmaya - Problemin 20. adim igin
Grup 4 modeller olusturmaya caligsirken aritmetikten 6zel ¢6ztim bulmustur.
calismustir. geometriye sinirli gegis - 50. adim sorulunca sayma
- Model of’a yapmustir. pullariyla genel ¢ozim
ulasamamustir. olusturmaya ¢aligmistir.
- Problem 3-a igin bir - Problem 3-a’da aritmetige |- Problem igin 6zel ¢oziim
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. bulma egilimindedir.
Grup5 |- Sayma pullariyla - Aritmetik, geometri ve - Uzak adimlardaki yaptigi
caligmamastir. cebir arasinda gegis islemlerde hata oldugu
- Model of’a yapamamistir. gozlenmektedir.
ulagamamustir.
- Problem 3-a i¢in bir - Problem 3-a’da aritmetige |- Problem igin 6zel ¢oziim
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. bulma egilimindedir.
Grup6 |- Sayma pullariyla - Modeli olusturmaya - Uzak adimlardaki yaptig
yeterince ¢aligmamustir. calisirken aritmetikten islemlerde hata oldugu
- Model of’a geometriye sinirl gegis gozlenmektedir.
ulagamamigtir. yapmuistir.
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3.4. Dordiincii Etkinlikle Tlgili (Asansér-2 Problemi) Bulgular

3.4.1. Rehberlik prensibi

Etkinligin basinda bazi gruplar ve Ogrenciler rehberlige ihtiyag duymuslardir.
Dordiincii ve altinci grup bu problemi gecen hafta yaptiklarini belirtmislerdir.
Arastirmac1 bunu etkinlik oncesi analizde tahmin ettigi i¢cin problemde gecen “TEK”
kelimesini biiyiik olarak yazmis ve bu gruplara biiyiilk harfle yazilan yere dikkat
etmeleri belirtmistir. Etkinlik boyunca yapilan rehberlik asagida detaylandirilmistir.

3.4.1.1. Arastirmacinin problem 4-a icin yaptigi rehberlik

Problem 4-a gruplar tarafindan okundugunda tiim gruplarda bunun gecen hafta
yapilan problemle ayni oldugunu diisiinen 6grenciler olmustur. Besinci ve altinci grup
hari¢ diger gruplarda problem durumunu gecen haftaki problem durumuyla karistiran
Ogrenciler bu problem durumunun farkli bir problem durumu oldugu konusunda
gruplarindaki arkadaslari tarafindan ikna edilmistir. iki gruba ise arastirmaci tarafindan

problemdeki biiytlik harfle yazilan yere dikkatlerinin ¢ekilerek rehberlik yapilmistir.

Besinci grup besinci katta asansére ayni katta iki kez yolcu bindirme hatasi

yapmustir. Arastirmact gecen haftayr hatirlatinca grup hatasini diizeltmistir.

Problem 4-a igin tiim gruplar ¢ok uzun siire harcamadan dogru ¢oziimii
bulmuslardir. Odak grup yaklasik bir dakikada hem bu haftaki problemi gegen haftaki
problemle karistiran arkadasini ikna etmis hem de problem 4-a i¢in dogru bir ¢oziim

bulmustur. Bu sirada aralarinda gegen diyalog asagidaki gibidir:

Emir: Boyle olacak degil mi?

Mehmet: Baska bir fikri olan var m?

Emir: Bagka fikri olan varsa sdylesin, onu da yapalim. Sen ne diigiiniiyorsun?

Mehmet: Simdi sey yapalim ya. Bize ilk soru geldi degil mi? Onlar1 pullarla yapabiliriz.
Emir: 2. soruda ne sorabilir? 80. kata kadar ¢ikiyor?

Mehmet: Evet. Kag olabilir formiilii lazim.

Emir: Nasil yapicagiz? Gegen yapmustik ya hani... 1n+2n+3n+...n+n-1 gidecek, n’nin

karesi. Adim sayisinin karesi. 80. kata gikiyor ya. 80.80. Ama isimizin zorlugu su.
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Mehmet: Tek katlarda...

Emir: Tek katlarda almasi gerek, tek. O biraz bozabilir. Onu nasil yapacagiz? 80’e kadar
kag tane tek kat var?

Mehmet: Onu bir formiille yapmamiz lazim. 1, 3, 5 dyle bir sey. Tek tek saymakla olmaz o
is. Bir formiil vardir.

Emir: Saysak bile ¢ok uzun siirer ki o.

3.4.1.2. Arastirmacinin problem 4-b icin yaptigi rehberlik

Ikinci grup arastirmacidan problem 4-b’yi dagitmadan sayma pullarini istemistir.
Arastirmaci bu pullar1 ne yapacaksiniz diye sorunca: “Daha biiyiik katlar sorulunca
cevabr hemen bulmak ic¢in bir genel kural bulmak i¢in kullanacagiz.” diye cevap

vermistir. Arastirmaci “Verecegim, verecegim.” diye cevap vermistir.

Tiim gruplar problem 4-a i¢in dogru ¢oziimii bulunca iiclincii grubun sozciisii

¢Oziimii tahtada yapmustir ve problem 4-b’nin gruplara dagitilmasina gecilmistir.

Ikinci gruba problem 4-b’nin dagitilmasindan sonra pullar verilmistir. Gruba kag
pul istendigi sorulmus onlar da problem 4-a’nin ¢oziimii olan 13 tane istediklerini
sOylemislerdir. Gruba bilingli olarak asansor inerken ve ¢ikarken binen kisi sayilarini

gosteren dokuz siyah, dort kirmizi pul verilmistir.

Problem 4-b dagitildiginda arastirmaciya asansoriin yine tek katlarda mi durdugu
sorulmus, bunun iizerine arastirmaci problem 4-b’deki asansoriin problem 4-a’daki

asansorle ayn1 6zellikleri tagidigini tiim siifa duyurmustur.

Odak grubun kayit incelendiginde problem 4-b’yi ¢6zmek i¢in oranti kurmaya
karar verdigi goriilmistiir. Grup Once asansoriin en son kat olarak besinci kata
ciktiginda bindigi yolcu sayist hesaplanmig, daha sonra en son kat olarak 10. kata
ciktiginda binen yolcu sayist hesaplanmis ve bunlar arasinda dogru oranti olmadigi
goriince oranti kullanarak ¢6ziim yapmaktan vazgec¢ilmistir. Grup oranti kurmak icin
besin iki katin1 alarak onuncu kat1 kullanmigtir ama asansoriin onuncu katta durmadigini
g6z ardi etmistir. Dolayisiyla asansoriin 50 yolcu aldigim1 (asansoriin onuncu Kkata

ciktigini diistiniip dokuzuncu Katta iki sefer yolcu bindirerek) bulmuslardir (Sekil 3.29).
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Sekil 3.29. Odak grubun oranti kurma denemesi

Odak grup orantt kurmayi denerken besinci grup sayma pulu istemistir.
Arastirmaci kag tane istediklerini sorunca grup kesin bir cevap vermemistir. Arastirmaci
gruba isterseniz rastgele bir say1 olmasin, problem 4-a’nin cevabi kadar vereyim deyip,

gruba dokuz siyah dort beyaz sayma pulu vermistir.

Odak grup da arastirmacidan sayma pullarindan istemistir. Arastirmaci kag¢ tane
istediklerini sormus, grup da 13 diye cevap verince, bu gruba da dokuz yesil dort siyah

sayma pulu vermistir.

Sonradan da igilincii ve dordiincii grup sayma pullarini istemis, diger grup
problem 4-b’nin cevabma ulasmak igin asansore binen yolculart teker teker
hesaplayarak dogru cevaba ulasmaya calismistir. Ayrica tiglincii grup da problem 4-
b’nin cevabini 6nce teker teker hesaplayarak bulmustur (Sekil 3.30).

Sekil 3.30. Problem 4-b nin teker teker hesaplanarak yapilan ¢oziimii (Ugiincii grup)

Etkinlik 6ncesinde tahmin edildigi gibi teker teker hesap yaparak problem 4-b’nin
¢Oziimiinli yapan ve bu sekilde yapmaya ugrasan gruplara: “Asansoriin ¢iktigi en son

kat 75 olsun.” denilerek gruplarin sayma pullarin1 kullanma ihtiyact duymalarina
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calisilmigtir. Fakat altinci grubun hala en son 75. kata ¢ikan asansére binen yolcu

sayisini bulabilmek i¢in teker teker hesap yapmaya ¢alistig1 goriilmiistir.

Sayma pullarina yonelen gruplardan besinci grup hari¢ hepsi problem 4-a’daki
sayilara dikkat ederek bir model olusturmaya ¢alismislardir. Ayrica gruplarin asansore

inerken ve c¢ikarken binen kisi sayilarini farklh pullarla gosterdikleri goriilmiistiir (Sekil
3.31).

Sekil 3.31. Gruplarin problem 4-a i¢in modelleri

Odak grup daha problem 4-a’daki cevabi bulmaya calisirken asagidaki sekli de
cizmistir (Sekil 3.32). Sayma pullarim1 istemeden olusturduklart bu sekli goriince
arastirmact neden boyle bir sekil olusturma ihtiyact duyduklarini sormustur. Gruptaki
ogrenciler: “Ciinkii her problemde sekillerle, say1 pullariyla yapiyoruz, Onlimiize

geldigini zaman direk bu sekli uygulayacagiz.” diye cevap vermislerdir.

Sekil 3.32. Odak grubun sayma pullari dagitilmadan once olusturdugu sekil

Odak grup sayma pullarin alinca dnce yukaridaki ¢izdigi sekli olusturmustur.
Bunun bir kareye benzedigini ama kare olmadigini sdylemistir. Sekli iice ii¢ bir kare
yapmaya ¢alismislar fakat pullar fazla gelince tige tigliik karenin etrafina dort tane siyah

pulu yerlestirmisler ama pullart kolay sayilacak bir hale getiremediklerini
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diisiinmiislerdir. Grup daha sonra asansoriin ¢ikarken binen yolcularin 2n-1 formatinda
oldugunu fark etmis fakat asansor inerken bunun gegerli olmadigini sdylemislerdir. Bu
sirada toplam sayma pullarint hesaplamak i¢in olusturduklar1 cesitli arglimanlari

denemisler fakat bir sonuca ulasamamustir.

Ikinci grup ekstradan sayma pulu alip olusturduklari sekli asagidaki gibi (2 tane 1,
2 tane 3 ve 1 tane 5) ¢Oziimlemistir (Sekil 3.33). Arastirmaci gilizel bir ¢éziimleme
yaptiklarin1 sdylemis ama bu ¢dzliimlemenin pullar1 kolay saymak i¢in yararli olup

olmayacagini sorunca grup sekli dikdortgene asagidaki gibi dikdortgene tamamlamistir.

Sekil 3.33. Zkinci grubun olusturdugu modeller

Arastirmaci bu grubun olusturduklar1 dikdértgenin kenar uzunluklar1 ve toplam
sayma pulu arasindaki iligkiyi incelemelerini istemistir. Grup besinci kata cikinca bes
pul eklenecegini kesfetmistir. Dikdortgenin uzun kenarinin, kisa kenarmin iki kati
oldugunu da fark etmistir. Fakat kisa kenar1 n ve uzun kenar1 2n ile ifade ettiinde
c¢ikilan en son kati yani ekledigi pul sayisim1 2n-1 degil yine n ile ifade ettigi i¢in genel
bir sonug bulamamis ve dogru sonuca ulasamamustir (Sekil 3.34). Yine de grubun alt

alta toplam yapmaya ¢aligmamasi etkinligin amaci i¢in olumlu bir durumdur.

Sekil 3.34. /kinci grubun problem 4-b icin ulastigi yanlis ¢oziim
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Ucgiincii grup sayilarla islemler yapmaktayken dordiincii ve besinci grup da sayma
pullariyla probleme uygun modeller olusturmaya calismaktadir. Arastirmaci tim
gruplara “Neden farkli iki renkte model verdigimi diisiindiiniz mi?” diye bir soru
sormustur. Sayma pullar1 alan gruplar farkli renklerin biri ¢ikis, digeri inisteki asansore
binen yolcular1 gostermek i¢in kullanilabilecegini ifade etmistir. Ama ¢ikis ve inisteki
pullarin sayisin1 kolay yoldan saymak icin ayri ayri model olusturmayinca istenen
modelin birinci agamasini yapabilmisler fakat ikinci asamasin1 yapamamiglardir (Sekil

3.35).

a b C

Sekil 3.35. Dordiincii (a), besinci (b) ve odak grubun (¢) olusturdugu modeller

Odak grup ilk asama yapilmas: gereken modeli daha problem 4-a’y1 ¢dzerken
olusturmus ama modeldeki toplam pullar1 sayabilmek i¢in degisik modeller olusturmaya
devam etmistir. Diger gruplar da sayma pullarin1 kolay sayabilmek adina bir dikdortgen
olusturmaya c¢alismislar ama bunu basaramamislardir. Bu sekilde olusturulan bazi

modeller asagidadir (Sekil 3.36).

a b

Sekil 3.36. Ugiincii grubun (a) ve grubun odak (b) olusturdukiar: bazi modeller
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Odak grup ilerleyememesine ragmen problem 4-b’yi ¢ézmek igin teker teker
toplam yapmaya g¢alismamistir. Bu etkinliklerin amaci i¢in olumlu bir yaklagimdir.
Grubun rehberlige ihtiyaci oldugunu goren arastirmaci “Ben size neden farkli iki renk
verdim?” diye sormustur. Grup “Bir renk inisi, bir renk ¢ikis1 gosteriyor.” diye cevap
vermistir. Aragtirmaci “O zaman toplamini bulmak istediginiz pullarin hepsini birlikte
degil de ayr1 ayn diisiinebilir misiniz?” diye bir rehberlik yapmistir. Bu rehberlikten
sonra siyah ve yesil pullar1 ayiran grup, arastirmacinin “Bunlar1 kolay sayma imkanimiz

var m1?” sorusundan sonra asagidaki modeli olusturmustur (Bkz Sekil 3.37).

Sekil 3.37. Odak grubun pullari kolay saymak igin olusturdugu model

Arastirmaci grubun iligkileri biraz daha gorebilmesi i¢in en son yedinci kata ¢ikan
asansore toplam kag kisi biner, bence onu da hesaplayip bir goriin 6nerisi yapmis ve kag
pula ihtiyact olacak bulmalarini istemistir. Grup bu arada sayma pullar1 arasindaki
iligkiyi incelemektedir. Asansor ¢ikarken binen kisi sayisi igin n’ formiiliine ulasan
grup, asansdr inerken binen kisi sayisi igin (n-1)? formiiliine ulasamamistir. Grup daha
sonra yedinci kata ¢ikilan modeli de olusturmustur. Bu modeldeki farkli renkleri ayirip

kare olusturmustur. Bu modelde ¢ikarken ve inerken binen yolcu sayilarini gostermistir
(Sekil 3.38).

Sekil 3.38. Odak grubun olusturdugu modeller
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Odak grup her ne kadar bu modeli olusturabilse de kenar uzunluklar1 arasindaki
iligkiyi gormekte zorlanmistir. Aragtirmact grubun buldugu asansoriin ¢ikarkenki genel
kurali gruba tekrar hatirlatmistir. Ama grup bu formiilde 2n-1’1 yediye esitlemektense
2n-1 ifadesinde n yerine yedi koymaya c¢alismistir. Arastirmact: “Bu durumda n yerine
yedi mi koyarsiniz?” deyince Ogrencilerden biri “2n-1’1 yediye esitleriz.” demistir.
Buradan n’yi dort olarak bulmuslardir ve dordii biiylik karenin bir kenar uzunlugu ile
iliskilendirmislerdir ancak kiiclik karenin kenar uzunlugunu biliyiik karenin kenar
uzunlugu ile iliskilendirememislerdir. Bu iliskiyi daha iyi gorebilmeleri i¢in arastirmaci
gruba problem 4-a’daki modeli yeniden olusturmalarini istemistir. ki farkli model
arasinda tek sayilarla ilgili bir iliski kural bulunmaya c¢alisildig1 i¢in tiim O6grenciler
bunda ¢ok zorlanmislardir. Bu durum etkinlik dncesinde tahmin edilen bir durumdur ve
bu duruma kars1 yapilacak rehberlikler de 6grencilerin iliskiyi gormesinde ¢ok yardimci
olmamistir. Arastirmacinin rehberligiyle odak grup istenen modelleri olusturabilmistir
ama bunlarin kenarlar1 arasindaki iliskiyi kurmakta c¢ok da basarili olamamustir.
Aragtirmacinin grubu asagidaki sekilde rehberligiyle grup problem 4-b i¢in bir ¢6ziim

olusturmustur.

A: En st kat1 veren formiil neydi?
Emir: 2n-1.

A: 2n-1 buna esitlerseniz (Besinci kattaki binen kisi sayisin1 gosteren pullart igaret
ederek) 2n-1=5 ise n;

Emir: 3

A: Gordiiniiz mii? Olusacak neyi buluyorsunuz? Biiylik karenin bir kenar
uzunlugunu. ..

Emir: Evet.

A: 25 olsa demek ki kaga kag iki tane kare olusacak?

Emir: 13, 13. Biiyiik karenin 13 olacak...

A: Kiig¢iik kare?

Emir: Kiigiik karenin de 12 mi?

A: Evet...

Zaman kalmadig i¢in grubun ulastig1 sonuglar diger gruplara paylasilamamis ve

etkinlik sonlandirilmistir. Etkinlikte zaman sorunu yasanmustir denilebilir. Odak grubun
srar1 Uzerine etkinlik siiresi sonrasinda arastirmacinin rehberligiyle (olusan kiiciik

karenin bir kenar uzunlugunun, biiyiik karenin bir kenar uzunlugunun 1 eksigi oldugu
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fark ettirilerek) problemin matematiksel formiilii olan 1+3+5+...+2n-1+...+3+1=n’+(n-

1) ifadesi kurulup bir problem igin bir ‘model for’ olusturulmustur.

3.4.2. Yatay matematiklestirmeden dikey matematiklestirmeye gecis siireci

Gruplarda bir kisi problem 4-a’y1 sesli olarak okumus, digerleri dinlemistir. Tim
gruplar problem 4-a’nin ¢6ziimii olan 1+3+5+3+1=13 islemini yapip dogru ¢ozimii
bulmustur. Gruplar bu asamada yatay matematiklestirme siirecinde etkinlikler yaparak

problem 4-a’ya 6zgii bir ¢oziim bulmuslardir.

Iki grup problem 4-b’ye gecmeden &nce dikey matematiklestirme siirecine
yonelik etkinliklerde bulunmustur. Ikinci grup arastirmacidan problem 4-b’ye gecmeden
once sayma pullarini istemistir. Grup sayma pullariyla bir ‘model of* olusturup, dikey
matematiklestirme siirecine yonelik etkinliklerle problem 4-b’ye ait bir genel ¢oziime
ulagsmak ve probleme ait ‘model for’u olusturmak istemektedir. Problem 4-b’ye
gecmeden Once dikey matematiklestirme siirecine yonelik etkinliklerde bulunan diger
grup ise odak gruptur. Bu grup problem 4-b’ye gegmeden Sekil. 3.32’yi ¢izmistir. Bu
grubun amaci da yatay matematiklestirme siireci sonunda sayma pullariyla bir ‘model
of” olusturup, dikey matematiklestirme siirecine yonelik etkinliklerle problem 4-b i¢in
bir genel ¢ézlime ulagmak ve probleme ait ‘model for’u olusturmaktir. Bu konuyla ilgili
‘3.4.1.1. Arastirmacinin problem 4-a i¢in Yyaptig1 rehberlik’ boliimiinde grubun

birbirleriyle olan etkilesimi ilgi ¢ekicidir.

Gruplarin  problem 4-b’yi ¢6zme siirecinde altinct grup sadece Yyatay
matematiklestirme siirecinde etkinliklerde bulunmustur. Arastirmacit bu grubu dikey
matematiklestirme siirecine yonelik etkinliklerde bulunmasi i¢in en son ¢ikilan kat
sayisint arttirsa  bile grubu genel kural bulmak i¢in etkinlikler yapmasini

saglayamamustir.

Besinci grup problem 4-b’ye 6zel bir ¢éziim bulmaya ¢alismis ama islemlerde
hata yaptig1 i¢in problem 4-b’ye 6zel bir ¢6ziime de ulasamamistir. Diger iki grup
problem 4-b icin dogru cevabi bulmustur. Bu iki grubun da problem 4-b igin yatay
matematiklestirme siirecinde etkinlikler yaptig1 ve 6zel bir ¢oziime ulastigr sdylenebilir.

Uciincii grup genel kurala ulasmak igin aritmetiksel islemlerle zaman harcamistir. Grup
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problem 4-b igin inis ve ¢ikista binen yolcu sayilarimi ayri ayri hesap etseler de bu
sayilarin tam kare bir say1 oldugunu fark edememistir. Dordiincii grup da aritmetiksel
islemlerle problem 4-b i¢in dogru bir cevaba ulasmis, genel bir ¢6ziime ulasmak i¢in
sayma pullarin1 kullanmay1 denemislerdir. Ama daha 6nce bahsedilen sebeplerden bu

grup da bir sonuca ulasamamustir.

ikinci grup problem 4-b’yi okuyunca alt alta toplama islemiyle ¢dziim
yapmamistir. Bu durum etkinligin amagclar1 adina olumlu bir durumdur. Oncelikle
problem 4-a’daki sayilar1 temel alarak sayma pullariyla bir model olusturmuslardir.
Once pullar1 Sekil 3.33’teki gibi ¢oziimlemistir. Daha sonra sayma pullarin1 Sekil
3.33’teki gibi dikdortgene tamamlamistir. Arastirmaci gruba sekli dikdortgene
tamamlamak i¢in kag¢ tane sayma pulu eklediklerini sormus, grup en son kat sayisi (2n-
1) kadar diyerek dogru bir cevap vermistir. Grup genel bir ¢6ziim i¢in dikdortgenin kisa
kenarin1 n, uzun kenarini kisa kenarin iki kat 2n ile ifade etmistir. Fakat dikdortgene
tamamlamak i¢in kullandiklar1 sayma pulu sayisini 2n-1 ile degil n ile ifade ettigi i¢in
genel formiil olarak n.(2n)-(2n-1)=2n%-2n+1 yerine n.(2n)-n olarak ifade ettiginden i¢in
olusturduklart dikdortgen modelden yanlis bir argiimana ulasmistir. Ulastiklart
arglimani bazi adimlar i¢in denediklerinde argiimanlarinin dogru olmadigini
anlamiglardir. Modeli dikdortgene tamamlamak icin kullandiklar1 sayma pulu sayisini
cebirsel olarak dogru ifade edemedikleri i¢in probleme ait yatay matematiklestirme
siirecinin bir tirlinii sayilabilecek ‘model of’a ulagabilseler bile problemin matematiksel
formiiliinii kuramadiklar i¢in dikey matematiklestirme siirecine ait bir iiriin olan ‘model

for’a ulasamamislardir.

Odak grup sayma pullarint aldiginda problem 4-a’y1 ¢ozerken ¢izdigi sekli (Sekil
3.32) olusturmuslardir. Bu model gruplardan olusturmasi beklenen ve istenen modeldir.
Bu problem i¢in ‘model for’u olusturmanin zor oldugu bilindigi i¢in sayma pullar1 daha
once planlanan sekilde dokuza dort toplam 13 tane olmak iizere iki farkli renkte
verilmistir. Grup bu sayilar1 dikkate almis ve asansor cikarken ve inerken binen kisi
sayilari1 gostermek i¢in farkli renkler kullanmistir. Olusturduklart modelin kareye
benzer oldugunu sdylemisler ancak kare olmadigini da fark etmislerdir. Dolayisiyla
sayma pullariyla lice tglik bir kare olusturmuslar dort tane sayma pulunu ise
olusturduklart karenin kenarlarinin etrafina koymuslardir. Fakat modelden kullandiklar

sayma pullarin1 kolay sayilabilecek bir yontem gelistirememislerdir. Bunu fark eden
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aragtirmact gruptan inerken ve c¢ikarken binenleri gostermek icin kullanilan sayma
pullarini birbirinden bagimsiz olarak disiiniip kolay sayilabilecek bir hale getirmelerini
istemis, bunun iizerine grup sayma pullarindan iki kare elde etmistir. Bu kareleri ilk
anda elde ettiklerinde kenar uzunluklar1 arasindaki iliskileri gorememisler dolayisiyla
‘model for’u olusturamamislardir. Aragtirmact modeldeki toplam sayma pulu ve kenar
uzunluklar arasindaki iliskileri daha iyi gorebilmeleri i¢in asansoriin son olarak yedinci
kata ¢ikip indigi modeli yapmalarini istemistir. Grup modeli hemen olusturmustur ve bu
modelden de iki tane kare elde edebilmislerdir. Ancak olusturduklar1 iki karedeki
toplam sayma pulu sayisim da n’ olarak belirtmislerdir. Grup bu durumda da modelde
ve daha sonra olusturduklar: iki karede kullanilan sayma pullar1 arasindaki iliglileri
goremedigi icin arastirmaci gruba problem 4-a icin hem modeli hem de olusacak
kareleri tekrar olusturmalarini istemis ve kenar uzunluklar1 arasindaki iligkileri fark
etmeleri i¢in rehberlik yapmustir. Grup aritmetiksel islemler olarak iligkileri fark
etmesine ve yatay matematiklestirme siirecinin son iriinii sayilabilecek ‘model of’u
olusturmasina ragmen modelin kenar uzunluklarini ve modeli olusturan sayma pulu
sayist arasindaki iligkileri cebirsel olarak bunu ifade edememis, dikey
matematiklestirme siirecine ait bir matematiksel formiil kuramamigtir. Boylece bu
problem icin bir ‘model for’ olusturamamistir. Bu iliskilerin grupca kesfedilmeye
calisilmas1 zaman yetmediginden arastirmacinin rehberliginde etkinlikten sonraya

birakilmis ve ders sonrast tamamlanmaya ¢aligilmistir.

3.4.3. I¢icelik prensibi

Bu etkinliklerdeki problem durumlar1 ve daha genel ¢6ziime ulasilmasi i¢in yapilacak
modeller ile bir argimana ulasma durumu matematigin birden fazla konu alaninin

iliskilendirmesini saglamaktadir.

Bu etkinlikte problem 4-a’da gergek hayat durumunu aritmetige aktararak problem 4-a
icin dogru bir ¢oziim bulmuslardir. Bu kisimda ger¢cek hayat durumundan asagidaki

sekilde 6rnekleri gortldiigi gibi aritmetige ve sembole gecis vardir (Sekil 3.39).
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a b

Sekil 3.39. Uciincii (a) ve dordiincii (b) grubun problem 4-a icin yaptiklar: ¢éziimler

Problem 4-b’ye ge¢gmeden 6nce odak grup Sekil 3.32°deki gorseli gizmistir. Odak
grup cizdikleri sekil ile problem 4-a’daki sayilar arasinda bir iliski kurmustur. Burada
geometri ile aritmetik arasinda bir iliskiden soz edilebilir. Grup problem 4-b’yi
okudugunda ise problemi orantiyla ¢6zmeyi denemis ancak cevabi orantiyla
bulamayacagini anlamistir. Arastirmacidan sayma pullarini isteyen grup Sekil 3.32°deki
cizdikleri gorseli sayma pullartyla olusturmus ve problem 4-a’daki sayilar

olusturduklart modeldeki sayma pullariyla iliskilendirmistir.

Sayma pullarini alan gruplar tarafindan genelde olusturulan model Sekil 3.31 ve
Sekil 3.35’te gosterilen modellerdir. Tiim gruplarin istenildigi gibi iniste ve ¢ikista
binen yolcu sayilarmi farkli renkteki sayma pullariyla iliskilendirmesi etkinligin amaci
acisindan olumlu bir davranistir. Gruplar gercek hayat problemini dnce sayilarla ifade
etmis, bu sayilar1 sayma pullariyla iligkilendirerek bir model olusturarak aritmetik ve

geometri arasinda bir iligki kurmustur.

Odak grup asansore g¢ikarken binen yolcu sayilarini 2n-1 ile ifade edebilmis,
cebirsel ifadenin, modeli asansore gikarken binen yolcu sayisiyla iligkilendirdigi sayma
pullartyla uyumlu oldugunu gdstermistir. Burada grubun cebir ile aritmetik ve geometri

arasinda bir iliski kurdugu goriilmektedir.

Odak grup modelin birinci asamasini olustursa da ikinci asamasini olusturabilmek
i¢in arastirmacinin rehberligine ihtiya¢ duymustur. Arastirmaci rehberligiyle grup farklh
renkteki pullar ile iki tane kare olusturup pullar1 kolay yoldan sayilabilecek hale

getirmistir. ki asamali modeli olusturan bu grup kenar uzunluklar1 arasindaki iliskiyi
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aritmetiksel olarak gérmiis ve geometri ile aritmetik arasinda bir iliski kurmustur. Fakat
grup ulastiklar1 aritmetik ve geometri arasindaki iliskiyi cebire tam olarak

aktaramamuistir.

Ikinci grup da problem 4-a’daki sayisal iliskileri kullanarak sayma pullar ile
modeller olusturmustur. Model olusturmak i¢in kullandigi sayma pullarimi kolay
sayabilmek icin modeli dikdortgene tamamlamistir. Dikdortgene tamamlamak igin
kullandig1 sayma pulu sayisinin asansoriin ¢iktigt en st kat sayist oldugunu
kesfetmistir. Dikdortgenin kisa kenarini n, uzun kenarmi 2n olacak sekilde cebirsel
olarak ifade etmistir. Fakat daha 6nce de bahsedildigi gibi dikdortgeni olusturmak igin
kullandig1 sayma pullarini da n olarak ifade etmis dolayisiyla asansdre binen toplam kisi
sayisint cebirsel olarak n.(2n)-n olarak ifade etmistir. Grup ulastiklar1 formiilii diger
adimlar i¢in denediklerinde dogru ¢ikmadigini anlayinca bagka modeller olusturmaya
calismis ama genel kurali elde edecek bir model olusturmay1 bagaramamistir. Yine de
burada grup gergek hayat durumu probleminden aritmetige ge¢mis, problem 4-a’daki
sayisal iliskileri kullanarak bir geometrik model olusturmus, bu geometrik modelin
kenar uzunluklarini1 cebirsel olarak ifade etmis ve bununla yanlis da olsa bir genel
kurala ulagsmaya caligmistir. Bu grubun da etkinlikte aritmetik, geometri ve cebir

arasinda iliski kurdugu soylenilebilir.

3.4.4. Kademeli tertip etme siireci

Ogrencilerin bu problemin yatay matematiklestirme siirecine yonelik etkinliklerde
aktif oldugu ancak, problemin ‘model of’'unu olusturma iki asamali bir siire¢ icerdigi
icin dikey matematiklestirme siirecine yonelik etkinliklerde gruplarda etkinlik ve

etkilesimin azaldig1 goriilmiistiir.

Odak grup ve ikinci grup daha problem 4-b’ye gegmeden problem 4-b igin
hazirlik olabilecek etkinliklerde bulunmustur. Ikinci grup sayma pullarini istemistir.
Diger grup problem 4-a’nin sayisal iligkilerini kullanarak bir geometrik model
olusturmustur. Bazi1 gruplar da model olusturmaya c¢alismalarina ragmen bunu
basaramamislar, ticlincii grup aritmetiksel islemlerle bir kural olusturmaya ¢alismistir.

Altinc1 grup ise sadece sorunun cevabina yonelik bir ¢6ziim yapmaya c¢aligsmistir.
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Diger gruplar genel olarak problem 4-b’nin ¢oziimiinii hesaplamaya yonelik
etkinlikler yapmalarina ragmen, ikinci grup ve odak grup problemin genel ¢dzliimiine ait
bir kurali bulmaya caligsirken problem 4-b’ye 6zel ¢o6ziimii yapmay1 goz ardi etmislerdir.

Bu durum iki grubun diisiinsel olarak ilerlediginin gostergesi oldugu sdylenebilir.

Gruplarin karar defterlerine bakildiginda o6grencilerin problem 4-a igin dogru
¢oziimler yaptiklar1 goriilmiistiir. Gegen haftaki matematiksel yazimlara gore 6zellikle
problem 4-b i¢in genel bir kural yazmaya ¢alisirken 6grencilerin cebirsel ifadeleri daha
fazla kullandiklar1 goriilmiistiir. Fakat bu etkinlikte cebirsel olarak genel bir kurala
ulagamayip problemin matematiksel formiiliiniin kurulamamas1 matematiksel yazimin

gelisiminin kontrolii agisindan arastirmaciy1 zorlamistir.

Gruplar etkinlik 6ncesinde tahmin edildigi gibi bu etkinlikte zorlanmuslardir.
Modelin iki asamali olusturulmasi ve farkli renkteki modellerin ayr1 ayri distiniilmesi
gerekliliginin ilk defa ortaya c¢ikmasi gruplart zorlamigtir. Ama Ggrencilerin
gelistirdikleri arglimanlar1 cesitli adimlarda deneyerek argiimanlarin1 kontrol etmeleri
formel yonteme dogru ilerlemeleri i¢in 6nemlidir. Ayrica kendi aralarinda tartisirken
gitgide daha cebirsel bir dil kullanmalar1 ve farkli farkli argiiman gelistirmeye
calismalari da formel yonteme dogru ilerlemeye basladiklarinin gostergeleri oldugu

sOylenebilir.
Etkinlik 4’teki 6grenci siiregleri Tablo 3.4’te 6zetlenmistir.

Tablo 3.4. Etkinlik 4 teki 6grenci siiregleri

Model of’tan model for’a | i¢ icelik prensibi

gecis

Kademeli tertip siireci

Problemi okuduklarinda

- Problem 4-a igin bir -

¢Oziim bulmustur.
- Model of’a ulagmustir.

Problem 4-a’da aritmetige |-

ve geometriye gegis
yapmustir.

genel kurala yonelik sekil
¢izmistir.

Odak |- Model for’a etkinlik - Geometri, aritmetik ve Cikarimlarini denemistir.
grup stiresince ulagamamustir. cebir arasinda iligki Cebirsel dili daha sik
kurmustur. kullanmastir.

- Matematiksel formiilii Matematiksel merakinin
etkinlikten sonra artt1ig1 gozlenmistir.
olusturmustur.

- Problem 4-a igin bir - Problem 4-a’da aritmetige Genel bir ¢éziim
¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. ugrasidadir.
Grup2 | Model of’a ulagmustir. - Geometri, aritmetik ve Sayma pullarin ilk isteyen
- Model for’a cebir arasinda iligki gruptur.
ulasamamustir. kurmustur. Cikarimlarini denemistir.

Cebirsel dili kullanmustir.
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Grup 3

Problem 4-a igin bir Problem 4-a’da aritmetige Sayisal iligkilerden
¢6zim bulmustur. gecis yapmustir. cikarimlar yapmaya
Model of’un ilk Sayma pullarini almasina calismustir.

asamasina ulagmistir.
Problem 4-b igin 6zel
¢Oziim bulmustur.

ragmen sayisal iligkilerden
cikarim yapmaya calistigt
icin alanlar aras1 kurdugu
iligki sinirhdir.

Cikarimlarini denemis
ancak genel ¢oziime
ulasamamugtir.

Grup 4

Problem 4-a i¢in bir
¢6ziim bulmustur.
Model of’un ilk
asamasina ulagmistir.
Problem 4-b igin 6zel
¢Oziim bulmustur.

Problem 4-a’da aritmetige
gecis yapmustir.

Modeli olusturmaya
calisirken aritmetikten
geometriye sinirh gegis
yapmustir.

Sayma pullartyla modeli
olusturmaya yeterince vakit
ayrrmamigtir.

Problem i¢in 6zel ¢6ziim
bulma egilimindedir.

75. adim sorulunca sayma
pullariyla genel ¢ozim
olusturmaya ¢aligmustir.

Grup5

Problem 4-a i¢in bir
¢6ziim bulmustur.
Model of’un ilk
asamasina ulagmustir.
Problem 4-b igin 6zel
¢Oziim bulamamustir.

Problem 4-a’da aritmetige
gecis yapmustir.

Modeli olusturmaya
calisirken aritmetikten
geometriye simirli gegis
yapmustir.

Problem i¢in 6zel ¢6ziim
bulma egilimindedir.
Uzak adimlardaki yaptig
islemlerde hata oldugu
gozlenmektedir.

Grup 6

Problem 4-a igin bir
¢Oziim bulmustur.
Sayma pullartyla
caligmamustir.

Problem 4-a’da aritmetige
gecis yapmustir.

Geometri, aritmetik ve
cebir arasinda iligki
kuramamustr.

Problem i¢in 6zel ¢6ziim
bulma egilimindedir.
Uzak adimlardaki yaptig1
islemlerde hata oldugu
gozlenmektedir.

3.5. Besinci Etkinlikle flgili (Kiip Problemi) Bulgular

3.5.1. Rehberlik prensibi

Bu etkinlige gegmeden 6nce problem durumu bir kiipiin hacmini hesaplama ile

dogrudan ilgili oldugu icin arastirmact Once Ogrencilerin  bu  konudaki
hazirbulunuglugunu kontrol edip, kiiplin hacmini bulmayla ilgili bazi hatirlatmalar
yapma geregini duymustur. Bu hatirlatmalardan sonra problem 5-a gruplara

dagitilmistir.

Etkinligin basinda bazi gruplar ve Ogrenciler rehberlige ihtiya¢ duymuslardir.
Yapilan bu rehberliklerden bazilar1 etkinlik 6ncesi tahmin edilebilse de bazilar1 tahmin
edilememistir. Bazilarinin tahmin edilememesinin nedeni 6grencilerin kiip ve hacim
kavramlariyla ilgili olmasi gereken bilgi seviyelerinin yeterli olmamasidir. Etkinlik

boyunca 6grencilere yapilan rehberlik asagida detaylandirilmistir.
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3.5.1.1. Arastirmacinin problem 5-a icin yaptigi rehberlik

Odak grup, ikinci, tiglincii ve altinct grup problem 5-a’nin ¢6ziimiinii zorlanmadan
yapmistir. Dordiincii grup ise olusturulan kiiplerin hacimlerini bulduktan sonra toplam
hacmi bulmak i¢in bulduklar1 hacimleri toplamak yerine ¢arpmistir. Arastirmaci gruba
“Yaptigimzin dogrulugundan emin misiniz? Isterseniz bir kontrol edin.” deyince bu

grup da dogru ¢ozimii yapmustir.

Besinci grup bir kiipii ¢izdikten sonra ayrit uzunluklarimi birer birer artirarak
asagidaki sekildeki gibi farkli almistir. Aragtirmacinin “Ayrit uzunluklar: farkl olan kiip
olabilir mi?” sorusundan sonra grup hem yanlislarini diizeltmisler problem 5-a’ya
uygun sekiller ¢izerek problem 5-a’nin ¢6ziimii i¢in dogru bir cevap bulmuslardir (Sekil

3.40).

Sekil 3.40. Besinci grubun rehberlik éncesi ve sonrasi problem 5-a’ya yonelik ¢izimleri

Odak grubun problem 5-a’nin ¢oziimiine yonelik karar alip, aldigi karar

uygulayip, ¢ozlime ulagmasi yaklasik 3,5 dakika stirmiistiir.

Sekil 3.41. Odak grubun problem 5-a i¢in ¢oziimii
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3.5.1.2. Arastirmacinin problem 5-b icin yaptigi rehberlik

Problem 5-a’y1 diger gruplardan 6nce ¢ozen odak grup problem 5-b dagitilmadan
once problem 5-b’nin ne olabilecegini tahmin etmeye c¢alisarak problem 5-b’nin
¢oziimii hakkinda fikirler iiretmeye c¢alismistir. Bu sirada odak grubun kendi

aralarindaki etkilesim asagidaki gibidir:

Emir: Sayma pulu isteyelim mi?

Mehmet: Soruyu gériip... Isteyelim.

Emir: Kag tane isteyecegiz?

Mehmet: 36 tane isteyebiliriz.

Emir: Bunun ikinci sorusunu nasil devam ettirebilir ki, bunun?
Mehmet: Yine kiip yapar. 15. adimda kag tane...

Onur: Aynen... Baska bir say1 daha verir kiip sayisin1 onu isteyebilir.

Mehmet: Gegen haftaki formiillerle bir seyler yapabiliriz.

Emir: 25. adimdaki kiipli soracak, toplamimi soracak. Toplamdan sonra sayma pullarini
isteriz. Onun i¢in de toplamini nasil bulacagiz diye soracak 6gretmen yine? Bunu nasil say1
puluna dokebiliriz ki bunu? Kenar say1 uzunluguna n dersek...

Tiim gruplar problem 5-a i¢in dogru ¢ézlime ulagmistir ve zaman kaybini dnleme

adina problem 5-a’nin ¢ézlimii tahtada bir 6grenciye yaptirilmamaistir.

Problem 5-a’y1 ¢6zen gruplara problem 5-b dagitilmistir. Ikinci grup problem 5-b
dagitilmadan yine sayma pullarini istemistir. Ayn1 zamanda odak grubun da problem 5-

b dagitilmadan sayma pullarin1 isteme diisiincesi oldugu kayittan anlasilmistir.

Etkinlik oncesinde gruplarin genel bir kurala ulasmasinin kolay olmadigi, bazi
gruplarin  kiiplerin hacimlerinin teker teker toplayarak bir sonuca ulagmaya
calisabilecegi tahmin edilmistir. Diger etkinliklere gbére zor olan bu etkinligi
kolaylastirmak adina her kiipiin hacmini gostermek i¢in kullanilan sayma pullarini farkl

renklerde verilmesi diisiintilmiistiir.

Bes grup problem 5-b dagitildiktan kisa bir siire 6nce veya sonra sayma pullarini
istemistir. Altinc1 grup ise etkinligin sonlarina dogru sayma pullarini istemis ama sayma

pullariyla ¢ok ¢alisamamistir.
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Ikinci, iigiincii, dérdiincii ve besinci gruplar sayma pullarimi istemelerine ragmen
adimlan teker teker hesaplamaya calismistir. Bir cevap bulduklarini diisiindiiklerinde
arastirmacit adim sayisini fazlalastirarak gruplarin sayma pullariyla bir genel kurala
ulagmalarini saglamak istemistir ama problem 5-a i¢in sayma pullariyla olusturduklari
model istenen bir model olmadigi i¢in bu asamadan sonra ilerlemeleri kolay olmamistir

(Sekil 3.42).

c d

Sekil 3.42. Ikinci (a), iigiincii (), dérdiincii (C) ve besinci (d) grubun olusturduklar: ilk

modeller

Arastirmact bu modelleri olusturan gruplari: “Sayma pullarini kolay yoldan

sayabilmek i¢in ne yapiyorduk?” diye rehberlik yapinca gruplar sayma pullarini

asagidaki sekillerdeki gibi dikdortgen haline getirmeye ¢alismiglardir (Sekil 3.43).

a

Sekil 3.43. Ikinci (), iigiincii (b) ve dordiincii () grubun olusturduklar: dikdortgen

modeller

Altinc1 grup sayma pullarim1 kullanmadan olusan kiiplerin hacimlerini adim adim
hesaplarken diger dort grup ilk olusturduklart modelleri arastirmacinin
yonlendirmesiyle bir sekilde dikdortgene tamamlamaya c¢alismiglardir. Ancak tiim bu
gruplarda olusturulan dikdortgenin kenar uzunluklarini problem 5-a ile iliskilendirebilen
grup olmamistir. Odak grup ve ikinci grup model olusturma g¢alismalarina devam
ederken diger gruplar problem 5-b’nin cevabini teker teker hesaplamaya ¢alismiglardir.
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Teker teker hesaplamaya c¢alisan gruplardan dogru cevabi bulan gruplar olmustur.
Arastirmact bu gruplart tekrar sayma pullarina yonlendirmek ic¢in daha uzak adimlar
sormustur. Fakat gruplar her ne kadar uzun siirse de teker teker hesaplama egilimine

devam etmislerdir.

Odak gruptaki Ogrenciler problem 5-b’yi okuduklarinda 6nce ne yapacaklarim
tartismiglardir. Gruptan biri kiiplerin hacimlerini teker teker hesaplamayi teklif etmis,
digerleri bunun ¢ok uzun siirecegini soOyleyip sayma pullarint kullanmayr ve
aragtirmacidan problem 5-a’nin ¢oziimii olan 36 adet sayma pulu istemeyi
kararlastirmislardir. Bu arada problem 5-a’daki sayisal iliskileri inceleyen gruptaki
ogrencilerden biri olusturulan kiiplerin bir ayrit uzunluklar: toplaminin karesinin olusan
kiiplerin hacimleri toplamina esit oldugunu fark etmis ve bunu arkadaslarina
aciklamistir. Gruptakiler arkadasinin argimanini bir 6nceki ve sonraki adimlarda dogru
oldugunu gordiikten sonra arastirmaciya anlatmaya karar vermislerdir. Bu sirada
aralarinda gegen diyalog asagidaki gibidir:

Emir: Arkadagimin soyle bir sey aklina gelmis de... Arkadasim dedi ki kiiplerin kaginci
sirada oldugu sira sayisi toplaminin karesi hacimlerinin toplamina esit dedi.

A: Nasil mesela? Bir 6rnek gosterir misiniz?

Ahmet: Mesela 1+2=3 ¢ikiyor, 3+3=6, 6’nin karesi 36 oluyor.

Mehmet: Toplami oluyor.

Emir: Digerinde de oluyor.

A: Mesela ilk hangisinde denediniz? Bir onceki adimi deneyin mesela. Bir sayisal
olarak gdoreyim ben onu.

Sekil 3.44. Odak grubun argiimanini denedigi ornekler
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Arastirmact gruba: “Peki bunun dogruluguna beni nasil ikna edersiniz, tamam
bdyle drnek gosterebiliyoruz ama hepsinin dogru olacagini sdyleyebilir miyiz?” diyerek
grubun sayma pullartyla model yapma ihtiyact duymasina ¢aligmistir. Grup daha once

kararlastirdiklar1 sayma pullarin1 arastirmacidan istemistir.

Arastirmact odak gruba daha once bahsedilen sebeplerden dolay1 bir yesil, sekiz
pembe, 27 tane de siyah sayma pulu vermistir. Arastirmaci gruba neden bu sekilde
sayma pullart verdigini sorunca grup, her farkli renk olusan kiipiin hacimlerini temsil

ediyor diye cevap vermistir.

Video kayda gore gruptaki oOgrenciler ulastiklari argiimandan olusturacaklari
modelin kare olmas1 gerektigi sonucuna ulagmislardir. Toplam 36 pul olduguna gore
altiya alt1 bir kare olusturmaya calismislar ve renkleri de géz Oniinde bulundurarak

asagidaki modeli olusturmay1 basarmislardir (Sekil 3.45).

Sekil 3.45. Odak grubun olusturdugu model

Etkinlik Oncesinde Ogrencilerin sayisal iligskilerden bir argiimana ulasmalar
beklenmemektedir. Bdyle bir argiimana da halihazirda ulagabilen sadece bir grup
olmustur. Arastirmacinin bu asamada gruptan bekledigi arglimanlarindan olusturduklart
modeli ¢oziimlemesidir. Dolayisiyla gruba modeli incelemesi ve ¢dziimlemesi icgin
zaman vermistir. Ciink{i arastirmaci, grubun 6nce bir argiiman bulup sonra modele
ulastig i¢in olusturduklari modelde kenar uzunluklar1 ve toplam sayma pulu arasindaki
iliskiyi daha kesfedememis olabileceklerini diistinmektedir. Bunu anlamak i¢in grupla

aragtirmaci arasinda asagidaki gibi bir diyalog gegmistir:

A: Pullar1 nasil kolay sayryoruz burada?
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Emir: n?.

A:n’ diyorsunuz simdi. Ugiincii kiipte {i¢iin karesini mi alacagiz?
Emir: Adimlarin sayisinin toplaminin karesi. ..

A: Bu modelde onlar1 nasil gorebiliriz?

Emir: Su mesela birinci adim ya, birinci adim burada da birinci adim. 1.1=1, ikinci karede
burasi (pembe sayma pullarint isaret ederek) toplami, birinci adim ve ikinci adim toplami
ii¢ burada da ii¢, 3.3, 8+1=9, 0 zaman burasinin tamamu ii¢iincii kiip, ikinci kiip bes, alt1,
burasi da alt1 (modelin tiim kenar uzunlugunu gostererek) altinin karesi. ..

Aragtirmaci grubun modelin kenar uzunluklarini alt1 olarak degil 1+2+3 olarak
gormelerini istemektedir. Dolayistyla grubu modeli incelemeleri ve ¢ozliimlemeleri igin
biraz daha zaman vermistir. Grup video kayda gore kenar uzunluklarinin toplamini ayri
ayrt ifade etmektedir ancak iglem olarak bunu 1+2+3 seklinde ifade ederken g¢ok
zorlanmigtir. Arastirmact modelin kenar uzunluklarmmi farkli renkteki pullarin
toplamiyla ifade etmelerini istediginde grup kenar uzunlugunu 1+2+3 olarak ifade

edebilmistir.

Arastirmaci (grubun 1+2+3+...+n cevabini vermesini bekleyerek) gruba n.
adimda modelin kenar uzunlugu ne olur diye sorunca grubun hemen cevap veremedigi
goriildiigiinden kendi aralarinda tartigmalar1 i¢in gruba siire verilmistir. Grup kendi
aralarinda tartisirken modelin bir kenar uzunlugunu 1+2+3+...+n seklinde ifade
edebilmis fakat modeldeki toplam sayma pulu ve kenar uzunluklar1 arasindaki iliskiyi
acikca ortaya koyamamistir. Arastirmact grubun bunu acikca ortaya koyabilmesi i¢in

yaptig1 rehberlik asagidaki gibidir:

A: Bu ifadeyi nasil buldunuz?

Emir: Bunlarin ¢arpimu...

A: Bunlarin ¢arpimi bunu verir mi? Bu neye esit? ((1+2+3+...n).(1+2+3+...+n) ifadesi bir
kenar uzunlugu birden baslayip n’ye kadar olusan tiim kiiplerin hacimleri toplami olan
13+2%+3%+. . +n ifadeye esittir).

Emir: Bunlarin ¢arpimina esit.

A: Sunun formiiliinii biliyor musunuz siz? (1+2+3+...+n) Hani ilk hafta yaptigimiz etkinlik
olabilir mi?

Mehmet: n.n/2 mi?
A: Emin misiniz? Gergi o hafta siz yoktunuz, siz vardiniz. Is size diisiiyor birinci etkinlik...
Onur: ilk hafta ne yapmustik, ne yapmislardi? Dikdértgene tamamlaniglardi galiba. ..

A: Bir hatirlayin bakalim...
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Ogrencilerin bunlarla ilgili alistirma ve tekrar yapma firsatt bulamadiklari ve bu
tir etkinlikleri de haftada iki saat yaptiklari icin daha haftalarda ulastiklar1 genel
sonuglart bazen unuttuklar1 goriilmistiir. Arastirmact gruba ulastiklari genel kurali

cebirsel formiile dokmeleri icin rehberlik yapmaya devam etmistir.

A: Bir seyin kendisiyle ¢arpimini nasil ifade edebiliriz?
Emir: n®.

A: n’yi kendisiyle ¢arparsak n’, bunu (1+2+3+...+n)’i kendisiyle carparsak... Bir seyin
kendisiyle ¢arpimini nasil ifade edebiliriz?

Ahmet: n?.

A: Ama hep neden n’ye gidiyorsunuz? x olsun mesela, x’i x’le ¢arparsak...
Emir: x’in karesi olur.

A: x+1°1 x+1 ile ¢arparsak...

Emir: x+1in karesi olur.

A: x+y+1’in kendisiyle ¢arpimini nasil ifade edersiniz?

Emir: (x+y+1)2. (yazarak ifade etmistir)

A: Evet. Boyle ifade etmez miyiz? (Emir’in yazdigina isaret ederek). Peki, sunun
kendisiyle ¢arpimini nasil ifade edersiniz (1+2+3+...+n ifadesini isaret ederek...)? Altina
yazalim, daha temiz bir yer olsun.

Bu etkinlikte bazi gruplar problem 5-b i¢in aritmetiksel hesaplarla bir ¢oziime
ulagsalar da etkinligin amacina uygun ¢ozlimlere arastirmacinin da rehberligiyle ulasan

sadece odak grup olmustur (Sekil 3.46).

Sekil 3.46. Odak grubun genel kural: cebirsel ifadesi

Grup ulastig1 genel kurali sinif igindeki diger gruplara da anlatmis ve ulastiklar

genel kural ile problem 5-b’nin ¢6ziimiint yapmustir (Sekil 3.47).
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Sekil 3.47. Odak grubun tahtada paylastigi sonuglar

3.5.2. Yatay matematiklestirmeden dikey matematiklestirmeye gecis siireci

Gruplarda bir kisi problem 5-a’y1 sesli olarak okumus, digerleri dinlemistir.
Hacim hesabinin arastirmaci tarafindan hatirlatilmasinin da sagladigi tiim gruplar
problem 5-a i¢in bir ¢6ziime ulasmiglardir. Gruplar bu asamada yatay
matematiklestirme yapmis ve probleme 6zgii bir ¢6ziim olusturmuglardir. Bu gruplardan
ikinci grup sayma pulu istemeye karar vermis, odak grup ise problem 5-b’nin ne
olabilecegi konusunda kendi aralarinda tahminler bulunmustur. Bu gruplar dikey

matematiklestirme siirecine yonelik etkinlikler yapmaya hazirlanan gruplardir.

Etkinlik 6ncesinde tahmin edildigi lizere 6grenciler bu etkinlikte genel bir kurala
ulagmakta ¢ok zorlanmislardir. Sadece odak grup problem igin genel bir kurala
ulagabilmigtir. Tiim gruplar problem 5-b’yi okuduktan sonra genel bir kurala ulagsmak
icin aragtirmacidan sayma pullarin istemislerdir. Odak grup ve ikinci grup hari¢ diger
gruplar sayma pullariyla istenilen sekilde bir model olusturamadiklart igin kiiplerin
hacimlerini teker teker hesaplayip bunlari toplamaya caligmiglardir. Altinc1 grup ise
problem 5-b’nin ¢oziim stratejisi olarak neredeyse etkinligin sonuna kadar olusturulan
kiiplerin hacimlerini teker teker hesaplayip bunlar1 toplamay1 se¢mis ve sadece yatay

matematiklestirme siirecinde ¢alismalar yapmistir.
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Ikinci grup sayma pullaryla cesitli modeller olusturmustur. Bu pullar1 kolay
sayabilmek icin bu pullarla dikdortgensel model de olusturabilmistir. Ancak bu grubun
benzer modeli olusturan gruplar gibi olusturduklart modeli ¢oziimleyemedigi ve bu
modelden problemin ¢6ziimii i¢in kullanabilecekleri bir genel kurala ulasamadiklari
goriilmistiir. Bu grup problemin genel ¢ozlimiine ait bazi argiimanlar gelistirebilseler de
arglimanlarinin dogru olup olmadigini denemisler ve yanlis bir argiimana ulastiklarini
gormiislerdir. Grubun bu siirecte dikey matematiklestirme siirecine yonelik etkinliklerde
bulunmaya ¢alismasina ragmen problem ic¢in bir ‘model of’a da ulasamadigi
goriilmistiir. Ancak yine de problem 5-b i¢in ¢oziimii i¢in teker teker hacimlerini bulup
bunlan toplayarak dogru bir ¢oziime ulastiklar1 goriilmiistiir. Bu grubun da problemi
teker teker hesaplamaya calisip problem 5-b icin dogru bir ¢ézlime ulasan grup gibi
yatay matematiklestirme siirecine devam ederek problem 5-b i¢in bir 6zel ¢oziim

buldugu sdylenebilir.

Odak grubun problem 5-b’ye ge¢meden 6nce kendi aralarinda problem 5-b’nin ne
olabilecegini tahmin etmeye c¢alisarak bunun ¢oziimii hakkinda tartigmalarinin dikey
matematiklestirme siirecine gegis etkilesimi olarak degerlendirilebilir. Video kayda gore
grubun problem 5-b’nin genel ¢Oziimii i¢in sayma pullarini  kullanacag
kararlastirilmistir. Fakat sayma pullar1 gruba ulasmadan once gruptaki 6grencilerden
arastirmacinin  beklemedigi bir sekilde problem 5-a’daki sayisal iliskilerden
yararlanarak (Sekil 3.44) problem i¢in genel bir ¢oziime ulagmayr basarmis ve
problemin ¢oziimiiniin olusturulan kiiplerin bir ayrit uzunluklarin toplaminin karesi
oldugunu belirterek problem icin bir genel ¢6ziim bulabilmislerdir. S6zel ve islemsel
olarak olusturduklari argliman ile sayma pullarim1 kullanarak problem i¢in bir ‘model
of” olusturmuslar olusturduklari modelin kenar uzunluklar1 ve toplam sayma pulu
arasindaki iligkileri ¢oziimleyerek problem i¢in bir matematiksel formiil kurmuslar ve
problemin ‘model for’unu olusturmuslardir (Sekil 3.46). Grup, problem i¢in ulastiklar
cebirsel olarak ifade ederken gecen haftalarda 6grendikleri birden n’ye kadar olan
sayllan toplam formiiliinii de kullanarak bildikleriyle ulastiklar1 arasinda istenilen bir
bilgi sigramas1 olmus, matematiksel bilginin daha dnce sahip olunan matematiksel bilgi

icerisine yerlestirildigi dikey matematiksellestirme siireci yasamislardir.
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3.5.3. I¢ icelik prensibi
Bu etkinliklerdeki problem durumlar1 ve daha genel ¢6ziime ulasilmasi i¢in yapilacak

modeller ile bir argiimana ulasma durumu matematigin birden fazla konu alaninin

iligkilendirmesini saglamaktadir.

Gruplar problem 5-a’y1 okuduktan sonra gergek hayat durumunu aritmetige aktararak
problem 5-a i¢in dogru bir ¢6ziim bulmuslardir. Bu kisimda ger¢ek hayat durumundan
asagidaki aritmetige ve sembole gegis vardir (Sekil 3.48).

a b

Sekil 3.48. Uciincii grubun (a) ve odak grubun (b) problem 5-a ¢éziimii

Bir grup hari¢ diger bes grup da problem 5-b’nin ¢6ziim asamasinin basinda bir
model olusturup genel bir kural bulabilmek i¢in sayma pulu istemistir. Sayma pulunu
etkinligin sonlarina dogru isteyen altinci grup ise problemin ¢ézliimiinii sadece sayisal
islemlerle yapmayi tercih etmistir. Gruplar problem 5-a’da ger¢ek hayat durumundan
sembol ve aritmetige, problem 5-b’de sayma pullartyla olusturduklari modellerle ise
aritmetikten geometriye gecis yaptiklar: soylenebilir. Ayrica bu gruplar problem 5-a’y1
temel alarak sayma pullariyla olusturduklari modelleri sayma pullarin1 daha kolay
sayabilmek adma geometrik bir nesne olan dikdortgene doniistiirmiislerdir. Ancak
olusturduklart modeller istenilen model olmadig1 ve olusturduklari modellerdeki toplam
sayma pulu ve kenar uzunluklari arasindaki iliskileri ¢oziimleyemedikleri ig¢in bu
gruplar genel kurala ulasgamamis ve bunu ifade edebilmek icin aritmetikten veya
geometriden cebire geg¢is yapamamusglardir. Etkinlik Oncesinde Ogrencilerin istenilen
modeli olusturamadiklar1 takdirde bu gecisi yapmalarmin ¢ok zor olabilecegi tahmin

edilmistir.

Odak grup problem 5-a i¢in bir ¢6ziim bulup sayma pullarini istemeye karar

verdikten sonra, sayma pullarii almadan gruptaki 6grencilerden problem 5-a’daki
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sayisal iligkilerden bu problem i¢in genel bir ¢oziime ulagsmistir. Dolayistyla grup
modelden genel kurala ulagsmak yerine, arastirmacinin da rehberligiyle genel kuraldan
modele ulagmistir. Grup oncelikle ger¢ek hayat durumundan problem 5-a igin bir ¢6ziim
tireterek sembol ve aritmetige gecis yapmis, sonra bu sayisal iliskileri kullanarak
problem i¢in bir genel ¢ézlime ulasmistir. Grup ulastiklar1 genel ¢oziimii ilk baglarda
sozel olarak ifade edebilmis, cebirsel olarak ifade edebilmek ig¢in aragtirmacinin
rehberligine ihtiya¢ duymustur. Arastirmacit yaptigi rehberlikle grubun dikkatini
olusturduklar1 modeldeki toplam sayma pulu ve kenar uzunluklarma c¢ekerek grubun
modeli ¢oziimlemesini saglamistir. Grup modeli ¢oziimleyince olusturduklart modelin
kenar uzunluklarint ve modeldeki toplam sayma pulunu cebirsel olarak ifade etmis ve
problem icin genel ¢oziimii yazabilmistir. Boylece grup geometrik bir nesne olan
modelden problemin genel ¢6ziimii olan cebirsel kurali ortaya koyarak geometri ile

cebir arasinda bir iligki kurmustur.

3.5.4. Kademeli tertip etme siireci

Etkinlik 6ncesinde tahmin edildigi gibi 6grenciler bu etkinlikte genel kurali bulma
ve ifade etme acisindan zorlanmislardir. Dolayisiyla kademeli tertip etme siirecinin

incelemesinde bu durum goz 6nilinde bulundurulmustur.

Tiim gruplarin ve 6zellikle daha yakindan takibi yapilabildigi i¢in odak grubun
birbirleri ile iletisimlerinde daha cebirsel bir dil kullandiklar1 gozlenmektedir. Grubun
olusturduklar1 modeldeki toplam sayma pullarii ve modelin kenar uzunluklarini

cebirsel olarak ifade etme egilimlerinin arttig1 gézlenmektedir.

Iki grup daha problem 5-b’ye ge¢meden bu asamaya hazirlik olabilecek
etkinliklerde bulunmustur. Ikinci grup genel kurali bulmak adina model olusturabilmek
i¢in sayma pullarini istemislerdir. Odak grup da sayma pulu istemeye karar vermistir ve
daha problem 5-b verilmeden problem 5-b’nin ne olabilecegi ve sayma pullartyla ne
yapacaklar1 hakkinda kendi aralarinda tartigtiklar1 gdzlenmistir. Altinci grup sayma
pullarint etkinligin sonlarma dogru istemis fakat sayisal islemlerle problemi ¢ézmeye
caligmistir. Ancak bunda da basarili olamamistir. Diger gruplar sayma pullariyla
caligmalarina ragmen ilerleyebilecekleri bir model olusturamadiklari i¢in problem 5-

bnin cevabr icin sayisal islemler yapmaya calismustir. iki grubun problem 5-b
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verilmeden Once genel ¢ozliime yonelik ¢alisma yapmasi, odak problem 5-b’nin ne
olabilecegine yonelik tahmini ve tahminleri {izerinden bir ¢oziim liretmeye ¢alismast,
¢Ozlime yoOnelik bir argliman gelistirerek bunu matematiksel yontemlerle test etmeleri
etkinliklerin amaci agisindan 6nemlidir. Bunun aksine altincit grup ise etkinliklerin
basindan itibaren sadece sayisal ¢oziimlerle sonuca gitmeye ve sadece problemin o

durumuna 6zgii ¢oziimler bulmaya ¢aligmistir.

Gruplarin sayma pullarini aldiktan sonra problem 5-a’daki sayilar1 temele alarak
pullar1 dizmesi ve onlar1 kolay sayabilmek i¢in dikdortgensel bir geometrik nesne
olusturmasi stratejik ilerleme agisindan dnemlidir. Ayrica video kayittan grubun bazi
yanlig argiimanlar olusturduklar1 ve bunlar1 gecerli matematiksel yontemlerle test edip,
olusturduklar1 argiimanlarla devam edip etmeyeceklerine karar vermeleri de stratejik

ilerlemeleri agisindan énemlidir.

Ogrencilerin en az ilerleme gosterdikleri maddelerden biri matematiksel yazimdir.
Ogrencilerin sorularin ¢dziimlerini bile en kisa sekilde yazarak yapmaya calistiklari
gozlenmektedir. Dolayisiyla genel bir kurala ulasan gruplarin bile bunu matematiksel
olarak ifade ederken zorlandiklar1 goriilmektedir ve bu etkinlikte de genel kurala ulasan
grubun en ¢ok rehberlige ihtiya¢ duydugu kisim ulastiklar1 genel kurali cebirsel olarak

ifade ederken olmustur.

Ogrencilerin gelistirdikleri argiimanlari ¢esitli adimlarda deneyerek argiimanlarini
kontrol etmeleri formel yonteme dogru ilerlemeleri i¢in Onemlidir. Ayrica kendi
aralarinda tartisirken gitgide daha cebirsel bir dil kullanmalar1 ve farkli farkli argliman
gelistirmeye ¢alismalart da formel yonteme dogru ilerlemeye basladiklarinin
gostergeleridir. Formel yonteme dogru ilerlemede en biiylik eksikliklerden biri

matematiksel yazimda ilerlemedir.
Etkinlik 5’teki 6grenci siiregleri Tablo 3.5’te 6zetlenmistir.

Tablo 3.5. Etkinlik 5 teki 6grenci siiregleri

Model of’tan model for’a | i¢ icelik prensibi Kademeli tertip siireci
gecis
- Problem 5-a i¢in bir - Problem 5-a’da aritmetige |- Problem 5-b’yi ve ¢oziimii
Odak ¢Oziim bulmustur. ve geometriye gegis tahmin etmeye caligmistir.
grup . Sayisal iligkilerden yapmustir. - Coziime yonelik ¢ikarimlar
model for’a ulagmustr. - Geometri, aritmetik ve yapmis ve ¢ikarimlarini
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Model for’dan model cebir arasinda iligki denemistir.

of’u olusturmustur. kurmustur. - Matematiksel dili s6zli ve
Problemin cebirsel yazil olarak kullanmistir.
formiiliinii olusturmustur. |- Coziim i¢in bir genellemeye

ulasabilmistir.

Problem 5-a igin bir Problem 5-a’da aritmetige |- Genel bir ¢oziim

¢Oziim bulmustur. ve geometriye gecis ugrasindadir.

Model of’a yapmigstir. - Sayma pullarin ilk isteyen

Grup 2 ulasamamustir. Modeli olusturmaya gruptur.

Problem 5-b’nin 6zel caligirken aritmetikten - Cikarimlarint denemis
¢Ozimiinil yapmustir. geometriye sinirh gegis ¢ikarimlarinin yanlis

yapmistir. oldugunu gérmiistiir.
Problem 5-a igin bir Problem 5-a’da aritmetige |- Sayisal iligkilerden
¢6zim bulmustur. ve geometriye gecis ¢ikarimlar yapmaya
Model of’a yapmistir. calismustir.

Grup 3 ulasamamustir. Sayma pullarint almasma |- Cikarimlarint denemis
Problem 5-b’nin 6zel ragmen sayisal iligskilerden ancak genel ¢6ziime
¢Ozumunu yapmustir. cikarim yapmaya calistigt ulasamamugtir.

icin alanlar aras1 kurdugu

iligki sinirhdir.
Problem 5-a i¢in bir Problem 5-a’da aritmetige |- Sayma pullarini istemis
¢Oziim bulmustur. ve geometriye gegis ancak model olugturmaya
Model of’a yapmistir. yeterince vakit

Grup 4 ulasamamustir. Modeli olusturmaya ayirmamistir.

Problem 5-b igin 6zel calisirken aritmetikten - Problem igin 6zel ¢6ziim

¢6ziim bulmustur. geometriye sinirli gegis bulma egilimindedir.
yapmuistir.

Problem 5-a i¢in bir Problem 5-a’da aritmetige |- Problem i¢in 6zel ¢6ziim

¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. bulma egilimindedir.

Model of’a Modeli olusturmaya - Uzak adimlardaki yaptig1

Grups ulasamamustir. calisirken aritmetikten islemlerde hata oldugu
Problem 5-b igin 6zel geometriye sinirli gegis g6zlenmektedir.
¢0zUm yapmaya yapmistir.
caligmigtir.

Problem 5-a i¢in bir Problem 5-a’da aritmetige |- Problem i¢in 6zel ¢6ziim
¢Oziim bulmustur. gegis yapmustir. bulma egilimindedir.

Grup 6 Sayma pullariyla Geometri, aritmetik ve - Uzak adimlardaki yaptigi
caligmamustir. cebir arasinda iligki islemlerde hata oldugu

kuramamigtir. gozlenmektedir.

3.6. Altina Etkinlikle Tlgili (Kaplama Problemi) Bulgular

3.6.1. Rehberlik prensibi

Bu etkinlikte genel kurala ulasilmasi i¢in sayma pullarindan farkli bir materyal
kullanilacagindan o6grencilerin rehberlige diger etkinliklere gore daha ¢ok ihtiyag
duyacaklar1 tahmin edilmistir. Etkinlik boyunca 6grencilere yapilan rehberlik asagida

detaylandirilmigtir:
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3.6.1.1. Arastirmacinin problem 6-a icin yaptigi rehberlik

Problem 6-a tiim gruplara dagitilmistir ve grup sozciileri problemi gruplarina
okumuslardir. Altinct grup problem 6-a’nin ¢oziimii i¢in ilk anda alan hesab1 yapmak
yerine ¢evre hesabi yapmis, aragtirmacinin ‘Size problemde ne soruluyor, ¢evre mi alan
mi1?” sorusu iizerine o grup da problem 6-a i¢in dogru cevabi1 yapmustir. Bir dnceki
etkinlikteki problem durumu hacim hesaplamasi ile alakali iken bu etkinlikteki problem
durumu alan hesaplamasi ile alakalidir. Ogrenciler alan hesabina daha asina olduklari
icin problemi ¢6zmede Onceki haftakine gore daha basarili olmuslardir. Odak grubun
problemi okuduktan sonra problem 6-a’y1 anlama siirecindeki diyaloglar1 asagidaki
gibidir:

Emir: Evet, simdi ne demek istedigini anlamaya calisalim. Ahmet’in matematik projesi

varmis, projesi icin mukavvadan kenar uzunluklar1 1 cm’den baglayip, mesela bire bir, birer
birer artan dort kare olusturacaktir.

Mehmet: Gegen haftaki gibi...
Emir: Hi h1...
Onur: Olusturduklari iist yiizeyler kaplanacakmis.

Emir: Ama burada alan1 soruyor bize, hacmini sormuyor. Bu karelerin iist yilizeylerini elisi
kagitlariyla kaplamak isteyen Ahmet...

Mehmet: ki kenarmnin ¢arpimu. ..

Emir: Evet, h1 h1... Iki kenarmin ¢arpimu. ..

Gruplarin problem 5-a i¢in yaptig1 bazi ¢6ziim 6rnekleri asagidadir (Sekil 3.49).

a b

Sekil 3.49. Uciincii grubun (a) ve odak grubun (b) problem 6-a i¢in ¢oziimleri

Odak grup video kayda gore yaklasik iki dakikada problem 6-a i¢in dogru bir
¢Oziim bulmustur. Ayrica bu grup problem 6-a i¢in genel ¢6ziim olabilecek bir kural

gelistirmek adina kag tane ve hangi renklerde sayma pulu isteyeceklerini tartismiglar ve

112



aragtirmacidan problem 6-b dagitilmadan once, sayma pulu istemistir. Bu diyalog

asagida detaylandirilmistir:

... (Aragtirmaci grubun problem 6-a ¢6ziimiinii dinledikten sonra...)
A: Var m1 bana soracaginiz veya bu konu hakkinda séyleyeceginiz bir sey?
Emir: Biz sayma pulu alabilir miyiz?

A: Bugiin ben sayma pulu vermeyecegim size. Baska bir sey verecegim. Bagka bir materyal
verecegim. Biraz baska seyler yapacagiz bugiin. Sayma pulu vermeyecegim ama...

Emir: Acaba ne verecek dgretmen? Sayma pulu vermeyecekse..?
Mehmet: Cubuk verebilir mi?
Emir: Cubuk ne isimize yarar? Cubuklardan kare mi yapacagiz?

Ahmet: Belki de abakiis falan verir.

3.6.1.2. Arastirmacinin problem 6-b icin yaptigi rehberlik

Problem 6-a’nin dogru ¢oziimii tiim gruplarca ¢ok fazla zaman gegmeden
yapilmistir. Dogru ¢dziim yapan her grup arastirmacidan problem 6-b ile birlikte sayma
pulu istemistir. Arastirmaci gruplara bu etkinlikte sayma pulu vermeyecegini, bunun

yerine bagka bir materyal verecegini sOylemistir.

Arastirmact  etkinligin =~ zorlugunu g6z Oniinde bulundurarak  modeli
olusturmalarina biraz daha yardimci olabilmek i¢in asagidaki hazirlanmig materyali
problem 6-a’y1 ¢6ziip, problem 6-b’yi dagittiktan sonra sayma pulu isteyen tiim gruplara
hazirladig1 materyali vermistir (Bkz Sekil 3.50).

Sekil 3.50. Arastirmaci tarafindan hazirlanan materyaller
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Arastirmact odak gruba Sekil 3.50°deki materyalleri vermistir. Bu arada grup
problemin genel bir ¢oziimiinii bulmak i¢in problem 6-b’nin kendilerine verilmesi
geregini duymadan problem icin bir genel ¢Oziim aramaya baglamistir. Gruba
materyaller verilirken arastirmaci ile grup arasinda gegen diyalog asagidaki gibidir:

A: Sunu inceleyin. Su da baska bir sey... Biz bununla bir seyler yapacagiz. Tamam mi?
Sunun ne oldugunu anladiniz herhalde. Neyi gosteriyor?

Emir: Birinci adimda, ikinci adimda, ti¢lincii adimda, dordiincii adimda...(Kareleri
gostererek...)

Ahmet: Kareleri...

A: Biraz farkli desenlenmis bunlar... Sunu bir inceleyin. Bu modelden bir seyler
¢ikaracagiz. Acaba bu modelden ne ¢ikarabiliriz? Ust taraf bu taraf, tamam mi1? Modele bir
bakin bakalim. Modeli ¢dziimlemeye ¢aligin.

Arastirmac1 diger gruplarla ilgilenirken odak grup kendi aralarinda tartisarak
modelden bir seyler ¢cikarmaya calismaktadir. Bu arada bazi gruplar da problem 6-a igin
bir ¢6ziim bulmustur. Bu gruplara problem 6-b dagitilmistir. Sayma pulu isteyen
gruplara ayn1 agiklamalar yapilarak odak gruba verilen materyallerden verilmistir. Fakat
adim sayis1 en son 29 olarak se¢ilse bile adimlarda olusturulan mukavvadan kareleri
kaplamak i¢in gereken elisi kdgidinin alanini bulabilmek adina genel bir ¢6ziim bulmak
yerine teker teker hesaplayarak problem 6-b igin bir ¢oziim bulmaya ¢alisan gruplar bu
etkinlikte de olmustur (Bkz Sekil 3.51).

Sekil 3.51. Dordiincii grubun problem 6-b igin ozel ¢éoziimii
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Problem 6-a i¢in dogru bir ¢6ziim bulup, problem 6-b dagitildiginda bunun igin
sayma pulu isteyen {igiincii gruba, odak gruba verilen materyallerden verilmesine
ragmen grup problem 6-b’nin genel ¢6ziimii adina kareler olusturmaya devam ederek,
karelerin alanlar1 arasinda sayisal bir iliski bulmaya g¢alismis ama boyle bir iliski

bulmada basarili olamamislardir (Sekil 3.52).

Sekil 3.52. Ugiincii grubun karelerin alanlar: arasindaki sayisal iliskileri bulma ¢abasi

Odak grubun arastirmacinin verdigi materyali incelerken aralarinda gegen diyalog

asagidaki gibidir:

Mehmet: 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10.1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Emir: 90 tane. Buradan bir sey ¢ikarabilen var mi?
Ahmet: 1, 3,5, 7.

Mehmet: Cikardim bir sey.

Emir: Nasil bir sey, soyle?

Mehmet: Bak! Adim sayisi buna uyuyor (Dikd6rtgen modelin kenarimi olusturan kareleri
gostererek...). 1,2,3,4. Budan+9...

Onur: Bir de sey... Ug tane 30 var burada.
Emir: Ug tane 30 var.
Onur: Bir seyi bir sey yapip lige bolilyoruz.

Emir: Ug tane 30 var. Bizim dordiincii adima kadar toplam 30 tane oluyor. Ug tane 30... Ug
tane 30 varsa o zaman...

Odak grup modeli inceledikten sonra modelde verilen toplam kare sayisinin iig
tane 30 yani 90 oldugunu fark etmistir. Ayrica dikdortgensel modelin uzun kenarmni

olusturan karelerin adim sayisi1 ile uyumlu oldugunu da fark etmistir. Grubun modeldeki
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toplam kare sayisin1 genel olarak hesaplayabilmesi i¢in fark etmesi gereken sadece
modelin kisa kenarini olusturan karelerin sayisinin neye uyumlu olarak dizildigini
gormesi kalmistir. Arastirmaci gruba neler bulabildiklerini sormus, grup da ulastiklar:
sonuglar1 arastirmaciya anlatmistir. Grup problem 6-b i¢in genel bir ¢dziim arama
egilimindedir. Bu sirada arastirmacinin verdigi dikdortgensel modelin i¢ini problem 6-
a’daki sayilar dikkate alarak asagidaki sekil gibi doldurmaya caligmiglardir (Sekil.
3.53)

Sekil 3.53. Odak grubun olusturdugu ilk modeller

Arastirmac1 yukaridaki sekildeki modelleri olusturan odak gruba tam olarak
istenen modele ulasamasalar da en son olusturduklari modelden bile bir sonuca
ulasabileceklerini soylemistir. Ancak biiyiik dikdortgendeki uzun kenarin ne oldugunu
coziimlemelerine ragmen kisa kenarinin ne oldugunu daha g¢dzemediklerini, bunun
genel ¢oziime ulagmak adina Onemli bir adim oldugunu ve bunun {izerine
yogunlagmalar1 gerektigini belirtmistir. Arastirmaci belli bir siire sonra kisa kenar
uzunlugunu ¢ozlimlemekte zorluk ¢eken gruba olusturduklart model ile bu
¢oziimlemeyi  yapmakta  zorlanabileceklerini,  olusturduklar1 modeli  biraz
farklilagtirabilme imkanlar1 var m1 diye sorulunca gruptaki dgrencilerden biri “Karsisina
da aynisin1 yapalim” diyerek asagidaki sekli olusturmus ve daha sonra olusturduklari

seklin desenlerini yapmiglardir (Sekil 3.54).

Sekil 3.54. Odak grubun arastirmacinin rehberligiyle olusturdugu model
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Odak grupla ayn1 materyal verilen gruplar da biiyiik dikdortgenin igcinde 90 tane
yani ii¢ adet 30 tane oldugunu fark etmislerdir. Ancak buradan sonra ilerleyemeyen
gruplarin bazilar1 problem 6-b genel ¢oziim bulmak yerine problem 6-b’nin 06zel
¢Oziimiinii bulmay1 tercih etmislerdir. ikinci ve iigiincii grup problem icin genel bir
¢oziime ulagmak istemektedir ancak arastirmacinin verdigi materyali yeterince
coziimleyememislerdir. Bu gruplarin ilerleyemedigi arastirmaci tarafindan fark edilince
etkinligin sonlarina dogru bu iki gruba olusturmalar1 istenen model (Sekil 3.55) hazir
olarak elden verilmistir ve arastirmaci tarafindan gruplarin bu modeli ¢6ziimlemeleri

istenmistir. Ancak iki grup da toplam kare sayis1 harig bir ¢dziimlemeye ulagamamustir.

Sekil 3.55. Gruplardan olusturmalart beklenen model

Arastirmaci odak grubun modeldeki toplam kare sayisini bulmak i¢in modelin
kisa kenar uzunlugunu olusturan kare sayilarini problem 6-a’daki sayilarla iligkisini hala
kuramadigin1 gozlemledigi icin bu konuda gruba asagidaki sekilde bir rehberlik
yapmistir:

A: Uzun kenar uzunlugunun iligkisini buldunuz mu? Mesela, birden doérde kadar
gidiyorsa...
Mehmet: 1+2+3+4.

A: Bizim i¢in alt1 da dnemli ama.

A: Alttaki kenar uzunlugu ne oluyor iisttekiler cinsinden? Mesela surasi kag birim?
Emir: 4 br oluyor.

A: Siiper, oteki taraf?

Emir: Burasi da 4 br.

A: Cok giizel.

Emir: 1 br.
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A: Cok giizel, mesela buradan n. adima kadar gelsin. Bu kenar uzunlugu ne olacak? Dort
degil de... 29. adimu sorsa mesela, kactan basliyor?

Emir: Birden baglayacak.

A: Kaga kadar gidecek?

Emir: n. adima kadar.

A: n=29. 29. adumda surasi ne olacak?

Emir: 29.

A: Surast ne olacak?

Emir: 29 olacak.

A: Burasi ne olacak?

Emir: Burast bir kalacak.

A: Simdi n’ye gelelim. n’ya kadar gelince bu kagtan basliyor yine?
Emir: Birden.

A: Kaga kadar gidecek?

Emir: n’ye.

A: Bu kenar kag olacak o zaman?

Emir: n.

A: Buras1?

Emir: n.

A: Burada da?

Emir. Bir olacak.

A: Stiper. Simdi ¢ogu boliimii atlattik. Simdi de ortada kalan yeri nasil ifade edilebilir?

Ortada kalan yerin bizim modelimizle alakasi ne? Bence surayir biraz inceleyin artik.
Oradaki desenlerin neden o sekilde yapildigini bulmaya caligin.

Odak grup aragtirmacinin rehberliginde modeli incelemistir ve ortadaki bosluklari

asagidaki sekilde oldugu gibi doldurmustur (Sekil 3.56).
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Sekil 3.56. Odak grubun olusturdugu son model
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Arastirmact modeli olusturan odak grubun ulastiklar1 sonuglar1 cebirsel olarak da
ifade etmelerini istemistir. Odak grup ulastiklar1 sonuglar1 asagidaki sekilde gosterildigi

gibi ifade etmistir (Sekil 3.57).

Sekil 3.57. Odak grubun ulastigi cebirsel sonuglar

Etkinlik 6ncesinde bu etkinlikte 6grencilerin genel kurala ulasmalarinin ¢ok kolay
olmadig1 ve gruplarin bu etkinlikte zorlanacagi tahmin edilmistir. Etkinlikte de bu
tahminin dogru oldugu goriilmiistiir. Sadece odak grubun problem i¢in genel bir sonuca

ulastig1 goriilmiistiir.

3.6.2. Yatay matematiklestirmeden dikey matematiklestirmeye gecis siireci

Gruplarda bir kisi problem 6-a’y1 sesli olarak okumus, digerleri dinlemistir.
Ogrenciler alan hesabma asina olduklar1 problem 6-a icin bir ¢dziim bulurken
zorlanmamigtir. Gruplar bu agsamada yatay matematiklestirme siirecinde etkinlikler

yapmustir.

Odak grup hari¢ diger gruplar problem 6-a i¢in 6zel bir ¢oziim olusturduktan
sonra problem 6-b’ye gecilmesini beklemistir. Odak grup bu problem igin bir ‘model of”
olusturabilmek i¢in arastirmacidan sayma pulu istemistir. Aragtirmact bu etkinlikte tiim
gruplara sayma pulu yerine daha 6nce hazirladig1 bagka bir materyal vermis (Sekil 3.50)

ve gruplara aldiklar1 materyali incelemelerini istemistir.

Altinc1 grup hari¢ tiim gruplar arastirmaci tarafindan verilen birinci materyalde

problem 6-a’da olusturulan kareler oldugunu, ikinci materyalde ise problem 6-a’nin
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cevabr olan 30’un ii¢ kati kadar kiigiik karelerden olusan dikdortgen oldugunu
sOyleyebilmistir. Fakat bes grup da materyallerin ¢éziimiinde bundan daha ileriye
gidememislerdir. Dordiincii ve besinci grup problem 6-b i¢in yatay matematiklestirme
yapmaya devam etmis ve problem 6-b icin sayilar1 teker teker toplayarak bir 6zel ¢6ziim
bulmustur. Bu gruplarin tekrar dikey matematiklestirme siirecine girmesi igin
aragtirmact tarafindan adim sayist verilen siire igerisinde hesaplanmaya miimkiin
olamayacak sekilde arttirilsa bile bu gruplar yatay matematiklestirme siirecinden
citkamamis ve adimlarn teker teker hesaplamaya devam etmislerdir. Arastirmacinin
verdigi materyali inceleyip daha fazla ilerleyemeyen iigiincii grubun problem 6-b i¢in
bir ‘model for’ olusturmak adina kareler olusturmaya devam ederek, karelerin alanlari

arasinda sayisal bir iligki bulmaya galismiglar ama basarili olamamislardir (Sekil 3.52).

Odak grup problem i¢in yatay matematiklestirme siirecinden dikey
matematiklestirme silirecine geciste arastirmaci tarafindan verilen materyali incelemis
modeldeki dikdortgenin uzun kenarmi olusturan kare sayilarinin problem 6-a’daki
olusturulan karelerin kenar uzunluklartyla uyumlu olduklarini gérmiislerdir. Grubun
problem 6-b’de ‘model for’a ulasabilmesi igin verilen modeldeki dikdortgenin kisa
kenarimi1 olusturan kare sayilarinin problem 6-a ile sayisal olarak nasil bir iligkisi
oldugunu goérmesi gerekmektedir. Arastirmacinin rehberligiyle grup bu iliskiyi
kesfetmistir ve grup modeldeki toplam kare sayisin1 Sekil 3.57’daki gibi cebirsel olarak
ifade edebilmistir. Bu siire¢ igerisinde grup dikey matematiklestirme siirecinde
etkinlikler yaparak problem 6-b igin genel bir ¢6ziim bulmus ve bu siire¢ sonucunda bu

problem i¢im bir ‘model for’ olusturmustur.

3.6.3. I¢icelik prensibi
Bu etkinliklerdeki problem durumlar1 ve daha genel ¢oziime ulasilmasi icin

yapilacak modeller ile bir argiimana ulagsma durumu matematigin birden fazla konu

alaninin iliskilendirmesini saglamaktadir.

Ogrenciler problem 6-a’y1 okuduktan hemen sonra gercek hayat durumunu
aritmetige ¢evirmisler ve problem 6-a i¢in dogru bir ¢éziim bulmuslardir. Bu kisimda
gercek hayat durumundan asagidaki sekillerde ornekleri goriildiigli gibi aritmetige ve

sembole gegis vardir (Sekil 3.58).
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a b

Sekil 3.58. Ikinci (a) ve dordiincii (b) grubun problem 6-a 'da aritmetige ve sembole

gecisi

Ugiincii grup karesel bolgelerin alanlarmi teker teker hesaplayip aralarinda sayisal
bir iligki bulmaya calismasina ragmen sayisal iligkilerden yararlanarak bir genel sonuca

ulagmay1 basaramamustir.

Arastirmacinin  hazirladigi materyaller (Sekil 3.50) o6grencilerin aritmetikten
geometriye gecis yapmalarini zorunlu kilmaktadir. Gruplar, aragtirmacinin hazirladigi
materyaldeki modeli olusturan kii¢iik karelerin toplaminin problem 6-a’nin cevabi olan
30’un G¢ kat1 yani 90 tane oldugunu fark etmeleri gerekmektedir. Ayrica modeldeki
dikdortgenin, uzun kenarmi olusturan kare sayilarinin problem 6-a’daki olusturulan
karelerin kenar uzunluklartyla uyumlu ve kisa kenarmmi olusturan kare sayilarinin
problem 6-a’da olusturulan en bilyiik karenin kenar uzunlugunun iki katinin bir

fazlasina esit oldugunu fark etmeleri gerekmektedir.

Problem 6-a’y1 ¢oziip aragtirmacidan materyalleri alan tiim gruplar materyaldeki
modeli olusturan kiigiik karelerin toplaminin problem 6-a’nin cevabi olan 30’un ii¢ kati
yani 90 tane oldugunu fark etmislerdir. Ancak odak grup hari¢ diger gruplar materyali
¢oziimlemede daha fazla ileriye gidememisler etkinlige genel olarak aritmetiksel

islemlerle devam edebilmislerdir.

Odak grup modeldeki dikdortgenin, uzun kenarini olusturan kare sayilarinin
problem 6-a’daki olusturulan karelerin kenar uzunluklartyla uyumlu oldugunu fark
edebilmistir. Grup modelin kisa kenarini olusturan kare sayilarinin problem 6-a’da

olusturulan en biiylik karenin kenar uzunlugunun iki katinin bir fazlasina esit oldugunu
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fark edebilmistir. Grup aragtirmacin hazirladigi materyalde aritmetik ve geometri
arasinda gegisler yapmaktadir. Grubun ulastiklart sonuglari belli bir adim i¢in degil de
n. adim i¢in uyguladiginda geometri ve aritmetikten cebire gegis yaptig1 sdylenebilir.
Grubun etkinlikteki problem i¢in geometri ve aritmetikten cebire gecis yaptigl sonuglar

Sekil 3.56’da gosterilmistir.

3.6.4. Kademeli tertip etme siireci

Etkinlik 6ncesinde tahmin edildigi gibi 6grenciler bu etkinlikte genel kurali bulma
ve ifade etme acisindan zorlanmislardir. Dolayisiyla kademeli tertip etme siirecinin

incelemesinde bu durum goz 6nilinde bulundurulmustur.

Ozellikle daha yakindan takibi yapilabildigi icin odak grubun birbirleri ile
iletisimlerinde yukaridaki 6rneklerde goriildiigli gibi daha cebirsel bir dil kullandiklar
sOylenebilir. Ayrica grubun kendi aralarindaki bir etkilesimde daha once yaptiklar
etkinliklerde ulastiklar1 sonuglar1 daha rahat ifade ettikleri gézlenmistir. Ornek olarak;
onceki hafta ulasilan sonug¢ icin gruptaki Ogrencilerden biri “Adim sayilarinin

toplaminin karesi” olarak 6zetleyebilmistir.

Odak grup problem 6-a’y1 ¢ozdiikten sonra problem 6-b verilmeden bu tiir
problemlerin genel bir ¢0zlimiine ulagabilmek adina arastirmacidan sayma pullarin
istemesi son etkinliklerde goriilmeye alisilan durumlardan biridir. Arastirmacinin, gruba
bugiine kadar kullandig1 materyalden farkli bir materyal vermesi dahi grubu problem 6-

b i¢in genel bir ¢6ziim bulma yaklasimindan vazgecirmemistir.

Ucgiincii  grubun arastirmacinin  verdigi materyalden herhangi bir argiiman
gelistirememesine ragmen olusturulan karelerin alanlar1 arasinda bir iligki bulmaya
calismasi problem 6-b i¢in genel bir ¢6ziim bulma amacin1 gostermektedir. Ayrica odak
grubun problem icin genel bir ¢éziime ulagmak adina arastirmacidan sayma pullarini
istemesi ve problem 6-b’nin verilmesini beklememesi grubun amacinin problem igin bir

genel ¢oziim bulmak oldugunu gostermektedir.

Gruplarin genelinin  problem 6-b’nin genel bir ¢oziimiine ulagsmak igin
arastirmacidan sayma pullarini istemesi etkinliklerin amaci agisindan énemlidir. Ayrica

materyali inceleyen gruplarin arastirmacinin verdigi materyaldeki modeli olusturan
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kiiciik karelerin sayilarinin problem 6-a’nin cevabi ile iligskilendirmesi stratejik ilerleme
acisindan Onemlidir. Gegen haftalardaki gibi gruplarin olusturduklari argiimanlar
gecerli matematiksel yontemlerle test edip, olusturduklari arglimanlarla devam edip
etmeyeceklerine karar vermeleri de stratejik ilerlemeleri agisindan 6nemlidir. Ancak
ozellikle altinct grubun hala problem 6-b’yi ¢6zmek i¢in teker teker olusan karelerin

alanlarini hesaplayip ¢6ziim i¢in bunlar1 topladiklari da goriilmiistiir.

Ogrencilerin en az ilerleme gosterdikleri maddelerden biri matematiksel yazimdir.
Coktan se¢meli siavlara yonelik hazirlandirilan 6grencilerin sorularin ¢éziimlerini bile
en kisa sekilde yazarak yapmaya calistiklar1 gozlenmektedir. Dolayisiyla genel bir
kurala ulasan gruplarin bile bunu matematiksel olarak ifade ederken zorlandiklari
goriilmektedir ve bu etkinlikte de genel kurala ulasan grubun en ¢ok rehberlige ihtiyag

duydugu kisim ulastiklar1 genel kurali cebirsel olarak ifade ederken olmustur.

Gruplar o6zellikle ilk {i¢ grup artik probleme 6zgii sonuglar bulmak yerine o
probleme ait genel ¢dziimler bulmayr amag¢ edinmeye baslamistir. Ogrencilerin
gelistirdikleri arglimanlar1 cesitli adimlarda deneyerek argiimanlarin1 kontrol etmeleri
formel yonteme dogru ilerlemeleri i¢in 6nemlidir. Ayrica kendi aralarinda tartisirken
gitgide daha cebirsel bir dil kullanmalar1 ve farkli farkli argiiman gelistirmeye
calismalar1 da formel yonteme dogru ilerlemeye basladiklarinin gdstergeleridir.
Etkinliklerde edinilen izlenimlere gore formel yonteme dogru ilerlemede en biiyiik

eksikliklerden biri matematiksel yazimda ilerlemedir.
Etkinlik 6’daki 6grenci siiregleri tablo 3.6’de 6zetlenmistir.

Tablo 3.6. Etkinlik 6 daki 6grenci siiregleri

Model of’tan model for’a
gecis

I¢ icelik prensibi

Kademeli tertip siireci

- Problem 6-a i¢in bir
¢6ziim bulmustur.

- Problem 6-a’da aritmetige
ve geometriye gegis

- Farkli materyalle bile olsa
genel ¢oziim arayigindadir.

¢Oziim bulmustur.

ve geometriye gegis

- Model of’u yapmustir. - Coziime yonelik ¢ikarimlar
Odak olugturmustur. - Verilen _matt_eryall_e yapmis ve cikarimlarini
grup - Model for’a ulagmistir. geometri, aritmetik ve denemistir.
cebir arasinda siirekli bir |- Matematiksel dili sozlii ve
iligski kurmustur. yazili olarak kullanmistir.
- Problemin cebirsel - Co6ziim i¢in bir genellemeye
formiiliinii olusturmustur. ulasabilmistir.
Grup 2 |- Problem 6-a i¢in bir - Problem 6-a’da aritmetige |- Cikarimlar yapmis, yaptigi

¢ikarimlar1 denemistir.
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Model of’a
ulagamamustir.

Hazir verilen model of’u

yapmustir.
Aritmetik ve geometri
arasinda smirli bir iligki

Genel ¢oziim arayisindadir.
Hazir verilen modeli
¢Oziimlerken zorlanmustir.

¢Oziimleyememistir. kurmustur.

Problem 6-a igin bir - Problem 6-a’da aritmetige Sayisal iligkilerden
¢Oziim bulmustur. ve geometriye gecis cikarimlar yapmaya
Model of’a yapmigstir. caligmugtir.

Grup 3 ulagamamustir. - Aritmetik ve geometri Cikarimlarini denemis
Hazir verilen model ofu arasinda sinirlt bir iliski ancak genel ¢6ziime
¢Oziimleyememistir. kurmustur. ulagsamamustir.

Problem 6-a igin bir - Problem 6-a’da aritmetige Hazirlanan materyali almig
¢Oziim bulmustur. ve geometriye gecis ancak model olusturmaya
Model of’a yapmustir. yeterince vakit

Grup 4 ulasamamustir. - Materyali ¢oziimlemeye ayirmamistir.

Ozel ¢oziim bulmaya calisirken aritmetikten Problem i¢in 6zel ¢oziim

calismustir. geometriye sinirli gegis bulma egilimindedir.
yapmuistir.

Problem 6-a igin bir - Problem 6-a’da aritmetige Problem i¢in 6zel ¢6ziim

¢Oziim bulmustur. gecis yapmustir. bulma egilimindedir.

Model of’a - Materyali ¢oziimlemeye Uzak adimlardaki yaptig1

Grup5 ulasamamustir. calisirken aritmetikten islemlerde hata oldugu
Problem 6-b i¢in 6zel geometriye sinirlt gecis gozlenmektedir.
¢0zim yapmaya yapmistir.
caligmustir.

Problem 6-a i¢in bir - Problem 6-a’da aritmetige Problem i¢in 6zel ¢6ziim
¢6ziim bulmustur. gegis yapmustir. bulma egilimindedir.

Grup 6 Hazirlanan materyali - Alanlar arast iligki Uzak adimlardaki yaptig
istememistir. kurmamustir. islemlerde hata oldugu

gozlenmektedir.

4. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu boliimde; arastirma kapsaminda elde edilen bulgulardan c¢ikarilan sonuglara,

sonuglarin ilgili arastirmalar ile tartisilmasina ve ileride yapilabilecek benzer nitelikteki

arastirmalara yonelik Onerilere yer verilmistir.

4.1.
1.

Sonuc¢

dili kullanma, genelleme, vb.) yasamislardir.
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Ik etkinlikten son etkinlige kadar Ogrenciler gercek hayat problemi
baglaminda s6zsiiz ispatlarin kullanildig: bir 6gretim ortaminda ispata yonelik

bir takim siiregler (¢ikarimda bulunma, ¢ikarimi kontrol etme, matematiksel

Ogrenciler etkinliklerdeki problemlerin birinci kisminda ger¢ek hayat

probleminden aritmetige, bazen cebire ve geometriye gecis yapmuislar,




problemlerin ikinci kisminda ise sozsiiz ispatlar1 kullanarak aritmetik, cebir
ve geometri arasinda, alanlar arasi iligkiler kurmuslardir.
3. Etkinlikler siirecinde 6grencilerin ispata yonelik yasadigi siireglerde olumlu
bir gelisme oldugu gézlenmistir.
Bu sonuglar dogrultusunda ortaokul seviyesindeki 6grencilerin lise seviyesinde
ispata ani gecisiyle olusan ispat konusundaki didaktik boslugu doldurmak igin sozsiiz

ispatlarin yardimci egitici araglar olabilecegi sonucuna varilmistir.

4. 2. Tartisma

Ulasilan her bir sonug ayr1 bagliklar altinda tartigilmistir.

4.2.1. Ispat siirecleri

Ozel durumlardan genel durumlar i¢in ¢ikarimda bulunma, bu ¢ikarimlar test
etmeve genelleme yapma matematiksel siire¢ becerilerinden olup matematiksel ispat
yapma becerilerinin gelismesi ic¢in biiylikk 6neme sahiptir. Calismanin bu siireglere

yonelik bulgulari su sekilde 6zetlenebilir.

Cikarimda bulunma:
Ogrencilerin etkinlikler boyunca gergeklestirdikleri ¢cikarimlar asagida verilmistir.

1. Etkinlik
- Dikdortgen seklindeki kareli bir defterde toplam kare sayisini bulmak igin
defterin eni ve boyundaki kare sayisi garpilir.
- Yesil sayma pulu sayisinin bes giinliik, aym1 sayidaki beyaz sayma puluyla
birlikte toplam sayma pulu sayis1 10 giinliik alinacak iicreti verir.
- Es sayida iki renk sayma pulu sayisi iki tane bes giinliik alinacak {icreti verir.
2. Etkinlik
- 50. adimda olusan kare sayis1 10. adimda olusan kare sayisinin bes katidir.

- Problemin kolay bir ¢6ziimii (kurali) olmasi gerekir.
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Es sayida farkli iki renkten olusan dikddrtgen modelin eni ve boyundaki sayma

pulu sayis1 carpilip ikiye boliiniirse bir rengin sayisi bulunur.

3. Etkinlik

Asansore binen toplam kisi sayisi asansor ¢ikarken binen kisi sayisinin iki
katidir.
Problemin ¢6ziimii i¢in sayma pullariyla kolay bir yol (kural) bulunabilir.

Problem orantiyla ¢oziilebilir.

4. Etkinlik

Problemi ¢6zmek i¢in bir formiil vardir.

Bugiine kadar tiim problemler sekille, sayma pullariyla c¢oziildiigii¢in bu
probleminde bu sekilde ¢oziilmesi gerekir.

Problem oranti ile ¢oziilebilir.

Asansore binen yolcularin sayisi ¢ikarken 2n-1 formatindadir ancak asansor
inerken bu gegerli degildir.

Olusturulan modelde sayma pullarimi dikdortgene tamamlamak i¢in en son
c¢ikilan kat sayis1 kadar sayma pulu gerekir.

Cikilan en son kat sayisi n ile ifade edildiginde modeli dikdortgene tamamlamak

icin eklenmesi gereken sayma pulu sayist n’dir.

Etkinlik

Soruda 25. adimdaki kiip sorulacak, toplami sorulacak. Gegen haftaki
formiillerle bir seyler yapilabilir.
Problemin ikinci kismini teker teker hesaplamak ¢ok zor olur.

Her farkli renkteki sayma pulu olusturulan kiiplerin hacmine esittir.

Etkinlik

Her dikdortgenin alani i¢in iki kenargarpilir.
Problemin genel ¢6ziimii i¢in sayma pulu gerekir.
Materyalde problem-a’daki karelerin alanlarini gosteren kareler vardir.

Materyalde problemin {i¢ kat1 kadar kare vardir.

Yukaridaki liste 6grencilerin yaptig1 en temel c¢ikarimlari igermektedir. Bu liste

her etkinlikte, problemin ¢ozlimiine yonelik 6grencilerin en az ii¢ veya dort ¢ikarimda

bulunduklarin1 géstermektedir. Bu tabloda ayrica, 6grenciler hem dogru hem de yanlis

cikarimlarda bulunduklar goriilmektedir. Yanhs cikarimlar 6gretmenin rehberliginde
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bir slire sonra dogru c¢ikarimlarla degistirilmistir. Diger yandan, &grenciler yalnizca

tizerinde c¢alistiklart problem durumunun herhangi bir asamasi i¢in ¢ikarimda

bulunmamis, onceki etkinliklerden hareketle problemin ¢dziimii i¢in nasil ¢alismalari

gerektigine yonelik (tek tek hesaplamanin imkansiz olmasi, sayma pulu kullanilmasinin

gerekliligi gibi) ¢ikarimlarda da bulunmuslardir. Bu durum 6grencilerin ¢ikarimlarinda

hem problemlerin ¢6ziim asamalarina yonelik hem de ¢6ziim igin genel strateji bulmaya

yonelik bir gelisme oldugu seklinde yorumlanabilir.

Genellemeler yapma:

Ogrencilerin etkinlikler boyunca ortaya koyduklar1 en temel genellemeler asagida

verilmigtir.

1. Etkinlik

Es sayida iki renk sayma pulundan olusan dikdortgen modeldeki sayma
pullariin bir renginin sayisini bulmak icin toplam sayma pulu sayist ikiye
boliiniir.

Olusan dikdortgenin kisa kenarindaki sayma pulu sayisi calisilan en son giin
sayisi, uzun kenarindaki sayma pulu sayisinin c¢alisilan giin sayisinin bir
fazlasidir.

Almacak ticret ¢aligilan giin sayisi ve bir fazlasinin ¢arpiminin yarisidir.

Problemin genel ¢6ziimii n.(n+1)/2’dir.

2. Etkinlik

Modelin kisa kenar uzunlugu n, uzun kenar uzunlugu 2n, beyaz renkli sayma
pulu sayisi n.(2n)/2’dir

n. adimda toplam n? tane sayma pulu vardir.

Sayma pulu sayis1 herhangi bir adimda kendisiyle ¢arpimi kadardir.

14345+, ..42n-1=n?

Etkinlik

Cikilan kat1 kendisiyle ¢arpinca sonug bulunur.

Cozlim n’nin iki tssii kadardir.

En son n. kata ¢ikilirsa ¢6ziim n.n=n olur.

1+2+3+...(n-1)+n+(n-1)+ ... 43+2+1=n2 (odak grupla beraber igretmen

tarafindan ifade edilmistir)
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4. Etkinlik
- Dikdortgenin uzun kenar uzunlugu kisa kenar uzunlugunun iki katidir.
- Asansore binen kisi sayisi n®dir.
- Co6ziim n.(2n)-n’dir.
- Olusan biiyiik karedeki sayma pulu n*dir.
5. Etkinlik
- Olusturulan kiiplerin ayrit uzunluklarinin toplaminin karesi, kiiplerin hacimleri
toplamina esittir.
- Modelde n® tane pul vardur.
- Modeldeki adim sayilarinin toplaminin karesi kiiplerin hacimlerinin toplamini
Verir.
- (142+43+...+n)% = 13+2%+. . +n®
6. Etkinlik
- Problemdeki adim sayilarinin toplami materyaldeki dikdortgen modelin uzun
kenariyla uyumludur.
- Dikdortgenin kisa kenar1 adim sayisinin iki katinin bir fazlasidir.
- Toplam kare sayisi, birden adim sayisina kadar olan sayilarin toplaminin adim
sayisinin iki katinin bir fazlasiyla ¢arpiminin iige bolimiidiir.

- 1242%+. . +n®=n.(n+1).(2n+1)/6dur.

Cogu durumda, ogrenciler ilk olarak problem durumuna uygun modeli insa
etmisler, bu model lizerinde yiiriittiikleri ¢ikarimlar1 genelleyerek problemin ¢oziimiine
ulasmiglardir. Yukaridaki listede Ogrencilerin modelin geometrik 6zellikleri iizerinde
(en, boy, alan, hacim, vb.) bir genelleme tespit etmeye calistiklari, bu genellemeyi ilk
etapta sozel olarak ifade ettikleri, sonrasinda modelin geometrik 6zelliklerini cebirsel
olarak ifade ettikleri ve en sonunda genel ¢oziimii cebirsel olarak insa ettikleri
goriilmektedir.

Ogrencilerin ispat siirecleri genel olarak degerlendirilecek olursa, dogru ya da
yanlig ¢ikarimlarda bulunduklari, ¢ikarimlari model {izerinde test ettikleri (Sekil 3.6,
Sekil 3.29, Sekil 3.44, vb.), Oonce sOzel sonra cebirsel genellemelere ulastiklari
sOylenebilir. Miller (2012), bir matematik¢i bir sdzsiiz ispata baktiginda, resmin sadece
o durumun esitligini vermedigini, noktalarin sayis1 degisse bile iliskinin korunacagini ve

biitiin tam saylar i¢in formiiliin gegerli olacagini anladigim sdylemistir. Ogrencilerinde
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siiregte sOzsliz ispatlart bu yonde olusturmaya basladiklar1 sdylenebilir. Buna gore,
sOzsiiz ispat etkinliklerinindgrencilerin ¢ikarim yapmada ve genellemede bulunmada
oldukga etkisi oldugu sdylenebilir. Bu sonug, Demircioglu ve Polat (2015)’1n 6gretmen
adaylariyla yapmis olduklari ¢aligmanin sonuglarindan, 6gretmen adaylarinin, soézsiiz
ispatlarin ispat yapma, problem ¢6zme, anlama, akil yiiriitme, genelleme, islem becerisi,
analiz ve sentez yapabilme, gorme ve diisinme becerileri gibi farkli bircok beceriyi
kazandirmada etkili oldugugoériisleriyle tutarlilik gostermektedir. Diger yandan bu
sonug, Giiler ve Temizylirek (2015)’in uygun etkinlikler kullanildiginda 6gretmen
adaylarinin modeller yardimiyla ispat yapmakta basarili olabilecekleri ve bu sayede
matematiksel muhakeme yeteneklerine katki saglanabilecegi gorisiiyle tutarlilik

gostermektedir.

Video kayitlarindan daha yakindan incelenme firsati bulunan odak grubun
matematiksel dili rahatca kullanmaya basladig1 ve bu etkinlikler {izerine sadece haftada
iki saat caligmalarma ragmen gerektiginde ulastiklari sonuglari ve ispata nasil
baslayacaklarini ¢ok zorlanmadan hatirlayabildikleri goriilmiistiir. Bu durum Alsina ve
Nelsen (2010)’nin sozsiiz ispatlari belli bir matematiksel ifadenin neden dogru
olabilecegi ve bunun ispatina nasil baslanacagin1 anlamasi i¢in okuyucuya yardimci
olan sekil ve diyagramlar seklindeki tanimlamasini desteklemektedir. Tekin ve
Konyalioglu (2010) ise gorsel sekillere dayali ispatlarin formiillerin nasil olustugu ve
nereden geldigi konusunda Ogrencilere bilgi verirken, ezberden kacarak kalici
O0grenmelerine yardimer olacagini belirtmislerdir. Bu ¢alismada 6grencilerin formdilleri
kendilerinin inga edebilmesi ve nereden geldiklerini takip edebilmeleri Tekin ve

Konyalioglu’nun sonucunu desteklemektedir.

Yukaridaki tartisilan bulgular bir biitiin halinde diistiniildiigiinde 6grencilerin ilk
etkinlikten son etkinlige kadar sozsiiz ispatlara dayali gergek hayat problemi
baglaminda ispata yonelik siirecleri (¢ikarimda bulunma, c¢ikarimi kontrol etme,

matematiksel dili kullanma, genelleme, vb.) yasayabildikleri s6ylenilebilir.

4.2.2. Alanlar arasi iliskilendirme

Modele ve gergek hayat problemi durumlarina dayali sézsiiz ispatlarin kullanildigi

bu calismada o6grenciler ilk etkinlikten son etkinlige kadar once problemlerin ilk
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asamasinin ¢Oziimii i¢in ger¢ek hayat durumundan aritmetige gegis yapmuislar, nadiren
de geometri ve cebire ge¢is yapmislardir. Problemlerin ikinci asamasi iginse daha
zengin bir iliskilendirme ve alanlar arasi1 gecis gozlemlenmistir. Bu iliskilendirme ve

gecisler asagida 6zetlenmistir.
Etkinlik 1:

- Problem 1-a’nin ¢6ziimii i¢in problem durumundan aritmetige gegis.

- Problem 1-b’de, genel bir kural aramak i¢inmodel olusturma ve aritmetikten
geometriye gegis.

- Dikdortgen modelin kisa ve uzun kenarlar1 arasindaki iliskiyi fark ederek
aritmetikten ve geometriden cebire gegis yaparak 14+2+3+...4+n=n.(n+1)/2

ifadesini elde etme.
Etkinlik 2.

- Problem 2-a’nin ¢6ziimii i¢in problem durumundan sekil Oriintiisiine, sekil
Oriintiisiinden say1 oriintiisiine gegis.

- Her adimda olusan kare sayisini cebirsel olarak ifade etme.

- Olusturulan dikdortgen modelde kisa kenart n, uzun kenari 2n, toplam sayma
pulunu n.2n, olusan toplam kare sayisini (2n)/2 olarak ifade etme

- Model kullanmadan 6nce genel bir kural1 s6zel olarak ifade etme.

- Sayma pullartyla geometrik bir model olusturup ulasilan kurali bu modelle

destekleme.

Etkinlik 3.

- Problem 3-a’nin ¢oziimii i¢in problem durumundan aritmetige ve geometriye
gecis.

- Problem 3-b’nin ¢6ziimii i¢in model olusturup modelden genel kurala ulagma.

- Problem 3-b’nin ¢6ziimii i¢in sayisal iliskilerden genel cebirsel ?kurala ulasma.

- Ulasilan cebirsel formiilden problemin modelini olusturma ve modeli

¢Oziimleme.

Etkinlik 4.
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- Problem 4-a’nin ¢6ziimii i¢in problem durumundan aritmetige ve geometriye
gecis.

- Problem 4-b’nin ¢6ziimii i¢in sayma pullariyla model olusturmaya ¢alisma.

- Asansore ¢ikarken binen yolcu sayilarini cebirsel olarak ifade etme.

- Olusturulan modelin kenar uzunluklarini aritmetiksel olarak ifade etme.

- Olusturulan dikdortgen modelde kisa kenart n, uzun kenari 2n ve modeli

dikdortgene tamamlamak i¢in gereken sayma pulu sayisini n olarak ifade etme.
Etkinlik 5.

- Problem 5-a’nin ¢6ziimii i¢in problem durumundan aritmetige ve geometriye
gecis.

- Problem 5-b’nin ¢6ziimii i¢in sayma pullariyla dikdértgen model olusturma.

- Sayisal iligkilerden genel kurala ulagma.

- Ulasilan genel kuraldan model olusturma.

- Modeli ¢oziimleyerek genel kurali cebirsel olarak ifade etme.

Etkinlik 6.

- Problem 6-a’nin ¢6ziimii i¢in problem durumundan aritmetige ve geometriye
gecis.

- Verilen dikdortgen materyalde problem 6-a’nin aritmetiksel ¢6ziimiiniin {i¢ kati
kadar birim kare oldugunu fark etme.

- Dikdortgen materyalin uzun kenarindaki birim kare sayisinin toplaminin
problem 6-a’da olusturulan karelerin kenar uzunluklari toplami oldugunu fark
etme.

- Dikdortgen materyalin kisa kenarini olusturan birim kare sayisinin toplaminin
problem 6-a’da olusturulan en biiyiik karenin kenar uzunluguna bagli olarak
sozel sekilde ifade etme.

- Dikdortgen materyalin kenarlarini olusturan birim kare sayilarini n. adim

i¢in cebirsel olarak ifade etme.

Modele ve gergek hayat problemi durumlaria dayali s6zsiiz ispatlarin kullanildig:
bu calismada etkinliklere genel olarak bakildiginda 6grencilerin aritmetik, geometri ve
cebir alanlar1 arasinda iliski kurma firsatlar1 yakaladigi ve bazen tam olarak

matematiksel formiiller olusturamasalar da Ogrencilerin ¢ogunlugunun matematiksel
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alanlarin birbirinden tamamen kopuk olmadigi ve matematigin biitiinciill ve esnek
yapisini sezmelerine olanak saglandigi sdylenebilir. Bu durum Knuth (2002)’un ¢esitli
argiimanlarin sunumu ve tartisilmas: matematik alanindaki iliskilerin fark edilmesine
yardimci olur goriisiiyle ve Bardelle (2010)’nin sozsiiz ispatlarla ¢alismanin resimlerin
semiyotik boyutu, s6zlii metin veya sembolik ifadeler arasinda siirekli etkilesimi dikkate

almay1 gerektirebilecegi sonucuyla tutarlilik géstermektedir.

4.2.3. Ispat siireclerindeki gelisim

Modele ve gergek hayat problemi durumlarina dayali s6zsiiz ispatlarin kullanildigi
bu calismada O6grencilerin genelinin ispata yonelik siire¢lerinde(¢ikarimda bulunma,
¢ikarimi kontrol etme, matematiksel dili kullanma, genelleme, vb.) olumlu bir gelisme
oldugu goriilmiistlir. Bulgular boliimiinde bu gelismelerle ilgili yer yer farkli gruplardan
ornekler sunulmustur. Burada, gelisimi daha iyi gorebilmek i¢in odak grubun ilk

etkinlikten son etkinlige kadar olan ilerlemesi asagida 6zetlenmistir.

Etkinlik 1.

- Alinacak toplam iicretin, olusturulan modelin eni ve boyundaki sayma pulu
sayisinin ¢arpiminin yarist, yani ¢alisilan en son giin sayist ve giin sayisinin bir

fazlasiin ¢arpiminin yarisi oldugu genellemesine ulagsma.
Etkinlik 2.

- n adim sayist olmak iizere olusan kare sayisini 2n-1 olarak ifade etme.

- Genel ¢6ziimiine ulasmadan 6nce ¢ikarimlarin kontrolii igin problemin birkag
adim Oncesini ve sonrasint deneme.

- Olusturulan dikdortgen modelde kisa kenar1 n, uzun kenari 2n, problemin genel

¢Oziimiinii ise n.(2n)/2 olarak ifade etme.
Etkinlik 3.

- Cozlim stratejilerinin kullanilabilir olup olmadigini anlamak igin stratejilerini
problemin 6nceki ve sonraki adimlari i¢in deneme.
- Problemin ikinci kisimlar i¢in 6zel ¢oziim diisiinmeyerek sayisal iligkilerden

problem i¢in genel bir sonuca ulagsma ve bunu cebirsel olarak ifade etme.
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Etkinlik 4.

- Problem 4-b’nin ne olabilecegini ve problem 4-b i¢in nasil bir ¢6ziim
gelistirebilecegini tartigma.

- Sayma pullarin1 almadan 6nce pullarla olusturacagi modeli ¢izme.

- Genel ¢oziim i¢in alacaklar1 sayma pulu sayisini belirleme.

- Probleme ait iki asamali model olusturma ve modeli ¢oziimleme.
Etkinlik 5.

- Problem 5-b’nin ne olabilecegini ve problem 5-b igin nasil bir ¢oziim
gelistirebilecegini tartigma.

- Sayisal iligkilerden problemin genel sonucuna ulasma.

- Ulasilan sonugtan modeli olusturma ve modeli ¢oziimleme.

- Problemin matematiksel formiliini kurma.
Etkinlik 6.

- Problem 6-a’nin ¢6ziimiine tablo yaparak ulagma.
- Verilen farkli materyali problem-a ile iliskilendirmeye ¢alisarak ¢céziimleme.
- Coziimlemelerden problemin genel sonucuna ulagma.

- Problemin genel sonucundan problemin matematiksel formiiliinii kurma.

Yukaridaki listeden odak grubun daha onceki etkinlikte kesfettikleri calisma
bicimi veya ¢oziim yaklagimlarini bir sonraki etkinlige tasiyabildikleri ve boylelikle
ispat siireglerinde bir gelisme yasadiklar1 goriilmektedir. Bu durum Gierdien (2007)’in
sozsliz ispatlarin genelleme, inceleme, sonug ¢ikarma, temsil etme, tahmin etme,
tanimlama gibi matematiksel siire¢ becerilerini gelistirdigi goriisiiyle paralellik
gostermektedir. Ayrica bu durum Bardelle (2010)’in s6zlii ve sembolik tasvirlerden
sekilsel bir tabloya gegisin ve bunun tersinin, izole kalan bazi matematik konularinda
cok verimli olacagini ve buna benzer etkinliklerin 6grencilerin ispat gibi konularin
iistesinden gelmede cok yararli olacag goriisiiyle Ortiismektedir. Buna ek olarak,
ogrencilerin etkinlikler siirecinde ispata yonelik yasadigi siireclerde olumlu bir gelisme
olmasi sozsliz ispatlarin bir sekil hakkinda zihinde diisiinmeyi, sekli zihinsel olarak
doniistiirme ve manipiile etmeyi igerdiginden Ogrencilerin gorsellestirme becerilerinin

gelisimine katkida bulunurlar (Van De Walle, 2013) goriisiiyle paralellik
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gostermektedir. Bu baglamda bakildiginda sozsiiz ispatlarin, Miller (2012)’1n belirttigi
gibi matematik G6gretiminde degerli bir arag¢ olabilecegi ve Doyle ve arkadaslarmin
(2014) belirttigi gibi 0Ozellikle matematiksel diisiinceyi ilerletmek ve uyarmak icin
kullanilabilecegi anlagilmaktadir.

Tiim bu sonuglar dogrultusunda lisede ispata ani gegisle olusan ispat konusundaki
didaktik boslugun ortaokulda sozsiliz ispatlar iizerine yapilacak farkli caligmalarla
doldurulabilecegi ve sozsiiz ispatlarin ortaokul seviyesinde bir &gretim nesnesine

dontistiiriilebilecegi sdylenebilir.

4.3. Oneriler

Calismanin sonuglarindan birisi dgrencilerin modele ve gercek hayat problemi
durumlarina dayali sozsiiz ispatlart kullanarak aritmetik, cebir ve geometri alanlari
arasinda iliski kurabilmeleridir. Béylece dgrencilere matematiksel bilginin pargalarinin
Otesinde biitiinclil ve esnek yapisini sezmeleri icin firsatlar saglanmigtir. Ortaokul
matematik programinda sadece 6zdeslikler ve cebirsel ifadelerin ¢arpanlara ayrilmasi
kisminda bahsedilen lise programinda ise hi¢ bahsedilmeyen sozsiiz ispatlarin bu
programlara eklenmesi 6grencilere matematigin birden fazla konu alanini iliskilendirme

firsati sunabilir.

Ogrencilerin ortaokuldan liseye gectiklerinde matematiksel olarak yasadiklari ani
degisim Ogretim programlarinda olusan didaktik boslukla yakindan iliskilidir
(Balacheff, 1988; Sowder ve Harel, 1998). Moore (1994) ispatin, lise ve {iniversite
matematik Ogretimi programiyla biitiinlestirilene kadar, ispata ani gecisin lisans
ogrencileri ve 0gretmenler i¢in bir hayal kirikligi kaynagi olmaya devam edecegine
inandigint belirtmistir. Bundan dolayr matematik egitimcilerinin en 6nemli rollerinden
biri matematiksel anlamay1 gelistiren ispatin roliinii 6grencilere aktarabilmek i¢in sinmif
icinde ispatin etkili kullanimini gelistirmektir. Yapilan calismada sozsiiz ispatlarin
ortaokulda smif i¢i kullaniminin bu didaktik boslugu doldurabilecegisonucuna
vartlmistir. Dolayisiyla ortaokul seviyesindeki tiim dgrencilerin matematik derslerinde

sozstiz ispatlarin smif i¢i kullanimina imkan saglayacak bir modiil olusturulabilir.

Altiparmak ve Ozis (2005)’in ifade ettigi gibi dgrenciye ispat ve muhakeme
becerisinin 6gretimi ve d6grencide ispat becerisinin gelisimi 6gretmene baglidir. S6zsiiz

ispatlar1 kullanmak 6grencilerin ispat silirecini anlamada etkili oldugu i¢in 6gretmen ve
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Ogretmen adaylarinin sozsiiz ispatlarla ilgili deneyimler yasayarak, onlar1 6grencilerine
bir 0gretim araci olarak en iyi sekilde sunmalari 6nemlidir. Dolayisiyla daha &nce
s0zsiiz ispatlarla ilgi deneyim yasamamis 6gretmenlere bir hizmet i¢i egitim verilebilir,
O0gretmen adaylarinin egitim programlarina sozsiiz ispatlarla deneyim yasayacak dersler

konulabilir.
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eoposta:stratefigelistiomed 3@ meb. pov.r Faks: (0 274) 2236254

Bu evrak givenli elektronik imza ihe imzalanemigtir, batp:/fevraksorgu, meh.gov tr adresinden 699(-61e7-3af3-901b-7691 kodu ile teyit edilebitir
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EK-2. Veli izin Formu
VELI iZiN FORMU

Bu calisma, Ortaokullarda Sézsiiz ispatlarin Matematiksel ispat Olarak Kullaniminin
Incelenmesi baslikli bir arastirma calismasi olup sdzsiiz ispatlarin kullanimin égrencinin

tarafindan yurutilmektedir.

e Bu galismaya katilim gonullilik esasina dayanmaktadir.

e Calismanin amaci dogrultusunda video/ses kaydi ve not defterleri ile
ogrencilerden veriler toplanacaktir.

e Arastirmada katilimcilarin isimleri gizli tutulacaktir.

e Arastirma kapsaminda toplanan veriler, sadece bilimsel amaglar dogrultusunda
kullanilacak, arastirmanin amaci disinda ya da bir baska arastirmada
kullanilmayacak ve gerekmesi halinde, sizin (yazili) izniniz olmadan baskalariyla
paylasiilmayacaktir.

e istemeniz halinde toplanan verileri inceleme hakkiniz bulunmaktadir.

e Toplanan veriler arastirmaci tarafindan baskalariyla paylasilmayacak sekilde
korunacak ve arastirma bitiminde arsivlenecektir.

e Veritoplama stirecinde/surreglerinde 6grenciye rahatsizlik verebilecek herhangi
bir soru/talep olmayacaktir. Yine de uygulama sirasinda herhangi bir sebepten
rahatsizlik hissederse 6grenci ¢alismadan istedigi zamanda ayrilabilecektir.
Calismadan ayrilmasi durumunda 6grenciden toplanan veriler gcalismadan
¢ikarilacak ve imha edilecektir.

Veli izin formunu okumak ve degerlendirmek tizere ayirdiginiz zaman igin tesekkir
ederim. Calisma hakkindaki sorularinizi Tavsanli Moymul Ortaokulu Matematik
ogretmeni Emre ULKER’e (eulker79@yahoo.com/05325715002) yéneltebilirsiniz.

Arastirmaci Adi : Emre ULKER
Adres : Hanimgesme M.

Barbaroz C. Tarhan Sitesi C Blok No:5

Tavsanl/KUTAHYA
Cep Tel : 0532 5715002

Bu ¢alismaya ¢ocugumun katilmasina izin veriyorum, istedigim takdirde ¢alismadan
ayrilabilecegimizi bilerek toplanan bilgilerin bilimsel amaglarla kullaniimasini kabul

ediyorum.

(Liitfen bu formu doldurup imzaladiktan sonra veri toplayan kisiye veriniz.)

Veli Adi ve Soyadi: imza:

Tarih:
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EK-3. GOniillu Katilim Formu
GONULLU KATILIM FORMU

Bu calisma, Ortaokullarda Sézsiiz ispatlarin Matematiksel ispat Olarak Kullaniminin
Incelenmesi baslikli bir arastirma calismasi olup sdzsiiz ispatlarin kullanimin égrencinin

tarafindan yurutilmektedir.

e Bu galismaya katiliminiz génullilik esasina dayanmaktadir.

e Calismanin amaci dogrultusunda video/ses kaydi ve not defterleri ile sizlerden
veriler toplanacaktir.

e Arastirmada katilimcilarin isimleri gizli tutulacaktir.

e Arastirma kapsaminda toplanan veriler, sadece bilimsel amaglar dogrultusunda
kullanilacak, arastirmanin amaci disinda ya da bir baska arastirmada
kullanilmayacak ve gerekmesi halinde, sizin (yazili) izniniz olmadan baskalariyla
paylasiilmayacaktir.

e istemeniz halinde toplanan verileri inceleme hakkiniz bulunmaktadir.

e Toplanan veriler arastirmaci tarafindan baskalariyla paylasilmayacak sekilde
korunacak ve arastirma bitiminde arsivlenecektir.

e Veri toplama stirecinde/sureclerinde size rahatsizlik verebilecek herhangi bir
soru/talep olmayacaktir. Yine de uygulama sirasinda herhangi bir sebepten
rahatsizlik hissederseniz calismadan istediginiz zamanda ayrilabileceksiniz.
Calismadan ayrilmaniz durumunda sizden toplanan veriler calismadan
cikarilacak ve imha edilecektir.

Gonulla katilim formunu okumak ve degerlendirmek (izere ayirdiginiz zaman igin
tesekkir ederim. Calisma hakkindaki sorularinizi Tavsanli Moymul Ortaokulu
Matematik 6gretmeni Emre ULKER’e (eulker79@yahoo.com/05325715002)
yoneltebilirsiniz.

Arastirmaci Adi : Emre ULKER
Adres : Hanimgesme M.

Barbaros C. Tarhan Sitesi C Blok No:5

Tavsanl/KUTAHYA
Cep Tel : 0532 5715002

Bu calismaya tamamen kendi rizamla katiliyorum, istedigim takdirde ¢alismadan
ayrilabilecegimizi bilerek verdigimiz bilgilerin bilimsel amaclarla kullanilmasini kabul
ediyorum.

(Liitfen bu formu doldurup imzaladiktan sonra veri toplayan kisiye veriniz.)

Katilimci Ad ve Soyadi: imza:

Tarih:
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