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OZET

TUREV KONUSUNUN MATEMATIKSEL SiT KAVRAMI CERCEVESINDE
EKOLOJIK ANALIZI VE KAVRAMSAL ILISKILERININ DIDAKTIK
YAPILANDIRILMASI

Selim FINDIK
Matematik Egitimi Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Egitim Bilimleri Enstitiisii, May1s 2019

Danisman: Dog. Dr. Emel OZDEMIR ERDOGAN

Matematiksel sit, ¢calisma alani olarak belirlenen matematik konu ve kavramlari
arasindaki iliskilerin tarihsel, epistemolojik ve didaktik verilerden yararlanilarak
aciklandig bir ekolojik analiz modeli olarak gelistirilmistir. Bu modele gore, global ve
lokal sit olmak tizere iki farkli matematiksel sitten bahsetmek miimkiindiir. Global sit,
calisma alanina yonelik kavramsal iliskilerin biitiin olarak degerlendirilmesine olanak
saglayan sit olarak ifade edilebilir. Lokal sitler, caligma alanina yonelik tipik gorevlerin
yerine getirilmesine bagli olarak devreye giren kavramsal iliskilerin yapilandirildig:
global sit kesitleri olarak tanimlanabilir. Bu calismanin amaci tiirev konularinin
matematiksel sit kavrami etrafinda analizi ve didaktik iligkilerinin yapilandirilmasidir.
Caligmada analizin global siti, Ogretim programinin yaklasimi g6z Oniinde
bulundurularak didaktik, tarihsel ve epistemolojik verilerden yararlanilarak insa
edilmigtir. Calismada ayrica limit, stireklilik ve tiirev konularina yonelik 6gretim
programinda yer alan kazanimlar g6z oniinde tutularak goérev tipleri belirlenmis ve bu
gorev tipleri icin lokal sitler olusturulmustur. Olusturulan lokal sitler ¢ercevesinde ders
kitaplarindaki 6rnek ¢oziimleri analiz edilerek ekolojik sorunlar belirlenmistir. Analiz
global siti, analizin temelinde degisim kavraminin oldugunu, reel sayilar ve
fonksiyonlardaki degisimlerin incelenmesinde limit, siireklilik, tirev ve integral
kavramlarmin birer ara¢ olarak ise kosuldugunu ve analiz kavramlar1 arasinda onciilliik
ardillik iligkisi kurulabilecegini gostermistir. Lokal sitlerden elde edilen sonugclar ise
limit, siireklilik ve tirev konularmma yonelik gorev tiplerinin teknolojilerinin
gerceklestirilmesinde komsuluk, belirsizlik, tanimsizlik gibi kritik kavramlarin ekolojik
iligkilerinin biiyiik bir 6neme sahip oldugunu, 6rnek ¢oziimlerinde farkl: tekniklere bir
arada yer verilmesinin lokal sitleri olusturan nesneler arasindaki ekolojik baglarin
giiclendirilmesine katki saglayacagini gostermistir.

Anahtar Sozciikler: Ekolojik analiz, Global sit, Lokal sit, Matematiksel sit,
Prakseolojik analiz.



ABSTRACT

ECOLOGICAL ANALYSIS OF DERIVATIVES WITHIN THE CONCEPT OF
MATHEMATICAL SITE AND DIDACTIC RESTRUCTURATION OF THEIR
CONCEPTUAL RELATIONSHIPS

Selim FINDIK

Department of Mathematics Education,
Anadolu University, Graduate School of Educational Sciences, May 2019
Advisor: Assoc. Prof. Dr. Emel OZDEMIR ERDOGAN

The mathematical site was developed as an ecological analysis model where the
relationships between the mathematical subjects and concepts determined as the study
area are described by utilizing historical, epistemological and didactic data. According
to this model, it is possible to mention two different mathematical sites as global and
local site. The global site can be expressed as a site that enables to evaluate the
conceptual relationships for the study area as a whole. Local sites can be defined as
global site sections where conceptual relationships are involved depending on the
performance of typical tasks for the study area. The purpose of this study is to analyse
derivatives around the mathematical site concept and to restructure their didactic
relationships. In the study, the global site of the calculus was constructed using didactic,
historical and epistemological data while taking the approach of the curriculum into
account. Using praxeological analyses, local sites were also established for limit,
continuity and derivative tasks which were identified through the acquisitions of the
curriculum. On the basis of the local sites, sample questions from the textbooks were
analysed and ecological problems were identified. The construction of a global site for
calculus has demonstrated that the concept of variation is the main subject of calculus,
that the concepts of limit, continuity, derivative and integral are utilized as a tool in the
examination of variations in real numbers and functions, and that a hierarchical
relationship can be established between the concepts of calculus. On the other hand, the
results obtained from the local sites have demonstrated that the ecological relationships
of the critical concepts such as neighbourhood, undefined and indeterminate forms are
of great importance in the accomplishment of the technologies of the types of tasks for
the limits, continuity and derivative, and that the use of different techniques together in
the related tasks might contribute to strengthen the ecological connections between the
objects forming the local sites.

Keywords: Ecological analysis, Global site, Local site, Mathematical site,
Praxeological analysis.



ONSOZ

Mustafa Kemal Atatiirk’iin ““Toplumun diismani cehalet, cehaletin diigmant
Ogretmenlerdir.”” sOzii ¢agdas bir toplum olmada Ogretmenlere biiyliik gorev ve
sorumluluklarin diistiigiinii gostermektedir. Bu kutsal gérevi daha basarili bir sekilde
icra edebilmek i¢in lisans egitiminde O6grendiklerimden fazlasina ihtiya¢ duydugumu
hissederek lisansiistii egitim almaya karar verdim. Matematik alaninda yiiksek lisans
egitimi yaparak alanima iliskin teorik bilgilerimi gdzden gecirme ve bu bilgilere
yenilerini ekleme firsatin1 yakaladim. Doktora egitimim i¢in matematik egitimi alanini
tercih ettim. Bu alani tercih etmemdeki en 6nemli neden, bir 6gretmen olarak lisans ve
yiiksek lisans egitiminde edinmis oldugum teorik bilgilerden Ogrencilerimin en iyi
sekilde faydalanabilmeleri i¢in kendimi pedagojik olarak daha fazla gelistirme istegim
oldu.

Anadolu Universitesi Matematik Egitimi Anabilim Dali'min degerli 6gretim
iiyelerine, daha basarili bir O6gretmen olabilmem icin sahip olduklar1 bilgi ve
tecriibelerini benimle paylasarak kariyerime paha bi¢ilmez katkilar sunduklart ve Egitim
Fakiiltesi’ni kendi evim gibi severek ziyaret etmemi sagladiklari i¢in ayr1 ayr tesekkiir
ederim. Doktora egitimim siiresince aldigim derslerde engin bilgileri ile donanimli bir
Ogretmen olma yolunda bana degerli katkilar saglayan Dog. Dr. Dilek TANISLI, Dog.
Dr. Emel OZDEMIR ERDOGAN, Dog. Dr. Niliifer KOSE ve Dog. Dr. Hiiseyin
Bahadir YANIK hocalarima ayrica tesekkiir ederim. Tanistigim giinden itibaren gerek
teorik bilgi, gerek pratik bilgisi, gerekse egitim kariyeri ile kendime Ornek aldigim
degerli bir hocam olmasinin yaninda, bazen bir arkadas, bazen bir agabey gibi kendime
yakin hissederek rehberligine basvurdugum saymn Dog. Dr. Abdulkadir ERDOGAN’a
bu zorlu siliregte her zaman yanimda oldugu icin sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
Doktora egitim siireci boyunca her ihtiyacim oldugunda yanimda olan ve tez izleme
toplantilarindaki tavsiyeleri ile tez calismama katki saglayan Dog. Dr. Emel OZDEMIR
ERDOGAN’a ayrica tesekkiir ederim. Uzun yollar katederek tez izleme komitelerine
katilan, caligmalarimi incelemek i¢in vaktini aywran, verdigi bilgiler ve yaptigi
degerlendirmeler ile tez yazim siirecime 6nemli katkilar saglayan saymn Dog¢. Dr. Tuba
GOKCEK’e ayrica tesekkiir ederim. Egitim siireci boyunca manevi desteklerini
yanimda hisettigim ve birlikte ders aldigim biitiin arkadaslarima tesekkiir ederim.

Resmi anlamda 6grencilik hayatim son bulacagi i¢in lisansiistii e8itim siirecimi

tamamlamanin buruk mutlulugunu yasamaktayim. Beni biiyiiten ve yetistiren, egitim
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hayatim boyunca manevi destek saglayarak bu giinlere gelmemde biiyiik emegi olan
annem Giilsim FINDIK’a, uzun ve zorlu lisansiistii egitim siireci boyunca yanimda
olan, umutsuz oldugum zamanlarda moral vererek bana destek olan, birlikte mutlu olup
birlikte iiziildigim esim H.Burcu FINDIK’a tesekkiir ederim. Degerli 6gretmen
arkadagim Siindiz GERCEK’e, doktora egitimim i¢in yapmis oldugu fedakarliktan
otiirii tesekkiir ederim. Maddi destek vererek egitimime katki saglayan TUBITAK’a
tesekkiir ederim.

Calismalarimin sevgili oglum Kerem Deha FINDIK icin 6rnek olmasini,
iilkemizin muasir medeniyetler seviyesine ulasma hedefine en yiiksek katkiy1

saglayabilmesi i¢in egitimine biiyiik 6nem vermesini diliyorum.

Selim FINDIK
Eskisehir 2019
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ETIK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢alisma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak tizere tiim asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynak¢ada yer verdigimi; bu calismanin Anadolu
Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit programi™yla tarandigini ve
hi¢cbir sekilde “intihal igermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, ¢alismamla
ilgili yaptigim bu beyana aykiri bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya ¢ikacak

tlim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.
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BIRINCI BOLUM
1. GIRIS
1.1. Problem Durumu

Matematik ardigik ve yigilmali yapiya sahip olan bir bilimdir. Bu durumun ana
sebebi matematigin disaridan herhangi bir katki almadan kendisini iiretebilmesidir.
Matematikte bir kavram onun olusmasina katki saglayan gerekli kavramlar
kazandirilmadan tam olarak Ogretilemez ve her kavram kendisinden sonra gelecek
kavramlarin ortaya konulmasina katki saglar (Altun, 2010). Matematiksel kavramlar
arasindaki bu iligki canlilarin yasam iligkisine benzer. Canlilarin, yasamlarini
stirdiirdiikleri ekosistemlerde ekolojik gorev ve sorumluklari oldugu gibi matematiksel
kavramlarin da yer aldiklar1 ¢aligma alanlarinda birtakim gorev ve sorumluluklari
vardir. Bu gorev ve sorumluluklar, canlilar arasinda ekolojik iliskilere benzer bir
sekilde, matematiksel kavramlar arasinda ekolojik iliskilerin olugsmasina zemin hazirlar.

Tirk Dil Kurumu Matematik Terimleri So6zliigii'nde analiz, fonksiyonlarin
diferansiyeli, integrali ve bunlarla ilgili kavramlar ve uygulamalarla ugrasan matematik
dali, diferansiyel ve integral hesabi olarak tanimlanmistir (Hacisalihoglu vd., 2000).
Yiiksek matematigin temeli olan analiz limit, stireklilik, tiirev ve integral olmak tizere 4
ana konu tiizerine insa edilmistir. Bu konular analizin taniminda gecen diferansiyel ve
integral hesabin temel konularini olusturur. Bu konulardan siireklilik, tiirev ve integral
limit konusu tizerine insa edilir. Limit konusunun 6gretiminde devreye giren kavramsal
iliskilerin bircogu diger analiz konularinin 6gretiminde de devreye girer. Ornegin, tiirev
kavrami bir degiskene ¢ok kiiciik bir artis verilmesi durumunda fonksiyonda meydana
gelecek degisikligin, degiskendeki bu artisa oraninin limit durumu olarak tanimlanir
(Balci, 2003). Bu tanimdan, tiirev kavraminin gerisinde limit kavramimin yer aldigi
anlagilir. Tanimda gecen ‘‘bir degiskene cok kiiclik bir artis verilmesi’” durumu limit
kavrami ile de yakindan iliskili olan komsuluk kavrami ile agiklanir. Buradan analiz
konu ve kavramlar1 arasinda, kapsamli, zengin ve siki ardisiklik iliskilerinin bir araya
gelmesiyle olusan ekolojik bir dengenin oldugu gortiliir.

Matematikgilerin  {irettigi matematik bilginin dogas1 ile oOgretilmek i¢in
doniistiiriilen matematik bilgisinin dogast birbirinden farklidir (Chevallard, 1985).
Bununla birlikte, 6gretimsel olarak neden, nicin ve nasil sorularina cevap verebilmek
icin Ogretilecek bilginin de belli bir ekolojik denge icinde organize edilmesi gerekir.

Ogretilecek konu ve kavramlar arasindaki bu ekolojik denge, analiz gibi kavramlar arasi



siki iligkilerin gozlendigi bir alanda daha da 6n plana ¢ikmaktadir. Analiz konularinin
Ogretiminde yasanan Ogrenme giicliikleri ve kavram yanilgilar1 incelendiginde, pek
cogunun temelinde analiz konu ve kavramlar1 arasindaki ekolojik iligskilerde meydana
gelen kopukluklarin yattig1 goriiliit. Ornegin, yapilan arastirmalar ogrencilerin
sonsuzluk kavramini anlamada giigliikler yasadigini gostermistir (Sierpinska, 1987;
Ozmantar, 2013). Bu calismalardan elde edilen bulgular, dgrencilerin yasadiklari
sorunlarin  sonsuzluk kavraminin ekolojik anlamda iliskili oldugu komsuluk,
tanimsizlik, belirsizlik ve diferansiyel gibi kavramlarin 6gretim programlarindaki
yerlerinden kaynaklandigin1  gostermistir. Didaktik veriler ekolojik sorunlarin
belirlenmesinin yani sira, bu sorunlarin en aza indirilebilmesi i¢in alinabilecek ekolojik
tedbirlerin ortaya konulmasi agisindan da 6nemlidir. Ornegin, Bergthold (1999),
sonsuzluk, tanimsizlik ve belirsizlik kavramlarinin limit alma islemi ile
iligkilendirilmesine  yonelik  6grenme  giicliikklerinin ~ asilmasinda  6grencilere
fonksiyonlarin grafiklerini ve tablo degerlerini inceleyebilme imkani sunulmasinin
kritik bir 6neme sahip oldugunu belirtmistir. Grafik ciziminde asimptot kavramina,
tablo ¢iziminde ise reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelligine ihtiya¢ duyuluyor olmast,
bu kavramlara analiz ekosisteminde yer verilmesinin sonsuzluk, belirsizlik ve
tanimsizlik  kavramlarinin  anlamlandirilmasina  6nemli  katkilar  saglayacagini
gostermektedir.

Ogretilecek konu ve kavramlar arasi iliskilerin incelenmesi &gretim siirecinin
dogal bir pargasi olarak veya bir uzmanin ya da uzmanlar toplulugunun kisisel deneyim
ve bilgileri ile iistesinden gelebilecekleri bir durum olarak diisiiniilmemelidir. Ogretimle
ilgili pek c¢ok faktdr bu siirecin i¢inde degerlendirilmeli ve bu iliskilerin incelenmesi
yine Ogretimle ilgili teori ve modellere dayandirilmalidir. Duchet ve Erdogan (2005),
matematiksel bir ¢alisma alaninin olusumuna katki saglayan kavramlarin belirlenmesine
ve bu kavramlar arasindaki ekolojik iligkilerin yapilandirilmasma olanak saglayan
Matematiksel Sit (MS) kavramini 6ne stirmiisler ve 6gretim konularinin incelenmesinde
kullanilabilen MS kavrami temelli bir model gelistirmislerdir. Erdogan (2006) tez
calismasinda bu modelin gerek 6gretim programlar: ve ders kitaplar1 ve gerekse 6gretim
stirecinin analizinde oldukca etkin bir ara¢ olarak kullanilabilecegini, yaptig1 analizler
ve elde ettigi bulgularla ortaya koymustur. MS, arkeolojik sit kavrami ile kurulan bir
analojiden hareketle, lizerinde c¢alisilan arastirma derinlistikce yeni kavram ve

kavramlar arast iliskilerin kesfedildigi bir alan/saha (calisma alani) olarak
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tanimlanmigtir. MS, O6gretmen ile O6grenci arasindaki Ogretimsel iliskinin referans
kaynagi olarak one siiriilmiistiir. Bu modelde 6gretmenin ana gorevi, 6grencilerin MS
icine girmelerine aracilik ederek kendi bilgilerini inga etmelerine imkan saglamak
olarak tanimlanmistir. MS bir analiz modeli olarak 6gretim programi ¢ergevesinde
sunulan bir ¢aligma alaninin temel kavramlarinin ve bu kavramlar arasindaki hiyerarsik
iligkilerin belirlenmesini ve bu “sit” iizerinden 6gretimsel ¢ikarimlar ve ongoriilerde
bulunulmasini temel almaktadir. Bu modele gore, cebir veya analiz gibi bir ¢alisma
alanmin olusumuna katki saglayan kavramlar arasindaki iliskiler, bu c¢alisma alanina
yonelik tarihsel, epistemolojik ve didaktik verilerden yararlanilarak belirlenmekte ve bu
ekolojik iligkiler global sit adi verilen bir diyagram yardimiyla bir biitiin olarak
incelenebilmektedir.

Erdogan (2006), Fransa’da 2000’li yillarin basinda lise ikinci siif &gretim
programinda yer alan cebir ve fonksiyon konularinin ele alindigi 6grenme alanii
matematiksel sitin insasi i¢in bir ¢aligma alani olarak seg¢mistir. Ardindan tarihsel,
epistemolojik ve didaktik verilerden yararlanarak cebir ve fonksiyon konulari igin
global sit diyagrami olusturmustur. Erdogan (2006), 6gretim programinin amaglarini ve
programda benimsenen 0gretim yaklasimlarini goz 6niinde tutarak cebir ve fonksiyonlar
calisma alanina iligkin bazi gorev tipleri belirlemis, Chevallard (2006) tarafindan
gelistirilen prakseolojik analiz modelini kullanarak bu goérev tiplerini analiz etmistir.
Prakseolojik analizler sonucunda elde ettigi verilerden ve global sitteki ekolojik
iligskilerden yararlanarak, her bir gorev tipinin ger¢eklestirilmesi i¢in kavramlar arasinda
kurulmasi gereken ekolojik iliskilerin yer aldig:1 diyagramlar olusturmustur. Ardindan,
lokal sit adini verdigi bu diyagramlardan yararlanarak, her bir gorev tipi i¢in dgretim
programinda ve 0gretim faaliyetlerinde ortaya ¢ikan ekolojik sorunlari tespit etmis ve
bu sorunlarin giderilmesine yonelik oneriler ileri siirmiistiir.

Bu tez calismasinda matematiksel analiz bir ¢alisma alani olarak belirlenmistir.
Bu belirlemede, analiz konularinin matematik ve bilim diinyasi i¢in 6nemli bir yer
tutuyor olmasi etkili hususlardan biri olmustur. Analitik diisiinme becerilerinin
gelistirilmesinde 6nemli bir gecis kapisi olarak nitelendirilen analiz, matematigin temel
taglarindan biri olarak degerlendirilmektedir (Dogan ve Simsek, 2015). Analiz
matematigin yani sira, fizik, mithendislik, mimarlik, ekonomi, kimya ve istatistik gibi
birgok bilim dalinda da kullanilmaktadir (Ubuz, 1999; Balci, 2003). Matematikte tegetin

egimi, fizikte hiz ve ivmenin, alandaki veya hacimdeki degisim hizinin belirlenmesi,
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kimyada reaksiyon hizinin bulunmasi, ekonomide marjinal gelir ve marjinal fiyat hesab1
yapilmasi, mimarlikta alan ve hacim hesaplamalari, istatistikte olasilik hesab1 yapilmasi
gibi bir¢ok farkli calisma alaninda diferansiyel veya integral analiz bilgisinden
yararlanilir (Balc1, 2003). Analiz, insanliga hesaplamayi etkili bir bigimde kullanma
firsat1 sunarak gezegenlerin hareketleri sonucunda ortaya ¢ikan degisimden, ekonomik
degisime ve iklim degisimine varincaya kadar insanligin degisimi anlamasina olanak
saglamistir (Tillmann’dan aktaran Osman, 2017).

Analizin bir¢ok bilim dali i¢in 6nemli bir ¢alisma alani olmasi, analiz konularinin
Ogrenimi iizerine pek c¢ok arastirma yapilmasinda etkili olmustur (Tall and Vinner,
1981, Davis and Vinner, 1986; Sierpinska, 1987; Cornu, 1991; Williams, 1991; White
and Mitchelmore, 1996; Calvo, 1997; Bezuidenhout, 1998; Szydlik, 2000;
Bezuidenhout, 2001; Ubuz, 2001; Delice ve Sevimli, 2010). Bu ¢alismalarin tamaminda
ogrencilerin analiz konularint 6grenirken zorluk yasadiklari tespit edilmistir. Tatar,
Okur ve Tuna (2008)’nin 2005-2006 &gretim yilinda, Atatiirk Universitesi ve Gazi
Universitesi'ne yeni yerlesmis olan 144 Ilkdgretim Matematik Ogretmenligi boliimii
ogrencisi ile yapmis oldugu calisma buna Ornek olarak gosterilebilir. Tatar, Okur ve
Tuna ogretim yilmin ilk haftasinda c¢alismaya katilan Ogrencilere lise matematik
konularin1 kapsayan 29 maddelik zorluk indeksi anketi uygulamistir. Anket verilerine

gore zorluk diizeyi en yiiksek olan 10 konu Tablo 1.1°de verilmistir.

Tablo 1.1. Lise matematik konularinin zorluk indeksine gore matematik ogrencileri igin

zor ogrenilen konular (Tatar, Okur ve Tuna, 2008)

Zorluk Sirasi Konu Zorluk indeksi (%)
1 Matrisler ve Determinantlar 75
2 Diziler ve Seriler 62,2
3 integral ve Uygulamalar 59,38
4 Limit ve Siireklilik 55,56
5 Tiirev ve Uygulamalari 54,02
6 ikinci ve U(;iincii Dereceden Fonksiyonlar 48,19

ve Grafikleri
7 Trigonometri 447
8 Karmagik Sayilar 37,4
9 Olasilik 33,09
10 Ikinci ve Ugiincii Dereceden Esitsizlikler 31




Calismada zorluk indeksi %50’nin tizerinde olan; matrisler ve determinantlar,
diziler ve seriler, integral ve uygulamalari, limit ve siireklilik, tiirev ve uygulamalari
konular1 matematik Ogrencileri i¢in zor Ogrenilen konular olarak belirlenmistir.
Matrisler ve determinantlarin mevcut lise Ogretim programinda yer almadigi
diisiiniildiigiinde zorluk indeksi en yiiksek olan 4 konudan 3’{iniin analiz ¢aligma alanin
olusturan limit ve siireklilik, tiirev ve integral konulart oldugu goriilmektedir. Bu
baglamda, 6grencilerin analiz konularin1 6grenmede zorluk yasiyor olmalar1 bu tez
calismasinda MS’si olusturulmak iizere analiz ¢calisma alaninin secilmesinde etkili olan
diger 6nemli husus olmustur.

Ali Ulger', analizi matematigin sonsuz siireglerini inceleyen dali olarak
tanimlamaktadir. Tanimda gegen sonsuz siire¢ ifadesi ile limit kavrami yardimiyla
tanimlanabilen siireklilik, tiirev ve integral gibi pek ¢ok kavram kastedilmektedir. Limit
kavrami, icerisinde sonsuzu da iceren islemler barindirmasi nedeniyle 6grencilere soyut
gelmektedir. Ogrencilerin  sonsuzluk kavramini anlamada yasadiklar1 giigliikler,
sonsuzluk kavraminin kullanildig1 komsuluk, tanimsizlik, belirsizlik ve diferansiyel gibi
kavramlarin 6grenmelerine de etki etmektedir (Sierpinska, 1987; Ozmantar, 2013). Bu
durum, analiz ¢alisma alani igerisinde yer alan kavramlar arasinda iligskilendirme
yapilmasinin analiz 6gretimi i¢in ne denli dnemli oldugunu gostermektedir.

Matematiksel iliskilendirme kisaca matematiksel kavramlar arasinda baglanti
kurulmasi olarak tamimlanmaktadir (Eli, 2009). Iliskilendirme, matematik egitimi
programinda matematik 6grenme ve yapma siireglerinin en énemli becerilerinden birisi
olarak vurgulanmistir (MEB, 2013). Analiz kavramlar arasindaki ardisiklik iliskileri
g6z oniinde tutuldugunda; komsuluk, yakinsaklik, tanimsizlik, belirsizlik ve diferansiyel
gibi sonsuzluk kavramu ile iligkili olan soyut kavramlarin birbirleri ile ve analiz ¢alisma
alaninda kullanilan diger kavramlar ile iliskilendirilmesinin didaktik agidan oldukca
faydal1 olacagi anlagilir. Bu durum, MS’si olusturulmak {izere analiz ¢aligma alaninin
secilmesinde etkili olan bir diger 6nemli husus olmustur.

Calismada MS kavrami ve bu kavram temel alinarak gelistirilen analiz modeli
teorik cerceve olarak benimsenmis, tiirev konusu ile ilgili kavramlar arasi didaktik
iligkilerin belirlenmesi ve 6gretim programlarina yonelik bir yapilandirma modelinin

ortaya konulmasi amaglanmistir. Calisma iki temel boliimden olusmaktadir.

1 http://www.matematikdunyasi.org/arsiv/PDF_eskisayilar/1999 2 9 12 ANALIZ.pdf
(Erisim Tarihi:28.06.2018)
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Ik bolimde matematiksel analize iliskin tarihsel, epistemolojik ve didaktik
verilerden yararlanilarak, analiz ¢alisma alaninin temel olarak ne ile ilgilendigi; limit,
stireklilik, tiirev ve integral konularinin analiz ¢aligma alani i¢in ne ifade ettigi; analiz
problemlerinin ¢oziimiinde hangi tekniklere (problem ¢oziimlerinde bas vurulan farkli
yontemler) ne amagclarla yer verildigi ve bu problemlerin ¢6ziimlerinde hangi
kavramlarin devreye girdigi incelenmistir. Kavramlar arasinda hiyerarsik bir yap1 ortaya
konularak, bu kavramlarin analiz ¢alisma alan1 disindaki baska hangi ¢alisma alanlari
ile ekolojik iliskiler kurdugu belirlenmeye calisilmistir. Yapilan arastirmalar sayesinde
analizin global sit diyagrami olusturularak, bu sit alanina giren kavramlar arasindaki
ekolojik iliskilerin bir biitlin olarak incelenmesine olanak saglanmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde, prakseolojik analizlerin destegi ile ve global sitten
kesitlenerek olusturulan lokal sitler araciligiyla ders kitaplarinin analiz siti ile
uyumlulugu incelenmistir. Bu siire¢ dncesinde, 2013 yilinda uygulanmaya baslanan
ortabgretim matematik programinin genel amaglari, programin Ogrencilere
kazandirmayr hedefledigi matematiksel yeterlilik ve beceriler, 12. smif Ogretim
programi ve programin uygulanmasina iliskin agiklamalar degerlendirilerek 6gretim
programinda analiz Ogretimi i¢in benimsenen yaklasim ortaya konulmustur. Limit,
stireklilik ve tiirev konularima iliskin 6gretim programinda yer alan kazanimlardan yola
cikilarak her bir konu i¢in ayr1 ayr1 gorev tipleri belirlenmistir. Belirlenen her bir gorev
tipinin gerceklestirilmesine bagli olarak ortaya ¢ikan kavramlar arasi ekolojik iliskilerin
gorildigii lokal sitler olusturulmustur. Olusturulan lokal sitlerden yararlanilarak, her bir
gorev tipi i¢in Ogretim programinda ve 12. smif matematik ders kitaplarinda ortaya
cikan ekolojik sorunlar tespit edilmis ve bu sorunlarin giderilmesine yonelik Oneriler
sunulmustur. Caligmada global sit ve lokal sitlerden ders kitaplarmin degerlendirilmesi
amact ile yararlanilmistir. MS’lerden bu amacin yam sira, ders i¢i Ogretim
faaliyetlerinin planlanmasi, 6grenci davranislarinin analiz edilmesi gibi farkli didaktik

amaclar i¢in de yararlanilabilir.

1.2. Teorik Cerceve: Matematiksel Sit

Bu béliim iki ana alt basliktan olugsmaktadir. 1k alt baslikta MS kavrami agiklanmistr.
Ikinci alt baslikta MS’nin insa siirecine iliskin detayl1 bilgilendirme yapilmis, global sit
ve lokal sit kavramlar1 agiklanmis ve MS modelinin prakseolojik analiz ve ekolojik

analiz modeli ile iliskisine yer verilmistir.



1.2.1. Matematiksel sit kavram

MS kavrami Pierre Duchet ve Abdulkadir Erdogan tarafindan ortaya atilmistir.
(Duchet and Erdogan, 2005). Erdogan doktora tezi ¢alismasinda MS kavramini ayrintili
bir sekilde aciklamis ve MS’yi tezinin temel teorik modeli olarak kullanmistir (Erdogan,
2006). MS modeli Erdogan’in tez ¢alismasindan sonra Christian Silvy, Romain Mario,
Farah Lynn tarafindan tez ¢alismalarinda ve bilimsel yayinlarda kullanilmistir (Silvy and
Delcroix, 2009; Silvy, 2010; Mario, 2012; Silvy and Delcroix, 2012; Silvy, Delcroix and
Mercier, 2013; Farah, 2015).

Ogrencilerin ~ yaptiklar1  otonom  ¢alismalarda  (beklenen  &grenmelerin
gerceklesmesinde sorumlulugu ogrenciye ait olan ev odevi, alistirmalar, sinava
hazirlanma v.b. gibi bireysel ¢aligmalar) hissedilen yardim ihtiyaci ve dgrencilere etkili
yardim edebilme sorunu Erdogan’in tez calismasinin ¢ikis noktasi olmustur. Bu
calismada, Ogrencilerin otonom ¢aligmalarinin onlara ciddi problemler dogurmakta
oldugu vurgulanmis, otonom c¢alismalarin dogasi, egitim-6gretimdeki rolii ve egitim
sistemi icindeki isleyis sartlari iizerine derinlemesine bir arastirma yapma ihtiyacinin
duyuldugu belirtilmistir. Calismada, 6grencilerin otonom etiit ¢alismalarina yardimci
olabilmek amaciyla bir analiz ve yorum modeli ortaya konulmasi hedeflenmistir. Kurulan
bu model matematiksel sit olarak adlandirilmistir.

Duchet ve Erdogan MS kavramini su sekilde tanimlamaktadir:
Herhangi bir matematik nesnesi N’nin kazanimi igin etlidii gerekli olan matematiksel
nesnelerin kiimesi ve onlar arasindaki iliskiler bir ag, yani N’nin matematiksel siti, olarak
diisiiniilebilir. Bu nesne ve iliskilerden bazilar1 gériiniir, bazilar1 ise gizli olabilir. Ogrenen
konumundaki her kisi i¢cin matematiksel sit N’nin etiitii i¢in giivenilir bir referans teskil
edecek sekilde bir anlam, aragtirma, inceleme ve deneme alani, yani kendi Slgeginde

yeterince saglam ve oturmus bir alan olarak ortaya ¢ikar (Duchet and Erdogan, 2005).

Bu tanimda oncelikle, 6gretim veya etiit konusu olabilecek yeterince kapsamli bir
konu veya kavramin (N) belirli bir nesne kiimesi ve onlar arasindaki iliskilerle var
oldugu fikri ©6n plana c¢ikmaktadir. Bu da sit kavrammin ekolojik temelini
olusturmaktadir. Zira ekolojik yaklagimlarda matematiksel nesneler icin besleyen -
beslenen nesneler hiyerarsisi ve iligkisi biiyiik onem tagimaktadir.

Tanimda ikinci olarak bu nesne ve iligkilerin bazilarmin goriiniir, bazilarinin da
gizli olabilecegi belirtilmektedir. Bu iddia birka¢ agidan yorumlanabilir. Oncelikle, bir
nesnenin matematiksel sitindeki bazi nesnelerin ve iligkilerin gizli olabilecegi

diisiincesi, matematiksel nesnelerin anlamlarinin ve onlar arasindaki iligkilerin bir anda
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goriilemeyecek kadar karmasik ve c¢oklu olabilecegi diisiincesini 6n plana
¢ikarmaktadir. Arastirma ihtiyaci oraninda bu nesne ve iligkiler aragtirmacilar tarafindan
ortaya kKonulabilir ve tanimlanabilir. Ogrenen boyutunda ise, bu nesne ve iliskilerle
kendi sinif seviyesi Olgeginde anlamli bir iliski kurmak esastir. Bu iddia diger yandan,
matematiksel nesneler arasindaki iligkilerin dinamik yapisina vurgu yapmaktadir. Bir
kereligine, bir birey veya arastirmaci tarafindan belirlenen ve siirekli ayni kalan bir
iliskiler agindan ziyade, arastirmacinin kavram ve iligkilere bakis agisim1 da
yansitabilecek bir kavram ve iliskiler ag1 on plandadir. Bu nedenlerle, MS kavrami
arkeolojik sit kavramindan esinlenerek onerilmistir (Erdogan, 2006). Nasil ki arkeolojik
bir sitte, kazi devam ettikce yeni nesnelere ulasma ihtimali vardir ve kazi alani
arkeolojik sitin sadece belirli bir kesitidir, 6gretim konusu yapilan MS de gerisinde
arastirdikca ortaya cikabilecek nesne ve iligkiler barindirmaktadir. Bagka bir ifadeyle,
Ogretim konusu yapilan nesne ve iliskiler sadece buzdaginin goriinen kismidir. Kazi
caligmalarinda ¢ogu zaman, alinabilecek her tiirlii ¢abaya ragmen, kiymetli tarihi eser
vasfl tastyan nesnelerin toprak altinda kalmalar1 veya kazi siirecinde ortaya c¢ikan
gelismelere bagli olarak zarar goérmeleri kacinilmaz olur. Arkeolojik kazilarda oldugu
gibi MS insa edilirken de bazi nesnelerin gézden kagmis olmasi, ekolojik olarak uygun
olmayan yerde bulunmasi veya nesneler arasindaki besleme-beslenme iligkilerinin eksik
temsil edilmesi s6z konusu olabilir. Burada 6nemli olan olusturulacak sitlerde kritik
oneme sahip nesnelerin tam olarak belirlenmesi, bu nesnelerin yer aldigi ekolojik
iligkilerin dogru tespit edilmesi ve olusturulan sitlerin ekolojik analiz yapmada giivenilir
veriler elde edilecek sekilde kullanilmasidir.

Tanimda son olarak, MS’nin 6grenen konumundaki kisinin ve 6zellikle bireysel
O0grenmelerde ve O0grenme gorevlerinde giivenilir bir referans oldugu belirtilmis, bu
referansin Ogrenen i¢in anlam, arastirma, inceleme ve deneme alani olduguna ve
yapisinin  goreceli saglamligina vurgu yapilmistir. Bu vurgular MS kavraminin
epistemolojik temellerini ve kavrami ortaya atan arastirmacilarin §gretme-6grenme
yaklasilmalarin1 belirlemeyi saglamaktadir. Sit kavramimin epistemolojik temelleri
aciklanirken, matematik iginde bu sekildeki bir yapmin (veya yapilarin) kendi basina
arastirma, inceleme ve deneyim sahast oldugu vurgulanmis ve matematigin
deneyimleme ve kesfetme bilimi oldugu boyutlar1 6n plana cikarilmistir. Ikinci olarak,
bu vurgular arastirmacilarin  §gretme-0grenme  siirecinin  ancak sit odakli

gerceklesebilecegi fikrini savunduklarini gostermektedir. Erdogan (2006; 2014) bu
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durumu, 6gretmenin 6gretmek icin dgrencilerin ise ger¢ek anlamda 6grenebilmek igin
sit icinde bir yapiya ihtiyaci oldugu seklinde 6zetlemekte ve MS’yi matematik dgretme-
ogrenme siirecinin ¢ekirdegi/ana maddesi olarak nitelendirmektedir. Ogretmen,
Ogretimini ilgili MS iizerine insa edemez, boyle bir siti 68rencileri i¢in anlam diinyasi
ve referans kaynagi olarak sunamazsa, 6grenci bireysel calismalarinda basariya
ulasamaz (Erdogan, 2006). Erdogan (2016), bunun bir Ornegini lise ikinci sinif
fonksiyonlar konusunun &gretimi i¢in sunmakta ve matematiksel bir sitin eksikliginde,
Ogrencilerin 6grenme eylem ve davramiglarinin nasil 6gretmenin agzindan dokiilecek

yontem ve yonergelere doniistiigiinii gdstermektedir.

1.2.2. Matematiksel sitin bir analiz modeli olarak insasi

MS’nin tanimi kadar bdyle bir sitin nasil aragtirma ve 0gretim amacli bir model
olarak insa edilebileceginin de incelenmesi gerekir. Erdogan’in calismalari
incelendiginde (Duchet and Erdogan, 2005; Erdogan, 2006; Erdogan, 2014), MS’nin
ilgili oldugu Ggretim alanindaki konu ve kavramlara gore belirlendigi ve belirlenen
kavramlar arasindaki ekolojik iliskiler yardimiyla insa edildigi goriiliir. Erdogan (2006),
bu kavram ve iliskilerin belirlenmesi icin tarihi, epistemolojik ve didaktik analizlerin
yapildigini belirtir. Tarihsel veriler, 6gretim alaninin tarihsel gelisim siireci boyunca
hangi kavramlar ile ekolojik iliskiler kurdugu, bu kavramlarin nasil ortaya ¢ikip gelistigi,
kavramlarin gelisim siireci boyunca hangi ekolojik sorunlar ortaya ¢iktigi gibi sorulara
yanit aranmasini saglayarak sitin ingasina katkida bulunur. Epistemolojik veriler, hangi
kavramlarin epistemolojik sorunlarin ortaya ¢ikmasina etki ettigi, bu sorunlarin diger
kavramlarla olan ekolojik iliskilere nasil yansidigi, hangi kavramlar arasinda calisma
alan1 i¢in kritik besleme-beslenme iliskilerinin kurulabilecegi gibi sorulara yanit
aranmasin1 saglayarak sitin ingasmna katkida bulunur. Didaktik veriler, Ogrencilerin
calisma alami ile ilgili hangi 6grenme giicliiklerine sahip olduklari, bu sorunlarin
kaynaginda hangi kavramlar arasindaki ekolojik kopukluklarin yer aldigi gibi sorulara
yanit aranmasini saglayarak sit insasina katki saglar. Elde edilen bu verilerden, MS’nin
ders programlarindaki kazanimlardan ve konuya 6zgii 6gretim yaklasimlarindan tamamen
bagimsiz bir sekilde, bir kereligine, tiim 6gretim programlarint ve konu bazli 6gretim
yaklagimlarini kusatacak sekilde kurulmadigi anlasilir. Tam tersine, 6gretimi hedeflenen
bir kavram veya bir Ogretim alani i¢in ilk olarak programin nasil bir yaklagim

benimsendiginin tespit edilmesi gerekir. Sonrasinda bu yaklasimin hedeflenen
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Ogrenmelerin gerceklesmesi i¢in nasil bir MS’nin kullanilmasini zorunlu kildiginin
aragtirtlmasi gerekir.
Sekil 1.1°de verilen diyagram MS’nin 68retim programinin beklentilerine gore nasil

olusturuldugunu gostermektedir.

Calisma Alam Olasi Ogretim Yaklasimlari Insa Edilen MS

A; Yaklasimi

A, Yaklasim

_ As Yaklasim
(Ogretim Programinin A3z Yaklasiminin
Yaklagimi) Gerisindeki MS

A, Yaklasim

Sekil 1.1. Ogretim programinin yaklasimi goz oniinde tutularak MS nin insa edilmesi

Sekil 1.1°e gore bir A c¢alisma alaninin A1 Ay, ..., A, gibi bircok farkli yaklagima
gore Ogretimi miimkiindiir. A c¢alisma alam1 kapsaminda Ogretim programinin
yapilandirilmasi amaciyla MS modelinin kullanilabilmesi i¢in bu model ¢ercevesinde
olusturulacak sitlerin 6gretim programinda benimsenen yaklagim g6z oniinde tutularak
inga edilmesi gerekir. Bu durumda, dncelikle 6gretim programinin A ¢aligma alaninin
ogretiminde nasil bir yaklasim benimsediginin belirlenmesi, ardindan bu yaklasima gore
MS’lerin olusturulmasi gerekmektedir. Sekil 1.1 incelendiginde, A calisma alaninin
Ogretimi icin programda olas1 yaklasimlardan Aj yaklasiminin benimsendigi ve
MS’lerin bu yaklagima uygun olarak hazirlandigi goriilmektedir.

MS kavrami, O0gretim ve Ogrenmelerde karsilasilan sorunlar igin programin
benimsedigi yaklagim dogrultusunda, programda yer almasi gereken nesne ve iligkiler ile
gercekte yer alan nesne ve iligkiler arasindaki muhtemel farkliliklari, kopukluklar1 ve
uyusmazliklar1 referans almakta ve bunlarin 6gretme ve 6grenme durumlarma nasil
yansidiklarinin incelenmesine odaklanmaktadir. Bagka bir ifadeyle, MS ortaya
konulurken bir taraftan belirli bir alana ve belirli bir simif seviyesine bagli kalinirken,

diger taraftan da bu sitin ders programlarinda, ders kitaplarinda, smf iginde
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gerceklestirilen caligmalarda ve 0grencilerden beklenen bireysel ¢aligmalarda ne sekilde
ortaya ciktigr (veya Ogretmen tarafindan nasil ortaya ¢ikarildigl) ve etiidiiniin nasil
organize edildigi incelenmektedir.

Sekil 1.2°de bir A caligma alani i¢in 6gretim programinda yer alan bilesenlerin

olusturdugu kavramsal iligkiler ile MS’nin bilesenlerinin olusturdugu kavramsal iligkiler

karsilastirilmistir.
A Calisma Alam I¢in A Cahgma Alani Igin A Calgma Alani Igin
Yalmzca MS’de Yer Alan MS ve Ogretim Yalmzca Ogretim
Kavramsal Iligkiler Programinda Ortak Olan Programinda Yer Alan
Kavramsal Iliskiler Kavramsal Iliskiler
. al _>b1 ° al = b2 a - b
. 1 7
. a3 —»bs . a—Dhy
. A —pb . a—»bs y,
. A —pby

1\ J

Sekil 1.2. A4 ¢alisma alani igin 6gretim programi ile MS nin kavramsal iligkilerinin

karsilastirtimasi

Sekil 1.2°ye gore A galisma alan1 igin olusturulan MS a; a, by by, bz by bs ve bg
olmak tizere 8 bilesenden olusmaktadir. Bu durum siralanan biitiin bu bilesenlerin
Ogretim programimin yaklagimima gore A calisma alaninda bazi ekolojik gorevler
iistlendigini gostermektedir. Bu bilesenlerden aj’in biitin b bilesenleri ile; ap
bileseninin ise yalnizca b, ve by bilesenleri ile ekolojik iligkisi bulunmaktadir. A
caligma alani i¢in 0gretim programinda yer alan bilesenler incelendiginde, MS’de yer
verilen a; ve bs bilesenlerine programda yer verilmedigi goriliir. Bu durum A ¢alisma
alaninda a; ve bz bilesenlerinin yoksunlugundan kaynaklanan ekolojik bosluklarin
olusacagimi gostermektedir. Ayrica, 6gretim programinda a; bileseni ile by ve b
bilesenleri arasinda; a, bileseni ile b, ve by bilesenleri arasinda ekolojik iliski
kurulmadig1 goriilmektedir. Bu durum a; bileseninin by ve bs; a, bileseninin ise by ve bs
bilesenleri yardimiyla ekolojik olarak beslenmesini engellemektedir. Ote yandan MS’de

b7 nesnesi bulunmadigi ve a; ile by nesneleri arasinda ekolojik iligski kurulmadig: halde,
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Ogretim programinda bu nesneler arasinda ekolojik iliski kuruldugu anlasilmaktadir.
Ortaya ¢ikan bu farklilik, 6gretim programinin kendi i¢ dinamikleri sonucunda a; ile by
nesneleri arasinda ekolojik  biitiinliigi bozacak bir kavramsal iliskiye yer
verilebilecegini gostermektedir. Baska bir ifadeyle, a; ile by nesneleri arasinda kurulan
ekolojik iligki Ogretim programinda A c¢alisma alanit i¢in benimsenen Ogretim
yaklasimina goére uygun degildir. Bu durum, a; ile by nesneleri arasinda kurulan ekolojik
iliskinin sit icerisinde yer alan diger bilesenler tarafindan desteklenmeyecegi seklinde
yorumlanabilir. Bu durumda a; ile b; nesneleri arasindaki ekolojik iliskinin A ¢alisma
alaninin olusturdugu ekosistemde varligini siirdiirebilmesi miimkiin degildir.

Sekil 1.2°de yer alan ekolojik iliskileri, diyagramda yer alan nesnelere ¢alisma
alam ile ilgili kavramlar atayarak agiklamak da miimkiindiir. Ornegin, diyagramda yer
alan a;, by, b, ve b; nesnelerine, A calisma alani ile ilgili oldugu varsayilan sirasiyla
sonsuzluk, oran, dogru ve yakinsaklik kavramlar1 atanmig olsun. Sekil 1.2’ye gore
Ogretim programinin yaklagimi goz oniinde tutularak olusturulan MS, bu kavramlardan
sonsuzlugun, oran ve dogru ile ekolojik bag kurularak beslenmesi gerektigine isaret
etmektedir. Ote yandan, 6gretim programinda yer alan ekolojik iliskiler, sonsuzluk ile
dogru ve yakinsaklik kavramlar1 arasinda ekolojik bag kuruldugunu gostermektedir.
Buna gore, MS’den farkli olarak, sonsuzluk ile oran kavramlari arasinda ekolojik bag
kurulmamis olmasi, O6gretim programinda sonsuzlugun dogru kavrami yardimi ile
beslenmesinin engellendigini géstermektedir. Ayrica, 6gretim programinda, MS’de yer
almadig1 halde, sonsuzluk ile yakinsaklik kavramlari arasinda ekolojik bag kuruluyor
olmasi, bu bagin A ¢alisma alaninin olusturdugu ekosistemde varligini saglikli bir

bi¢imde siirdiiremeyecegini gostermektedir.

1.2.2.1. Global sit kavrami ve global sitin insasi

Global sit bir ¢calisma alanina ait nesneler ve bu nesneler arasindaki iligkilerin siti
olarak adlandirilabilir. Global sitin temel 6gesi ilgili ¢aligma alanidir. Calisma alanindan
kastedilen, belirli bir nesne kiimesi ve onlar arasindaki hiyerarsik iligkilerle insa
edilebilecek kadar kapsamli bir ekolojik yap1 olusturan 6gretim konusu veya konularidir.
Dolayisiyla global sitin insasindan Once, ilizerinde arastirma yapilacak konu veya
konularin global sit olusturulabilecek bir ¢aligma alan1 niteligi tasiyip tasimadigina karar
verilmesi gerekir. Ayrica, global sitin §gretim programlarinin yapilandiriimasinda bir
model olarak kullanilabilmesi icin g¢aligma alaninin G6gretim programinda yer alan
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ekolojik iligkiler géz Oniinde tutularak belirlenmesi de onem tasimaktadir. Erdogan
(2006)’1n tez galigmasinda global sitini inga edecegi calisma alanini belirleme siireci,
caligma alanma 6gretim programindan bagimsiz bir sekilde karar verilemeyecegini
gostermektedir.

Erdogan (2006) tez ¢aligmasinda cebir ve fonksiyon konularina yonelik insa ettigi
bir global site odaklanmistir. Cebir matematigin bir alt alani olarak, fonksiyonlarda
analizin bir alt bileseni olarak diisiiniildiiglinde, ayr1 ayr1 iki global sitten bahsetmek
miimkiindiir. Oysa Erdogan ¢alismasinda bu iki ayr1 site odaklanmak yerine, cebirsel-
fonksiyonel sit olarak isimlendirdigi tek bir sitin varligindan bahsetmektedir. Bu sitin
kaynagi 6gretim programinin hedefledigi iliskilerdir. Fransa’da uygulanan matematik
Ogretim programi (2000°’li yillarin basi) lise 1. sif seviyesinde bir yandan cebiri
fonksiyonlarin incelenmesi i¢in bir ara¢ olarak, diger yandan da fonksiyonlar1 cebir i¢in
bir arag¢ olarak ise kosmay1 hedefledigi i¢in program iki alani bir arada “fonksiyonlar ve
cebirsel formiiller” basligr altinda tek bir dgrenme alami olarak sunmaktadir. Ogretim
programina gore bahsedilen 6grenme alanin temel hedefleri su sekildedir:

e C(Cebirsel bir ifadenin bigimini tanima (toplam, ¢arpim, kare, iki kare farki,

vb.)

e X ’ten f(x) ’e gotiiren fonksiyon zincirini belirleme

e Bir ifadenin farkli bi¢cimlerini tanima ve istenilen calismaya en uygun bigimi
secme (sadelesmis bi¢im, ¢arpanlara ayrilmis bi¢im vb.)

e Bir ifadeyi belirlenen hedefe gore degistirme, genisletme, sadelestirme gibi
cebirsel islemleri yapma

Programda 6grenme alaninin hemen altinda su agiklamaya da yer verilmistir:

e Fonksiyonlarda denklem ve esitsizliklerle iliskili etkinlikler, bir ifadenin
verilmis farkli bir bi¢cimindeki bilgileri 6n plana ¢ikarmali ve amaca uygun bir
ifade bigimi arayisinit motive etmelidir.

Erdogan bu aciklamayi, programin geri kalan kisminda 6gretilmesi hedeflenen
fonksiyonlara yonelik konu ve kazanimlarla birlikte yorumlayarak, programin cebir ile
fonksiyonlar arasinda bir koprii kurulmasmi hedefledigini belirlemistir. Erdogan,
programin beklentilerine gore devreye giren kavram ve iliskilere cebir ve fonksiyon
konular igin insa ettigi cebirsel-fonksiyonel sitte yer vermistir. Nihai hali daha daha
karmagik kavram ve iliskiler barindiran bu sitin daha yalin bir diyagrami temel yapiy1
tanitmak amaci ile agagida sunulmustur.
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Nesneler Teknikler Kavramlar (Sevive 1,2....) Kavramlar (Teorik Seviye)

Cebirsel

ve
Niimerik
Teknik

Cebir:
Permiitasyon
gruplari, ...
Cebirsel
Déniisiimlere Bilinmeyen @
Dayali Teknik @
Degisken @
| Grafikler/ _
Koordinat Sis Fonksiyonlar
Parabol
. Kompleks
Fonksiyonlar Foﬁk.
Fonksiyonel
Teknik .
Polinom
egisimle Fonk. e
Analiz: Limit,
Monoton diferansiyel,

Siralama
Sirali Tliski

Fonk.
on - komsuluk
Isaret Kurali
Niceleyiciler -

Sekil 1.3. Cebirsel-fonksiyonel sit taslagi (Erdogan, 2006)
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Erdogan (2006) cebirsel-fonksiyonel sitin insasi siirecinde tarihsel, epistemolojik
ve didaktik bilgiler yardimiyla ilk olarak sitin temel dgelerini tespit etmistir. Erdogan’in
belirledigi temel 6geler sitin ilk siitununu olusturan sayilar, polinomlar, denklemler, ikili
iliskiler, fonksiyonlar, degisimler, siralama-sirali iliski ve esitsizlikler nesneleridir.
Erdogan sitin bagli oldugu ogretim programinda cebirin (denklem ve esitsizlik
¢oziimleri) fonksiyonlar i¢in (fonksiyonun cebirsel temsilini anlama) fonksiyonlarin da

cebir i¢in kullanilmasinin (6rnegin ikinci dereceden f(X)=g(x) seklindeki bir

denklemin kag¢ tane kokii olacagi, bu koklerin nerede olacagi hakkinda tahmin ve
hipotezde bulunma) Ongoriildiigini belirlemistir. Calismada Ogretim programinin
problem ¢6zme odakli ve 6grencileri analiz konularina etkin bir bicimde hazirlayacagi
ongoriisiiyle planlandigi ifade edilerek sitin iki temel elemani denklemler ve
fonksiyonlar olarak belirlenmistir (Erdogan, 2006). Programin yaklasimi da goz
onlinde bulundurularak gergeklestirilen analizler sonucunda, fonksiyonlarin degisimler
ile dogrudan iliskili oldugu goriilmiis ve bu nesneye de temel Ogeler arasinda yer
verilmistir. Benzer sekilde, denklem ¢6ziimiiniin (6zellikle ikinci dereceden) polinom
kavramu ile beraber ele alinmasi gerektigi tespit edilmis ve bu baglamda hem cebir hem
de fonksiyonlar i¢in say1 kiimesi kavraminin (6zellikle reel sayilarin) biiyiik bir 6neme
sahip olduguna ve sitte diger temel nesnelerle ayni hiyerarsik konumda olmasi
gerektigine karar verilmistir. Son olarak, programin esitsizlik ¢ozlimlerine de yer
verdigi ve esitsizlik kavraminin gerisinde aslinda siralama kavraminin bulundugu
(sayilarin siralanmasi, fonksiyonlarin goriintiilerinin siralanmasi ve karsilastiriimasi,
artanlik-azalanlik, vb.) tespit edilerek siralama ve esitsizlikler nesnelerinin temel
nesneler siitununda yer almasina karar verilmistir. Her ne kadar programda denklem ve
esitsizlik kavramlar1 beraber verilse de kurulan sitte siralama ve esitsizlik kavramlari
denklem kavramindan ayrilmis ve degisim kavramindan sonra verilmistir. Bunun
nedeni, tarihsel ve epistemolojik olarak siralama ve esitsizlik kavramlarinin cebirin
nesnelert gibi gorlinliyor olmalarina ragmen, asil islevlerini analiz konularinda
gerceklestirmeleridir. Bu durum, MS kavraminin belirli bir program ve belirli bir
Ogretim yaklagimi temel alinarak olusturulmaya baslandigini fakat sahip oldugu nesne
ve iliskilerin belirlenmesi noktasinda programin degil, tarihsel, epistemolojik ve
didaktik analizlerin referans alindigimi gostermektedir.

Erdogan, Chevallard’in antropolojik teorisini (Chevallard, 1992) benimseyerek,

bu matematiksel nesnelerin ancak belirli baglamlardaki problemlerin ise kosulmasiyla
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Ogretilebilecegini belirtmekte ve bu kavramlarin iligkili oldugu teknikleri belirli bir
hiyerarsi iginde sit taslagmin ikinci siitununda sunmaktadir. Ornegin, ikinci dereceden
bir fonksiyonda bagimsiz degiskendeki degisime bagli olarak goriintii degerlerinde
ortaya ¢ikan degisim fonksiyon {izerinde yapilan cebirsel islemler yardimiyla
incelenebildigi icin sitte fonksiyonlar ve degisim nesneleri fonksiyonel teknik ile
iligskilendirilmistir. Bu durumda global sitte yer alan tekniklerin, ¢aligma alaninda
karsilagilan problem tiirlerinde devreye girerek temel nesnelerin anlamlandirilmasina
katki sagladig1 goriilmektedir.

Global sit taslaginin 3. siitununda yer alan dgeler farkli tekniklerin kullanilmasina
bagl olarak ihtiya¢ duyulan kavramlardan olusmaktadir. 3. siitunda yer alan kavramlar
arasinda ortaya ¢ikan ekolojik iliskiler, bu kavramlarin farkli hiyerarsik seviyelere gore
kategorize edilebilecegini gostermektedir. Ornegin, ikinci dereceden bir fonksiyonda
bagimli ve bagimsiz degisken arasindaki ikili iligkiler fonksiyon grafigi yardimiyla
incelenirken, koordinat sistemine ¢izilen parabol grafiginden yararlanilir. Parabollerin
birer egri olduklar1 diisiiniildiiglinde parabol nesnesinin gerisinde egri nesnesinin oldugu
anlasilir. Bu kavramlarin gerisinde ise konikler yer alir. Erdogan bu baglamda sit
diyagramindaki giderek genisleyen kavram iliskilerinin, bir sonraki kavram bir
oncekine anlam verir ve bir dnceki kavram bir sonrakinin 6zel bir durumu/bilesenidir
(a—b:b nesnesi a nesnesine anlam verir veya b, a’nin 6zel bir halidir) seklinde
yorumlanabilecegini belirtmektedir.

Tez ¢alismasinda olusturulan analiz global sitinde, Erdogan’in global sit taslaginin
3.stitununa karsilik gelen kategoride bulunan nesnelerden bazilarma kritik nesne adi
verilmistir. Bu sekilde bir adlandirmaya ihtiya¢ duyulmasinin nedeni komsuluk,
tanimsizlik, belirsizlik, sonsuzluk gibi bazi nesnelerin gerek tarihsel gerek epistemolojik
gerekse didaktik acidan analiz caligma alani icin kritik bir énem tasiyor olmalaridir.
Sonsuz kiigiik ad1 verilen kavramin yiizyillar boyunca formel olarak tanimlanamamais
olmasi ve buna bagl olarak tiirev kavraminin taniminin 17. yiizyila kadar ertelenmis
olmast sonsuzluk ve komsuluk kavramlarinin analiz ¢alisma alani i¢in tarihsel agidan ne
denli kritik olduklarin1 gostermektedir. Sonsuzluk ve belirsizlik nesnelerinin limit alma
islemlerinde ¢arpanlara ayirma, paranteze alma veya sadelestirme yapma gibi
stratejilerin uygulanmasina neden olmalar1 bu nesnelerin epistemolojik agidan kritik bir
oneme sahip olduklarim gostermektedir. Ogrencilerin tanimsizlik, belirsizlik,

diferansiyel, sonsuzluk gibi kavramlar ile analiz konularm iliskilendirmede giicliik
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yasiyor olmalart bu nesnelerin didaktik acidan kritik bir 6dneme sahip olduklarini
gostermektedir. Analiz konularinin 6gretiminde ekolojik olarak Onemli yer tutan
nesnelerin  vurgulanmasi1 amaciyla c¢alismada bu nesneler igin kritik nesne
tanimlamasinin yapilmasi uygun gorilmiistiir.

Global sit taslaginin son siitununda, 3. siitunda yer alan kavramlarin gerisinde yer
alan teoriler ve ¢alisma alanlari yer almaktadir. Ornegin, cebirsel-fonksiyonel sit
taslaginin (Bkz. Sekil 1.3) kavramlar kategorisinde yer alan konik nesnesinin gerisinde
matematigin cebirsel gesitlilik teorisi bulunur. Benzer sekilde yaklagsma nesnesinin,
analiz calisma alani igerisinde yer alan limit, diferansiyel, tiirev gibi kavramlar ile

ekolojik iliskileri vardir.

1.2.2.2. Lokal sit kavrami ve lokal sitin insasi

Yukarida global sit bir ¢alisma alaninin siti olarak insa edilmistir. Sit tanimi
dikkatli incelendiginde “bir nesnenin siti” kavraminin 6n plana ¢iktig1 goriiliir. Global
sit bu nesnenin ait oldugu caligma alaninin temel bilesenleri hakkinda bilgiler
icermekte, bu calisma alanmi bir biitiin olarak degerlendirmekte ve c¢ok yonlii
¢ikarimlarda bulunma imkani1 tanimaktadir. Global sitin igerisinde yer alan ve bu sitin
iliskilerinin, verilen bir nesne etrafinda hiyerarsik olarak yer aldigi pargasi olan sit,
nesnenin siti veya lokal sit olarak isimlendirilmektedir.

Sekil 1.4’te Erdogan (2006)’mn reel sayilar kiimesinde tanimli olan bir

fonksiyonun monotonlugunu inceleme gorev tipi i¢in “degisimler’’ kavrami etrafinda

hazirlamis oldugu lokal sit drnegine yer verilmistir. Lokal sitte f(X)=4—(2x—8)
fonksiyonunun [4, ) araliginda monotonlugu inceleme gorevinin gergeklestirilmesine

bagli olarak hangi kavramlarin devreye girdigi ve bu kavramlar arasinda hangi
hiyerarsik iligkilerin ortaya c¢iktigi  goriilmektedir. Bu gorevin temelinde
fonksiyonlardaki degisimin incelenmesi yer almaktadir. Erdogan bu durumu dikkate
alarak lokal siti degisimler nesnesi etrafinda insa etmistir. Lokal sit temel nesneler, ilk
seviye kavramlari ve {ist seviye kavramlar1 olmak iizere {i¢ ana bdoliimden olusmaktadir.
Gorevde ikinci dereceden bir polinom fonksiyonun monotonlugu incelendigi icin
fonksiyon ve cebirsel ifade nesneleri lokal sitin temel nesneleri olarak belirlenmistir.

Fonksiyondaki degisim incelenirken degiskenlerin almis oldugu degerler arasinda
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kiigiikliik - biyiikliik iligkisi kuruldugu igin lokal sitin diger iki temel nesnesi siralama

Ve egitsizlik olarak belirlenmistir.

Gorev Tipi  Reel sayilar kiimesinde tanimli olan bir fonksiyonun
monotonlugunu inceleme

Girev f (x) =4—(2x—8)* fonksiyonunun [4, «) araliginda

monotonlugunu inceleme

Lokal Siti
Kavramlar Kavramlar
Olul\slgézglan Temel Nesneler (Seviye 1) (Seviye 2,3, ...)

Grafik 4 Parabol
/ Konik

Bileske Fonk.

Fonksiyon

C -

Degisken
Degistirme

Polinom Fonk.

Cebirsel ifade

Degisimler

Cebirsel Ceb. Ifa. Stgn.
H Siralama Hesap Big. Sadelestirme

l Polinom

\ Say1
\[ Karsilagtirma Aralik

Smir e
Ekstremum I

Dogrusal Siralama

Esitsizlik

Sekil 1.4. Ikinci dereceden bir fonksiyonun monotonlugunun incelenmesine yonelik bir

gorev icin degisimler nesnesi etrafinda olusturulan lokal sit (Erdogan, 2006)

Sekil 1.4 incelendiginde grafik, degisken degistirme, cebirsel hesap ve

karsilagtirma nesnelerinin 1.seviye kavramlari olarak belirlendigi gorilir. f(X)

fonksiyonun monotonlugu koordinat diizlemine ¢izilen grafiginden yararlanilarak
incelenebilecegi i¢in lokal sitte fonksiyon nesnesi ile grafik nesnesi iliskilendirilmistir.

Monotonlugunun incelenmesi amaciyla bir fonksiyonun grafigi ¢izilirken y=X,
y=x", y= 1 gibi referans kabul edilen fonksiyonlarin grafiklerinden yararlanilir. Bu
X

teknikte, referans fonksiyonlarin degiskenleri degistirilerek grafigi ¢izilecek
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fonksiyonun cebirsel ifadesi elde edilir. Degisken degisimine bagli olarak referans
fonksiyonlarin grafiklerinde Oteleme, yansima, donme gibi donilisim hareketleri

yapilarak monotonlugu incelenecek fonksiyonun grafigi de elde edilmis olur. Ornegin,

y= % + 2 fonksiyonu y = 1 referans fonksiyonunda bagimsiz degisken yerine x—3
X— X

yazilmas1t ve bagimli degiskene 2 eklenmesi sonucunda elde edilir. Referans

fonksiyonda yapilan bu degisiklikler fonksiyon grafiginin 3 birim saga ve 2 birim

yukariya Otelenmesine neden olur. Baska bir ifadeyle y:1 referans fonksiyonu
X
grafiginin 3 birim saga ve 2 birim yukariya Otelenmesi sonucunda y:%+2
X_

fonksiyonunun grafigi elde edilir. Benzer sekilde Sekil 1.4’te verilen
f(X)=4—(2x—8)* fonksiyonu Yy=Xx" referans fonksiyonuna degisken degistirme
islemleri yapilarak elde edilebilir. Boylelikle f(x) fonksiyonunun, y=X?
fonksiyonunun grafiginden yararlanilarak cizilebilmesine olanak saglanir. Erdogan bu
durumu dikkate alarak lokal sit diyagraminda fonksiyon ve cebirsel ifade nesneleri ile
degisken degistirme nesnesini iliskilendirmistir.

Erdogan, f(x)=4-(2x-8) fonksiyonunun [4, o) araligindaki monotonlugunun
esitsizlik ve siralama nesneleri yardimiyla incelendigi durumda bagimsiz degiskenin
aldig1 degerlere bagli olarak bagimli degiskende olusan degisimin karsilastirildigina

isaret ederek lokal sit diyagraminda karsilastirma nesnesine yer vermis ve bu nesneyi

siralama ve esitsizlik nesneleri ile iliskilendirmistir. Buna gore, X, € [4, oo), X, € [4, oo)

ve X, <X, olacak sekilde secilen X, ve X, degerleri i¢in;

2%, < 2X,
2%, —8<2x,-8
(2%, —8)* < (2x,—8)° (1.1)

—(2x,—8)* > —~(2x, —8)?
4— (2%, —8)° = 4—(2x, —8)
f(x) = f(x,)

elde edilir. Bu sonug her X, <X, degerii¢in f(X)> f(X,) olacak sekilde goriintiilerin
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karsilastirilabilecegini ve buna bagl olarak da f(x) fonksiyonunun [4, oo) araliginda

monoton azalan olacagin1 gosterir. (1.1) esitsizliklerinin olusturulmasi, cebirsel
ifadelerde toplama, ¢ikarma, carpma islemleri yapma gibi cebirsel hesaplar yapilmasini
gerektirdigi i¢in lokal sitte cebirsel hesap bilesenine de yer verilmis ve bu bilesen
cebirsel ifadeler nesnesi ile iliskilendirilmistir.

Lokal sitin son siitununda, 1.seviyede yer alan kavramlarin ekolojik gorevler
iistlenmelerine bagli olarak ortaya c¢ikan kavramlara hiyerarsik bir diizende yer

verilmistir. Ornegin, f(x) fonksiyonu ikinci dereceden bir fonksiyon oldugu igin bu

fonksiyonun grafigi bir paraboldiir. Bu durumda grafik nesnesi ile parabol nesnesi
arasinda ekolojik iligki kurulmus olur. Analitik geometride paraboller konikler sinifinda
yer aldiklar1 i¢in parabol nesnesinin gerisinde konik nesnesi yer alir. Benzer sekilde

esitsizlik ve siralama nesneleri yardimiyla f(x) fonksiyonunun aldigr degerler

karsilastirilirken, bagimsiz degiskenlerin belirli bir aralikta secilmesine bagli olarak
aralik nesnesine ihtiya¢ duyulur. Aralik nesnesinin gerisinde ise simnir, ekstremum,
siralama gibi kavramlar yer alir.

Silvy (2010) tez calismasinda lokal sit kavramini temel almis ve lise bitirme
(bacalaureat) sinavlarinda sorulan sorularin lokal sitlerini incelemistir. Bu baglamda
Silvy bir matematiksel problemin gerisindeki lokal sitin kavramlarinin belirlenmesi igin
dogrultusunda yer alan matematiksel kavramlar, vurgular, yonlendirmeler) dnemini
ortaya koymus ve bu baglamda analizler gerceklestirmistir. Bu ¢alismada, gerek secilen
calisma alan1 olan analizden kaynakli, gerekse 6gretim programlar1 ve ders kitaplarinin
yaklagimindan kaynakli olarak Ogretimsel gostergelerin ayni rolii istlenmedigi

diistintildiiginden bu kavrama yer verilememistir.

1.2.2.3. Prakseoloji kavrami ve sit ile iliskisi

Calismada, lokal sitlerde yer alacak nesneler arasindaki ekolojik iligkilerin
belirlenmesi siirecinde prakseolojik analizlerden yararlanilmistir. Prakseoloji, praksis ve
logos kelimelerinden tiiretilmis Yunanca bir kelimedir (Chevallard, 2006). Praksis
kelimesi; uygulama, eylem, pratigin 6nemi; logos kelimesi ise akil, diisiinme, sdz, oran,
ol¢ii, teori anlamlarinda kullanilir. Prakseoloji kelimesi kisaca eylem analizi olarak

tanimlanabilir (Yavuz, 2009). Burada eylem kelimesinden, insanlarin yapmis olduklari
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biitiin davraniglar kastedilmektedir. Kisinin dislerini fircalamasi, yolda yiiriimesi gibi
giinliik eylemleri veya bir matematik problemini ¢ézmek icin yerine getirmesi gereken
eylemler bu kapsamda degerlendirilebilir. Prakseoloji bilgi i¢in kullanildiginda
bireylerin herhangi bir kurum igerisinde gergeklestirdikleri eylemleri veya kurum
icerisinde yapmakla yiikiimlii olduklar1 faaliyetleri tanimlar. Bilimsel bir bilginin
prakseolojisi, bilgi elde edilirken gerceklestirilen eylemlerin analizini ifade eder
(Chevallard, 2006).

Prakseolojinin dort bileseni vardir. Bunlar gérev tipi, teknik, teknoloji ve teoridir.
Bu bilesenlerden gorev tipi ve teknik, prakseolojik yaklasimin pratik (praksis) blogunu
olustururken; teknoloji ve teori bilesenleri teorik (logos) blogunu olusturur. Gorev tipi,
gerceklestirilmesi amaclanan eylemin ifade edildigi, teknik ise goérev tipinin nasil
gerceklestirileceginin aciklandigi bilesenlerdir (Chevallard’tan aktaran Erdogan, Tanish
ve Findik, 2015). Ornegin “‘Bir fonksiyonun belirsiz oldugu bir noktada limitini alma’’
ifadesi bir gorev tipini; limitin, cebirsel islemler yapilarak belirsizligin kaldirilmasi
sonucunda bulunmasi ise bu gorev tipini gergeklestirmek i¢in uygulanan teknigi ifade
eder. Fonksiyon grafiginden yararlanarak belirsizligin oldugu noktada limit degerinin
belirlenmesi ayni gorev tipinin gerceklestirilmesi i¢in uygulanabilecek farkli bir
tekniktir.

Teknoloji ve teori bilesenleri, pratik blokta yapilan eylemlerin agiklanmasinda
veya anlamlandirilmasinda kullanilir (Arslan, 2016). Bu bilesenlerden teknoloji,
kullanilan teknigin sorgulanmasini saglar. Bir teknigin kullanimia bagli olarak
gerceklestirilen islemlerin nedenleri teknoloji bileseninde agiklanir (Chevallard’tan
aktaran Erdogan, Tanisl ve Findik, 2015). Teknoloji, bir gorev tipinin dogru ve tutarl
bir bicimde gergeklestirilerek istenilen sonucun elde edildigini gosterir. Ornegin, “‘Iki
ondalik kesrin toplamini1 bulma’ gorev tipi i¢in uygulanabilecek tekniklerden birisi
ondalik kesirleri virgiilleri alt alta gelecek bigimde yazarak toplamadir. Bu teknigin
teknolojisinde, ondalik kesirlerin neden alt alta gelecek bicimde yazildigi, elde edilen
toplamda virgiiliin neden toplanan ondalik kesirlerdeki virgiiller ile alt alta gelecek
bigimde yerlestirildigi gibi sorulara yanitlar aranir. Bu durumda teknolojinin, teknigin
ispatt niteliginde oldugu ve teknigin anlasilmasina katki sagladigr goriliir
(Chevallard’tan aktaran Yavuz, 2009). Teorik blogun teori bileseni, teknoloji
bileseninin ag¢iklanip dogrulandigr kisimdir. Teknoloji bileseninde yer verilen ifadeler

veya yapilan cebirsel islemler, teori bileseninde matematigin temellerine dayandirilarak
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aciklanir (Chevallard’tan aktaran Erdogan, Tanish ve Findik, 2015).

Prakseolojik analizler lokal sitlerin olusturulmasi siirecinde kullanigh bir arag
olarak goriilmektedir. Prakseolojik analizler sayesinde belirlenen gorev tipleri ig¢in
kullanilabilecek teknikler ve bu teknikleri destekleyen kavramlar (teknolojiler) ortaya

konulabilmekte ve lokal sitlerin yapisit daha somut bir sekilde ortaya konulabilmektedir.

1.2.3. Ekolojik analiz modeli olarak matematiksel sit

Tirkge sozliginde® ekoloji, ‘‘Canlilarin hem kendi aralarindaki hem de
cevreleriyle olan iliskilerini tek tek veya birlikte inceleyen bilim dali”; ekosistem ise
“Belirli bir alanda bulunan canlilar ile bunlar1 saran ¢evrenin karsilikli iliskileri ile
meydana gelen ve siireklilik gosteren ekolojik sistem” olarak tanimlanmaktadir.
Ekolojik analiz modelinde de egitim sistemi bir ekosistem gibi diisiiniilerek dgretilecek
bilgiler arasindaki ekolojik iliskilere odaklanilir (Rajoson, 1988; Chevallard vd., 1994;
Chevallard, 2002). Bu modelde canlilarin kendi aralarinda kurduklar1 yasam iligkilerine
benzer sekilde bilgiler arasinda yasam iligkileri kurulmaktadir. Ekolojik analiz
modelinde bilgiler ekolojik diizenin birer parcasidir. Her bilgi yer aldigi ekosistemde
varligimmi siirdiirebilmek i¢in bagka bilgilerden beslenerek bu bilgiler iizerine insa
edilmelidir. Benzer sekilde, ekosistemin biiyiimesi ve daha giiglii bir yapiya sahip
olabilmesi i¢in ekosistemdeki her bilginin bagka bilgileri besleyerek yeni bilgilerin
olusmasina katki saglamasi gerekir (Rajoson, 1988; Chevallard, 2002). Daha net bir
ifadeyle bir matematik bilgisinin (herhangi bir konu, kavram veya yontem bilgisi) ders
programlarina uyum i¢inde girerek Ogretmen tarafindan gerekliligi sorgulanmadan
Ogretilmesi icin bu bilginin olusturulan ekosistemin bir parcasi olmasi, besleme-
beslenme fonksiyonlarinin agik ve anlasilir olmasi gerekir (Erdogan, Esmen ve Findik,
2015).

Ekolojik analiz modelinde besleme-beslenme prensibinin daha iyi anlagilmasi i¢in
habitat ve ekolojik nig kavramlari1 kullanilmaktadir. Bilginin ekolojisinde habitat bir
nesnenin (bilgi, kavram v.b.) bulunabildigi farkli yerler, ekolojik nis ise nesnenin
bulundugu habitattaki gorevleri veya yasamini siirdiirebilme sekli olarak nitelendirilir.
Her bilgi varligini siirdiirebilmek i¢in kendisi ile kavramsal biitiinliik saglayabilecek bir
ekolojik ¢evreye ihtiya¢ duyar (Rajoson, 1988). Ekolojik analizde bilginin bulundugu

cevrenin yeterliligi ve bulundugu habitat ile uyumu sorgulanir. Bu cercevede cevap

2 www.tdk.gov.tr
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aranan sorulardan bazilar1 sunlardir: Hangi bilgi, nicin var? Hangi bilgi, ni¢in yok?
Hangi bilgi, hangi sartlar altinda var olabilirdi? Hangi bilgi siireklilik arz etmekte veya
gecerliligini yitirmektedir?

MS modelinde global sitler olusturulurken bir ¢caligma alanini olusturan kavramlar
ve bu kavramlar arasindaki hiyerarsik iliskiler belirlenmektedir. Lokal sitler ise global
sitin igerisinde yer alan bir nesne etrafinda hiyerarsize edilmis sitlerdir. MS modelinde
bir ¢alisma alaninin global siti bir ekosistem, ¢alisma alanini olusturan kavramlar ise bu
ekosistemin birer O0gesi olarak degerlendirilebilir. MS modelindeki lokal sitler ise
ekosistemde yer alan Ogelerin yasamlarini siirdiirebilecekleri habitatlar olarak ifade
edilebilir. Bir nesnenin bulundugu global sit veya lokal sitlerdeki gorevlerini diger
kavramlarla olan besleme-beslenme iligkileri belirler. Ekolojik analiz modeli ile MS
modeli arasinda kurulabilen bu iligkiler MS modelinin ayn1 zamanda bir ekolojik analiz
modeli olarak nitelendirilebilecegini gostermektedir.

MS modelinde, global sit ve lokal sitlerden yararlanilarak bir ¢aligma alanini
olusturan kavramlarin 6gretim programindaki yerleri ve diger kavramlar ile iliskileri
sorgulanabilmektedir. Bu baglamda O6gretim programinin yaklasimi géz Oniinde
tutularak; programda hangi kavramlar arasinda ekolojik kopukluklarin oldugu, bu
kopuklarin giderilebilmesi igin hangi kavramlara ihtiya¢ duyuldugu ve bu kavramlara
hangi konu bagsliklar1 altinda yer verilmesinin ekolojik olarak daha uygun olacagi,
kavramlarin programdaki yerlerinin degistirilmesinin ne tiir ekolojik katkilar sunacagi
gibi sorulara yanitlar aranabilir. Boylelikle MS modeli kullanilarak dgretim programinin
ilgili calisma alan1 kapsaminda kendi yaklasimimma uygun bir bicimde didaktik

yapilandirilmasina olanak saglanabilmektedir.

1.3. Arastirmanin Amaci ve Arastirma Sorulari

Bu calismanin amaci, analiz konularinin 6gretimindeki ekolojik iliskileri MS
kavrami baglaminda ortaya koyarak bu iligkilerin 6gretimsel agidan degerlendirilmesi
ve sit kavrami aracilifiyla didaktik yapilandirilmasidir. Calismada 2013 yilinda
yiiriirliige giren lise matematik 6gretim programi temel alinmis ve MS’ler bu programin
hedefleri ve beklentileri dogrultusunda olusturulmustur.

Calismada su sorulara yanitlar aranmstir:
e 2013 yil1 lise matematik 6gretim programinin referans alindig1 analiz global siti

hangi konu ve kavram iligkilerini barindirmaktadir?
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e Matematik 6gretim programinda ve ders kitaplarinda, tiirev konusu kapsaminda
analiz sitinin hangi kavram ve iligkilerine ne sekilde yer verilmistir?

e Matematik Ogretim programinda ve ders kitaplarinda yer verilen kavram ve
iligkilerle MS’deki kavram ve iliskiler arasindaki farkliliklar analiz 6gretimi

acisindan hangi ekolojik sorunlar1 dogurmaktadir?

1.4. Arastirmanin Onemi

Matematik Ogretim programi bireylere yasamlarinda ihtiya¢ duyabilecekleri
matematiksel bilgileri ve bu bilgileri yasamlarinin farkli alanlarinda kullanabilmelerini
saglayacak temel becerileri kazandirmay1 hedeflemektedir (MEB, 2013). Bu hedefe
ulagabilmek ic¢in 6grencilerin matematiksel kavramlar1 ve bunlar arasindaki iligkileri
anlamlandirabilme, yorumlayabilme ve yasamlarinda kullanabilme, matematigi farkli
alanlarla ve disiplinlerle iligkilendirebilme becerilerini kazanmalar1 gerekir (NCTM,
2000; Vale, McAndrew and Krishnan, 2011; Van de Walle, 2013). Matematik 6gretim
programinin gelistirmeyi hedefledigi matematiksel beceri ve yeterlilikler goz 6niinde
tutuldugunda konu ve kavramlar arasinda iliskilendirme yapilmasmin Ogrencilerin
matematigi daha kalict ve anlamli 6grenmelerine katki saglayacagi goriilir (Mumcu,
2018). Sonsuzluk, komsuluk, tanimmsizlik ve belirsizlik gibi 6grencilerin
anlamlandirmada giicliik ¢ektikleri bir¢ok kavramin bir arada yer aldigi, konu ve
kavramlar1 arasinda siki ardisiklik iliskilerinin 6nemli bir yer tuttugu analiz ¢aligma
alan1 i¢in kavramsal iligskilendirmenin 6nemi daha da artmaktadir. Tez calismasinda,
analiz caligma alaninin olusumana katki saglayan kavramlar arasindaki ekolojik
iligkilerin MS modeli ¢ercevesinde incelenerek olasi sorunlarin ortaya konulacak olmasi

bu bakimdan biiyiik bir 6nem tagimaktadir.

MS modeli ¢ergevesinde olusturulacak analiz global siti; analizin ne ile ilgilendigi
ve temel araclarinin neler oldugu, analiz ¢alisma alani igerisinde gorev tipleri yerine
getirilirken hangi tekniklere bagvuruldugu, bu teknikler kullanilirken hangi kavramlara
ithtiya¢ duyuldugu, bu kavramlardan hangilerinin analiz ¢alisma alani i¢in ne gibi kritik
Oonemlere sahip oldugu, kavramlar arasindaki besleme — beslenme iligkilerinin neler
oldugu gibi sorulara, tarihsel, epistemolojik ve didaktik verilerin bir arada
degerlendirilmesi sonucunda, kapsamli, detayli ve sistematik bir yaklasim ile yanitlar

verilmesine olanak saglanmasi agisindan 6nemli bulunmaktadir.
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Calismada, Ogretim programinda yer alan kazanimlar esas alinarak limit,
stireklilik ve tiirev konularina iliskin gorev tipleri belirlenmis, her bir gorev tipi i¢in
prakseolojik analizler yapilmis ve bu analizlerden yararlanilarak lokal sitler
olusturulmustur. Olusturulan lokal sitlerde yer alan ekolojik iliskiler temel alinarak ders
kitaplarindaki o6rneklerin ¢6ziimlerinde hangi ekolojik bosluk veya kopukluklarin
oldugunun belirlenmesi amacglanmistir. Belirlenen ekolojik sorunlarin lokal sitlerdeki
besleme — beslenme iliskilerine nasil etki ettigi tartisilmistir. Boylelikle analiz ¢alisma
alan1 kapsaminda yer alan farkli gorev tiplerine gore ders kitaplarindaki kavramsal
iligkilerin lokal baglamda degerlendirilmesine olanak saglanmistir. Calisma bu
baglamda, ders kitaplarinin analizi i¢in farkli bir yaklasim sunmakta ve 0zgiin deger
tasimaktadir.

Sonug itibariyle tez ¢aligmasi, global sit ve lokal sitler yardimi ile ortaya konulan
kavramsal iligkiler ger¢evesinde Ogretim programinin kendi yaklagimina uygun bir
bigimde analiz edilerek ekolojik sorunlarin ortaya ¢ikarilmasi ve elde edilen ekolojik
veriler g¢ercevesinde kalic1 ve anlamli 6grenmelerin gerceklestirilebilmesi icin ders
kitaplart ve oOgretim programinin didaktik yapilandirilmasina imkan saglanmasi

acisindan énemli bulunmaktadir.
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IKINCI BOLUM
2.YONTEM

Calismada, analiz ¢alisma alanini olusturan kavramlarin belirlenmesinde ve bu
kavramlar arasindaki iligkilerin ortaya konulmasinda bir ekolojik analiz modeli olarak
gelistirilen MS kullanilmistir. Analiz ¢alisma alanina iliskin MS'ler olusturulurken ve bu
sitler yardimiyla ders kitaplari degerlendirilirken, nitel arastirma yontemlerinden biri
olan dokiiman incelemesi yontemi kullanilmistir.

Dokiiman incelemesi, arastirilmasi hedeflenen olgu veya olgular hakkinda bilgi
iceren yazili materyallerin analizi olarak tanimlanan bir nitel aragtirma yontemidir
(Yildirim ve Simsek, 2016). Dokiiman incelemesi yonteminde arastirilan konu hakkinda
bilgi saglayan her tiirlii yazili veya gorsel materyale dokiiman adi verilir (Aktas, 2014).
Calismada global sitin olusurulmasi siirecinde analiz caligma alanina katki saglayan
kavramlar ve bu kavramlar arasindaki ekolojik iliskiler belirlenirken tarihsel,
epistemolojik ve didaktik verilerin yer aldigi dokiimanlar incelenmistir. Lokal sitlerin
olusturulma siirecinde ise prakseolojik analizleri yapilacak gorev tipleri, lise matematik
Ogretim programi incelenip analiz edilerek belirlenmistir. Olusturulan MS’lerden
yararlanilarak ders kitaplarinin degerlendirilmesi siirecinde de yine dokiiman incelemesi

yontemine bagvurulmustur.

2.1. Verilerin Toplanmasi ve Analiz Edilmesi

Dokiiman incelemesi yapilirken; {izerinde calisilan konuya iliskin belgelerin
bulunmas1 ve incelenmesi, elde edilen verilerden yararlanilarak belirli durum ya da
goriigleri ortaya c¢ikaracak bir senteze varilabilmesini saglayan diizenlemelerin
yapilmasi 6nem kazanir (Karasar, 2007; Yildirim ve Simsek, 2016). MS modelinde
global sitler tarihsel, epistemolojik ve didaktik verilerden yararlanilarak
olusturulmaktadir (Duchet and Erdogan, 2005). Analiz global sitinin olusturulma
siirecinde tarihsel veriler, detayli ve kapsamli icerige sahip olan matematik tarihi
kaynaklarindan; epistemolojik veriler, matematiksel analiz kitaplarindan; didaktik
veriler ise matematik egitimi alanina iligkin, ulusal veya uluslararas: literatiirde kabul
gormiis calismalardan yararlanilarak elde edilmistir.

Tarihsel veriler {i¢ ana kaynaktan yararlanilarak elde edilmistir. Bu kaynaklardan
ilki Cajori’nin Matematik Tarihi adli kitabidir (Cajori, 2014). Bu kitabin tercih
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edilmesinde etkili olan hususlardan ilki kaynak¢asinin zenginligidir. Cajori bu eserini
farkli iilkelerde yayimlanan ¢ok sayida kitap ve bilimsel makaleyi referans gostererek
olusturmustur. Bu durum, ilgili kitapta giivenirligi yiiksek verilerin ortaya ¢ikmasini
saglamistir. Cajori’nin, matematik tarihinde ortaya c¢ikan gelismelerin nedenleri ve
sonuclarina yonelik giivenilir verileri referans gosterek degerlendirmelerde bulunmast,
bu eserin tercih edilmesinde etkili olan bir diger 6nemli husus olmustur. Cajori’nin
yapmis oldugu degerlendirmeler, analiz ¢alisma alanmi olusturan kavramlar arasinda
besleme-beslenme iliskileri kurulmasina katki saglamistir. Boylelikle, hangi
matematiksel kavramin diger hangi kavramlarin gelisimine katki sagladiginin veya
tarihsel siireg boyunca matematiksel kavramlarin agikliga kavusturulamamasindan
kaynaklanan ekolojik boslugun hangi ekolojik sorunlari da beraberinde getirdiginin
degerlendirilmesine olanak saglanmistir. Tarihsel verilerinden yararlanilan ikinci
kaynak Donmez tarafindan kaleme alinan Diinya Matematik Tarihi Ansiklopedisi
“Matematigin Oykii ve Seriiveni’’ adli kitap olmustur (Dénmez, 2002). Bu Kitabin
tercih edilme nedeni ilk kitap icin agiklanan nedenler ile aynidir. Caligmada yararlanilan
tigtincii tarihsel kaynak Tamimlar: ve Tarihsel Gelisimleriyle Matematiksel Kavramlar
adli kitap olmustur (Akar, 2013; Arslan ve Celik, 2013; Aztekin, 2013; Cakiroglu,
2013; Dogan, 2013; Narli, 2013; Ozmantar ve Bozkurt, 2013; Yavuz, 2013). Kitapta
matematiksel kavramlarin gelisimine yonelik tarihsel bilgilerin yani sira, bu kavramlara
iligkin epistemolojik veriler de yer almaktadir. Bu kaynagin tercih edilmesindeki temel
neden, analiz ¢alisma alanina iliskin tarihsel veriler ile epistemolojik verilerin bir arada
degerlendirilmesine imkan tanimasidir. Boylelikle, epistemolojik gelismelerin veya
engellerin  analiz  ¢alisma alaninin  tarihsel gelisimini nasil  etkilediginin
degerlendirilmesine olanak saglanmistir. Bu kitaptan ayrica epistemolojik verilerin elde

edilme siirecinde de yararlanilmistir.

Epistemolojik verilerin elde edilme siirecinde yararlanilan ana kaynak Thomas,
Weir ve Hass tarafindan yazilan Thomas Kalkiiliis (1.Cilt) adli kitap olmustur (Thomas,
Weir and Hass, 2015). Bu eserin tercih edilmesinde etkili olan nedenlerden ilki, kitapta
analiz konularinin degisim kavrami temelli agiklamis olmasidir. Kitap incelendiginde,
elde edilen tarihsel verilere paralel bir bigimde, analiz konularmin &gretiminde reel
sayilar ve fonksiyonlardaki degisim tizerinde yogunlasildig1 goriilmiistiir. Kitapta limit,
stireklilik, tiirev ve integral kavramlarinin fonksiyonlardaki degisimin incelenmesinde

birer ara¢ olarak kullanilmasina yonelik bir yaklasimin tercih edildigi belirlenmistir. Bu
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eserin tercih edilmesinde etkili olan nedenlerden bir digeri, kitapta yer alan analiz
konularina yonelik orneklerin ¢oziimlerinde farkli yaklasimlara bir arada yer verilmis
olmasidir. Ornek ¢dziimlerinde analitik, cebirsel veya niimerik gibi farkli yaklasimlara
bir arada yer veriliyor olmasi, analiz global sitinin (6gretim programinin beklentilerine
de uygun bir bigimde) niimerik, cebir ve geometri alanlar1 arasindaki ekolojik iliskilerin
etkilesimini yansitan zengin bir yapi olusturacak bicimde insa edilmesine katki
saglamistir. Calismada, analiz calisma alami i¢in kritik 6neme sahip olan diferansiyel,
komsuluk, tamlik gibi kavramlara yonelik daha ayrintili epistemolojik verilerin elde
edilmesi amaciyla bilimsel makalelerden de yararlanilmistir. Analiz ¢alisma alani
icerisinde yer alan kavramlarin matematigin diger ¢alisma alanlar1 ile olan ekolojik
iligkilerinin belirlenmesi siirecinde, lisans diizeyinde okutulan reel analiz, soyut
matematik, fonksiyonel analiz gibi ders kitaplarindan yararlanilmistir.

Calismada didaktik verilerin elde edilme siirecinde temel kaynak olarak
Matematiksel Kavram Yanmilgilart ve Coziim Onerileri adli kitaptan yararlanilmistir
(Akko¢ ve Kurt, 2013; Bingdlbali, 2013; Ozmantar, 2013; Ozmantar ve Yesildere,
2013). Bu kitabin tercih edilmesinde, 6grencilerin analiz konularina yonelik 6grenme
zorlugu ¢ektikleri ve yanilgiya sahip olduklari kavramlarin, bir¢ok farkli tilkede
gergeklestirilen ¢ok sayida nitel c¢aligma referans gosterilerek belirlenmesi etkili
olmustur. Bdylelikle, 6grencilerin analiz ¢alisma alanina yonelik kavramlarda ne tiir
zorluk yasadiklar1 ve hangi yanilgilara sahip olduklarina yonelik gilivenirligi yiiksek
veriler referans alinarak global sitin kritik nitelikte olan nesneleri belirlenmistir.
Calismada ayrica, tamimsizlik, belirsizlik, sonsuzluk gibi analiz 6gretimi igin kritik
ekolojik iligkiler barindiran kavramlara yonelik daha detayli didaktik verilerin elde
edilebilmesi i¢in ulusal veya uluslararasi bilimsel dergilerde yayimlanan makalelerden

de yararlanilmistir.

Calismada, olusturulan lokal sitlere gore ders kitaplarinda yer alan ornek ve
aciklamalarin ekolojik analizleri yapilmistir. Analiz ¢aligma alaninda yer alan limit,
stireklilik, tiirev ve integral konular1 12. sinif matematik 6gretim programinda yer aldigi
icin agirlikli olarak bu simif diizeyinde okutulan ders kitaplar1 incelenmistir. Calisma
boyunca, etik agidan daha uygun olacag: diisiiniilerek, bu ders kitaplarinin isimleri AY
ve BY gibi kodlama yapilarak ifade edilmistir. AY ders kitabinda analiz konularma
toplam 167 sayfalik yer ayrildig goriilmiistiir. Bu boliimde tiirev konusuna 109, integral

konusuna 58 sayfa ayrilmistir. BY ders kitabinda analiz konularina toplam 188 sayfalik
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yer ayrildig1 belirlenmistir. Bu Kitapta tiirev konusuna ayrilan sayfa sayisi 118, integral
konusuna ayrilan sayfa sayisi ise 70°dir. 12. sinif ders kitaplarinda agirlikli olarak tiirev
konularinin bulundugu béliimler incelenmistir. Calismada, analiz global sitinde yer alan
baz1 kavramlara onceki sinif diizeyinde yer verilip verilmediginin veya hangi konu
icerisinde nasil yer verildiginin belirlenebilmesi i¢in 9, 10 veya 11. sinif diizeyinde
okutulan kitaplarin ilgili boliimleri de incelenmistir.

MS’lerin ingasinda, yararlanilacak kaynaklarin belirlenmesinin yani sira elde
edilen verilerin etkili bir bi¢gimde yorumlanmasi ve sentezlenmesi de biiyilk 6nem
tagimaktadir. Calismada, analizin tarihsel gelisim siirecine iliskin elde edilen verilerin
etkili bir bicimde yorumlanabilmesi i¢in kronolojik siraya gore diizenlenen tarihsel
gelisim tablolar1 olusturulmustur (Bkz EK-1 ve EK-2). Calismanin epistemolojik
verileri limit, siireklilik, tiirev ve integral konularina iliskin tanim, teorem ve
aciklamalardan yararlanilarak elde edilmistir. Tarihsel gelisim tablolart ve analiz
konularma iliskin epistemolojik veriler tez danigsmani ile birlikte yapilan goriismelerde
incelenerek yorumlanmistir. Yapilan degerlendirmeler sonucunda global sitin
kategorileri ve sitte yer alacak nesneler belirlenmistir. Belirlenen nesneler, aralarindaki
besleme-beslenme iliskilerine gore sitteki uygun kategorilere yerlestirilerek global sitin
insas1 gergeklestirilmistir. Global sitin kritik nesnelerinin belirlenme siirecinde tarihsel
ve epistemolojik verilerin yan1 sira didaktik verilerden de yararlanilmistir. Bu ¢ercevede
ilk olarak analiz konularinin 6gretimine iligkin literatiir taramasi yapilarak c¢aligmada
kullanilacak dokiimanlar belirlenmistir. Bu dokiimanlar tez danismani ile birlikte
incelenip analiz edilerek, 6grencilerde 6grenme giigliikklerinin ve kavram yanilgilarinin
olusmasinda etkili olan unsurlar ve 6gretmenlerin bu 6grenme sorunlarinin olusmasinda
etkili olan tutumlar1 belirlenmistir.

Caligmada gerek global sitin, gerekse lokal sitlerin ingas1 dgretim programinin
yaklasimi goz oniinde tutularak yapilmistir. Sitler olusturulmadan 6nce programin genel
amaglari, program cercevesinde Ogrencilere kazandirilmas: hedeflenen matematiksel
yeterlilik ve beceriler analiz konularinin 6gretimi temel alinarak degerlendirilmistir. 12.
siif matematik Ogretim programinda bulunan analiz konularmin kazanimlari ile bu
kazanimlara iliskin yonergeler géz onilinde tutularak limit, siireklilik ve tiirev konular1
icin gorev tipleri belirlenmistir. Ardindan belirlenen her bir gorev tipi i¢in prakseolojik
analizler yapilmis ve bu analizlerden yararlanilarak lokal sitler olusturulmustur.

Olusturulan lokal sitlerde yer alan ekolojik iligkiler referans alinarak ortadgretim
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kurumlarinda okutulan 12. sinif ileri matematik ders kitaplarindaki 6rnek ¢oziimleri ve
gorev tiplerine yonelik agiklamalar incelenerek ekolojik sorunlar tespit edilmistir.
Belirlenen ekolojik sorunlarin giderilebilmesi i¢in 6gretim programi veya ders kitabinda

yapilmasi1 onerilen diizenlemeler ifade edilmistir.

2.2. Arastirmanin Gecerligi ve Giivenirligi

Bilimsel bir calismanin gecerligi kullanilan 6lgme araglarinin 6lgmeyi amagladigi
olguyu dogru oOlgmesi ile yakindan iligkilidir. Leung (2015) nitel arastirmalarda
gecerligi, aragtirmada kullanilan araglarin, siireclerin ve verilerin uygunlugu olarak
tanimlamistir. Bu tanima gore bir arastirmada elde edilen 6l¢iim sonuglarinin gegerli
olmasi, uygun oOlgme araglarinin kullanilmasinm1 ve gercegi yansitan verilerin
toplanmasini gerektirir.

Calismada, MS’ler ders kitaplarinda limit, siireklilik ve tiirev konularinin yer
aldig1 boliimlerin ekolojik degerlendirilmesinde birer dlgme araci olarak kullanilmastir.
Bu durum, ¢alismanin gegerliginin MS’lerin olusturulma siireci ile yakindan iliskili
oldugunu gostermektedir. Calismanin gegerliginin  saglanabilmesi i¢in MS’ler
olusturulurken; veri toplama araci olarak dogru kaynaklarin secilmesi, bu kaynaklarin
nesnel bir yaklasim kullanilarak analiz edilmesi, yapilan analizler sonucunda dogru ve
kapsamli ekolojik iligkilerin ortaya konulmasi 6nem tagimaktadir.

MS’lerin olusturulmasinda yararlanilan tarihsel veriler, degistirilmesi miimkiin
olmayan, belirli iilke, kiiltiir veya toplumlarda degil, biitiin matematik diinyasinda
dogrulugu kabul gormiis verilerdir. Epistemolojik veriler, dogrulugu kesin olan
teoremler, farkli kaynaklarda yaygin olarak kullanilan matematiksel tanimlar temel
aliarak elde edilen bilgilerden ve bilimsel agiklamalardan olusmaktadir. Didaktik
verilerin elde edilme siirecinde ise yararlanilacak kaynaklarin se¢imine ve verilerin
farkli ¢alismalarda elde edilen sonuglar ile desteklenmis olmasina azami Slgiide dikkat
edilmistir.

Calismanin  gecerliginin saglanmasinda MS’lerin insas1 igin uygun veri
kaynaklarinin secilmis olmasinin yani sira bu kaynaklardan elde edilen verilerin nesnel
bir yaklasim kullanilip dogru bir sekilde analiz edilerek ekolojik iliskilerin ortaya
konulmus olmasi da 6nem kazanmaktadir. Calismada global sitin ingas1 siirecinde elde
edilen veriler tez danigsmani ile yapilan goriismeler sonucunda analiz edilerek sitin

nesneleri belirlenmis ve bu nesneler arasindaki ekolojik iligkiler ortaya konulmustur.
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Ardindan belirlenen ekolojik iliskiler tez izleme komitesinin diger ftyeleri ile
paylasilmistir. Tez izleme toplantilarinda komite {yeleri yapilan analizlere iliskin
goriislerini dile getirmislerdir. Ornegin, global sitin insa edilmesi siirecinde reel sayilar
nesnesinin sitin temel nesnesi olarak kabul edilip edilmeyecegi tez izleme komite
toplantisinda tartistlmistir.  Toplantida epistemolojik veriler degerlendirilerek reel
sayilar nesnesine, global sitin temel nesneleri kategorisinde yer verilmemesi uygun
gorilmistiir. Benzer sekilde, komsuluk ve yakinsaklik nesnelerinden hangisinin digerini
ekolojik olarak besledigi tez izleme toplantisinda tartisilmistir. Komite tiyeleri
epistemolojik verilerden yararlanarak, yakinsaklik nesnesinin, komsuluk nesnesinin 6zel
bir aralik olmasina katki saglayarak bu nesneyi besledigine karar vermistir. Tez izleme
toplantilarinda goriis birligine varilamayan durumlarda uygulamali matematik alaninda
gorev yapan 6gretim lyelerinin goriislerine bagvurulmustur. Global sit tamamlandiktan
sonra bu Ogretim Tlyeleri ile tekrar irtibata gecilerek siti bir biitiin olarak
degerlendirmeleri saglanmis, elde edilen doniitlerden hareketle olusturulan sitte gerekli
goriilen degisiklikler yapilmistir.

Analiz global siti olusturulurken, sitin anlasilir ve sade olmasma 6zen
gosterilmistir. Bu nedenle ekolojik gorevleri hemen herkesce bilinen, analiz ¢alisma
alani icin 6zel bir anlam ifade etmeyen veya yoksunlugunun olusturdugu ekolojik
bosluk sitte yer alan diger nesnelerin devreye girmesi ile kapatilabilen bazi nesnelere
global sitte yer verilmemistir (Ornegin, tiirev temel aracina iliskin bazi gérev tiplerinde
teget dogrusunun egimi belirlenirken devreye giren ag¢i nesnesinin yoksunlugundan
ortaya ¢ikan ekolojik bosluk, diferansiyel ve oran nesnelerin devreye girmesi ile
kapatilabildigi i¢in sitte bu nesneye yer verilmemistir). Global sitte yer almasina gerek
duyulmayan nesneler tez yazari, tez danismasi ve tez izleme komitesi liyelerinin ortak
kararlaria gore belirlenmistir.

Bilimsel arastirmalarda i¢ gegerlik ve dis gecerlik olmak {izere iki cesit
gecerlikten bahsedilebilir. I¢ gegerlik, arastirma siireci boyunca elde edilen bulgularin,
gergeklerin ortaya konulmasi baglamindaki yeterligi olarak tanimlanabilir (Creswell,
2012). i¢ gecerligin saglanabilmesi igin arastirma bulgularmin kendi iginde tutarls,
anlamli ve gercekci olmasi; calisma kapsaminda elde edilen bulgularin teyit edilmis
olmasi; acgik olmayan olay veya bulgularin belirlenmis olmasi gerekir. MS’lerin
olusturulma siireci i¢ gecerligin saglanmasi agisindan kritik bir 6neme sahiptir. Lokal

sitler analiz konular1 kapsaminda belirlenen farkli gérev tipleri i¢in yapilan prakseolojik
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analizler yardimiyla global sitten kesitlenerek olusturulmustur. Bu durumda, ders
kitaplarinin ekolojik acidan degerlendirilmesi siirecinde lokal sitlerin amacina uygun bir
bicimde kullanilabilmesi, global sitin gerekli ekolojik iliskileri igerecek sekilde
kapsamli olmasinm1 ve prakseolojik analizlerin 6gretim programina uyumlu bir sekilde
yapilmasini gerektirmektedir. Global sitin olusturulmasi siireci daha 6nce ayrintili bir
sekilde agiklandigr i¢in burada prakseolojik analizlerin yapilmasi siirecinde gegerligin
arttirilmasi i¢in yapilan ¢alismalar {izerinde durulmasi yeterli olacaktir.

Tez calismasinda prakseolojik analizlerin 6gretim programinin yaklasim ve
beklentilerine uygun bir bigimde yapilabilmesi i¢in analizleri yapilacak gorev tipleri
programda yer alan kazanim ve yonergelere gore belirlenmistir. Her bir gorev tipi igin
prakseolojik analizlerin 6gretim programinin yaklagimina uygun bir sekilde yapilmasina
0zen gosterilmistir. Prakseolojik analizlerin 6gretim programi gdz Onilinde tutularak
yapilmis olmasi, bu analizlere bagli olarak olusturulan lokal sitlerin amacina uygun bir
bicimde hazirlanmasina imkan saglamistir. Boylelikle, 6l¢gme amacina uygun hazirlanan
lokal sitler yardimiyla ders kitaplarinin ekolojik analizleri gerceklestirilerek tutarli ve
anlamli verilerin elde edilmesi saglanmistir.

Dis gegerlilik ise, arastirma sonuglarinin genellenebilirligine iliskin bir durumdur.
Buna gore, bir ¢alismanin sonucunda elde edilen veriler benzer ortam veya durumlarda
kullanilabilecek sekilde genellenebiliyor ise bu durumda yapilan aragtirmada dis
gegerligin saglandig1 soylenebilir (Creswell, 2012). Tez ¢alismasinda olusturulan analiz
global siti ve lokal sitler 6gretim programinin yapilandirilmas: ve ders kitaplarinin
degerlendirilmesi amaciyla kullanilmistir. Olusturulan matematiksel sitler bu amaglarin
yani sira, ders i¢i 0gretim faaliyetlerinin planlanmasi veya degerlendirilmesi, 6grenciler
icin otonom faaliyetlerin planlanmasi veya bu faaliyetlerin degerlendirilmesi, 6grenci
veya Ogretmen davraniglarinin  degerlendirilmesi gibi farkli amaglar i¢in de
kullanilabilecek bir aragtir. Olusturulan sitlerin farkli didaktik amaclar ig¢in
kullanilabilecek nitelikte olmasi ¢alismanin dis gecerliginin arttirilmasini saglamstir.

Bilimsel arastirmalarda giivenirlik kisaca arastirmada yapilan o6lgiimlerin
tutarlilig1 olarak tanimlanir (Fraenkel and Wallen, 2000; Merriam, 2013). Baska bir
ifadeyle giivenirlik, bilimsel ¢alismada kullanilan 6lgegin tutarli olarak ayni seyi ol¢iip
olgmedigi ile yakindan ilgilidir (Oncii, 1994). Nitel arastirmalarda tutarliligin
saglanabilmesi icin arastirmaciya bagli hata ve yanliligin arastirma bulgularini

etkilemeyecek oOl¢iiye indirgenmesi gerekir (Yildirnm ve Simsek, 2016). Calismada
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limit, siireklilik ve tiirev konularina iligkin islem tipleri i¢in olusturulan lokal sitler, ders
kitaplarindan segilen drneklerin ekolojik olarak degerlendirilmesinde birer l¢ek olarak
kullanilmislardir. Bu durumda ¢alismanin glivenirliginin arttirilmasinda, ekolojik analizi
yapilacak orneklerin segilmesi ve bu orneklerin degerlendirilme siirecinde lokal sitlerin
arastirmactya bagli hata ve yanliliktan uzak bir sekilde kullanilmasi 6nem kazanir.
Matematik ders kitaplar1 incelendiginde, ayni gorev tipine yonelik orneklerin
¢Oziimlerinde kavramlar arasindaki ekolojik iliskilerin zenginligi agisindan belirgin
farkliliklarin oldugu goriilmistiir. Ayni gorev tipi ile ilgili ilk 6rneklerin ¢éziimlerinde
genellikle birden fazla ¢oziim teknigi bir arada kullanilip detayli agiklamalara yer
verilirken, ilerleyen oOrneklerin ¢ozlimlerinde daha az teknige yer verildigi ve
aciklamalarin daha kisa tutuldugu belirlenmistir. Calismanin giivenirliginin arttirilmasi
amactyla ders kitaplarinda yer alan ayni gorev tipi ile ilgili 6rneklerlerden daha detayli
aciklamalarin yer aldigi ilk Orneklerin segilerek olusturulan lokal site gore
degerlendirilmesine 6zen gosterilmistir. Ders kitaplarindan segilen ornekler her bir
gorev tipi i¢in Ozel olarak olusturulan lokal sitlerden yararlanilarak degerlendirilmistir.
Incelenen her bir érnek icin tez yazarmin yapmis oldugu ekolojik analizler énce tez
danigmani tarafindan gézden gegirilmis, ardindan tez izleme komitesi iiyeleri tarafindan
incelenmistir. Arastirmacinin elde ettigi veriler tez danismani ve komite iyelerinin
goriigleri alindiktan sonra calisma metnine dahil edilmistir. Boylelikle yazarin ¢alisma
bulgularima yansiyabilecek olast hatalar1 ve subjektif degerlendirmeleri en aza

indirilerek giivenirligi yliksek verilerin elde edilmesi saglanmistir.
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UCUNCU BOLUM
3. LISE MATEMATIK OGRETIiM PROGRAMININ ANALiZ KONULARININ
OGRETIMi ACISINDAN DEGERLENDIRILMESIi

Calismanin bu boliimiinde analiz global sitinin 6gretim programinin amag,
beklenti ve sinirliliklarina uygun bir yaklasimla olusturulabilmesi i¢in lise matematik
Ogretim programi, analiz konularinin Ogretimi agisindan degerlendirilmistir. Bu
kapsamda, 6gretim programinin genel amaglari, programin 6grencilere kazandirmayi
hedefledigi matematiksel yeterlilik ve beceriler, 12. smif lise matematik 6gretim
programinin uygulanmasina iligkin aciklamalar incelenerek 6gretim programinda analiz

konularimin 6gretimi i¢in nasil bir yaklasimin benimsendigi arastirilmistir.

3.1. Programin Genel Amacglari

Ogretim  programinda; &grencilerin  kigisel, sosyal ve mesleki hayata
hazirlanmasinin ve yiiksek Ogrenimde gerekli olan temel matematiksel bilgi ve
becerilerle donatilmasinin hedeflendigi belirtilerek programinin dort temel amaci
siralanmistir. Buna gore matematik 6gretim programi Ogrencilerin; problem ¢dzme
becerisi gelistirmelerini, matematiksel diisinme becerisi kazanmalarini, matematigin
has dilini ve terminolojisini dogru ve etkili bir sekilde kullanabilmelerini ve matematige
ve matematik 6grenimine deger vermelerini hedeflemektedir (MEB, 2013).

Ogretim programinda, 6grencilerde matematiksel diisiinme giiciiniin gelistirilmesi
amaciyla, islemsel ve bilgi odakli matematik 6gretimi yerine, islemsel ve kavramsal
bilginin dengeli oldugu bir yaklasimin esas alindigi belirtilmistir. Bu yaklasim
cergevesinde, Ogrencilerin informel bir durumla karsilastirilmalarinin ve bu informel
durumdan formel bir matematiksel yapiya ulastirilmalarinin hedeflendigi ifade
edilmistir. Ogretim programinda matematik O6grenmenin aktif bir siire¢ oldugu
belirtilerek, 6grencilere arastirma yapma, matematiksel iliskileri kesfetme ve ispatlama,
modelleme ve problem ¢dzme olanaklart sunulmasi gerektigi ifade edilmistir. Biitiin bu
beklentiler ¢ergevesinde benimsenen genel 6grenme dongiisii: ‘‘Problem, kesfetme,
hipotez kurma, dogrulama, genelleme, ¢ikarim’> olarak belirtilmistir. Ogretim
programinda 6grencilerin bilgilerini yapilandirabilmeleri, yapilandirilmis bilgileri yeni
durumlara transfer edebilmeleri ve sentez yapabilmelerinin 6nemsendigi belirtilmistir.
(MEB, 2013). Bu agiklamalardan hareketle, lise matematik Ogretim programi ile

Ogrencilere matematiksel kavram ve Ozellikleri gercek yasam durumlarn ile
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iligkilendirerek kesfetme olanaginin sunulmasinin, 6grencilerde modelleme ve problem
¢ozme gibi st diizey biligsel becerilerin gelistirilmesinin, matematiksel bilginin
olusturulmasinda veya olusturulan matematiksel bilginin kullanilmasinda farkl

disiplinlerle iliskilendirme yapilmasinin hedeflendigi goriilmektedir.

3.2. Programin Ogrencilere Kazandirmay: Hedefledigi Matematiksel Yeterlilik ve

Beceriler

Programda O6grencilere kazandirilmasi hedeflenen matematiksel yeterlilik ve
beceriler:
e Matematiksel modelleme ve problem ¢6zme,
e Matematiksel siire¢ becerileri,
e Matematige ve 6grenimine deger verme,
e Psikomotor becerilerde gelisim saglama,
e Bilgi ve iletisim teknolojilerini yerinde ve etkin kullanma

seklinde siralanmistir. Bu yeterlilik ve beceriler ayr1 basliklar altinda agiklanmustir.

3.2.1. Matematiksel modelleme ve problem ¢c6zme

Ogretim programmin bu boliimiinde matematiksel modellemenin ne oldugu
aciklanmig ve matematiksel modellemenin matematik 6gretimindeki 6nemi iizerinde
durulmustur. Ogrencilerde hem modelleme, hem de problem ¢dzme becerilerinin
gelistirilebilmesi i¢in problem ¢6zmeye dayali 6grenme ortamlarinin tasarlanmasina
biiyiik énem verildigi ifade edilmistir. Ogrenme ve dgretme siirecinde kullanilacak
problemlerin - miimkiin oldugunca Ogrencilerin  gilinlik hayatinda gereksinim
duydugu/duyabilecegi konularla ilgili ilging ve gergek¢i olmasi gerektigi belirtilmistir
(MEB, 2013).

Ogretim programinda matematiksel modelleme ve problem ¢dzme alt bashiginda
ifade edilen beklentiler goz Oniinde tutuldugunda; analiz konularinin 6gretiminde
problem ¢ézmeye dayali 6grenme ortamlar1 hazirlanmasinin gergek yasam durumlartyla
iligskilendirilmis limit, siireklilik, tiirev ve integral problemlerine yer verilmesinin ve
Ogretim programinin benimsedigi genel 6grenme dongiisli ile Ortiisen bir 6gretim siireci

takip edilmesinin uygun olacagi goriilmektedir.
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3.2.2. Matematiksel siirec becerileri

Ogretim programinda matematiksel siire¢ becerileri su sekilde siralandirilmustir:

e Matematiksel iletisim saglayabilme

e Matematiksel akil yiirlitme ve ispat yapabilme

e Matematiksel iligkilendirme yapabilme

Matematiksel Iletisim Saglayabilme alt bashginda matematiksel dilin dogru ve

etkili bir bigimde kullanilmasinin 6grenciler i¢in anlamli olmas1 ve matematiksel dile
ihtiya¢ hissetmeleriyle iliskili oldugu ifade edilmistir. Ogrencilerin matematiksel
iletisim becerilerini gelistirmeleri i¢in matematiksel dili matematigin kendi i¢inde, farkli
disiplinlerde ve kendi yasantilarinda uygun ve etkili bir bigimde kullanma davranisi
gostermeleri gerektigi belirtilmistir (MEB, 2013).

Analiz konular1 iginde yer alan ve yaklasmay1, degisimi, orani, sinirlari, vb. ifade
eden ““lim, f'(x) d d f(x) J. f(x)dx ve jl f (x)dx *’ notasyonlar: iist diizey
x—a ' dx ' dx , b

matematiksel dilin temel Ogelerinden sayilabilir. Analiz konular1 aracilifiyla iletisim
becerilerinin gelistirilerek 6gretim programinin beklentilerinin karsilanabilmesi i¢in bu
notasyonlarin anlamlarinin 6grenciler tarafindan kavranmasi ve farkli disiplinlerdeki
kullanimlarinin yorumlanabilmesi biiylik 6nem tasimaktadir.

Ogretim  programinda  Ogrencilerde  matematiksel iletisim  becerilerinin
gelistirebilmesi i¢in somut model, sekil, resim, grafik, tablo, sembol gibi farkli temsil
bigimlerinin kullanilmasinin gerektigi belirtilmistir (MEB, 2013). Bu baglamda
degerlendirildiginde analiz oldukca elverisli bir alan olarak karsimiza c¢ikmaktadir.
Asimptot, komsuluk, sonsuzluk, belirsizlik, tanimsizlik gibi kavramlar kartezyen
koordinat sisteminde ¢izilen fonksiyon grafikleri yardimiyla agiklanabilir.  Anlik
degisim hizi, yaklasma gibi kavramlar fonksiyonda bagimsiz degiskene verilen
degerlere karsilik elde edilen bagimli degisken degerlerinin yer aldigi niimerik degerler
tablosu yardimi ile acgiklanabilir. Cizilen fonksiyon grafikleri ile olusturulan niimerik
deger tablolar1 arasinda giiclii iliskiler kurularak matematiksel dilin gelisimi ve etkin
kullanim1 i¢in 6nemli bir firsat saglanmis olur.

Ogretim programinda Matematiksel Akil Yiiriitme ve Ispat Yapabilme alt
bashiginda oOgrencilerde akil yiirlitme becerilerinin gelistirilmesine 6nem verildigi
belirtilmistir. Bu g¢ercevede Ogrencilerde gelistirilmesi hedeflenen davraniglar

siralanirken: ‘‘Farkli stratejiler kullanarak kestirimlerde bulunma ve bunu mantiksal
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gerekeelerle savunma’’ ifadesine yer verilmistir. Bu ifade ‘‘6rnegin fonksiyonun
tiirevinin grafiginden fonksiyonun grafigini tahmin etme (MEB, 2013, s.ViIII).”” 6rnegi
ile desteklenmistir. Bu agiklamalar, analiz konularinin 6gretiminde farkli yaklasimlara
(bir problemin cebirsel ve analitik yaklagimla ¢oziilmesi gibi) bir arada yer verilmesinin
beklendigi ve analiz kavramlarmin §gretiminin matematiksel akil yiirlitme i¢in uygun
bir alan olarak goriildiigii seklinde yorumlanabilir.

Matematiksel Iliskilendirme Yapabilme alt basliginda, dgrencilerde iliskilendirme
becerisinin  gelistirilmesi i¢in matematiksel kavram ve kurallarin farkli temsil
bicimleriyle gosterilmesine; farkli temsil bigcimleri arasinda iliski kurulmasina ve farkl
temsiller (sayisal, sembolik, geometrik/grafiksel vb.) arasinda gegisler yapilmasina
onem verildigi belirtilmistir (MEB, 2013). Analiz konularinin bu beklentilerin
gerceklestirilmesi igin  oldukg¢a uygun bir alan oldugu sdylenebilir. Ornegin, bir
fonksiyonun bir noktada tiirevi fonksiyon grafigine ¢izilen kiris ve teget dogrulari
yardimiyla grafiksel yaklasim kullanilarak aciklanabilir. Cizilen kiris dogrularinin
egimlerinin teget dogrusunun egim degerine nasil yakinsadigi egimlerden elde edilen
sayisal degerler yardimiyla incelenebilir. Teget dogrusunun egim degerinin daha hizli
ve etkili bir yolla bulunabilmesi i¢in limit ve tiirev alma kurallarmin kullanildig
cebirsel yaklagimdan yararlanilabilir. Buna gore analiz konulariin 6gretimi kapsaminda
degerlendirildiginde, 6gretim programinda gecen sayisal temsil ifadesi ile nlimerik
yaklasimin, sembolik temsil ifadesi ile cebirsel yaklasimin, geometrik ve grafiksel
temsil ifadeleri ile sentetik ve analitik yaklagimin kullanimina isaret edildigi

soylenebilir.

3.2.3. Matematige ve 6grenimine deger verme

Ogretim programinin bu boliimiinde dgrencilerin matematigi yararli, ugrasmaya
deger olarak gérme, matematie 6zenle ¢calisma ve kisisel olarak matematigin faydasini
gorme konularindaki gelisimlerine 6nem verilmesinin geregi {izerinde durulmustur.
Matematigin yararli ve ugrasmaya deger oldugunun hissettirilmesi i¢in Ogrenme-
Ogretme siirecinde matematiin bugiinkii medeniyetimize ve diger disiplinlerin
gelisimine katkilar1 ile giinliik hayatimizdaki roliinii ortaya koyan etkinliklere yer
verilmesi gerektigi ifade edilmistir (MEB, 2013). Bu agiklamalara gore analiz
konulariin basta miithendislik olmak iizere kimya, fizik, biyoloji gibi farkli bilimlerdeki

gelisimlere sagladig katkilara deginilmesi ve anlik hiz hesabinda kullanim1 gibi farkl
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uygulamalara matematik derslerinde yer verilmesi 6grencilerin analiz 6grenimine deger
vermeleri i¢in 6nem tagimaktadir.

Ogretim programinda, matematigin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi sahibi olmanin
Ogrencilerin matematige ve matematik 6grenmeye karsi olumlu tutum gelistirmelerine
olanak saglayabilecegi belirtilmis, matematik tarihi ile ilgili 6nemli ayrintilarin
ogrencilerle paylasilmasimnin desteklendigi ifade edilmistir (MEB, 2013). Bu
aciklamalardan, analizin tarihsel gelisimine iligkin bilgilendirme yapilmasinin
Ogrencilerin analiz konularin1 6grenmeye karsi olumlu tutum gelistirmelerine katki

saglayabilecegi anlagilmaktadir.

3.2.4. Psikomotor becerilerde gelisim saglama

Matematik Ogretim programinda Ogrencilerde; grafikleri aslina uygun olarak
cizme, geometrik arac-geregleri temel geometrik ¢izimlerde kullanma, bilgisayar ve
iletisim teknolojilerini amacina uygun kullanabilme becerilerinin gelistirilmesinin
hedeflendigi belirtilmistir (MEB, 2013). Buna gore, analiz problemleri ¢oziiliirken
analitik yaklasim kullanilarak bilgisayar ve iletisim teknolojilerinden yararlanilmasi
veya geometrik arag-gerecler kullanilarak fonksiyon grafiklerinin elle ¢izilmesi

ogrencilerde psikomotor becerilerin gelistirilmesine katki saglayacaktir.

3.2.5. Bilgisayar ve iletisim teknolojilerinin yerinde ve etkin kullanma

Ogretim programmmin bu boliimiinde, kullamlacak uygun teknolojik araglar
sayesinde Ogrencilerin uzun hesaplamalardan kurtarilabilecegi ve uzun islemlerden
kazanilan zamanin akil yiiriitmede ve yaratict diisiinmede kullanabilecegi ifade
edilmistir. Ogretme-6grenme siirecinde farkli teknoloji ve yazilimlar kullanilarak ¢oklu
temsillere (sayisal, cebirsel, grafik) yer verildiginde Ogrencilerin farkli diisiinme
yollarin1 daha hizli bir sekilde tecriibe ederek bunlarin sonuglarini degerlendirmelerine
imkan saglanacagt ve bdylece modelleme ve problem ¢ozme silirecinin
desteklenebilecegi  belirtilmistir (MEB, 2013). Analiz, bilgisayar ve iletisim
teknolojilerinin kullanimina uygun etkinliklerin tasarlanabilecegi bir ¢aligma alanidir.
Ornegin, integral konusunun o6gretiminde fonksiyon egrisi ile koordinat dogrusu
arasinda olusturulan kapali bolgenin alaninin alt ve ist dikdortgenlerin sayisindaki
artisa bagli olarak gercek alan degerine nasil yaklastigi, bilgisayar ve iletisim
teknolojileri kullanilarak ¢izilen fonksiyon grafiginden veya alan degerleri tablosundan
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yararlanilarak aciklanabilir. Boylelikle hesap yapma, grafik veya sekil c¢izmeden
kazanilan zamanin Ogrencilerin  yaratici  dislinmelerini destekleyecek Ggretim

faaliyetleri i¢in kullanimina olanak saglanir.

3.3. 12. Simif ileri Diizey Matematik Dersi Ogretim Program
Ogretim programinda, ileri diizey matematik dersi alan dgrencilerde gelistirilmesi
hedeflenen beceriler ile 12. smif matematik Ogretim programinin konu ve

kazanimlarmin iliskisi Sekil 3.1’den yararlanilarak agiklanmistir.

« Tiirev ve integrali modellemede ve problem ¢6zmede kullanma
Modelleme/Problem ¢ozme « Sentetik, analitik ve vektorel yaklasimlari geometri problemlerinin ¢ozii-
miinde kullanma

» Tiirev ve integralin sahip oldugu ozelliklere iligkin ¢ikanimlarda bulunma

AlikiiliEne » Uzayda dogru ve diizlemleri inceleyerek uzamsal becerilerini gelistirme

« Tireve, integrale, vektore, koniklere, uzay geometriye ve siralamaya 6zgi

Matematiksel lletisim terim ve sembolleri matematiksel diisiinceleri ifade etmede kullanma

* Degisim orani ile tiirevi, alan ile integrali, integral ile tiirevi iliskilendirme
lliskilendirme « Analitik, sentetik ve vektorel yaklagimlar arasindaki iliskileri gérme
» Teorik olasilik ile deneysel olasilik arasindaki iligkiyi anlamlandirma

Matematiksel
Stireg Becerileri

+ Fonksiyonlarin tablo, grafik, cebirsel gosterimleri yardimiyla limit ve
sureklilik uygulamalan gerceklestirme

« Bir fonksiyonun grafigi tizerinde biikeylik ve doniim noktalarini ve bu
noktalann ozelliklerini inceleme

= Fonksiyonun grafigiyle x-ekseni arasinda kalan sinirli alani Riemann top-

Bilgi ve lletisim Teknolojileri lam1 yardimiyla belirleme

+ Fonksiyon grafigini turev yardimi ile ¢izme

« Konikleri olusturma

* Uzayda dogru ve diizlemler arasindaki iliskileri belirleme

amaciyla bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanma

Sekil 3.1. Ogrencilerde gelistirilmesi hedeflenen beceriler ile 12. sinif matematik
ogretim programu iligkisi (MEB, 2013, s.43).

Sekil 3.1’de yer alan Matematiksel Siire¢ Becerileri bashikli boliimiin Akl
Yiiriitme alt bashginda, 6grencilerde tiirev ve integralin sahip oldugu 6zelliklere iliskin
¢ikarimlarda bulunabilme becerilerinin gelistirilmesinin hedeflendigi ifade edilmistir.
Ogrencilerde bu becerilerin gelistirilmesi, analiz ¢alisma alaninda kritik yer tutan
kavramlarin anlamlandirilmas:1 ve analiz kavramlar arasinda gii¢lii ekolojik iligkiler
kurulmasi ile yakindan iliskilidir.

Tablonun Matematiksel Siire¢ Becerileri baslikli bolimiiniin Matematiksel

Iletigim alt baghginda ‘“Tiireve, integrale, ... 6zgii terim ve sembolleri matematiksel
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diistinceleri ifade etmede kullanma’’ ifadesine yer verildigi goriilmektedir. Bu ifade ile
limit, tlirev, integral almada veya siirekliligin incelenmesinde kullanilan notasyon veya
kavramlarin agiklanmasinin matematiksel diistincelerin ifade edilmesinde 6nemli bir rol
oynadigina isaret edilmektedir.

Sekil 3.1'deki tablonun Bilgi ve Iletisim Teknolojileri  béliimiinde
““Fonksiyonlarin tablo, grafik, cebirsel gosterimleri yardimiyla limit ve siireklilik
uygulamalar1 gergeklestirme’” ifadesi ile limit ve siireklilik konular1 ile ilgili
uygulamalarda niimerik, analitik ve cebirsel yaklasim kullanilmasinin 6ngorildiigii
anlasilmaktadir. Tablonun Bilgi ve [letisim Teknolojileri boliimiinde gecen *‘Bir
fonksiyonun grafigi {iizerinde biikeylik ve doniim noktalarin1 ve bu noktalarin
ozelliklerini inceleme’’ ifadesi ile tlirev 6gretiminde analitik yaklasimin kullanimina
isaret edilmektedir. Ayrica, ‘‘Fonksiyon grafigi ile x-ekseni arasinda kalan siirli alani
Riemann toplami yardimiyla belirleme’” ve ‘‘Fonksiyon grafigini tiirev yardimi ile
¢izme’’ ifadeleri ile analitik ve cebirsel yaklasim gibi farkli problem ¢6zme
yaklagimlarinin birlikte kullanimina isaret edilmektedir.

Ogretim programinda 12. smmf analiz konularinin yer aldigi Sayilar ve Cebir
O0grenme alani i¢in 6grencilerden beklenen davraniglar su sekilde siralanmistir:

e Tiirev kavramimi degisim orani ile agiklama, limiti tiirevi anlamada bir ara¢ olarak
kullanma, tiirevin geometrik yorumu ile maksimum minimum problemlerini
iligkilendirme, tiirevi kullanarak fonksiyonlarin grafiklerini ¢izme.

e Belirli integrali, egri altinda kalan alan ile iliskilendirme ve uygulamalar yapma, tiirevle

integral arasinda iligki kurma ve belirsiz integral hesaplamalar1 yapma (MEB, 2013, 5.43).

Bu agiklamalar 6gretim programinda analiz konularmin 6gretiminde nasil bir
yaklasimin benimsendigine yonelik énemli ipuglari igermektedir. Ik ciimlede gegen

“Tiirev kavramim1 degisim orani ile agiklama, limiti tiirevi anlamada bir ara¢ olarak

29

kullanma, ...”” ifadesinden, tiirev kavraminin degisim kavramindan hareketle limit

(X3

kavramindan yararlanilarak tanimlanacagi anlagilmaktadir. Ayrica, ‘... limiti tiirevi

anlamada bir ara¢ olarak kullanma’’ ifadesinden, 6gretim programinda limit kavramina
tirev kavraminin tanimlanmasinda kullanilmak {izere bir ara¢ olarak yer verildigi
anlasilmaktadir.

Ikinci ciimlede gegen ““Belirli integrali, egri altinda kalan alan ile iliskilendirme

29

ve uygulamalar yapma ... ifadesi ile integral kavramina belirli integral ile giris

yapilacag ve belirli integrale alan hesabinda kullanilan bir arag olarak ekolojik gorevler

3

verilecegi anlagilmaktadir. Ayrica “...tlirevin geometrik yorumu ile maksimum
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minimum problemlerini iligkilendirme’” ve “Belirli integrali, egri altinda kalan alan ile

29

iliskilendirme ve uygulamalar yapma, ...”" ifadeleri, 6gretim programinda analiz konu

ve kavramlarina birer problem ¢6zme araci olarak yer verilmesinin hedeflendigine isaret
etmektedir. Maksimum minimum problemleri ile tiirev kavraminin iliskilendirilmesi,
bu hedeflerin gergeklestirilmesinde matematiksel modellemenin ise kosuldugunu
gostermektedir.

Belirli integralin egri altinda kalan alan ile iligskilendirme yapilarak 6gretilebilmesi
icin cebirsel yaklasimin analitik yaklasim kullanilarak desteklenmesi gerekmektedir.
Ayrica climlede gecen “...tiirevle integral arasinda iligki kurma...”’ ifadesi ile 6gretim
programinda ters tiirev ile integral kavrami arasinda ekolojik iliski kurulacag:
goriilmektedir.

12. smif matematik 6gretim programi incelendiginde Sayilar ve Cebir 63renme
alan1 i¢in 0grencilerden beklenen davranislar ile analiz ¢alisma alanina iliskin kazanim
ve agiklamalarin biiyiik 6l¢lide uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Asagida limit, siireklilik, tiirev ve integral konularina yonelik bazi kazanim ve

aciklamalara yer verilmistir.
ID.12.1. Tiirev
ID.12.1.1. Limit ve Siireklilik
Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti, soldan limiti ve sagdan limiti kavramlarini tablo
ve grafik kullanarak érneklerle aciklar.
e Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilarak fonksiyonlarin tablo ve grafik
gosterimleri yardimiyla limit uygulamalari yaptirilir.
Bir fonksiyonun bir noktadaki siirekliligini ac¢iklar.
e Fonksiyon grafigi iizerinde siirekli ve siireksiz noktalar buldurulur.
e Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilarak fonksiyonlarin tablo ve grafik
gosterimleri yardimryla siireklilik uygulamalart yaptirilir (MEB, 2013, s.45).
iD.12.1.2. Tiirev
Fizik ve geometri modellerinden yararlanmilarak degisim orani1 kavramin aciklar
e Anlik degisim oran1 kavrami agiklanarak, anlik degisim oranina tiirev denildigi
belirtilir.
e Verilen bir fonksiyonun bir noktadaki tiirev degeri ile o noktadaki tegetinin egimi
arasindaki iligki incelenir.
Bir fonksiyonun bir noktada ve bir aralikta tiirevli olmasini inceler.
e Fonksiyonun tiirevli olmadig1 noktalarla grafigi arasinda iliski kurulur -
e Verilen bir fonksiyonun bir noktadaki teget ve normalinin denklemlerini bulur.

Maksimum ve minimum problemlerinin modellenmesi ve ¢éziimiinde tiirevi kullanir.
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Fonksiyonlarin grafigini ¢izerken tiirevi kullanir.
e Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilir (MEB, 2013, 5.46-47).
ID.12.2. integral
Bir fonksiyonun grafigi ile x-ekseni arasinda kalan sinirl bolgenin alanin1 Riemann
toplam yardimiyla tahmin eder.
Bir fonksiyonun grafigi altinda kalan alani veren fonksiyonun tiirevi ile grafigin
temsil ettigi fonksiyon arasindaki iliskiyi aciklar.
Belirli integrali modellemede ve problem ¢6zmede kullanir.
o Integral ile alan hesabi, dogrusal hareket problemleri vb. durumlar incelenir.
e Iki fonksiyonun grafikleri ve iki diisey dogru arasinda kalan sinirhi bolgeni
alanininbulunmast verilir .

e Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlamilir (MEB, 2013, 5.47-48).

Analiz konularmma yonelik kazanimlar incelendiginde, limit ve siireklilik
konularina tiirev konusu i¢inde yer verildigi goriilmektedir. Bu durum limit ve siireklilik
konularma tiirev kavramini agiklamada bir arag olarak yer verildigini gostermektedir.

Tiirev konusuna yonelik ilk kazanimin agiklamasinda yer alan “Anlik degisim
orani kavrami agiklanarak, anlik degisim oranina tiirev denildigi belirtilir.”” ifadesi tlirev

3

konusuna, 6grencilerden beklenen ...tlirev kavramimi degisim orami ile agiklama’’
davranigt ile uyumlu bir giris yapilmasimin 6ngérildiiginii gostermektedir. Tirev
konusuna yonelik ‘“Maksimum ve minimum problemlerinin modellenmesi ve
¢oziimiinde tiirevi kullanir (MEB, 2013, s.46-47).” kazanimi ve integral konusuna
yonelik kazanimlar degerlendirildiginde Ogretim programinda analiz konu ve
kavramlarina birer problem ¢6zme aract olarak yer verilmesinin Ongoriildiigiini
gostermektedir. Ayrica limit, siireklilik, tiirev ve integral konularma yonelik bazi
kazanimlarin agiklamalarinda bilgi ve iletisim teknolojilerinin kullanimina vurgu
yapilmasi, analiz 0gretiminde analitik teknik ve niimerik teknigin kullaniminin 6n
planda tutuldugunu gostermektedir.

Ogretim programmin genel amaclar, programm &grencilere kazandirmay:
hedefledigi matematiksel beceriler ve 12. smif ileri diizey matematik dersi 0gretim
programi analiz konularmin 6gretimi agisindan degerlendirildiginde analiz global sitinin
ingasina yonelik asagida siralanan sonuglarin 6n plana ¢iktig1 goriilmiisiir.

Ogretim programinda, 6grencilerin matematiksel diisiincelerini etkili bir bicimde
ifade edilebilmelerine, 6grencilerde matematiksel akil yiirlitme, problem ¢6zme,
matematiksel modelleme yapabilme, farkli stratejiler kullanarak kestirimlerde

bulunabilme becerilerinin gelistirilmesine 6nem verildigi belirtilmistir. Ogretim
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programinin ana hedeflerine ve programda benimsenen 6gretim dongiisiine uygun bir
yap1 olusturabilmesi i¢in analiz global sitinin problem ¢oziimlerinde (cebirsel, niimerik,
analitik yaklasim gibi) farkli yaklasimlara bir arada yer veren ve bu yaklasimlarin bir
arada kullanilmasia olanak saglayan c¢ok boyutlu ve dinamik bir yapi olusturacak
sekilde insa edilmesi gerekmektedir.

Ogrencilerin analiz konularina yonelik matematiksel iletisim becerilerini
gelistirebilmeleri i¢in olusturulacak global sitte analiz Ogretimine 0zgii kavramlara
dikkat cekilmesi ve bu kavramlarin farkli yaklagimlar yardimiyla agiklanmasina olanak
saglayan besleme-beslenme iliskilerine yer verilmesi biiyiik 6nem tasimaktadir.

Ogretim programinda limit kavramina tiirevi tanimlamada bir ara¢ olarak yer
verildigi ve tlirev kavrami ile integral kavrami arasinda ekolojik bag kurulmasina énem
verildigi goriilmiistiir. Ogretim programmin bu beklentilerinin karsilanabilmesi i¢in
analiz global sitinde limit ile tiirev ve tiirev ile integral kavramlari arasinda farkli
problem ¢6zme yaklasimlarinin bir arada kullanilmasina olanak saglayan bir ekolojik

yap1 olusturulmasi 6nem kazanmaktadir.
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DORDUNCU BOLUM
4. ANALIZ GLOBAL SITININ OLUSTURULMASI

Analiz global siti tarihsel, epistemolojik ve didaktik verilerden yararlanilarak ve
dgretim programinin yaklasimi goéz dniinde tutularak asama asama olusturulmustur. Ilk
asamada, analiz caligma alan1 ile ilgili genel bilgilere yer verilmis ve “Analiz temel
olarak ne ile ilgilenir?”’ sorusuna yanit aranarak global sitin temel nesnesi
belirlenmistir. Bir sonraki asamada temel nesnenin incelenmesinde kullanilan sitin
temel araglar belirlenmistir. Daha sonra, temel aracglarin kullanimina islevsellik katan
global sitin teknikleri belirlenmistir. Sonraki asamalarda, teknikler ile ekolojik iligkisi
olan nesneler kavram — 1, kavram — 2 ve kavram — 3 olmak {izere hiyerarsik {ii¢
kategoriye ayrilmis ve bu nesneler arasindaki ekolojik iliskilere yer verilmistir. Son
asamada, kavram — 3 nesneleri ile ekolojik iliskileri olan ¢alisma alanlar1 belirlenerek

analiz global siti ingas1 tamamlanmistir.

4.1. Analiz Calisma Alam

Analizin kokeni milat dncesine, Yunanlilarin uzunluk, alan ve tegetlerle ilgili
caligmalarina dayanir. Bu donemlerde Zenon, giiniimiizde limit kavramiyla agiklanan
bazi paradokslar ortaya atmistir (Dénmez, 2002). Bu paradokslar Newton (1642-1677)
ve Leibniz (1646-1716)’1n limit ve tiirev kavramini formel tanima kavusturmalari ile
birlikte ancak 17. yiizyilda agikliga kavusmustur. Yine milattan 6nceki donemlerde
diizglin cokgenlerin c¢evre ve alan bilgisine dayanilarak gelistirilen yontemler ile
dairelerin ¢evre ve alanlarini hesaplamaya yonelik caligmalar yapilmistir (Donmez,
2002). Bir paraboliin dogru etrafinda dondiiriilmesi ile olusan cismin hacminin
hesaplanmasi, bir kiirenin ylizey alan1 ve hacminin bulunmasina yonelik ¢aligmalar da
yine milattan Oncesine dayanir (Yavuz, 2013). Milattan 6nce yapilan biitiin bu
caligmalar, gliniimiizde analizin ¢alisma alanina girmekte ve limit, siireklilik, tiirev veya
integral kavramlari ile agiklanabilmektedir.

1637'de Descartes (1596-1650) ve Fermat (1601-1665)’mn analitik geometriyi
kesfetmesi ile limit, tiirev ve integral hesaplamalarinda analitik yontemlerin kullanimi
agirlik kazanmis ve bu sayede matematiksel analiz ¢ag atlamistir. Bu donemde Cavalieri
(1598-1647) bolinmezler yontemi adi verilen yontemi gelistirmistir. Cavalieri bu

yontemi kullanarak bir cismin ya da bir ylizeyin biiylikliiglinlin, bir dizi diizlem ya da
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dogrunun toplanmasi suretiyle elde edilebilecegini gostermis ve bu sayede kendisinden
sonra gelen matematikgilere integral hesabi yapmalari i¢in Onciiliik etmistir (Dénmez,
2002; Cajori, 2014).

Analizde ortaya c¢ikan cigir agict gelismeler Newton’un fizik, Leibniz’in ise
geometri alaninda yapmis oldugu calismalar ile 17. yiizyilda baglamistir. Newton, hizi
stirekli degisen hareketli cisimlerin belli bir andaki hizlarinin ne oldugu, belirli bir
zaman araliginda ne kadar yol aldig1 gibi problemlerle ilgilenirken; Leibniz, geometrik
sekillerin analizinin daha sistematik bir bigimde nasil yapilabilecegi sorusuna yanit
aramistir. Newton ve Leibniz aynm1 donemde birbirlerinden bagimsiz olarak bu
calismalar1 yaparken sonsuz kiiciik adi verilen kavrama ihtiya¢ duymuslardir. Newton
¢ok kiiglik olan bu sayilara degisen — kararsiz (fluxions) adini vermis, sonsuz
kiigiiklerden yararlanarak tiirevi tanimlamis ve tiirev problemleri ile ilgilenmistir. Bir
egriye cizilen tegetin egimini hesaplama problemini de ilk defa Newton ¢ozmiistiir.
Leibniz ise sonsuz kiiciikleri giiniimiizde de kullanilan diferansiyel kelimesi ile
adlandirmistir. Leibniz’da Newton’in c¢aligmalarina benzer ¢alismalar yapmis ve tiirevi
diferansiyel kavramindan yararlanarak tanimlamistir (Arslan ve Celik, 2013; Cetinkaya,
Erbas ve Alacaci, 2013; Cajori, 2014).

Limitin ¢—¢6 tanmim ilk defa 1821 yilinda Cauchy (1789-1857)’nin Cours
d’Analyse adli eserinde yapilmistir. Cauchy bu eserinde limitin bugiinkii modern
tanimini informel olarak vermistir. Fakat Cauchy’nin bu tanimi, genel olmamasi ve
gerekli formel bilgileri igermemesi nedeniyle eksik bulunmustur. Weierstrass (1815-
1897)’mn 1841 yilinda limitin glinimiizde de kullanilan &£—-¢J tanimimi yapmasi ile bu
eksiklikler giderilmis ve sonsuz kiigiiklerle ilgili belirsizlikler biiylik 6lgiide ortadan
kaldirilmistir (Stein and Barcellos, 2007). Newton ve Leibniz’in yaptiklan tiirev
tanimlarinin saglam bir temele oturtulmasi i¢in Weierstrass’in yaptig1 bu tanimina
ithtiyac duyulmus‘[ur.3

Matematiksel analizin tarihsel gelisimi boyunca yapilan ¢alismalart limit kavrami
lizerine inga edilen diferansiyel ve integral analiz olmak {izere iki ana baglik altinda
degerlendirmek miimkiindiir. Diferansiyel analiz {izerine yapilan ¢aligmalarda limit ve
tirev kavramlarindan yararlanilarak fonksiyonlardaki degisimin belirlenmesi ile
ilgilenilmistir (Cajori, 2014). Newton ve Leibniz’in bir hareketlinin belirli bir andaki

hizim1 belirlemeye veya bir fonksiyondaki degisimi hesaplamaya yonelik ¢alismalarini

3 Analizin tarihsel gelisimine iliskin daha detayl bilgi igin EK-2 incelenebilir.
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bu kapsamda degerlendirmek miimkiindiir. Glinlimiizde 1s1 ile genlesen bir cismin belirli
bir anda alan veya hacminde meydana gelen degisimin hesaplanmasi, astronomide
gezegenlerin ve uydularin yoriingelerinin belirlenmesi, balistikte bir merminin
izleyecegi yolun hesaplanmasi iizerine yapilan ¢alismalar da yine diferansiyel analiz
calisma alani igerisinde degelendirilebilir.

Integral analizin temelinde ise limit ve integral kavramlari yer alir. Eski Yunanl
matematikgilerin dairenin alanin1 hesaplamak i¢in yaptiklar1 ¢aligmalar integral analizin
c¢ikis noktasi olarak kabul edilir (Dénmez, 2002). 17. yiizyilda analitik geometrinin icad1
ile birlikte integral analiz problemlerinin  ¢6ziimiinde cebirsel ve geometrik
yaklasimlarin bir arada kullanilmasina imkan saglanmistir. Newton’in 1665 yilinda bu
yaklagimlar1 bir arada kullanarak bir egrinin altinda kalan alanin tiirevin tersi alinarak
hesaplanabilecegini kanitlamasi ile birlikte integral analizdeki gelismeler hizlanmistir.
Newton’in analizin temel teoremini aciklamasi integral alma kurallarinin
gelistirilmesini saglayarak integral hesabinda cebirsel yaklasimin yaygin bir bigimde
kullanilmasinin éniinii agmistir. Integral analizin gelisimine yonelik atilan diger énemli
adim Cauchy’nin kendisine ait limit ve siireklilik tanimlarindan yararlanarak belirli
integrali tanimlamasi olmustur. Belirli integralin bu tanimi Riemann'in (1826-1866)
1854' te yapmis oldugu kiiclik degisikliklerle bugiinkii halini almigtir (Dénmez, 2002;
Yavuz, 2013). 19. ylzyilin ilk yarisina kadar integral daha ¢ok tiirevin tersi olarak
anlasilmis ve hesaplamalar buna gore yapilmistir. Bu durum sadece siirekli fonksiyonlar
icin dogru iken Riemann integrallenebilirlik kavramai ile bu kisitl diisiincenin asilmasini
saglamistir. Boylelikle belirli integral tiirevden bagimsiz bir temele oturtularak, integral
analizin diferansiyel analize olan bagimliliginin o6niine gecilmistir (Cajori, 2014).
Integral analiz tarihsel gelisimi boyunca, alanlari veya hacimleri belirli bir formiil
kullanilarak ifade edilemeyen geometrik nesnelerin alan, hacim veya agirliklarinin
bulunmasi; bir olaym ger¢eklesme olasiliginin belirlenmesi; egrilerin uzunluklarinin
bulunmasi gibi pek ¢cok problemin ¢éziimiinde kullanilmistir.

Sonug olarak, tarihsel ve epistemolojik veriler analiz ¢alisma alaninin iki ana kola
ayrildigin1 gostermektedir. Global sitte bu veriler goz oniinde tutularak analiz ¢aligma

alan1 diferansiyel ve integral analiz olmak {izere iki kola ayr11m1§t1r4.

4 Tez calismasinda “’analiz’’ ¢alisma alam ile, geleneksel matematikte *’kalkiiliis’* kelimesi ile
ifade edilen ¢aligma alam kastedilmektedir.
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4.2. Global Sitin Temel Nesnesi

Fizikte, bir hareketlinin belirli bir andaki hizinin veya ivmesinin bulunmasi;
matematikte bir fonksiyonun tanimli oldugu deger araligindaki davraniginin
incelenmesi, (varsa) alabilecegi en biliylik veya en kiiglik say1 degerlerinin bulunmasi,
donlim noktalarinin, artan veya azalan ya da konveks veya konkav oldugu araliklarin
belirlenmesi gibi bir¢ok farkli durum fonksiyonlardaki degisim ile ilgilidir. Diferansiyel
analizin ¢aligma alanina giren biitlin bu inceleme ve hesaplamalar tiirev islemi yapilarak
gerceklestirilir. Tiirev ise fonksiyonlardaki degisim oranlarmin limitleri alinarak
bulunur. Ciinkii; diferansiyel analiz her ikisi de neredeyse sifir olan degisimlerin
oranina dayanir (Arslan ve Celik, 2013). Bu durum, diferansiyel analizin reel
sayilardaki degisimlerle ilgilendigini gostermektedir.

Integral analizde, limit ve integral kavramlar1 yardimiyla bir fonksiyonun
davranigsindan hareketle baska bir fonksiyonda olusan degisim belirlenir. Hiz zaman
fonksiyonu verilen bir hareketlinin belirli bir zaman aralig: siiresince katettigi yolun
bulunmasi bu duruma 6rnek olarak gosterilebilir.

Sekil 4.1°de bir hareketlinin hiz zaman grafigi verilmistir.

v (Hiz)

F 3

n/ v=[©

* >t (Zaman)
t=a f:b

Sekil 4.1. Bir hareketlinin hiz-zaman grafigi
Hareketlinin [a,b] zaman araliginda aldigt yol, fonksiyonun koordinat

diizleminde ¢izilen grafigi ile t ekseni arasinda kalan, t=a ve t=Db dogrulan ile

sinirlandirilmis olan tarali bolgenin alanina esittir. Bu alan degeri [a,b] zaman
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araliginin At ile ifade edilen kii¢iik zaman araliklarina boliinmesi ile elde edilen

birikimli toplam yardimiyla su sekilde bulunur:

[a,b] araliginda siirekli bir f (t) fonksiyonu i¢in, [a,b] nin bir,
a=t, <t <..<t <t =b (4.1)

boliintiisiinde, her i ’inci kesitte rastgele segilen bir t, noktasi i¢in olusturulan,

F6 1)+ PG -+t TG, ~4) =2 FE)6 ) =D FR)AL (42)

toplamina Rimann toplami ad1 verilir.
Sekil 4.1°de gosterilen tarali alan, Riemann toplamindaki boliintii sayist olan

N’nin sonsuza gotiiriilmesine bagli olarak boliintii uzunluklari olan At ’lerin sifira

yakinsamasi sonucunda elde edilen alanlar toplaminin limiti alinarak,

At—0

lim zl f(t)At, (4.3)

seklinde bulunur. Bu deger aym1 zamanda f(t) fonksiyonunun b’den a’ya belirli
integraline esittir (Akkog¢ ve Kurt, 2013).

Yukarida yapilan alan hesabi integralin temel fikrinin, hesaplanacak biiyiikliikleri
kiigiik pargalara boliip her parcanin biytikliige katkisini toplayarak biytikligi tam
olarak hesaplayabilmeye dayandigin1 gostermektedir. Kiigiik parcalarin sayisi arttikca,
parcalarin bir araya gelmesiyle elde edilen toplam biiyiiklik de degismektedir.
Nihayetinde parga sayisit sonsuza giderken elde edilen toplam biiyiikliik gercek alan
degerine esitlenmektedir. Elde edilen biiytikliiklerin parca sayisina bagh olarak degistigi
diistintildiiglinde, diferansiyel hesapta da oldugu gibi, integral hesabin temelinde
degisim nesnesinin oldugu goriiliir.

Tillmann (Tillmann’dan aktaran Osman, 2017) analizin insanliga hesaplamay1 iy1
bir sekilde kullanma olanagimi sundugunu, gezegenlerin hareketleri sonucunda ortaya
cikan degisimden, ekonomik degisime ve iklim degisimine varincaya kadar degisimi
anlamamiz1 sagladigini belirtmistir. Elde edilen veriler, Tillmann’in da ifade etmis
oldugu gibi, matematiksel analizin temelinde degisim kavraminin oldugunu gostermis
ve boylelikle analiz global sitinin temel nesnesi degisim olarak belirlenmistir.

Sekil 4.2°de analiz ¢alisma alani ve global sitin temel nesnesi verilmistir.
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Sekil 4.2. Analiz ¢calisma alani ve global sitin temel nesnesi

4.3. Global Sitin Temel Araclar:

Bu boéliimde tarihsel ve epistemolojik verilerden yararlanilarak analiz ¢alisma
alaninda  degisimlerin incelenmesinde hangi kavramlara ihtiya¢ duyuldugu
degerlendirilmis ve bu kavramlar limit ve stireklilik, tiirev, integral olarak belirlenmistir.
Klasik bir Kalkiiliis kitabini inceledigimizde analizin temel kavramlar1 olarak
nitelendirebilecegimiz bu kavramlar, sit kavrami cergevesinde degisimleri incelemek
i¢in birer arag olarak diisiiniildiigiinden, analizin temel kavramlar: yerine analizin temel

arag¢lari olarak adlandirilmasinin daha uygun olacagina karar verilmistir.

4.3.1. Limit ve sureklilik

Limit kavramimin tarihsel gecmisi milattan once 450°li yillarda yasadigi
diisiiniilen Zenon’a kadar dayanir. Zenon’un giiniimiizde limit kavrami ile ifade
edilebilen meshur paradokslarindan biri ok paradoksudur. Bu paradoksta bir okun
atildiginda hedefe varabilmesi icin Oncelikle hedefle kendisi arasindaki uzakligin orta
noktasmma varmasi gerektigi, orta noktaya varabilmesi i¢in kendisi ile orta noktanin
ortasindaki noktaya (yani 2. orta nokta) varmasi gerektigi belirtilmekte ve bu sekilde
sonsuz kez yarilamaya devam edildigi taktirde okun hareketsiz kalacagi sonucuna
varilmaktadir. Bagka bir ifade ile okun varmas1 gereken noktadaki degisime gore almis
oldugu yolun da degiserek sifira yaklagsmasi s6z konusudur. Zenon’un bu paradoksu,
reel sayilardaki degisimin incelenmesinde limit kavraminin bir ara¢ olarak

kullanilabilecegine isaret etmektedir.

Tarihsel gelisim siirecinde limit kavrami, giliniimiizde integral veya tiirev alma
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islemleri yapilarak ¢oziilebilen birgok problemin ¢oziimiinde de devreye girmistir.
Omegin, eski Yunanli matematikciler milattan onceki dénemlerde alan hesabinda
tilkketme yontemini kullanarak giiniimiizde integral hesabi yapilarak bulunabilen alan
hesaplamalar1 yapmislardir (Dénmez, 2002). Bu yonteme gore bir dairenin alani
hesaplanirken, dairenin igine kdse noktalar1 daire iizerinde olacak sekilde diizgiin
cokgenler cizilmistir. Diizglin ¢okgenlerin kenar sayilari arttik¢a alanlarmin da
degiserek dairenin alan degerine yaklasacagi fikrinden hareketle dairenin alan1 tahmin
edilmistir. Bu tiir hesaplamalar giliniimiizde limit alma islemi yapilarak
gerceklestirilmektedir. Bu durum limit kavraminin reel sayilardaki degisimin
incelenmesinde arag olarak kullanildigini géstermektedir.

Newton hiz1 siirekli degisen hareketli bir cismin belli bir andaki hizin1 hesaplama
problemini c¢ozerken, ortalama hizdan anhik hiza gegisi yine limit kavramindan

yararlanarak ifade etmistir (Donmez, 2002; Cajori, 2014). Buna gore, f(t) konum-

zaman fonksiyonuna sahip bir hareketlinin  [t), t] aralifindaki ortalama hizi

f () - ()

= olmak iizere bu hareketlinin anlik hizi limit hesab1 yapilarak,
)

t—t, t— tO

(4.4)

olarak bulunur. Bu ifade, bir hareketlinin anlik hizinin belirlemesinde limit kavraminin
bir hesaplama araci olarak kullanildigin1 gostermektedir.

Diferansiyel ve integral analizin gelisimine yonelik tarihsel ve epistemolojik
veriler dikkate alinarak limit, analiz global sitinin temel araci olarak belirlenmistir.

Siireklilik, limite bagl olarak agiklanan bir kavramdir (Detayli bilgi Limitin
stireklilik ile ekolojik iligkisi bashi@ altinda verilmistir). Bir fonksiyonun bir noktada
stirekliligi incelenirken, limit temel araci kullanilarak bagimsiz degiskendeki degisime
bagl olarak fonksiyonda ortaya ¢ikan degisimin siireklilik icin gerekli olan sartlari
saglayip saglamadig1 degerlendirilir. Bu durum limit kavrami gibi siireklilik kavraminin
da fonksiyonlardaki degisimlerin incelenmesinde bir arag olarak kullanildigini
gostermektedir. Degisimin incelenmesindeki rolii dikkate alinarak siireklilik, analiz

global sitinin bir diger temel arac1 olarak belirlenmistir.
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4.3.2. Tiirev

Tirev kavramina yonelik fikirlerin ilk kez ortaya atilmasi, polinom fonksiyonlarin
maksimum degerlerini bulma baglaminda ortaya ¢ikmigtir. Sonrasinda, Fermat ve
cagdaslan tiirev kavramini egrilerde tegetin egimi anlaminda kullanmislardir. Beaune
(1601, 1652) bir egrinin 6zelliklerinin, o egriye teget olan dogrunun tanjantindan elde
edilebilecegini gorebilen oncli matematik¢ilerden biri olmustur (Cetinkaya, Erbas ve
Alacaci, 2013; Cajori, 2014). Bu c¢alismalardan, polinom fonksiyonun alabilecegi en
biiyiik degerin belirlenmesi, fonksiyonun goriintli degerlerindeki degisimin incelenmesi
ile iliskiliyken; tiirevin egrilerdeki teget ile iliskilendirilmesi, bagimli degiskendeki
degisim ile bagimsiz degiskendeki degisimin karsilagtirilmasi ile ilgilidir.

Fizik alaninda calisan bilim insanlari, hiz1 siirekli degisen hareketli cisimlerin
belirli bir andaki hizlarinin ne oldugu, belirli bir zaman araliginda ne kadar yol aldig
gibi problemlerde ilgilenmislerdir. Matematik alaninda calisan bilim insanlar1 ise
fonksiyonlardaki degisimlerin nasil incelenebilecegi ve fonksiyon grafiklerinin
sistematik bir sekilde nasil analiz edilebilecegi gibi sorulara cevap aramislardir. Bu
sorulara cevap verilebilmesine yardimci olacak sistematik yaklagimlarin temeli Newton
ve Leibniz’in ¢aligmalart ile birlikte atilmistir (Cetinkaya, Erbas ve Alacaci, 2013).
Newton ve Leibniz fonksiyonlardaki degisimlerin incelenmesinde tiirev kavramina
thtiya¢c duymus ve bu kavrami tanimlamislardir. Tarihsel ve epistemolojik veriler, tiirev
fikrinin ortaya atilmasinda ve gelistirilmesinde reel sayilar ve fonksiyonlardaki
degisimin incelenmesi ihtiyacinin etkili oldugunu gostermektedir.

Tiirev kavrami; anlik degisim orani, ortalama degisim oranlarinin limiti, bir
fonksiyonun tanimli oldugu bir noktasindaki tegetinin egimi gibi ifadeler kullanilarak
tanimlanmaktadir. Bu ifadelerden tiirev kavraminin fonksiyonlardaki degisimler ile
yakindan iligkili oldugu goriilmektedir. Tiirevi tanimlamada kullanilan anlik degisim
orani, ortalama degisim oranlarimin limiti gibi ifadelerin ne anlama geldiginin
anlasilabilmesi i¢in Oncelikle ortalama degisimin ne oldugu lizerinde durulmasi gerekir.
Ortalama degisim ve anlik degisimin nasil hesaplandign Ornek 4.1. iizerinde
aciklanmustir.

Ornek 4.1. Baslangigta 50 bakteri bulunan ve t saniyelik siire sonundaki bakteri
sayst f(t) =2t®+3t* —t +50 fonksiyonu ile belirlenen bir kiiltiir i¢in

a) 3 — 5. saniyeler arasinda bakteri sayisindaki ortalama degisimi hesaplama,

b) 5.saniyede bakteri sayisindaki anlik degisimi bulma.
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Coziim a) 3 — 5. saniyeler arasinda bakteri sayisindaki ortalama degisimin
bulunabilmesi i¢in bu zaman diliminde bakteri sayisindaki degisimin bulunmasi gerekir.

Buna gore, 3. saniyede kiiltiirde bulunan bakteri sayisi,

t=3icin f(3)=2.3"+3.3"-3+50=128 (4.5)
olarak bulunur. 5. saniyede kiiltiirde bulunan bakteri sayisi ise,

t=5 icin f(5)=25"+3.5°-5+50=370 (4.6)

olur. 2 saniyelik siirede bakteri sayisindaki degisim |370 —128| = 242 °dir. Bakteri

242
sayisindaki ortalama degisim ise K3 =121 olarak bulunur.

Coziilen ornekte ortalama degisimin nasil hesaplandig1 goriilmektedir. Fakat tiirev
hesab1 ortalama degisimden ziyade anlik degisim ile ilgilidir. Anlik degisimin
hesaplanabilmesi i¢in ortalama degisim oraninin limiti alinir.

b) 5.saniyede bakteri sayisindaki anlik degisimin hesaplanabilmesi igin limit
kavramindan yararlanilarak, zaman araligi 5.saniyeye giderek yaklasacak sekilde
daraltilirken ortalamadaki degisimin hangi reel sayiya yaklastiginin belirlenmesi

gerekir. Elde edilecek sonug ayni zamanda f (t) fonksiyonunun t=5 igin tiirevidir ve

limit temel aracindan yararlanilarak,

t—>5

ey i 1= F)
f'(5) = lim - (4.7)

seklinde ifade edilir. Limit alma islemi yapildiginda sonug,

fO-fE _ (2t3+3t2—t+50)—370_"m 213 +3t2 ~t 320
t_ t—5 t_5 t—5 t_5 (4. 8)

_ 2
_im U@ A13+64) b o 13 ga—179

t—5 t-5 t—5

f'(5) = lim

t—5

olarak bulunur.

Ornek 4.1°de yapilan islemler, fonksiyonlardaki degisimin incelenmesinde tiirev
kavramina bir hesaplama araci olarak ihtiya¢ duyuldugunu gdstermektedir. Sonug
olarak, tarihsel ve epistemolojik veriler 1s18inda tiirev nesnesi analiz global sitinin bir

diger temel araci olarak belirlenmistir.
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4.3.3. Integral

Integral kavraminin ortaya cikis1t tiirev kavraminin ortaya cikisindan eskiye
dayanir. Bunun Onemli nedenlerinden biri, alan ve hacim hesaplamalarinin hiz
hesaplamalarindan daha ©once Onem kazanmis olmasidir. Alan hesaplamalarinda
geometrik yaklagim ve grafiklerin kullanimi integral kavraminin ortaya c¢ikmasini
hizlandirmis ve bu yaklasimlar integral hesabinin temelini olusturmustur (Yavuz, 2013).
Integralin istatistik, mekanik, fizik ve hatta astronomi gibi farkli alanlarda kullanilmasi
bu alanlarda arastirma yapan matematikgiler i¢in bir motivasyon kaynagi haline
gelmistir.

Tarihsel veriler incelendiginde, integralin gelisim siirecinin iic doneme ayrildigi
goriiliir (Bkz. EK-2). Ilk dénemin baslangici milattan dncesine dayanir. Bu dénemde
tiketme yontemi kullanilarak geometrik sekillerin alanlart ve hacimleri bulunmaya
calisgilmistir. Antiphon, Eudoxus, Bryson ve Archimedes tiikketme yontemini kullanan
donemin o&nde gelen matematikgcilerinden bazilaridir. Integralin gelisim siirecinin
2.déneminin 17. yiizyihn ilk yarisinda basladigi kabul edilir. Kepler (1571-1630),
Cavalieri, Roberval (1602-1675), Torichelli (1608-1647), Pascal (1623-1662) ve
Barrow (1630-1677) integralde 2. dénemin 6nde gelen matematikgilerindendir. Bu
dénemde boliinmezler yontemi kullanilarak bir egrinin altinda kalan siirli bélgenin
alan1 hesaplanmistir. Bu yaklasima gore bir cismin yiizeyi dikdortgenlere bolinmekte
ve cismin ylizey alam1 dikddrtgenlerin alanlarinin toplaminin limiti gibi diisiiniilerek
hesaplanmaktadir (Donmez, 2002; Cajori, 2014). Gerek tiiketme, gerekse boliinmezler
yonteminde geometrik nesnelerin alan veya hacimleri sentetik geometri bilgisi temelli
bir yaklasim ile hesaplandigi i¢in bu yontemleri kullanan matematik¢iler Riemann
toplam1 yardimi ile yapilan integral hesabinin Onciileri olarak degerlendirilebilir.
Integralin tarihsel gelisim siirecinin ilk iki doneminde kullanilan yéntemler zaman alic
olmalarinin yani sira, geometrik nesnelerin alan veya hacimlerinin hesaplanmasinda
kullanilabilecek genel bir yaklasim niteliginde degildir. Ornegin, tiikketme yontemi
kullanilarak diizglin c¢okgenler yardimi ile bir dairenin alam1 tahmin edilebilirken,
koordinat diizleminde grafigi cizilen herhangi bir fonksiyonun eksenler ile arasinda
kalan kapali bir bolgenin alaninin hesaplanmasi miimkiin degildir. Bu durum,
geometrik sekillerin alanlarinin hesaplanmasinda hizli ve sistematik ¢oziimler saglayan

bir yaklasima ihtiya¢ duyuldugunu gostermektedir. Bu donemlerde integral kavrami

53



tanimlanmadig1 ve integral alma kurallar1 ortaya konulamadigi i¢in, tilketme yontemi ve
boliinmezler yontemi gibi yaklasimlar birer problem ¢dzme araci olarak kullanilmigtir.

Integralde 3. dénem 17. yiizyllda Newton’un yaptig1 calismalarla baslar. Bugiin
bildigimiz integral kavrami ve analizin temel teoremi 1665 yilinda Newton tarafindan
ortaya konulmustur. Newton 1687 yilinda yayimlanan Principia adli kitabinda integral
alma ile ilgili baz1 6zellikleri (bunlar arasinda toplam seklinde verilen fonksiyonlarin
integrallerini ayr1 ayr1 integralleri alinarak toplama, bazi iistel fonksiyonlarin integralleri
ile ilgili kurallar bulunmaktadir.) agik bir sekilde genellestirerek ifade etmistir (Yavuz,
2013). Newton’a kadarki tarihsel siiregte integral hesaplamalarinda genellikle geometrik
yaklasimlarin kullamildigi gériiliir (Bkz. EK-2). Integral kavraminin ve integral alma
kurallarinin ortaya konulmas: ile birlikte cebirsel yaklasim kullanilarak bir¢ok analiz
problemi i¢in hizli ve genellenebilir ¢éziimlerin yapilmasina olanak saglanmistir. Bu
durum integral kavraminin, analiz problemlerinin ¢6zliimiinde hizli ve etkili ¢oziimler
saglayan bir ara¢ olarak kullanildigini gostermektedir. Giiniimiizde belirli integral
taniminin Riemann toplami yardimi1 1ile yapiliyor olmasina karsilik, analiz
problemlerinin ¢6ziimiinde Riemann toplam1 kullanmak yerine integral alma isleminin
tercih ediliyor olmasi bu durumun agik bir gostergesidir.

Integral analizin tarihsel gelisimine yonelik verilerden ve epistemolojik verilerden
yararlanilarak integral kavrami analiz global sitinin temel araglarindan biri olarak

belirlenmistir.

4.4. Temel Araclar Arasindaki Ekolojik Tliskiler

Bu boéliimde tarihsel ve epistemolojik verilerden yararlanilarak global sitin limit,
stireklilik, tiirev ve integral temel araglari arasindaki ekolojik iliskiler ortaya

konulmustur.

4.4.1. Limitin diger temel araclar ile ekolojik iliskileri

Bir fonksiyonun tanim kiimesindeki bir nokta i¢in siirekliligi o noktanin
ozelligine gore limit alinarak incelenir. Siirekliligin incelendigi nokta fonksiyonun bir i¢
noktasi ise fonksiyonun bu noktada cift tarafli limitine, bir u¢ noktas: ise tek tarafli
limitine bakilir. Sekil 4.3’te verilen fonksiyon grafiginde bu iki durumu orneklendiren

noktalara yer verilmistir.
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Iki Tarafli
~Sirekliti  Soldan
. Siireklilik

Sagdan
Stireklilik,

1
1
L y= (0
:
1

1
1
1
1
a b C

Sekil 4.3. Bir fonksiyonun herhangi bir i¢ noktasinda ve u¢ noktalarindaki stirekliligi

Tamim (I¢ nokta siirekliligi): Bir y = f (x) fonksiyonu asagidaki kosulda tanim

kiimesinin bir i¢ noktas1 olan b ’de siireklidir.
Iirp f(x)= “T f(X):Iirp f(x)= f(b) 4.9)

Tanimm (U¢ nokta siirekliligi): Bir y= f(x) fonksiyonu (4. 9) ile ifade edilen
kosullarda tanim kiimesinin sirasiyla sol u¢ noktasi olan a’da veya sag u¢ noktasi olan

¢ ’de sureklidir.

lim f(x)="f(@) veya lim f(x)=1f(c) (4. 10)

Stireklilik tanimlar1 degerlendirildiginde; bir fonksiyonun tanimli oldugu bir
noktadaki stirekliligine bu noktadaki limitine bagli olarak karar verildigi goriiliir. Bu
durum global sitin siireklilik temel aracinin limit temel aracindan beslendigi
gostermektedir.

Tiirev kavraminin giiniimiizde kullandigimiz tanima yakin tanimi 19. yilizyilin ilk
yarisina dayanir. Bu yillarda Cauchy bir f fonksiyonunun tiirevini, “... limitin oldugu

f(x+1)—f(x)
i

durumlarda I_irg limitine esittir ve f' ile gosterilir.”” seklinde ifade
i—

etmistir (Cauchy’den aktaran Arslan ve Celik, 2013). Tirev tanimindan; bir
fonksiyonun belirli bir noktada tiirevli olabilmesi i¢in bu noktada limitli olmasinin bir
on sart oldugu anlasilmaktadir. Bu durum, tiirevin ekolojisinde limitin hayati bir yere
sahip oldugu ve tiirev kavraminin limit kavrami tizerine insa edildigini gostermektedir.
Ogretim programinda limite tiirevin anlasilmasinda bir arag olarak yer veriliyor olmasi

(Bkz. Sekil 3.1) limit ile tiirev arasindaki besleme-beslenme iliskisi ile ortiismektedir.
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Integral matematik ve bilim i¢in Snemli olan biiyiikliikleri tanimlamak ve
hesaplamakta kullanilan 6nemli bir ekolojik aractir. Belirli integrali tam ve dogru bir
sekilde tanimlayabilmenin yolu sonlu toplamlar olusturup, bu sonlu toplamlarin limitini

almaktan gecer.

Sekil 4.4. y = f (x) fonksiyon egrisi, X=a, Xx=b dogrulari ve X ekseni arasinda

kalan bélge

Sekil 4.4’te, f fonksiyon egrisi, X=a, Xx=b dogrular1 ve X ekseni arasinda

kalan bolgenin alaninin sonlu toplamlar yardimiyla bulunabilmesi i¢in taban uzunluklari
esit olacak sekilde N tane dikdortgene bolinmiistir. Sekle gore, elde edilecek her bir

dikdortgenin taban uzunlugu,

vk e{L2,...n} icin Axk:bLna (4.11)

esitligi ile ifade edilir.
Sekil 4.4’te koyu renkte taranan dikdortgenlere alt dikdortgenler denir. Alt
dikdortgenlerin her birinin dikey kenar uzunlugu,

vke{1,2,...,n} icin f(x_) (4.12)

ile ifade edilir. Bu dikdortgenlerin {izerine agik renkte taranan dikdortgenlerin
eklenmesi ile olusan dikdodrtgenlere iist dikdortgenler denir. Ust dikddrtgenlerin her

birinin dikey kenar uzunlugu,

vke{l,2,..,n} icin  f(x) (4. 13)
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ile ifade edilir. Dikdortgenlerin alanlar1 toplandiginda; alt dikdortgenlerin alanlari
toplami1 gergek alan degerinden daha kiiciik, iist dikdortgenlerin alanlari toplami ise
gercek alan degerinden daha biiyiik olacaktir. Kapali bolgenin alaninin daha dogru
tahmin edilebilmesi i¢in her bir dikdortgenin dikey kenar uzunlugu; alt dikdortgenlerin
dikey kenar uzunluklar ile iist dikdorgenlerin dikey kenar uzunluklarinin aritmetik
ortalamas1 alinarak,

vke{L2,...n} igin f[xkl—;xk) (4. 14)

seklinde bulunur. Buna gore elde edilen dikdortgenlerin alanlari,
vke{l,2..,n} icin f (XH—ZJFXK)AXK (4. 15)

olarak ifade edilir. Bu dikdortgenlerin alanlari toplami1 Riemann toplamu ile,

R =Y (X“; % J AX, (4. 16)

k=1
seklinde ifade edilir. Elde edilen bu tahmin degerinin ger¢ek alan degerine esit
olabilmesi icin dikdortgenlerin sonsuz sayida olmasi gerekir. Bu noktada limit kavrami
devreye girer. Buna gore gergek alan degeri sonlu toplamlar limitinden yararlanilarak,

lim R =lim > f (Xk‘l—;)(k]Axk (4. 17)
k=1

n—oo n—oo

esitligi ile bulunur. Bu esitlik ayn1 zamanda f (x) fonksiyonunun b ’den a’ya belirli
integralidir. Buna gore f fonksiyon egrisi, X=a, Xx=b dogrular1 ve X ekseni arasinda

kalan bolgenin alan,

n—oo

n b
lim > f (Xkl—;ijAXk = [ £ (0dx (4.18)
k=1 2

olarak bulunur. Alan hesab1 i¢in yapilan islemler integralin gerisinde limit kavraminin
var oldugunu gostermektedir. (Yavuz, 2013; Thomas, Weir and Hass, 2015).

Tarihsel ve epistemolojik veriler degerlendirildiginde, global sitin temel
araglarindan biri olarak belirlenen limitin; siireklilik, tiirev ve integralin temelini
olusturdugu anlasilmaktadir. Bu hususa vurgu yapmak amaciyla global sit diyagraminda

limit nesnesi diger temel nesnelerin oniine yerlestirilmistir.
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4.4.2. Siirekliligin diger temel araclar ile ekolojik iliskileri
Stirekliligin limit ile ekolojik iliskisine dnceki boliimde yer verildigi i¢in bu
boliimde sadace siirekliligin tiirev ve integral ile ekolojik iliskisi tizerinde durulmustur.
Newton Quadrature of Curves adli eserinde, kullandig1 tiirev yontemi ile ilgili

aciklama yaparken tiirev ile siireklilik arasindaki iliskiye su sekilde deginmistir.

Ben burada matematiksel nicelikleri ¢ok kiiciik parcalardan olusuyormus gibi degil, siirekli
bir hareketle tarif edilmis olarak goriiyorum. Cizgiler, parcalarin yan yana konulmasiyla
degil, noktalarin siivekli hareketi ile tarif edilir ve olusur. Alanlar, ¢izgilerin, cisimler ise
alanlarin siirekli hareketinden elde edilir... Bunlar egyamn tabiatina uygun olarak
meydana gelir ve her giin cisimlerin hareketinde gozlemlenir...

Tiirevler, istedigimiz dlgiide (quam proxime) degiskenlerin zaman iginde olusturduklar: esit

ve miimkiin olan en kiiciik artislardir...”

Eger bir fonksiyon tanimli oldugu bir noktada sigrama yapmisgsa bu nokta igin
sagdan veya soldan tiirevlerden en az biri mevcut olamaz. Baska bir ifadeyle, bir
foksiyon tlirevli oldugu her noktada siirekli olmak zorundadir. Buna gore siireklilik
tiirevlenebilirlik i¢in 6n sart niteligindedir.

Asagida verilen teorem siirekliligin tiirev ile ekolojik iliskisine yonelik bilgiler
icermektedir. Teoremin ispati incelendiginde, siirekliligin tiirevlenebilirlik i¢in bir 6n
sart oldugu goriiliir.

Teorem: Bir f fonksiyonunun X=C noktasinda tiirevi varsa f fonksiyonu

X =C noktasinda stireklidir.

Ispat: f'(c) degeri verilmis olsun. IXIFTJ f(x) = f(c) oldugunu ya da buna denk

olan Ihlrrol f(c+h) = f(c) esitliginin saglandig gosterilmelidir. h =0 ise,

f(c+h)=f(c)+(f(c+h)—f(c))

:f(c)+f(c+hr)]—f(c)_h (4.19)

olur. h— 0 limitler alindiginda,

lim f(c+h)=limf(c)+lim ~CEMW=TO) iy p
h—0 h—0 h—0 h

h—0

— f(c)+f'(c).0 (4. 20)
=f(c)

elde edilir.

3 https://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Newton/Quadratura/Harris|Q.pdf
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Tek tarafli limit alinirken devreye giren ekolojik iliskilere benzer nedenlerden

dolay1, f fonksiyonunun X=C noktasinda tek tarafli tiirevi varsa fonksiyon X=C

noktasinda ayni yonde tek tarafli siirekli olmus olur. Newton’un tiirevin sezgisel
tanimin1 yaparken siireklilik kavramina ihtiya¢ duymasi, siirekliligin tiirevlenebilirlik
icin On sart niteliginde olmas1 tirev temel aracinin siireklilikten beslendigi
gostermektedir.

Riemann integrali belirli bir aralikta tanimli olan fonksiyonlarin integralini
hesaplamaya yonelik ilk tanim olarak kabul edilir. Riemann’in ortaya koymus oldugu
belirli integral tanimi bazi matematikg¢iler tarafindan yeterince genel olmamakla
elestirilmistir. Elestirilerin temel nedeni Riemann’in integrali siirekli veya sonlu sayida
stireksizlik iceren fonksiyonlar lizerinde agiklamaya yonelmesi olmustur (Cajori, 2014).
Bu durumu Van Vleck kisaca su sekilde agiklamistir:

Burada sonlu ancak sadece belirli dar kisitlamalar altinda sonsuz sayida siireksizlik
noktast bulunmakta idi. Her noktada siireksiz olan bir fonksiyonun, drnegin, integral
araligimin her yerinde yogun olan rasyonel noktalarda sifira ve aym sekilde her yerde
yogun olan rasyonel noktalarda 1’e esit olan bir fonksiyonun, Riemann anlaminda integrali

alimamaz idi (Van Vleck, 1916).

Van Vleck bu agiklamasi ile analitik diizlemde grafigi ¢izilen bir fonksiyonun her
noktasinda siireksiz olabilecegine isaret ederek bu tiir fonksiyonlarda integral alma
isleminin yapilabilmesine yonelik bir yaklasima ihtiya¢ duyuldugunu belirtmistir. Bu
sorunun ¢oziimiine yonelik 6nemli bir gelisme 1902 yilinda Lebesgue (1875-1941)
tarafindan ortaya konulmustur. Lebesgue, nokta kiimeleri teorisi ile siirekli olmayan
fonksiyonlarin da integrallerinin alinabilecegini ortaya koyarak Riemann’in belirli
integral taniminin genellestirilmesini saglamistir (Lebesgue’den aktaran Cajori, 2014).

[a, b] araliginda tanimli fonksiyonlardan hangilerinin integrallenebilir oldugunu

tam olarak soyleyebilmek i¢in Lebesgue integrali ve ileri matematik analiz bilgisine

ihtiya¢ duyulur. Ozel olarak [a, b] aralig1 tizerinde siirekli olan her fonksiyon ve [a, b]

tizerinde sonlu sayida sigramali siireksizligi bulunan (parcali siirekli fonksiyonlar) her

fonksiyon bu aralikta integrallenebilirdir. Bu durum kisaca su teoremle izah edilebilir:

Teorem: Eger bir f fonksiyonu [a,b] aralig1 lizerinde siirekli ise veya f ’in bu

b
aralikta sonlu sayida sicramali siireksizligi var ise bu durumda J f (x)dx belirli integrali

a
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vardir ve f fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilirdir (Thomas, Weir and Hass,

2015).
Yukarida verilen teorem, bir fonksiyonun integrallenebilirligi aciklanirken
stireklilik nesnesine ihtiyag duyuldugunu, baska bir ifade ile integral nesnesinin

stireklilik nesnesinden beslendigini gostermektedir.

4.4.3. Tiirevin diger temel araclar ile ekolojik iliskileri

Tirevin limit ve siireklilik ile ekolojik iliskisi ¢alismanin onceki boliimlerinde

aciklandig1 i¢in bu alt baslikta sadece tiirevin integral ile ekolojik iligkisi agiklanmistir.

Tiirev ile integralin ekolojik iliskisine yonelik en 6nemli gelismelerden birinin
Newton ve Leibniz’in bir egrinin altinda kalan alanin tiirevin tersi alinarak
hesaplanabilecegini kanitlanmalar1 oldugu kabul edilir (Cajori, 2014). Kalkiiliisiin temel
teoremi ve net degisim teorisi de integralin tiirevin tersi olarak tanimlanabilecegini

gostermektedir.

Kalkiiliisiin temel teoremine gore eger bir f fonksiyonu [a,b] iizerinde siirekli

ise bu durumda,
F(x) = j f (t)dt (4. 21)

fonksiyonu da [a,b] tizerinde siireklidir. Fonksiyon ayrica (a,b) tizerinde

tiirevlenebilirdir ve tiirevi,
o d
Fi(x)=— j f(t)dt = f(x) (4. 22)
dx Ja

olarak bulunur. (4. 22) esitligine gore f fonksiyonunun once integre edilip, sonra
sonucun tiirevinin alinmast durumunda tekrar f fonksiyonu elde edilir.

Kalkiiliisiin temel teoremine benzer bir sekilde net degisim teorisi de tiirev ile
integral arasinda ekolojik iliskiden yararlanilarak elde edilir. Bu teoriye gore bir

a<x<b araligi tizerinde F(x) fonksiyonunun net degisimi onun degisim oraninin

integralidir ve

F(b)—F(a) = jb F '(x)dx (4. 23)
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esitligi ile ifade edilir. Burada b degiskeni X ile X ’de t ile degistirilirse,
[[F©)dt=F(0-F(@) (4. 24)

elde edilir. Boylelikle F fonksiyonunun Once tiirevi alinip sonrasinda sonucun integre
edilmesiyle tekrar F fonksiyonu elde edilmis olur.

Integral alma yontemlerinden degisken degistirme ve kismi integrasyon yontemi
integral ile tiirev kavramlar1 arasindaki ekolojik iliskiye yonelik 6nemli veriler igerir.
Asagida bu yontemler hakkinda genel bilgilere yer verilmistir.

f ve g fonksiyonlar: tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.

[ £(9(x)).9'(x)dx (4. 25)
integrali i¢in,
u=4g(x) (4. 26)

degisken degistirmesi yapilip esitligin her iki tarafinin diferansiyeli alinirken tiirev

bilgisinden yararlanilarak,
du = g'(x)dx 4. 27)
elde edilir. Ardindan U ve du integralde yerine yazildiginda,

j f (u)du (4. 28)

seklinde daha basit bir integral elde edilmis olur. Bu integral hesaplandiktan sonra U

yerine tekrar g(x) fonksiyonu yazilarak islemin sonucu X degiskenine gore bulunmus

olur.

Kismi integrasyon yontemi genellikle,
j f (x)g'(x)dx (4. 29)

seklinde iki farkl: tiirden fonksiyonun ¢arpiminin integrali alinirken bagvurulan ve tiirev

bilgisine ihtiyag duyulan bir yontemdir. Bu yontemin kullanimmda u= f(x) ve

v =g(X) olmak iizere U.V fonksiyonunun tiirevi alinarak,

d—(u.v):v.—+u.d— (4. 30)
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elde edilir. Buradan,

dv d du
—=—(UuVv)-v.— 4.31
dx dx(uv) Y dx ( )

olarak bulunur. Her iki tarafin integrali alindiginda,
Iu dv:u.v—jvdu (4. 32)
elde edilir.
_[f(x) g'(x)dx = j udv (4. 33)

oldugundan bu esitligin sag tarafi ayn1 zamanda (4. 29) integralinin de sonucu olur.

Tarihsel ve epistemolojik veriler degerlendirildiginde, integral alma isleminin
tirev alma isleminin tersi oldugu ve integral alma yontemleri kullanilirken tiirev
kavramindan yararlanildigi goriilmektedir. Bu durum global sitin integral temel aracinin
tiirev temel aracindan beslendigini gdstermektedir. Ogretim programinda tiirev ile
integral arasinda iliski kurularak belirsiz integral hesaplamalar1 yapilmasinin
ongoriiliiyor olmasi (Bkz. Sekil 3.1) elde edilen tarihsel ve epistemolojik veriler ile
ortiismektedir.

Sekil 4.5’te global sitin temel araglari arasindaki ekolojik iliskiler gosterilmistir.

Calisma Alam Temel Nesne Temel Araclar

Analiz
Limit

Diferansiyel Analiz
ESiireklilik \
Tiirev
_/

Integral Analiz
Integral
A

—3 Degisim —

Sekil 4.5. Analiz global sitinin temel araglari arasindaki ekolojik iliskiler
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4.5. Global Sitin Teknikleri

Analiz global sitinin teknikleri, reel sayilar veya fonksiyonlardaki degisimin
incelenmesi amaciyla sitin temel araglarinin ise kosulabilmesi icin kullanilabilen
yaklasimlar olarak tanimlanabilir. 12. smif matematik O6gretim  programi
degerlendirildiginde analiz konularinin 6gretimi i¢in niimerik degerler tablosu
olusturma, fonksiyon grafiklerinden yararlanma, limit, tiirev veya integral alma kurallari
uygulayarak cebirsel hesap yapma gibi farkli yaklagimlarin bir arada kullanimina 6nem
verildigi goriilmiistir (Calismanin 12. Swnif Ileri Diizey Matematik Dersi Ogretim
Programi baslikli boliim incelenebilir). Ogretim programimin beklentileri géz oniinde
tutularak global sit analizin tarihsel gelisim siireci boyunca kullanilan farkli tekniklerin
bir arada yer aldigi ¢ok yonlii ve etkilesimli bir yapi1 olusturabilecek bigimde insa
edilmesi uygun gorilmiistiir.

Milattan 6nceki donemden giiniimiize kadarki veriler incelendiginde; limit, tlirev
veya integral hesabinda ya da siirekliligin incelenmesinde tarihsel gelismelere bagl
olarak farkli yaklasimlarin 6n plana ¢iktig1 goriliir (Bkz. EK-2). Analitik geometrinin
kesfinden Once glinlimiizde limit veya integral hesabi1 yapilarak ¢oziilebilen problemler
sentetik geometri bilgisi veya reel sayilarin 6zellikleri kullanilarak elde edilen niimerik
degerlerden yararlanilarak c¢oziilmiistiir. Tez calismasinda bu yaklasimlar sirasiyla
sentetik ve niimerik teknik olarak adlandirilmistir. Tiiketme yontemi kullanilarak yapilan
alan hesabi bu tekniklerin bir arada kullanildigi 6rnek bir durum olarak
degerlendirilebilir. 17. yiizyilda analitik geometrinin kesfi ile birlikte cebir ile geometri
bilgisinin bir arada kullanimina imkan saglanmistir. Newton ve Leibniz ile birlikte limit
ve tlirev alma islemleri fonksiyonlarin koordinat diizlemine g¢izilen grafiklerinden
yararlanilarak yapilmaya baslanmistir. Calismada analitik geometri bilgisine dayali olan
bu yaklasim analitik teknik olarak adlandirilmistir. Analitik teknigin kullanimi ile
birlikte farkli tlirden fonksiyonlarin limitlerini, tiirevlerini ve integrallerini almada
kullanilabilen kurallarin ortaya konulmasi saglanmistir. Bu kurallar yardimiyla cebirsel
hesaplar yapilarak analiz problemlerinin hizli ve sistematik bir yaklasimla ¢6ziilmesine
olanak saglanmistir. Calismada cebirsel hesaba dayali olan bu yaklasim cebirsel teknik
olarak adlandirilmistir. 19. ylizyilda limit ve siirekliligin formel tanimlarinin yapilmasi
ile birlikte modern matematikte komsuluk kavraminin 6n planda oldugu &-0
yaklagiminin kullanimi yayginlasmistir. Calismada bu yaklasim &—0 teknigi olarak

adlandirilmigtir.  20. yiizyilin ikinci yarisindan itibaren bilgisayar teknolojisinin
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gelismesi ile birlikte, cebirsel teknik kullanilarak ¢6ziilmesi zor olan problemlerin
coziimlerinde niimerik teknigin kullanimi tekrar popiiler hale gelmistir.

Calismanin bu boliimiinde analiz problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan tekniklere
iliskin tarihsel, epistemolojik ve didaktik verilere her bir teknik igin ayr1 ayri yer
verilmistir. Her bir teknigin limit, tiirev, integral almada veya siirekliligin

incelenmesinde nasil kullanildig1 6rnekler tizerinde agiklanmistir.

4.5.1. Sentetik teknik

Calismada sentetik teknik, geometrik sekillerin uzunluk, alan veya hacimleri
yardimiyla giinlimiizde analiz ¢aligma alanina giren problemlerin ¢dziimiinde kullanilan
bir yaklasim olarak tanimlanmaktadir. Tarihsel veriler incelendiginde, analiz
problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan en eski yaklagimlardan birinin sentetik teknik
oldugu goriiliir (Bkz. EK-2). Sentetik teknik milattan dnceki dénemlerden 17. yiizyila
kadar kullanilmaya devam etmistir.

Milattan 6nceki donemde giinliimiizde analiz bilgisi ile aciklanabilen ¢aligmalarin
biiyiik bir boliimii geometrik sekillerin alanlarinin hesaplanmasina yonelik olmustur. Bu
caligmalarda tiiketme yontemi kullanilarak diizgiin ¢okgenlerin ¢evre veya alanlar
yardimiyla, ¢evreleri veya alanlar1 bir formiil kullanilarak hesaplanamayan geometrik
sekillerin ¢evreleri veya alanlar1 hesaplanmaya calisilmistir.

Tiiketme yonteminin etkili bir yontem oldugu sdylenemez. Bunun temel
nedenlerinden birisi yontemin yapay bir yontem olarak degerlendirilmesidir. Cogu
durumda bu yontemin kullanilabilmesi i¢in yapilacak hesaplamanin sonucun 6nceden
bilinmesi gerekmektedir. Ayrica bu yontem ¢ok fazla hesap yapmay1 gerektirdigi i¢in
pratik bir yontem de degildir (Donmez, 2002). Tiiketme yonteminin bu gibi
dezavantajlarmin olmas1 matematikgileri yeni yontemler gelistirmeye itmistir. ilerleyen
donemlerde Oresme (1360) sinirli bir bolgenin alaninin hesaplanmasinda dikdoértgenden
yararlanma fikrini ortaya atmustir. Cavalieri, béliinmezler yontemi olarak bilinen bu
yontemi 1635 yilinda yayimlanan eserinde detayli bir sekilde izah etmis, Roberval ile
birlikte bir egri ile dogru arasinda kalan bdlgenin alaninin sonsuz sayida dikdortgenlerin
alanlar toplami seklinde bulunabilecegini ileri siirmiistiir (Donmez, 2002). Bu yontem
Antik Yunanlilarin tilketme metodu ile Newton ve Leibniz’in metotlar1 arasinda bir yere

sahiptir.
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Boliinmezler yontemine gore bir nokta bir dogrunun, bir dogru bir yiizeyin
boliinmezidir. Her bdliinmez kendisinden bir sonraki ve bir yiiksek mertebedeki
siirekliligi olusturabilmektedir. Ornegin, diiz cizgilerin bir araya gelmesi sonsuz kiigiik
dikdortgen yiizeylerinin olusmasini saglamaktadir. Boylece iki cismin ya da ylizeyin
biiyiikliigii, bir dizi diizlem ya da dogrunun toplanmasi suretiyle bulunabilmektedir.
Bagka bir ifadeyle, bu yontem, bir cismin ylizeyinin dikdortgenimsi bolgelere boliinerek
alaniin hesaplanabilecegine isaret etmektedir. Buna gore ¢izilen dikdortgenlerin sayisi
arttikca hesaplanacak alan degerine yaklasilmakta, dikdortgen sayisinin sonsuz oldugu
varsayildiginda her bir dikdortgenin karsilikl ikiser kenar1 birer ¢izgiye doniismektedir.
Elde edilen dikdortgenlerin alanlarinin toplamui ile hesaplanacak alan degeri tam olarak
bulunabilmektedir. Pascal bolinmezler metodunda gegen diiz gizgiler toplaminin
aslinda sonsuz kiigiik dikdortgenlerin toplami1 anlamina geldigini belirtmistir (Cajori,
2014). Pascal’m bu ifadesinden de anlasilabilecegi gibi, bolinmezler yonteminin
temelinde limit kavrami yer alir. Tiikketme yoOntemine gore daha kullanislt olsa da,
boliinmezler yontemi bilimsel bir dayanagi olmadigi gerekcesiyle -elestirilmistir.
Boliinmezler yontemi bu elestirilere ragmen 50 yil boyunca analiz hesaplamalarinda
kullanilmistir. Cavalieri ve bir¢ok iinlii matematik¢i (Roberval, Fermat ve Pascal gibi)
bu yontemi kullanarak uzunluk, alan ve hacim hesaplamalar1 yapmustir.

Newton ve Leibniz’e kadarki tarihsel siirecte analiz ile ilgili ¢aligmalar genel
olarak uzunluk, alan ve hacim hesabina bagli olarak gelismeye devam etmistir
(Bkz. EK-2). Sentetik geometri bilgisine dayali olarak kullanilan tilketme yontemi,
boliinmezler yontemi gibi yontemler, ¢izilen geometrik sekiller yardimiyla gliniimiizde
limit ve integral kavramlar1 yardimiyla c¢oziilen problemlerin somutlastirilarak

incelenmesini saglamistir.

4.5.1.1. Limit hesabinda sentetik teknigin kullanimi

Zenon’un ok paradoksu bir sayr dizisinin limitinin agiklanmasi i¢in
kullanilabilecek etkili bir ornektir. Bu paradoks Sekil 4.6 yardimiyla sentetik teknik

kullanilarak agiklanmuistir.

Bir okun atildigi nokta A, varacagi nokta B, ve A noktasi ile B, noktasi

arasindaki uzaklik |AB,|=abr olsun.
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Sekil 4.6. Zenon 'un ok paradoksunun sentetik teknik kullanilarak ifade edilmesi

Ok paradoksuna gore, atilan bir okun B noktasina varmadan 6nce [ABl] ’nin orta
noktasi olan B, noktasina; B, noktasina varmadan once [ABZ] ‘nin orta noktasi olan
B, noktasina ulagsmasi gerekir. Bu sekilde devam edildiginde okun hareket etmeden A

noktasinda kalacagi sonucuna varilir. Bu durum okun gidebilecegi |ABl| =abr

uzakligina gore degerlendirilecek olursa; okun abr yol alabilmesi i¢in dncelikle %br
a . C . a . o
yol almasi, Ebr yol alabilmesi i¢in Oncelikle Zbr yol almas1 gerekir. Bu silsile

. . a e
sonsuza kadar devam eder ve nihayetinde okun baglangigta —br yol almasi gerektigi
o0

sonucuna varilir ve paradoksa gore ok bulundugu yerden hareket etmemis olur.

4.5.1.2. Integral hesabinda sentetik teknigin kullanimi

Antiphon, Archimedes gibi eski Yunanli matematik¢ilerin bir dairenin alanini
tahmin etmek i¢in kullandiklar1 tiiketme yontemi integral hesabinda sentetik teknigin
kullanimina yénelik iyi bir 6rnektir. Ornek 4.2°de bu ydntem kullanilarak bir dairenin
alaninin nasil hesaplanabilecegi agiklanmustir.

Ornek 4.2. Yarigapi I birim olan bir dairenin alammi tiikketme ydntemini
kullanarak tahmin etme.

Coziim Sekil 4.7°de yarigap uzunlugu r olan bir dairenin i¢ine kdse noktalar1 bu

daire {lizerinde olacak sekilde diizgiin ¢okgenler ¢izilmistir.
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Sekil 4.7. Dairenin alaninin tiiketme yontemi ile hesaplanmasi

Sekil 4.7 (a)’da verilen ABCD karesinin alan1 2.5in90°.r* =2r? olarak bulunur.
Dairenin i¢ine Sekil 4.7 (b)’deki gibi bir diizgiin sekizgen ¢izildiginde bu ¢okgenin alan
4.5in45°.r> = 24/2r? ~ 2,8284r? olarak bulunur. Dairenin icine koseleri daire tizerinde
olacak  sekilde bir diizglin onaltigen ¢izildiginde bu c¢okgenin alani
8.Sin(22,5)0 r? ~3,0614r° olarak bulunur. Benzer bir sekilde dairenin icine kenar

sayilar arttirllarak diizgilin cokgenler ¢izilmeye devam edildiginde olusacak ¢okgenlerin

alanlari,

Azg.sin[@j .r* (n, kenar sayusi) (4.34)
n

formiilii ile hesaplanir. Tablo 4.1°de bu formiil yardimiyla tiiketme yontemi kullanilarak

r yaricaph bir dairenin alani1 tahmin edilmistir.

Tablo 4.1. Tiiketme yéontemi kullamilarak v yaricapl bir dairenin alanimin tahmin

edilmesi
Dairenin I¢ine Cizilen Diizgiin Cokgenin Diizgiin Cokgenin Alam
Diizgiin Cokgenin Ad1 Alan Formiilii
Kare 2.sin90".r? 2r
Diizgiin Sekizgen 4.sin45.r? ~2,8284r?
Diizgiin Onaltigen 8.sin(22,5)". r? ~3,0614r?
Diizgiin Otuzikigen 16.5in(11,25) .12 ~3,1214r?
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Tablo 4.1. (Devam) Tiiketme yontemi kullanilarak Y yarigaplt bir dairenin alaninin

tahmin edilmesi

Dairenin I¢ine Cizilen Diizgiin Cokgenin Diizgiin Cokgenin Alani
Diizgiin Cokgenin Ad1 Alan Formiilii
Diizgiin Atmigddrtgen 32.sin(5,625) .r? ~3,1365r”
Diizgiin Yiizyirmisekizgen 64.sin (27 8125)° r? ~3,1403r?
Diizgiin ikiyiizellialtigen 128.5in (1,40625) .1 ~3,1412r2
Diizgiin Besyiizonikigen 256.sin(0,703125) .1’ ~3,141513r?
Diizgiin Binyirmidortgen 512.sin (O, 3515625)° 12 ~3,141572 r2

Gortildiigii gibi dairenin i¢ine ¢izilen ¢okgenlerin kenar sayisi arttik¢a dairenin
gercek alan degerine gittikge yaklasilmaktadir. Fakat cizilen diizgiin dortgenlerin kenar
sayilart arttik¢a alanlarinin hesaplanmasi giiglesmekte ve bilimsel hesap makinesine
ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayrica sentetik teknik ile dairenin alaninin tahmin edilebilmesi
miimkiin olsa bile biitiin geometrik sekillerde uygulanabilecek bir matematiksel
genellemeye gidilememektedir. Biitiin bu sinirlamalardan dolayr matematikgiler sentetik
teknige alternatif teknikler gelistirme cabasina girmislerdir. Analitik ve cebirsel
yaklagimlarin gelistirilmesi ile sentetik yaklasimin integral hesabinda kullanimi

azalmistir.

4.,5.2. Niimerik teknik

Milattan Onceki donemlerde niimerik teknik, gilinlimiizde limit ve integral
kavramlar1 ile agiklanabilen problemlerin ¢oziimiinde kullanilmistir. Bilgisayar ve
iletisim teknolojilerinin gelismesi ile birlikte niimerik teknik basta matematik ve
miithendislik olmak iizere birgok farkli bilim dalinda karsilagilan problemlerin

¢Oziimiinde kullanilmaya devam etmektedir.

Niimerik teknigin analizde kullanimi milattan 6nceki donemlere dayanir. Bu
donemlerde yapilan, bir parabol kesmesinin alaninin bulunmasi, bir kiirenin yiizey alani
ve hacminin bulunmasi gibi c¢alismalarda niimerik teknik sentetik teknik ile beraber
kullanilmigtir (Dénmez, 2002). Niimerik teknigin bu sekilde yardimci teknik olarak
kullanimma Ornek 4.2 6rnek olarak gosterilebilir. Bu ornekte yarigapt I olan bir

dairenin alani tilketme yontemi ile tahmin edilirken, daire i¢ine ¢izilen ¢okgenlerin
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alan degerlerinden yararlanilmistir.

Baz1i fonksiyonlar karmasik cebirsel ifadelere sahiptir. Bu sekildeki
fonksiyonlarda cebirsel teknik kullanilarak limit, tiirev veya integral hesabi yapilmasi
¢ogu zaman zordur. Bilgisayar teknolojisinin gelismesi ile birlikte giiniimiizde bu tiir
fonksiyonlar iizerinde limit, tiirev veya integral hesab1 yapilirken de niimerik teknige

siklikla basvurulmaktadir.

4.5.2.1. Limit hesabinda niimerik teknigin kullanimi

Bir fonksiyonun bir reel sayr degeri i¢in limitinin olup olmadigi, bu saynin
komsulugundaki reel sayilarin goriintiilerinden elde edilen niimerik degerler tablosu
yardimiyla incelenebilir. Bdylelikle niimerik teknik kullanilarak limit temel araci

yardimiyla fonksiyonlardaki degisimin incelenmesine olanak saglanir.
Ornek 4.3°te % belirsizliginin oldugu bir durumda limit alma islemi i¢in niimerik

teknige bagvurulmustur.

X3

X—2

Ornek 43. f(X)= olmak tizere Iirr21 f(x) limitini nimerik teknik

kullanarak bulma.
Coziim x=2 degeri igin f(x) fonksiyonunda % belirsizligi vardir. Niimerik

teknik kullanilarak (varsa) limitin bulunabilmesi ig¢in f(x) fonksiyonunda X

degiskenine 2 sayisinin komsulugunda degerler verilerek elde edilen goriintiilerin belirli

bir reel sayiya yaklasip yaklasmadig1 incelenmelidir.

X3 —

Tablo 4.2’de f(x)= fonksiyonunun x—2" ve x—2" aldigi baz

degerler verilmistir.
3 —
Tablo4.2. lim limiti i¢cin niimerik degerler tablosu
x->2 X—2
X f(x) X f(x)
1,95 11,7025 2,05 12,3025
x_s2- 19 11,7616 X 52" 2,04 12,2416
1,97 11,8209 2,03 12,1809
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3

Tablo 4.2. (Devam) lim X limiti i¢in niimerik degerler tablosu

x>2 X —2
X f(x) X f(x)
1,98 11,8804 2,02 12,1204
1,99 11,9401 2,01 12,0601
X—>2" 199 11,970025 X—>2* 2,005 12,030025
1,997 11,982009 2,003 12,018009
1,999 11,994001 2,001 12,006001
1,9999 11,99940001 2,0001 12,00060001

3

Tablo 4.2 incelendiginde, x—>2 ve x—2" f(x)= X

fonksiyonunun 12

sayisina giderek yaklasan degerler aldig1 goriiliir. Elde edilen niimerik degerlere gore

limit degeri 12 olarak bulunur.

4.5.2.2. Tiirev hesabinda niimerik teknigin kullanimi

Siirekli bir fonksiyonun tanimli oldugu bir noktada tiirevinin olabilmesi i¢in bu
noktanin sagindan ve solundan ¢izilen kiriglerin egim degerlerinin belirli bir reel sayiya
yakinsamas1 gerekir. Ornek 4.4’te bir mutlak deger fonksiyonun kritik noktasinda
tiirevli olup olmadig1 niimerik teknik kullanilarak belirlenmistir.

Ornek 44. f:R—>R, f(x) :‘Xz —4X—5‘ fonksiyonunun x=5 degeri i¢in

(varsa) tiirevini niimerik teknik kullanarak belirleme.

Coziim f fonksiyonu parcali fonksiyon olarak su sekilde ifade edilebilir:

x?—4x-5 x<-1 veya x>5
f(x)= (4. 35)
—x?+4x+5, -1<x<5
Buna gore f' fonksiyonu,
2x—4, x<-1 veya x>5
Fi(x) = y (4. 36)
—-2x+4, -1<x<5

olarak yazilir. f fonksiyonunun X=5 noktasinda tiirevli olabilmesi i¢in
f'(5")=1'(5") esitliginin saglanmas: gerekir. f'(x) fonksiyonunun x -5 ve x —5"
almis oldugu baz1 degerler Tablo 4.3’te verilmistir.
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Tablo 43. f:R—>R, f(x)=|x*~4x—5 fonksiyonunun x=5 noktasindaki tiirevi

icin niimerik degerler tablosu

X f'(x)=-2x+4 X f'(x)=2x—4

4,95 -59 5,0001 6,0002

4,96 -5,92 5,001 6,002

4,97 -5,94 5,003 6,006

4,98 -5,96 5,005 6,004
f'(5) 4,99 -5,98 f'(5%) 5,01 6,02
4,995 -5,99 5,02 6,04
4,997 -5,994 5,03 6,06
4,999 -5,998 5,04 6,08
4,9999 -5,9998 5,05 6,1

Tablo 4.3 incelendiginde x —5 tiirev degerlerinin -6’ya, X —>5" ise 6’ya
yaklastign goriilir. Bu durumda, f'(5")=f'(5") esitligi saglanamadig igin

f(x)= ‘xz —4x—5‘ fonksiyonunun x =5 igin tiirevi yoktur.

4.5.2.3. Integral hesabinda niimerik teknigin kullanimi

Sonlu yaklagimlarin limitleri teorisi 19. yilizyllda Riemann tarafindan
belirlenmistir. Riemann, toplam sembolii kullanilarak ifade edilebilen Riemann Zeta
Fonksiyonu® gibi cesitli fonksiyonlar ortaya koymus ve bu fonksiyonlar iizerine
caligmalar yaparak matematige onemli katkilar saglamistir. Genellikle bir fonksiyon
egrisinin altinda kalan bolgenin yaklasik alaninin belirlenmesinde kullanilan toplama,
bu konuda yapmis oldugu calismalarindan 6tlirii Riemann toplami adi verilmistir
(Cajori, 2014). Toplama islemi, bdolgenin farkli geometrik sekillere boliiniip
(dikdortgen veya yamuk gibi) fonksiyonun oOlgiilen bolgesine benzer bir alan
c¢ikartilmasi, ardindan da her bir seklin alaninin hesaplanmasi ve bu alanlarin toplanmasi
adimlarindan olusur. Bu yaklagim belirli integrallerin sonuglarinin bulunmasinda
nlimerik bir hesap teknigi olarak da kullanilir. Kullanilan sekillerin sayis1 arttikca elde

edilen toplam alan degeri belirli integralin ifade ettigi sayisal degere giderek yaklagir.

8 Riemann zeta fonksiyonu asal sayilarin sonsuzlugunun ispati i¢in kullanilabilen bir fonksiyondur.

o0

1
Riemann Zeta Fonksiyonu : ¢(S) = E — (s>1)
n=1 n
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Ornek 4.5’te belirli integral ile ifade edilebilen bir problemin sonucu Riemann
toplami1 kullanilarak tahmin edilmistir.

Ornek 4.5. Dik olarak havaya atilan ve zamana baghh hiz fonksiyonu
f (t) =160—9,8t m/sn olarak verilen bir merminin 3 saniyelik siire sonunda ne kadar
yiikselecegini alt ve list dikdortgenlerin alanlar1 toplamindan yararlanarak tahmin etme
(Kesin sonug 435,9 m’dir).

Coziim Hiz-zaman fonksiyonun X ekseni ile arasinda kalan smirlandirilmig
bolgenin alani, belirlenen zaman araliginda alinan yolu verir. Alinan yol bu bolgeye

cizilen alt ve iist dikddrtgenler yardimiyla bulunabilir. f (t) =160—-9,8t fonksiyonu i¢in

alt ve list dikdortgenlerin nasil gizilebilecegi Sekil 4.8’ de gosterilmistir.

160

f(H=160-9,8¢

> 7

Sekil 4.8. f (t) =160—9,8t fonksiyonu i¢in alt ve iist dikdortgenler
Sekil 4.8 incelendiginde f (t) azalan bir fonksiyon oldugu i¢in dikdortgenlerin

alanlar1 hesaplanirken sol u¢ noktalarmin seg¢ilmesinin {iist toplam tahminini, sag ug

noktalarinin se¢ilmesinin ise alt toplam tahminini verecegi goriiliir.
Sekil 4.8°de [0,3] araligi 1 birim uzunlugundaki ii¢ alt araliga bolinmiistiir. Buna
gore st dikdortgenlerin alanlar1 toplama,
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A =160.1+ (1609,8.1).1+ (160~9,8.2).1= 450,6 (4. 37)
olarak bulunur. Alt dikdortgenlerin alanlari toplama,
A, = (160—9,8.1).1+ (L60—9,8.2).1+ (160—9,8.3).1= 421, 2 (4. 38)
olur.
[0,3] aralig: % birim uzunlugundaki 6 alt aralifa béliinerek alt ve {ist toplamlar

hesaplandiginda gercek alan degerine daha yakin sonuglar elde edilir. Buna gore {ist

dikdortgenlerin alanlar1 toplama,

A, =(160-9,8.0).= +(16O 98—) +(16O 9,8.1).= +(160 98;)%
5 1 (4.39)
+(160-9,8.2).= +(160 9,8. E) §=443,25
olarak bulunur. Alt dikdortgenlerin alanlari toplama,
=(160-09,8. ) +(160 9,8.1).— +(160 98—) +(160 982)
22 (4. 40)

+(160-9,8.2). 2+ (160-9,8.3). 1 = 428 55
2’2 2

olur.
Tablo 4.4’te bazi alt aralik sayilarina gore ortaya c¢ikan bazi alan degerleri

verilmistir.

Tablo 4.4. Aralik sayilarina gore alt ve iist alan degerleri tablosu (Thomas, Weir and
Hass, 2015, s.250)

Alt Araliklar Sayisi Alt Aralik Uzunlugu Ust Alanlar Toplami  Alt Alanlar Toplam

3 1 450,6 421,2

6 1/2 443,25 428,55

12 1/4 439,58 432,23

24 1/8 437,74 434,06

48 1/16 436,82 434,98

96 1/32 436,36 435,44
192 1/64 436,13 435,67
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Tablo 4.4 incelendiginde, alt araliklarin sayisi arttikga alt ve ist alanlarin
toplamlarinin gittik¢e birbirlerine ve gercek alan degerine yaklastigi goriiliir (Thomas,
Weir and Hass, 2015). Ornegin, alt araliklarin sayis1 3 iken iist alanlar toplamu ile alt

alanlar toplami1 arasindaki fark,
450,6—421,2=29,4 (4. 41)
olmaktadir. Buna gore hata biiytikliigii,

450,6 - 435,9| = |[421,2 - 435,9| =14, 7 (4. 42)

olarak hesaplanir. Hata ytizdesi ise,

14,7
435,9

~0,3372 (4. 43)

olarak bulunur.
Alt araliklarin sayist 192 oldugunda ise iist alanlar toplami ile alt alanlar toplami

arasindaki fark,
436,13—435,67 =0,46 (4. 44)

olmaktadir. Bu durumda sirasiyla hata biiyiikliigii ve hata ytizdest,

436,13 435,9| =|435,67 —435,9| = 0,23 (4. 45)
0.23 0 0005 (4. 46)
435,9

olarak bulunur. Boylelikle alt ve iist dikdortgenlerin alanlarindan elde edilen degerler
yardimiyla niimerik teknik kullanilarak merminin ilk 3 saniyede ne kadar yiikseldigi
tahmin edilmis olur. Riemann toplami1 yaklasim ile elde edilen sayisal veriler niimerik

teknigin belirli integral hesabi yapilirken kullanilabilecegini gostermektedir.

4.5.3. Analitik teknik

17. yiizyillda Descartes ve Fermat’in analitik geometrinin temellerini atmasiyla
birlikte analizin gelisimi hizlanmistir. Bunun en 6nemli nedeni analitik geometrinin
cebir ile sentetik geometri bilgisinin bir arada kullanilmasin1 saglayarak fonksiyon
grafikleri lizerinden limit, tiirev ve integral kavramlarinin tanimlanmasma olanak

saglamis olmasidir. Analitik geometrinin kesfedilmesi ile bir fonksiyonun bir reel say1
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degeri icin limitinin olup olmadigmin veya tanimli oldugu aralikta siirekliliginin
fonksiyon egrisi iizerinde incelenmesine olanak saglanmistir. Boylelikle analitik
geometri bilgisi kullanilarak cebir ile geometri arasinda ekolojik bag giiglendirilmistir.
Bir fonksiyonun artan veya azalan olmasinin, yerel ekstremum noktalarinin, konveks
veya konkav olmasinin, doniim noktalarinin ne anlama geldigi ve tiirev kavraminin
biitiin bu durumlar ile iligkisinin ne oldugu analitik diizlemde grafigi ¢izilen fonksiyon
egrisi yardimiyla incelenebilmistir. Analitik diizlem kullanilarak grafikleri ¢izilen iki
fonksiyon egrisi arasinda kalan simirlandirilmis bolgenin alaninin Riemann toplami
yardimiyla nasil hesaplanabilecegi somut bir bicimde agiklanabilmis ve belirli integralin
diizgiin olmayan geometrik sekillerin alanlarini hesaplamadaki rolii ve etkinligi ortaya
konulmustur. Bu sayede tek basina geometrik yaklasimin kullanimi ile ortaya ¢ikan
kisithiliginin ve tek basina cebirsel yaklasimin kullanimi ile ortaya ¢ikan soyutlugun
Oniine gecilmistir. Analitik yaklasimin kullanimi ile birlikte limit, siireklilik, tiirev ve
integral kavramlarinin anlamlandirilmasinin yani sira, fonksiyonlarin karakteristik
ozelliklerinin neler oldugu ve bu 6zelliklerin belirlenmesinde limit, siireklilik, tlirev ve

integral kavramlarindan nasil yararlanilabilecegi anlam kazanmistir (Goker, 1997).

4.5.3.1. Limit hesabinda ve siirekliligin incelenmesinde analitik teknigin kullaninm

Analitik teknigin limit hesabinda ve siirekliligin incelenmesinde nasil kullanildig:

Ornek 4.6°da verilen fonksiyon grafiginden yararlanilarak agiklanmustir.

Ornek 4.6.

Sekil 4.9. Pargali y = f (X) fonksiyonunun grafigi

75



Sekil 4.9’da verilen foksiyon grafiginden yararlanarak y = f (x) fonksiyonunun
X=0, x=1 ve X =3 noktalarinda (varsa) limitini bulma ve siirekliligini inceleme.

Coziim Sekil 4.9 incelendiginde f fonksiyonunun [0, 4] araliginda taniml

oldugu goriiliir. Tanim kiimesinin alt sinirt sifir reel sayist oldugu i¢in X =0 noktasinda

limit alimirken X’e sadece sifir sayisindan biiylik degerlerle (sagindan) yaklagmak
miimkiindiir. Grafik incelendiginde sifir degerine sagdan yaklasilmasi (X—>O+)

durumunda fonksiyonun gittikce artan degerler alarak 5 degerine yaklastig1 goriliir. Bu

durumda,

Iir(r)l f(x)=5 (4. 47)

olup f fonksiyonu Xx=0 noktasinda sagdan limitlidir. Ayrica fonksiyon grafiginden

f (0) =5 oldugu goriilmektedir. Bu durumda,
Iir(T)1+ f(x)=f(0)=5 (4. 48)

olup f fonksiyonu x =0 ug noktasi i¢in sagdan siireklidir.
Sekil 4.9’da verilen grafikte X’e birden daha kiiciik degerlerle (solundan)

yaklasildiginda (X —>17) fonksiyonun giderek azalan degerler alarak 4’e yaklastigi

goriilmektedir. Bu durum,

lim f(x)=4 (4. 49)

x—1"

seklinde ifade edilir. Grafik incelendiginde, x —1" fonksiyonun giderek azalan degerler

alarak 2’ye yaklastig1 gortiliir. Bu durumda,

qu] f(x)=2 (4. 50)

olarak bulunur. x—1" ve x-—1" fonksiyon tek bir reel sayr degerine
yaklasmadigindan (Iim f(x)=lim f (X)) X =1 i¢in fonksiyonun limiti yoktur.
x—>1 x—1"
Sekil 4.9 incelendiginde, x=1 noktasindaki limitsizligin fonksiyon egrisinde
sicramaya neden oldugu ve buna bagl olarak fonksiyonun x =1 noktasinda siireksiz

oldugu goriilmektedir.

Sekil 4.9°da verilen grafige gore hem x-—3~ hem de x — 3" fonksiyon 5’¢
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yaklagsmaktadir. Bu durumda,

lim £o)=lim f()= lim f(0=5 (4. 51)

olup x — 5 fonksiyon limitlidir.

f fonksiyonunun grafiginden f(3)=1 oldugu goriilmektedir. Bu durumda

Iin; f(x) = f(3) olup x=3 i¢in limit degeri ile fonksiyon degeri birbirinden farklidur.

Sekil 4.9 incelendiginde, ortaya ¢ikan bu esitsizligin fonksiyon grafiginde X=3
noktasinda kopuklugun olusmasina neden oldugu ve buna bagl olarak fonksiyonun
X = 3 noktasinda siireksiz oldugu goriilmektedir.

Ornek 4.6’da analitik teknigin kullanimi limit alma islemi yapilirken bir reel
saytya nasil yaklasildiginin fonksiyon grafigi iizerinden somut bir big¢imde
incelenmesine olanak saglamistir. Ayrica, bir noktadaki limitsizligin veya limit degeri
ile fonksiyon degerinin esit olmayisinin siireklilige nasil etki ettigi fonksiyon grafigi

lizerinde incelenebilmistir.

4.5.3.2. Tiirev hesabinda analitik teknigin kullanimi

Fizik alaninda ¢alisan bilim insanlar1 hiz1 siirekli degisen hareketli cisimlerin belli
bir andaki hizinin ne oldugu, belirli bir zaman araliginda ne kadar yol aldig1; matematik
alaninda calisan bilim insanlar1 ise geometrik sekillerin analizinin daha sistematik bir
sekilde nasil yapilabilecegi sorularina cevap aramislardir. Bu gibi sorulara cevap
verilebilmesine yardimci olacak sistematik yaklagimlarin temeli, tiirev kavramini ortaya
atan bilim insan1 Newton ve Leibniz tarafindan atilmistir.

Newton ve Leibniz sonsuz kiiciikler hesabmnin bulunmasini saglayan
matematikgiler olarak kabul edilmektedir. Newton 1704 yilinda yayimlanan kitabinda,
Leibniz ise 1684 ve 1686 yillarinda yayimlanan ¢alismalarinda sonsuz kiigiik kavramini
aciklamistir. Leibniz yapmis oldugu bu calismalarda koordinat diizleminde cizilen
egriyi sonsuz kiiciikliikte kenarlardan olusan sonsuz kenarli bir cokgen olarak ele almis
ve ardisik iki x degerinin ¢ok kii¢iik olan farkini diferansiyel olarak adlandirmistir.
Fonksiyonda X’teki degisime karsilik gelen Y ’deki degisimi dy notasyonu ile
ifade etmistir. Leibniz, 1686’da  yaymmlanan Acta Eruditorum adli  bilimsel

dergideki ¢alismasinda dx, dy  niceliklerini sonsuz kiigiik olarak nitelendirmistir

(Cajori, 2014).
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Leibniz’in yaklagiminda tilirev, analitik diizlemde ¢izilen egri {izerinde bir (X, y)
noktasindaki tegetin egimi olan diferansiyellerin orani olarak ifade edilmistir. Bu
yaklasimina benzer bir sekilde, Newton da Principia adli eserinin 1687°deki ilk
baskisinda tiirevin tanimini sonsuz kiigiiklere dayandirmistir. Newton tiirevi, herhangi
bir fonksiyonun degiskeninde son derece kiiciik bir degisme (dX) meydana geldiginde,

fonksiyonun kendisinde meydana gelen degisim ( f '(x) ) olarak tanimlamis ve

_ f(x+dx)— f(x)

f'(x) - (4. 52)

seklinde ifade etmistir (Arslan ve Celik, 2013; Cetinkaya, Erbas ve Alacaci, 2013).
Newton ve Leibniz tirev yaklagimlarini, Sekil 4.10°da gortldigii gibi, analitik

diizlemde ¢izilen fonksiyon grafiklerinden yararlanarak agiklamislardir.

Fy)=0 4
w7 1)

Sekil 4.10. Newton ve Leibniz in tiirev yaklasimlar: (Cetinkaya, Erbas ve Alacact,
2013).

Bu yaklagimlarda tiirev bir fonksiyon olarak diigiiniilmemis, bunun yerine egri
egiminin degiskenlerine bagl olarak hesaplanmasi seklinde algilanmistir. Boylelikle,
cebirsel 6zelliklerin ve islemlerin agirlikta oldugu cebirsel yaklasim yerine; teget, egim
ve diferansiyel kavramlarinin koordinat diizleminde temsil edildigi analitik yaklasim
benimsenmistir. Newton’un tiirev yaklasiminda egri lizerinde kesintisiz hareket fikri ile
limit ve stireklilik kavramina, Leibniz’in yaklasiminda ise kesikli sonsuz kii¢iik farklar
fikri ile diferansiyel orana vurgu yapilmistir.

Newton’in yaklagimi kullanilarak tiirevlenebilir bir y= f(x) fonksiyonunun

X=X, noktasmdaki tiirevi Sekil 4.11°de incelenmistir.
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Sekil 4.11. Newton yaklasimi yardimiyla 'y = f (x) fonksiyonunun X =X, degeri icin

tiirevi

Sekil 4.11°de A noktasi, f fonksiyonunun iizerinde bulunan ve apsisi X, olan bir
nokta, t dogrusu A noktasi ve bu noktaya yakin olan B (X, +h, f (X, +h)) noktasindan
gececek sekilde cizilen bir kiristir.

t kirisinin egimi,

mt=ﬂ=f(xo+h)_f()(°) (. 53)
AX h

olarak bulunur.

B noktasi egri boyunca hareket ettirilerek A noktasina yaklastirildiginda h

uzunlugu da giderek azalarak sifira yaklasir (h—0) ve fonksiyona teget olan d
dogrusunun egimi,

md =lim f(X0+h)_ f(XO)
h—0 h

(4.54)

olarak ifade edilir.

Elde edilen m, egim degeri aym1 zamanda y= f(x) fonksiyonunun X=X,

degeri i¢in tiirevi olur ve f'(x)=m, olarak belirlenir.
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4.5.3.3. Integral hesabinda analitik teknigin kullanimi

Tarihsel veriler incelendiginde, integral hesabi ile ilgili onemli gelismelerin
analitik geometrinin kesfedilmesinden sonra 17. yiizyilda yasanmis oldugu goriiliir. Bu
donemde Newton fiziksel yontemler, Leibniz ise geometrik yontemler kullanilarak
integral kavramini agiklamiglardir. Newton ve Leibniz, koordinat diizleminde ¢izilen bir
egrinin altinda kalan bolgenin alaninin tiirevin tersi alinarak hesaplanabilecegini
kanitlayarak analiz i¢in olduk¢a Onemli bir gelismeye imza atmislardir (Cetinkaya,
Erbas ve Alacaci, 2013). Bu sekilde kolay bir hesaplama teknigi gelistirilerek analizin
sentetik geometriden bagimsiz bir sekilde gelismesinin 6nii a¢ilmistir. Euler (1707-
1783)’in analitik analizi sentetik analizden ayirmaya doniik ¢alismalara yogunlagmasi
sonucunda integral yardimiyla alan veya hacim hesabi yapilirken analitik yaklagimin
kullanim1 yayginlagmistir.

Gilinlimiizde alan veya hacim hesaplamalarinda analitik teknigin kullanimi devam
etmektedir. Analitik teknik bazi belirli integral sorularmin integral alma islemi
yapmadan pratik bir yaklasimla ¢oziilmesine olanak saglar. Ormek 4.7°de bu duruma

ornek olabilecek bir belirli integral sorusu analitik teknik kullanilarak ¢oziilmiistiir.

N7
Ornek 4.7. I\/4—x2 dx  belirli integralini analitik teknik kullanarak
)

hesaplama.

Coziim y=+/r’—x> fonksiyonu geometrik olarak yaricapt I olan yarim ¢emberi

ifade eder. Buna gore 6rnekte verilen,

y=4—x2 =+/22 - X (4. 55)
N7

fonksiyonu yarigapt 2br olan bir yarim ¢ember denklemidir. I V4—x? dx belirli
i)

integrali analitik diizlemde merkezi orijin olup yarigapt 2 br olan dairenin iginde yer

alan x= JE ve X=—2 dogrular ile simirlandirilmig bélgenin alanini ifade eder. Bu
bolgenin igerisine ¢izilebilecek ikizkenar dik liggenler yardimiyla belirli integralin ifade

ettigi alan hesaplanabilir

N
Sekil 4.12°de '[ \J4—x* dx integralinin ifade ettigi bolge gosterilmistir.
7
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D(-/2,0) C(2,0)

N
Sekil 4.12. J. N4—x* dX integralinin ifade ettigi bolge
B

Taral1 bolgenin alan1 su sekilde hesaplanir:
Yarim g¢ember icine ¢izilen ABCD dikdortgeni yardimiyla tarali alan geyrek

daire ve ikizkenar dik {ggenlere ayrilir. Elde edilen c¢eyrek dairenin alani

2 o
A= T -56.0900 =7 br?, ikizkenar iiggenlerden her birinin alani ise A, = @ =1br?
olarak bulunur. Buna gore belirli integralin ifade ettigi bolgenin alan,
Ng
| Va-x* dx=A+2A, =7 +20r? (4.56)
-2

olarak bulunur.

4.5.4. Cebirsel teknik

Analitik teknik limit, siireklilik, tiirev ve integral kavramlarinin grafik tizerinde
incelenmesine olanak sagladig: icin etkili bir 6grenme teknigi olarak degerlendirilebilir.
Fakat, karmagik bir cebirsel yapiya sahip olan bir fonksiyonun analitik diizlemde
grafigini c¢izerek islem yapmak pratik olmayabilir. Bu durumda cebirsel teknik

kullanarak limit, tiirev, integral hesab1 yapmak veya siirekliligi incelemek daha etkili bir
yaklasim saglar. Ornegin, % belirsizliginin oldugu durumda limit alma islemi

yapilirken fonksiyon grafigi ¢izerek limitin sonucunu belirlemek yerine, fonksiyon

carpanlarma ayrilarak ifade belirsizlik durumundan ¢ikarilip limit alma islemine devam
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edilebilir ya da tirev veya integral alma kurallar1 kullanilarak farkli tiirden
fonksiyonlarin (logaritmik, trigonometrik, polinom, iistel fonksiyonlar gibi) tiirevleri

veya integralleri alinabilir.

4.5.4.1. Limit hesabinda ve siirekliligin incelenmesinde cebirsel teknigin kullanin

Cebirsel yaklagim kullanilarak limit hesab1 yapilmasina yonelik 6nemli gelismeler
17. ylizyilin sonunda yaganmigtir. Bernoulli (1667-1748) hem pay hem de paydalari
sifira veya oo’a giden rasyonel cebirsel ifadelerin limitlerini hesaplamak i¢in tiirev alma
islemi kullanarak etkili bir kural gelistirmistir. Bu kural 1696 yilinda L’Hopital (1661-

1704)’in yayimladig: analiz konularindan olusan kitabinda agiklanmistir (Ozmantar ve

Bozkurt, 2013). Bu kurala gore % veya % belirsizliklerinin oldugu durumlarda limit
(e 0]

alma islemi yapilirken belirsizlik kalkincaya kadar fonksiyonun pay ve paydasinin
tirevi alinmaktadir. Belirsizlik bu sekilde kaldirildiktan sonra elde edilen limit degeri
baslangicgtaki fonksiyonun ayni noktadaki limitine esit olmaktadir. Giiniimiizde bu kural
L Hopital kurali olarak bilinmektedir.

Carpanlara ayirma islemi, belirsizliklerin oldugu durumlarda limit alma islemi

yapilirken basvurulan en temel cebirsel islemlerden biridir. % veya i gibi
o0

belirsizliklerin oldugu durumlarda limit alma islemi yapilirken fonksiyon g¢arpanlarina
ayrilarak belirsizlik durumu ortadan kaldirildiktan sonra limit alma islemi yapilir. Fakat
baz1 fonksiyonlari ¢arpanlarina ayirmak uzun cebirsel iglemleri yapmay1 gerektirir. Bu
tiir durumlar i¢in L’Hopital kurali hizli ve etkili ¢oziimler saglar.

Asagida verilen Orneklerde carpanlara ayirma islemi ve L’Hopital kurali
uygulanarak limit alma islemleri yapilmistir.
x® —11x* +20x 12

(x-2)

Ornek 4.8. f(x)= olmak tizere IIn; f(x) limitini

cebirsel teknik kullanarak bulma.
Coziim f(X) fonksiyonu X =2 degeri i¢in % belirsizligine sahiptir. Belirsizligin

kaldirilmasi icin fonksiyonun payr c¢arpanlarina ayrilip sadelestirme islemi

yapildiginda,
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f(x)= =2Xx-3 (4.57)
(x-2)°
elde edilir. Limit alma islemi yapildiginda sonug,
legzl f(x)=lim (2x-3)=1 (4. 58)
olarak bulunur.
. x* —sin x . : o .
Ornek 4.9. f(x)=——— olmak iizere Ilng f(x) limitini cebirsel teknik
X X—>

kullanarak bulma.
Coziim f(x) fonksiyonunda x=0 degeri i¢in % belirsizligi vardir. Ardisik

olarak L’Hopital kurali uygulanarak belirsizlik ortadan kaldirip limit alma islemi

yapildiginda sonug,
. X?’=sinx ,. 2X—-cosXx .. 2+4sinx ., cosx 1
lim ———=1Iim ——=Ilim =lim -
x—0 X x—0 3x x—0 6X x—0 6 6 (4 59)

olarak bulunur.

4.5.4.2. Tiirev hesabinda cebirsel teknigin kullanimi

Bir y= f(x) egrisinin A(X,, y,) noktasindaki tiirevi limitin olmas1 kosuluyla,

f!(x) = lim f (X)_ f (XO)
X=X X— X, (4. 60)
limiti ile bulunur. Cebirsel teknik kullanilarak farkli tiirden fonksiyonlarin tiirevleri
alinirken (4. 60)’ta verilen ve limit islemi yapilarak elde edilen tiirev alma kurallarindan

yararlanilir.

Ornegin, f(x)=sinax fonksiyonunun X = x, noktast igin tiirevi,

. a(x—=x a(x+x
. . 2sin ( °)cos ( o)
, . sinax—sinax, . 2
f'(%)=lim ————=1im =a Cos ax,

X=X X=X, X% X=X, (4.61)

olarak bulunur. Bu sonug biitiin X, noktalar1 igin genellendiginde f(x) fonksiyonunun

tirevi f’(x)=a cosax olarak bulunur.
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4.5.4.3. Integral hesabinda cebirsel teknigin kullanimi

17. yiizyllda Newton ve Leibniz’in analitik teknik kullanarak tiirev kavramini
ortaya atmalar1 ve integralin tiirevin tersi olarak nitelendirilebilecegini ifade
etmelerinden sonra tirev ve integralin genellestirilmesi {izerine c¢aligmalar
yogunlagmistir. Bu amag ¢ergevesinde yapilan c¢alismalar sonucunda Gregory (1638-
1675) analiz i¢in olduk¢a 6nemli olan integralin temel teoremini bulmustur (Donmez,

2002). Leibniz 29 Ekim 1675 tarihinde gliniimiizde de kullanilan yeni integral

notasyonunu ““omn yerine I ve omn.l yerine de J | kullanmak daha yararli olacaktir.”

ifadesi ile agiklamis ve ardindan bu notasyonu kullanarak,

Ix:x—;, J(x+y)zjx+jy (4. 62)

gibi basit integralleri vermistir. Leibniz 11 Haziran 1677 tarihli bir makalede toplam,
carpim, boliim, kuvvet ve koklerin diferansiyeli i¢in dogru kurallar1 vermistir. Newton
ise 1664-1690 yillar1 arasinda, toplam seklinde verilen fonksiyonlarin integrallerini ayri
ayr1 integraller alarak toplama ve bazi iistel fonksiyonlarin integrallerini alma gibi, bazi
integral alma kurallarin1 acik bir sekilde genellestirerek ifade etmistir (Cajori, 2014).
flerleyen dénemlerde integralin ters tiirev olma &zelliginden yararlanilarak logaritmik,
iistel, trigonometrik, ters trigonometrik, polinom fonksiyonlar gibi bir¢ok farkli tiirden
fonksiyon i¢in integrasyon kurallari elde edilmistir.

Integrasyon kurallar1 yardimiyla cebirsel islemler yapilarak, sentetik ve niimerik
teknik gibi zaman alic1 yaklagimlara ihtiya¢ duyulmadan, fonksiyonlarin integralleri
hizli ve sistematik bir bicimde alinabilmektedir. Bu durum, cebirsel teknigin integral

hesabinda kullanilabilen etkili bir yaklasim oldugunu gostermektedir.

455. £— & teknigi

Epistemolojik veriler incelendiginde, £ —¢ tekniginin limit kavraminin ekolojik
iliskilerine yonelik énemli veriler igerdigi goriilmiistiir. [lk kez Weierstrass tarafindan
yapilan limitin formel tanimimnin -6 teknigine dayaniyor olmasi buna 6rnek olarak
gosterilebilir. Analiz kavramlar1 arasindaki ekolojik iligkilerin ortaya konulmasinda

istlendigi gorevler dikkate alinarak global sitte £—¢6 teknigine de yer verilmistir.
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-0 teknigi, komsuluk kavramina vurgu yapilarak limitin formel yaklagimla ele
alindig1 bir tekniktir. Bu yaklasimda ¢ ve ¢ ile ifade edilen uzunluklarin komsuluk
kavramu ile iligkisi biiylik 6nem kazanmaktadir. Asagida bu iliskiye yonelik agiklamalar
yapilmistir.

f fonksiyonu @ noktasini da igeren bir aralikta tanimli olsun (fonksiyon
X=a’da tanimli olmak zorunda degildir). ¢, a ’nin lizerinde ¢alisilacak komsulugunu
ifade etmek igin kullanilir. Buna gére a’nin 6 komsulugu, o birim solu ile & birim

sag1 arasinda bulunan reel sayilardan olusur ve bir uzunlugu ifade ettigi igin o pozitif

bir reel sayidir (Bkz. Sekil 4.13).

p
O

(_)_.-'J

dbr

A, A
N

® @

X a

a—o0

Sekil 4.13. £—0 tekniginde a reel sayisinin & komsulugu

X=a'mm o birim solu ile & birim sag1 arasinda yer alan biitiin reel sayilarin, f
fonksiyonuna gore goriintiilerinin bir y = L reel sayisinin & birim solu ve ¢ birim sag1
arasindaki reel sayilar oldugu varsayilsin. Iste y = L nin de yer aldig1 bu aralik L 'nin &

komsulugu olarak ifade edilir (Bkz. Sekil 4.14). 6 gibi ¢ ’da uzunluk ifade ettigi igin

pozitif bir reel sayidir.

g br g br
A A
4 N A
O L0 @ O
L-¢ f(x) L L+¢

Sekil 4.14. £—0 tekniginde L reel sayisimin & komsulugu

Ozetlemek gerekirse, £—J teknigine gore limit, her & > 0 sayisina karsilik gelen

ve her X igin,
0<|x—al<s = |[f(x-L|<e (4. 63)

olacak sekilde 6 >0 sayisinin olmasi gerektigine dayanir (Thomas, Weir and Hass,
2015).

85



£—0 teknigine genellikle formel tanimlara dayali olarak limit alma isleminin
yapildigi ya da siirekliligin incelendigi durumlarda basvurulur. £—-0 tekniginde
komsuluk kavrami, esitsizlik ve reel sayilarin 6zelliklerine iliskin formel bilgilerden
yararlanilarak agiklandigi i¢in bu teknik limit hesabinda kullanilan diger yaklasimlara
gore daha gii¢ anlasilir. Bu ylizden £—0 teknigi kullanilirken & ve 6 komsulugundan
ne kastedildiginin daha iyi anlasilabilmesi i¢in genellikle limit hesabi1 yapilacak

fonksiyonun analitik diizlemdeki grafiginden yararlanilir.

4.5.5.1. Limit hesabinda & — & tekniginin kullanimi

Limit kavrami, Newton ve Leibniz’in sonsuz kiiclik ad1 verilen kavrama ihtiyac
duymalar1 ve sonsuz kiigiikler hesabina yonelik c¢alismalar yapmalariyla beraber
17. yiizyildan itibaren bugiin bilinen anlamda kullanilmaya baslanmistir. Fakat bu
donemde sonsuz kiigtikler ile ilgili gerekli ispatlar yapilamadigi i¢in Leibniz’in
diferansiyel olarak adlandirdigi sonsuz kiiciik kavramu ile ilgili bazi ¢eliskiler ortaya
cikmustir. Ornegin, Berkeley (1685-1753) sonsuz kiigiikler kullanilirken dx’in sifirdan
farkli sayilarak payda da kullanildig1, sonrasinda ise sifira esitlendigi ¢eligkisine dikkat
¢ekerek Newton ve Leibniz’in eksiklerini ifade etmistir (Arslan ve Celik, 2013:
Cetinkaya, Erbas ve Alacaci, 2013). Bu celiskilerin giderilebilmesi i¢in limitin formel
tanimina ihtiyag¢ duyulmus ve bu tanim iizerinde calismalar yogunlagmistir. Bu
caligmalar neticesinde ortaya ¢ikan &£—¢ teknigi ilk kez Cauchy’nin Cours d’Analyse
adli  eserinde (1821) kullanilmistir. Bu eserde, “X in biiyliyen degerleri igin
f(x+1)— f(x) farki k gibi bir limite yakinsar.”” seklinde ifade edilen teoremin
ispatinda su ifadelere yer verilmistir:

& ile secebilecegimiz en kiiciik sayivi ifade edelim. Mademki X in biiviiven degerleri
f (X+1)— f(X) farkinin K gibi bir degere yakinsamasini saglyor, o halde éyle bir h
degeri bulunabilir ki X ’ler N den biiyiik veya esit olduklarinda siz konusu fark her zaman
k—e&, K+ & araligmmn icinde kalir (Cauchy, 1821).

Cauchy’nin, ¢ —J taniminda bir fonksiyonun noktasal ve diizgiin siirekliligini ve
noktasal ve diizglin yakisakligini ayirt edemedigi ifade edilerek bu tanim eksik
bulunmustur. Weierstrass’in &—¢ yaklagimini kullanarak limit ve siirekliligin formel
tanimlarini yapmasi ile birlikte bu eksiklik biiyiik 6l¢lide giderilmistir (Arslan ve Celik,
2013).
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£—0 teknigi sadece limit kavrami tanimlanirken degil, limitle ilgili teoremlerin

ispatinda da kullanilir. Ornek 4.10°da & —& teknigi kullanilarak,
lim f(x) +lim g(x)=Ilim (f(x) +g(x)) (4. 64)
X—a X—a X—a

esitliginin nasil saglandig1 gosterilmistir.

Ornek 4.10. lim f(x) =L ve lim g(x)=M olmak iizere,
lim (f(x) +9(x))=L+M (4. 65)

esitliginin dogrulugunu &—-¢6 teknigini kullanarak gosterme.

Coziim ¢ >0 degeri verilmis olsun. 0<|x—a| <0 esitsizligini saglayan her X
reel sayisi igin ‘ f(x)+g(x) —(L+ M )‘ <& olacak sekilde bir & sayismin oldugu

bulunmalidir. Bu terimler bir araya getirildiginde iiggen esitsizliginden;
£ +9()—(L+M)|=|(f () -L)+(g(x)-M)|<|f () -L|+|a(x)-M| (4. 66)
elde edilir. |XI£T; f (x) =L oldugundan 0< |x—a| < 9, esitsizligini saglayan her X degeri
icin | f(x)- L| < g olacak sekilde bir o, >0 sayist bulunabilir. Benzer bir sekilde
le_r)l;l g(x)=M oldugundan 0<|x—a| <3, esitsizligini saglayan her X degeri i¢in
| f(x)-M | < g olacak sekilde bir 6, > 0 sayisi da bulunabilir.
5, dve J,’nin en kiigiigii olsun. Eger 0<|x—aj<d ise |x—a|<d,

| f(x)- L| < g esitsizlikleri elde edilir ve |X — a| < 0, olur. Ayrica 0< |X - a| <0 ise

lg()-M|< % olacaktir. O halde,

|f(x)+g(x)—(L+M)|<§+§=g (4, 67)

olur ve (4. 65) esitligi elde edilir (Thomas, Weir and Hass, 2015).
Sekil 4.15°te analiz global sitinin; ¢alisma alani, temel nesneler, temel araglar ve

tekniklerden olusan boliimii verilmistir.
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Calisma Alam Temel Nesne Temel Araclar Teknikler

A

Diferansiyel

Analiz ™ Degisim .

Limit
Siireklilik

Analitik

integral

Integral

Sekil 4.15. Analiz global sitinin temel araglari ile teknikleri arasindaki ekolojik iligkiler

Sekil 4.15’ten anlasildig1 iizere niimerik, cebirsel ve analitik teknik analiz global
sitinin dort temel araciyla da kullanilabilen en kapsamli tekniklerdir. € — & teknigi limit
ve siireklilik 6zelinde bir teknik olarak ortaya ¢ikarken, sentetik teknik daha ¢ok integral
baglaminda ve belirli bir oranda da limit-siireklilik baglaminda bagvurulabilen bir

tekniktir.

4.6. Kavram -1 Nesneleri

Global sitin ingasina kavram-1, kavram-2 ve kavram-3 olmak iizere ii¢ farkli

kategoride yer alacak nesnelerin belirlenmesi ve bu nesneler arasindaki ekolojik
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iligkilerin degerlendirilmesi ile devam edilmistir. Bu {i¢ kategoride yer alacak nesnelerin
global sitte yer alan tekniklerin kullanimi ile birlikte devreye girerek reel sayilar ve
fonksiyonlardaki degisimin incelenmesine hizmet ettikleri varsayilmaktadir. Kavram —
1 nesneleri bu baglamda degerlendirilebilecek en 6zel nesnelerdir. Kavram-2 nesneleri
kavram-1 nesnelerini, kavram-3 nesneleri ise kavram-2 nesnelerini dogrulayan veya
anlamlandiran daha genel nesnelerdir. Buna gore, kavram — 1, kavram — 2 ve kavram —
3 nesneleri 6zelden genele ekolojik iliskiler barindiran nesne gruplar1 olarak da
nitelendirilebilir.

Tanimlar matematiksel diislincelerin temel yap1 taslari olarak nitelendirilir. Bir
matematiksel kavramin olusturulmasinda, bu kavramin diger kavramlardan ayirt edici
olan 6zelliklerinin belirlenmesinde veya matematiksel diisiincelerin ifade edilmesinde
tanimlar 6nemli bir rol oynar (Cakiroglu, 2013). Caligmanin bu boéliimiinde limit, tiirev
veya integral alirken ya da siireklilik incelenirken farkli tekniklerin kullanimina bagh
olarak hangi 6zel nesnelere (kavram — 1 nesneleri) ihtiya¢ duyulacagi, sitin temel
araglarin formel tanimlarindan yola ¢ikilarak belirlenmistir.

Ogretim  programinda,  6grencilerin  matematiksel ~iletisim  becerilerini
gelistirmeleri i¢cin matematiksel dili matematigin kendi i¢inde, farkli disiplinlerde ve
kendi yasantilarinda uygun ve etkili bir bigimde kullanma davranisi gostermeleri
gerektigi belirtilmistir (MEB, 2013). Ogretim programmin Matematiksel Iliskilendirme
Yapabilme alt basliginda, 6grencilerde iliskilendirme becerisinin gelistirilmesi igin
matematiksel kavram ve kurallarin farkli temsil bicimleriyle gosterilmesine; farkl
temsil bicimleri arasinda iligki kurulmasma ve farkli temsiller (sayisal, sembolik,
geometrik/grafiksel vb.) arasinda gegisler yapilmasina 6nem verildigi ifade edilmistir
(MEB, 2013). Calismada ogretim programinin hedef ve beklentileri géz Oniinde
tutularak, Ogrencilerin matematiksel iletisim ve iligkilendirme becerilerini
gelistirmelerinde kritik rol oynayan analiz kavramlari belirlenmistir. Global sitin
kavram-1 kategorisinde yer alan bu nesnelere, analiz 6gretimindeki didaktik dnemlerine

vurgu yapmak amaciyla Kritik nesneler adi verilmistir.

4.6.1. € — § tekniginin kullanimina bagh olarak devreye giren kavram-1 nesneleri
Ik kez Weierstrass tarafindan yapilan limitin formel tammi s—J teknigine

dayanir. Limit hesabinda € — 6 tekniginin kullanimina bagl olarak devreye giren 6zel

nesnelerin belirlenmesi amaciyla asagida limitin formel tanimina yer verilmistir.
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Limitin € — & Tammm: y= f(x), a civarindaki bir agik aralikta tanimli olan
(a’da tanmimli olmayabilir) bir fonksiyon olsun. Her &3>0 degerine karsilik,
0< |x—a| <0 esitsizligini saglayan biitiin X ’ler i¢in |f (x)- L| <& olacak sekilde bir
0 >0 sayist bulunabilirse, X a’a yaklasirken, f(x) L limitine yaklasiyor denir ve

bu durum,

lim f(x)=L (4. 68)

X—a

seklinde ifade edilir.
Sekil 4.16’da limitin taniminda gecen 0= |X — a| <0 ve | f(x)- L| <&

esitsizliklerinin ne anlam ifade ettikleri analitik diizlemde gosterilmistir.

L+e1
Sx) @

I I‘c" f(x) bagimli degiskeni

< bu aralikta deger alir.

L-g
Bu aralikraki tiim x+a
bagmnsiz degisken
degerleri icin
A

o

~

=

> X
o

I o,
+

a—o a x q

Sekil 4.16. Limitin taniminda gegen 0 < |X — a| <o ve | f(x)— L| < ¢ egitsizliklerinin

analitik diizlemde gosterilmesi (Thomas, Weir and Hass, 2015, s.58)

Tanima gore bir y= f(x) fonksiyonunun X —a limiti bulunurken; bagimsiz
degisken X’in a’nin (a—5,a+5) komsulugunda aldig1 degerlere karsilik, bagimh
degisken f(x)’in L sayisinin (L—g, L+<9) komsulugunda aldig1 degerler g6z 6niinde
tutulur. Buna gore X—>a fonksiyonun limiti L ise L sayisinin (L—g, L+g)
komsulugu i¢in a’nin (a—5,a+5) seklinde bir delik komsulugu vardir. Bu delik

komsulukta yer alan degerlerin y= f(x) fonksiyonuna gore goriintiisii L ’nin secilen
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komsulugunda yer alir.
Ornek 4.11°de limit alma islemi icin &—¢& tekniginin kullanimina yénelik bir
Ornege yer verilmistir.

Ornek 4.11. lim (2x+1)=5 esitligini £—& teknigi kullanarak belirleme.

X—2

Coziim Limit tanimina goére a=2, f(X)=2x+1 ve L =5 olarak alinsin. Keyfi

& >0 icin dyle uygun bir & >0 degeri bulunmalidir ki X, a=2’nin komsulugunda

bulunup x = 2 olsun. Yani,
0<|x-2/<6 (4. 69)
sartin1 saglayan her durumda f (x), L=5in & komsulugunda olsun. Bu durumda,
|f(X)—5|-<g (4.70)
esitsizligi yazilabilir. (4. 70) esitsizligi geriye dogru isletilerek elde edilen,

(2x+1)-5|=|2x-4|< &
2|x—2|<¢ (4.71)

|x—2|<£
2

&
esitsizligine gore O = > olarak alinabilir. Boylelikle,

0<V—4<5=§ (4.72)
esitsizligi elde edilir ve
\(2x+1)—5\=|2x—4|:2|x—2|<2§=g (4. 73)

saglanarak lim (2x+1)=5 oldugu ispatlanmus olur.

Omek 4.11’in  ¢bziimiinde komsuluk nesnesinden yararlamlarak bagimli
degiskenin ¢ >0 komsulugu i¢in uygun bir 6 >0 komsulugunun bulunabilecegi
gosterilmis ve boylece X — 2 limit isleminin sonucunun 5 ’e esit oldugu bulunmustur.

Limitin &£ —§ tanimi, bu tamma iliskin yapilan aciklamalar ve Ornek 4.11

degerlendirildiginde su sonuglara varilmistir:
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e Limitin € —§ tanimi ve limit alma islemleri yapilirken bagimli ve bagimsiz
degiskenlerdeki degisim ile ilgilenilmistir. Degiskenlerdeki degisimin limit
alma islemine nasil etki ettiginin anlasilabilmesi i¢in Oncelikle degisken
kavraminin iyi anlasilmis olmasi gerekmektedir. Bu husus dikkate alinarak
degisken, & — & tekniginin iligkili oldugu kavram-1 nesnelerinden biri olarak
belirlenmistir.

e ¢ — ¢ teknigi kullanilarak bir fonksiyonun bir noktadaki limiti belirlenirken,
fonksiyonun bu noktanin komsulugundaki davranis1 géz Oniinde tutulmustur.
Bu durum, & — ¢ teknigi kullanilarak yapilan limit alma isleminin komsuluk
kavrami tizerine insa edildigini gostermektedir. Bu husus dikkate alinarak
komsuluk, € — § tekniginin iliskili oldugu kavram-1 nesnelerinden biri olarak
belirlenmistir.

Limitin 6gretilmesi ve 6grenilmesindeki en biiylik zorluklardan biri, kavramin
bilissel yoniiniin matematiksel tanimi yapilirken goz ardi edilmesinden kaynaklanir.
Matematiksel anlamda limitin anlasilabilmesi i¢in bu kavramin taniminda gecen temel
kavramlarin 6ztimsenmesi 6dnem kazanir. Limit taniminda gegen komsuluk kavrami
biligsel yonii ile dgretilmeden limit problemleri ¢oziildiigiinde 6grenciler limitin asil
konseptini tam olarak edinemeden bu kavrami gilinlik hayatlarindan edindikleri
tecriibelerle iliskilendirerek 6grenme egilimi goéstermeye baslayabilir. Bu sonug, limit
kavrami ile ilgili sezgisel bir yaklasimin hakim olmasina neden olarak &grencilerin
giinliik hayatta kullanilan limit konsepti ile matematik egitiminde karsilagilan limit
kavrami arasindaki farkliliklari algilayamamasina neden olabilir (Cornu, 1991). Limitin
fonksiyonun gecemeyecegi bir sayr olarak algilanmasi, limit degerine asla
ulagilmayacag algisi, limitin istenildigi kadar kesin yapilabilecek olan bir yaklastirmay:
ifade ettigi yanilgisi, yaklasilan deger fonksiyonda yerine yazilarak limit degerine
ulasilabilecegi diisiincesi bu kapsamda degerlendirilebilecek yanilgilardan bazilaridir
(Ozmantar ve Yesildere, 2013). Ortaya ¢ikan bu yamilgilar, analiz ¢alisma alaninda
Ogrencilerin matematiksel iletisim ve iliskilendirme becerilerini gelistirmelerinde
komsuluk kavramina kritik ekolojik gorevler diistiigiinii gostermektedir. Bu hususa
dikkat ¢ekilerek komsuluk nesnesi global sitin kritik nesnelerinden birisi olarak
belirlenmistir.

Sekil 4.17°de € — & tekniginin iligkili oldugu kavram-1 nesneleri verilmistir.
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Teknik Kavram-1’

Komsuluk
T

£—&8

\ Degisken

Sekil 4.17.& — 8 teknigin iligkili oldugu kavram-1 nesneleri

4.6.2. Analitik teknigin kullamimina bagh olarak devreye giren kavram-1 nesneleri

Analitik teknik kullanilarak bir f fonksiyonunun bir X, noktasindaki (fonksiyon
bu noktada tanimli olmak zorunda degil) limiti incelenirken, fonksiyonun koordinat
diizlemine ¢izilen grafiginden yararlanlir. f fonksiyonunun X, noktasinda limitinin
olabilmesi i¢in x, noktas: civarindaki tiim X degerleri igin tamimli olmasi gerekir. Bu
durumda X degerleri x,’a yeterince yaklastiginda f fonksiyonu da bir L reel sayisina
yaklasiyor ise f fonksiyonunun X, noktasinda limitinin L sayist oldugu sdylenir.
Yukarida gegen ““x, noktasi civarindaki tiim X degerleri’’ ve “X, Xx ’e yeterince

yaklagtiginda’> gibi ifadelerin matematiksel olarak ne anlam tasidiklarinin

aciklanmasinda komgsuluk nesnesi kritik ekolojik gorevler tistlenir.
Sekil 4.18’de komsuluk nesnesinin ekolojik destegi ile, analitik teknik kullanilarak

y = f(x) fonksiyonunun X — X, limiti gosterilmistir.

A S(x)

—» X

X, +0

Sekil 4.18. y = f(x) fonksiyonunun X — X, limiti

7 Kavram-1 kategorisinde koyu renkle boyal1 olan hiicreler kritik nesnelerdir.
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Sekil 4.18 incelendiginde *x, noktasi civarindaki tiim X degerleri’” ifadesi ile,
X,’in & komsulugu olan (Xo—é', X0+5) seklindeki bir acik aralikta bulunan X
degerlerinin kastedildigi gdriilir. Buna gore (X,—&, X,+&) araliginda bulunan X
degerleri X, sayisina yaklastikca elde edilen goriintiiler de L ’nin ¢ komsulugunda L
degerine yaklastigi i¢in  f (x) fonksiyonunun X — X, limiti L ’dir.

Sekil 4.18°de yapilan limit alma isleminde, X bagimsiz degiskenine X, sayisina

yaklasan degerler verilmesine karsilik, elde edilen bagimli degisken degerlerine gore
limit  degerinin  belirlenmesi  degisken  nesnesinin  ekolojik  katkilariyla

gerceklesmektedir. Ayrica fonksiyon grafigi iizerinde bulunan noktalarin apsislerinin

(XO -0, X +5) araliginda x, degerine yaklagsmalarina karsilik bu noktalarin

ordinatlarinin (L—g, L+8) araliginda L degerine yaklagiyor olmasi, limit alma

isleminde nokta nesnesine de ekolojik gorevler diistiigiinii gostermektedir.

Bir  fonksiyonun bir noktada limiti alinirken fonksiyonun bu  noktadaki
goriintlisiiyle degil, o noktanin komsulugunda yer alan noktalarin davraniglar ile
ilgilenilir. Bu durumda fonksiyonlarin tanim kiimesinde yer almayan noktalarda limitsiz
olacaklarin1 sdylemek yanlis olur. Tanimsizligin oldugu noktalarda limitin olup
olmadigina karar verilebilmesi i¢in sagdan ve soldan limit alma islemlerine bagvurulur.

Analitik teknik kullanilarak tanimsizligin oldugu noktalarda sagdan ve soldan
limit alma islemi yapilirken ortaya c¢ikan ekolojik iligkilerin sistemli bir bi¢imde
incelenebilmesi i¢in oncelikle tanimsizligin olas1 nedenleri lizerinde durulmasinda yarar
vardir.

Bir fonksiyonun tanim kiimesinde yer verilmeyen elemanlar i¢in agsagida siralanan
ti¢ farkli sebepten bahsedilebilir.

e Eleman keyfi olarak tanim kiimesinin diginda birakilmis olabilir.

e Kavramsal tutarlilik bazinda empoze edilmis olabilir.

e Kesir seklinde bir fonksiyon s6z konusu olup ifadeyi tanimsiz yapan elamanlar
i¢in fonksiyon tanimsiz olabilir (Ozmantar ve Bozkurt, 2013).

Tanim kiimesinde yer verilmeyen elemanin disarida birakilma sebepleri siirece
dahil olan kavram(lar)in tanim1 ya da tanimsizlik durumuna yol agmasi gibi sebeplere

dayanmuyor ise bu durumda keyfi olarak belirlenen tanimsizlik s6z konusudur.
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Omek 4.12°de  keyfi tanimsizhga sahip olan bir fonksiyonun koordinat
diizleminde ¢izilen grafiginden yararlanilarak limit alma islemi yapilmstir.

Ornek 4.12.

e 3x+1, x<£2
f(ﬂ={

2x+1, x=3

[ S
) e =ss ===

3x+1, x<2

arcall fonksiyonunun grafigi
oxsl x>3 P Jonksiy grafig

Sekil 4.19. f(x) :{

Sekil 4.19°da grafigi verilen f fonksiyonunun x — 2" limitini inceleme.
Coziim Sekil 4.19 incelendiginde, f pargali fonksiyonunun (2,3) araligindaki

reel say1 degerleri igin keyfi olarak tanimsiz birakildigi gériilmektedir. Buna gére X =2
noktasinin sag tarafinda kalan f fonksiyonunun tanmli olabilecegi bir komsulugunun
belirlenmesi miimkiin degildir. Buna bagli olarak 2 reel sayisina sagindan
yaklasilamadigi igin x — 2° fonksiyon limitsizdir.

Ornek 4.12°de f pargali fonksiyonunun analitik teknik kullanilarak x — 2 limiti
incelenirken; gerek fonksiyon grafiginin ¢izilmesinde, gerekse limit alma isleminin
yapilmasinda tanimsizlik nesnesi devreye girerek ekolojik gorevler iistlenmistir.

Uzerinde c¢aligilan fonksiyonun veya fonksiyonda yer alan iligkili kavramlarin
tanimlanma seklinden kaynaklanarak ortaya c¢ikan tanimsizlik empoze edilen
tanimsizliktir.

Ornek 4.13’te empoze edilen tanimsizliga sahip olan bir fonksiyonun koordinat
diizleminde ¢izilen grafiginden yararlanilarak limiti incelenmistir.

95



Ornek 4.13.

>

f)=log, (2x-1)-1

Sekil 4.20. f(x) =109, (2x—1) -1 fonksiyonunun grafigi

Sekil 4.20°de grafigi verilen f fonksiyonunun xe(%j limitini inceleme.
Coziim Sekil 4.20 incelendiginde f fonksiyonunun, logaritmik fonksiyonlarin

.. 1 < SR, .1
tanim1 geregi, | —oo, 3 araliginda tanimsiz oldugu goriiliir. Buna gore 5 sayisina

solundaki komsulugundan yaklasilmasi miimkiin olmadig1 i¢in X—)(%j fonksiyon

limitsizdir.
Ornek 4.12’nin ¢dziimiinde de oldugu gibi f fonksiyonunun analitik teknik

kullanilarak X — 6) limitsiz oldugu belirlenirken tanimsizlik nesnesi devreye girerek

ekolojik gorevler iistlenmistir.

Analiz ¢alisma alaninda limit alma islemi gergeklestirilirken siklikla belirsizlik
durumlar ile karsilasilir. Buna karsilik belirsizlik kavrami matematikte belirsiz terim,
belirsiz deger ve belirsiz form olmak tizere ii¢ farkli durumu ifade etmek igin kullanilir.
Asagida bu belirsizlik durumlart ile ilgili bilgilere yer verilmistir.

Belirsiz Terim: Cebirsel bir ifadede yer alan ve neye isaret ettigi tam olarak
belirlenemeyen nesneler belirsiz terim kapsamina girer. Nesne kelimesi ile cebirsel
ifadeler yazilirken kullanilan bilinmeyen, degisken veya parametreler kastedilmektedir.

Ornegin, 3x—5=x+2 denkleminde kullanilan X sembolii bir bilinmeyen olup ayni
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zamanda belirsiz terimdir. Ciinkii; X ’in ne oldugunun bulunabilmesi i¢in cebirsel ve

aritmetik islemlerin yapilmasi gerekir.
Belirsiz Deger: Matematikte farkli olasi degerlerden gegerli olanin bilinmedigi

durumlarda belirsiz deger ile karsilasilir. Ornegin, X sonlu bir say1 olmak iizere g =X

esitligi yazilsin. Bu durumda 0=0.x elde edilir ve ¥xeR ig¢in bu esitlik saglanir.

Fakat reel say1 degerlerinden hangisinin tercih edilecegi belli degildir.

Belirsiz Form: Sadece limit alma islemi esnasinda karsilasilan belirsizlik

durumlaridir. 7 farkli belirsizlik formu vardir. Bunlar: 9 ,2, w—00, 000, 17, 0° ve
o0

oo’ belirsizlikleridir (Ozmantar ve Bozkurt, 2013). Calisma boyunca, aksi
belirtilmedikge, belirsizlik kelimesi ile bu tiirden belirsizlikler kastedilmistir.

Tablo 4.5’te belirsiz form kapsamina giren belirsizlik tiirleri ile ilgili 6rneklere yer

verilmigtir.

Tablo 4.5. Limit alma islemi yapilirken karsilasilan belirsizlik formlart i¢in ornekler

Belirsizlik Formu Ornek
0 ) x? -1 . sin3x ,.  tan3x
0 lim — , lim , lim
x>l X —3X+2 x>0 5y x>0 tan 7x
© X*+x=5 . x! . logx
lim 22272 jim 2 jjm 292
0 X—00 x> +1 xoo XX xow X 41
O=o lim (xz— x—3)
X—0
0.0 ) x2—x+1 x*-5x+1
lim 5 .
o X7 44x° -1 x+1
I ) X24x)
lim | 1+—;
X—00 X
0° lim (x—3)"°
x—3 ( )
0 X
) . 1
lim (1+—)
Xx—0 X
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Ornek 4.14°te rasyonel bir fonksiyonun % belirsizliginin oldugu noktadaki limiti

analitik diizlemde verilen grafiginden yararlanilarak incelenmistir.

Ornek 4.14.

[ ]

o~1

2

X" -1
fonksiyonunun grafigi

Sekil 4.21. y=
x-1

Sekil 4.21°de grafigi verilen f fonksiyonunun x —1 limitini inceleme.
Coziim  Sekil 4.21 incelendiginde, Xx=1 degeri i¢in ortaya ¢ikan %

belirsizliginin f  fonksiyonunda tanimsizlia neden oldugu goriiliir. Grafige gore

X —>1" ve x >1 fonksiyon 2 sayisina yaklastigi igin,
Iin; f(x)=2 (4.74)

olarak bulunur.

x% —

Analitik teknik kullanilarak gerek f(x) = fonksiyonunun tanimsiz oldugu

nokta belirlenirken, gerekse x—1 bu fonksiyonun limiti alinirken tamimsizlik ve

belirsizlik nesneleri devreye girerek ekolojik gorevler iistlenmistir.
Sekil 4.22°de f(x)= 1 fonksiyonunun tanimsiz oldugu X=0 noktasindaki
X

limiti, analitik teknik kullanilarak incelenmistir.
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f@=2

X

} > X
-0 o
«—— Asimptot

Sekil 4.22. f(x)= 1 fonksiyonunun tanimsiz oldugu noktada limitinin incelenmesi
X

Sekil 4.22°de grafigi verilen f(x)= 1 fonksiyonu x =0 noktasinda tanimsizdir.
X

Grafige gore X bagimsiz degiskeni (—5 , 0 ) araliginda 0 ’a giderek yaklagan degerler

aldiginda bagimli degisken bir reel sayiya yaklasmak yerine +oo veya —oo’a 1raksadigi
icin X — 0 fonksiyonun limiti yoktur. Bu durum sonsuzluk nesnesi ile analitik teknik
arasinda ekolojik iliskilerin oldugunu gostermektedir. Sekil 4.22 incelendiginde,

asimptot nesnesinin bu ekolojik iligkinin olusumuna katki sagladigi goriiliir. Buna gore,

Xx=0 asimptot dogrusu f(x) fonksiyonunun; x-—>0" siirekli artarak +o0’a

wraksadiginin ve X — 0" siirekli azalarak —oo0’a 1raksadiginin gosterilmesine hizmet
etmektedir.

Analitik teknik kullanilarak yapilan limit alma islemleri degerlendirildiginde su
sonuglara varilmigtir:

e Analitik teknik kullanilarak limit alma islemi yapilirken bagimli ve bagimsiz
degiskenlerdeki degisim 1ile 1ilgilenilmistir. Bu baglamda degerlendirme
yapilarak degisken nesnesi analitik teknigin iliskili oldugu kavram -1 nesnesi
olarak belirlenmistir.

e Bagimli ve bagimsiz degiskenin aldigi degerler analitik diizlemde gosterilirken

geometrik nesne olarak noktalardan yararlanilmistir. Nokta nesnesi boylelikle
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degiskenlerdeki degisimin fonksiyon grafigi iizerinde olusturdugu etkinin
incelenmesine ekolojik katki saglayan kavram -1 nesnesi olarak belirlenmistir.

e Analitik teknik kullanilarak bir fonksiyonun belirli bir noktadaki limiti
belirlenirken,  fonksiyonun bu noktanin  komsulugundaki  davranisi
degerlendirilmistir. Bu durum dikkate alinarak komsuluk, analitik teknigin
iliskili oldugu kritik kavram -1 nesnesi olarak belirlenmistir.

e Analitik teknik kullanilarak fonksiyonlarin tanimsiz olduklar1 noktalarda
limitleri alinirken gerek fonksiyon grafiklerinin ¢izilmesinde, gerekse limitlerin
incelenmesinde tamimsizlik ve belirsizlik nesnelerine ihtiyag duyulmustur. Bu
durum dikkate alinarak tammsiziik ve belirsizlik, analitik teknigin iliskili
oldugu kritik kavram -1 nesnesi olarak belirlenmistir.

e Fonksiyonlarin tanimsiz oldugu noktalarda limitli olup olmadig: analitik teknik
kullanilarak belirlenirken sonsuzluk ve asimptot nesneleri arasindaki ekolojik
iliskiler devreye girmistir (Bkz Sekil 4.20 ve Sekil 4.22). Asimptot dogrulari,
tanimsizligin oldugu noktaya yaklasildiginda elde edilen goriintiilerin bir reel
saytya yaklagsmadiginin ortaya konulmasinda ekolojik gorevler listlenmistir. Bu
durum dikkate alinarak sonsuzluk ve asimptot nesneleri analitik teknigin iligkili
oldugu kavram -1 nesneleri olarak belirlenmistir.

Limit kavrammin 6gretiminde karsilasilan ana epistemolojik engellerden birisi
kavramin metafiziksel yoniidiir. Sonsuzluk, kesin bir tanim i¢ine sokulamadigi igin
limitin metafiziksel yoOniiniin temel kavramlarindan biri olarak degerlendirilir
(Ozmantar, 2013). Limitin tarihsel gelisim siirecinde sonsuz kiiciik ve ¢ok biiyiik
kavramlar1 ile ilgili yasanan teorik zorluklar bu epistemolojik engellerin nedenini
aciklamaktadir. Sonsuz kiigiik niceliklerin varolusu varsayimi iizerine yapilan
tartigmalar bu zorluklara 6rnek olarak gosterilebilir. “Bir sayimin neredeyse sifir olan
kiicik bir nicelige sahip olup da belirli bir biiyiikliige sahip olamamasi miimkiin
miidiir?”’, “Sonsuz kii¢lik niceliklerden birisi sifir oldugunda anlik de§isim neyi ifade
eder?’’ gibi felsefi problemlere teorik bir ¢6ziim bulma cabasi yilizyillar boyunca devam
etmistir (Cornu, 1991). Galile paradoksu olarak bilinen paradoks bu tiir felsefi
tartismalarin bir 6rnegidir. Bu paradoksun kaynagi Galile’nin sonsuz ¢okluklar1 birebir
esleme ilkesine dayandirarak agiklamis olmasidir. Bu diislinceye gore sonsuz elemana
sahip olan dogal sayilar kiimesi ile elemanlar1 dogal sayilarin karelerinden olusan baska

bir kiimenin elemanlar1 arasinda birebir esleme yapilmasi miimkiindiir. Bu sonug iki
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kiimenin ayni sayida elemana sahip oldugu anlamma gelmektedir. Galile’nin sonsuz
cokluklar1 karsilastirmada kullandigi bu yontem, Oklid’in Elementler adli kitabinda
ortaya atilan “Biitlin daima kendi parcalarinin her birinden daha biiyiiktiir.”” prensibiyle
celismektedir (Ozmantar, 2013).

Limit konusunun O6gretiminde karsilagilan 6grenme giigliiklerinin belirlenmesi
lizerine yapilan calismalar, epistemolojik sorunlarin birgogunun temelinde sonsuzluk
kavraminin yani1 sira tamimsizlik ve belirsizlik kavramlarinin yer aldigin1 géstermektedir
(Reys and Grouws, 1975; Bastiirk ve Donmez, 2011; Jaffar and Dindyal, 2011; Aztekin,
2013). Bu kapsamda yapilan caligmalarda ogrencilerin; limit alma durumlarinda
karsilagilan belirsizliklerin ne anlama geldigini tam olarak anlayamadiklari, tanimsizlik
halinde fonksiyonun nasil hareket ettiginin belirleyemedikleri, tanimsizlik ve
belirsizligin ifade ettigi anlamlar1 ve aralarindaki farklar1 anlayamadiklari, sonsuzluk ile
belirsizlik kavramini iliskilendirmede zorluk yasadiklar1 goriilmiistiir (Akbulut ve Isik,
2005; Jordaan, 2005). Bu c¢aligmalardan birinde Jordaan (2005) &grencilere
belirsizliginin oldugu bir noktada bir fonksiyonun limiti ve siirekliligi hakkinda sorular
sormustur. Ogrencilerin verdigi yamtlar degerlendirildiginde, belirsizlik durumunun ne
ifade ettiginin 6gretilmesi yerine, sadece cebirsel yollar veya yontemler kullanilarak
limit alma islemi yapilmasinin, 6grencilerde belirsizlik durumunun anlasilmasina engel
olusturdugu goriilmiistiir. Bir baska calismada Akbulut ve Isik (2005) 6grencilere
tanimsizligin oldugu durumda limit alma islemine yonelik bir soru sormuslardir. Bu
soruya verilen yanitlar degerlendirildiginde, 68rencilerin yaridan fazlasinda sonsuzun
bir limit degeri olabilecegi anlayisinin hakim oldugu goriilmistiir. Ayrica limit
degerinin sonsuz i¢in hesaplanmasi durumunda veya belirsizlik ve tanimsizlik s6z
konusu oldugunda 6grencilerin bu kavramlarin limit ile olan iliskilerini 6grenmede
giicliik cektikleri belirlenmistir. Bu sonuglar; 6grencilerin sonsuzluk, tanimsizlik ve
belirsizlik kavramlarini anlamlandirmada ve bu kavramlar ile limit kavrami arasinda
iletisim kurarak iliskilendirme yapmada zorluklar yasadigim1 géstermektedir. Bergthold
(1999) bu tiir zorluklarin asilmasinda Ogrencilere fonksiyonlarmm grafiklerini
inceleyebilme imkani sunulmasinin kritik bir 6neme sahip oldugunu belirtmistir.
Sekil 4.20 ve Sekil 4.22°de analitik teknik kullanilarak yapilan limit islemleri bu
ifadeyi desteklemektedir. Sekil 4.20 ve Sekil 4.22 incelendiginde, koordinat diizlemine
cizilen fonksiyon grafigi yardimiyla limit alma isleminin yapilmas: durumunda,

asimptot dogrular1 yardimiyla tanimsizlik, belirsizlik veya sonsuzluk kavramlari ile
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limit kavrami arasinda ekolojik iliski kurma firsatinin saglandigi goriilmektedir.
Ortadgretim matematik O0gretim programinin kavramlar arasinda iletisim kurma ve
iliskilendirme becerilerinin gelistirmesine yonelik beklentileri gdz Oniinde tutularak
sonsuzluk, tanmimsizlik, belirsizlik ve asimptot nesneleri analiz ¢alisma alaninin Kritik
nesneleri olarak belirlenmistir.

Asagida analitik teknik kullanilarak tlirev alma islemi yapilirken devreye giren
kavram-1 nesneleri tiirev tanimindan yola ¢ikilarak belirlenmistir.

Tiirevin Tanmmi: Limitin var olmast kosulu ile y= f(x) fonksiyonunun

tirevinin X noktasindaki degeri Sekil 4.23’den yararlanilarak,

y k
Sf(x+h)
L f(x+0)—f(x)
S (x) 1
-—"7 » x

Sekil 4.23. Bir y = f(x) fonksiyonunun X noktasindaki tiirevi

dy ..
f'(x)===Ilim
(X) i

h—0

f(x+h)—f(x) (4.75)

h
olarak tanimlanir (Thomas, Weir and Hass, 2015).

Sekil 4.23 incelendiginde, y = f (x) fonksiyonunun X noktasindaki tiirevini ifade
eden (4. 75) esitliginin olusturulmasinda diferansiyel nesnesi ile birlikte; kiris, teget ve
egim nesnelerinin ekolojik isbirliklerinin aktif rol oynadig: goriiliir. Buna gore esitlikte
yer alan,

f(x+h)—f(x)
h

(4. 76)
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ifadesi y=f(x) fonksiyonuna ¢izilen Kk kiriginin egimidir. h—0 fonksiyona
cizilebilecek kirislerin egimleri t dogrusunun egim degerine (mt) yaklasir. Bu deger

ayni zamanda y = f (x) fonksiyonunun X noktasindaki tiirevidir ve boylece,
dy
f'(x)=m =—= 4. 77
(9 =m = @.77)

dy

esitligi elde edilir. Esitlikte gecen A diferansiyel orani t dogrusunun bagimh
X

degiskeninde meydana gelen degisimin bagimsiz degiskenindeki degisime orani olarak
ifade edilir. Bu deger, ayni zamanda t dogrusunun egimine esittir.

Tiirev tanimi ve bu tanima iligkin yapilan agiklamalar degerlendirildiginde su
sonuclara varilmistir:

e Tirev tamimina gore, X noktasinda limitli olan y= f(x) fonksiyonunun bu

noktadaki tiirevi limit kavramina dayali olarak (4. 75) seklinde ifade edilmistir.
Tirevin limit temel aracina bagli olarak tanimlanabilmesi, tiirevin temelinde
limit kavraminin oldugunu gostermektedir. Bu durum limit ile ekolojik iliskisi
olan biitiin kavram-1 nesnelerinin dolayli olarak tiirev ile de ekolojik iliski
kurdugunu gostermektedir.

e Analitik diizlemde grafigi cizilen y= f(x) fonksiyonunun X noktasindaki

tiirevi agiklanirken kirig, teget ve egim nesnelerinin bir tiir ekolojik isbirligi
yaptiklar1 ve bu ekolojik isbirligi ile tiirevin taniminda 6zel ekolojik gorevleri
yerine getirdikleri goriilmiistiir. Bu sonuglara gore kiris, teget ve egim nesneleri
kavram - 1 nesneleri olarak belirlenmistir. Kiris, teget ve egim nesneleri
arasindaki ekolojik igbirligine vurgu yapilmasi amaciyla global sitte bu
nesnelere bir arada yer verilmesi uygun goriilmiistiir.

e Diferansiyel nesnesi teget dogrusunun egiminin ag¢iklanmasinda ekolojik
gorevler Ustlendigi icin analitik teknigin iliskili oldugu kavram — 1 nesnesi
olarak belirlenmistir.

Ogretim programmda 12. sinif ileri diizey matematik dersi alan dgrencilerde
gelistirilmesi hedeflenen beceriler siralanirken ““tiirev kavramini degisim orani ile
aciklama’ ifadesine yer verildigi goriilmistir (Bkz. Sekil 3.1). 12. simf &gretim
programinda yer alan kazanimlar incelendiginde, bu hedefin agik bir bi¢cimde ifade

edildigi belirlenmistir. Tirev konusuna yonelik ilk kazanimda, fizik ve geometri
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modellerinden yararlanilarak tiirev konusuna degisim orani kavramu ile giris yapilacagi
ifade edilmistir (Bkz. EK-3). Programda bu kazanim i¢in yer alan agiklamalardan
bazilar1 sunlardir:

e Anlik degisim orani kavrami aciklanarak anlik degisim oranina tirev denildigi
belirtilir.

e Verilen bir fonksiyonun bir noktadaki tiirev degeri ile o noktadaki tegetinin egimi

arasindaki iliski incelenir (MEB, 2013).

Ogretim programinda yer alan kazanim ve aciklamalar dikkate alindiginda, tiirev
kavraminin 6gretiminde analitik teknigin kullanimina isaret edildigi ve tiirevin, teget ve
egim nesneleri ile iliskilendirme yapilarak tanimlanmasinin esas alindig1 goriilmektedir.
Ortalama degisimden anlik degisime gegiste fonksiyon grafigine cizilen kirig
dogrulariin egimlerinden yararlanildigi disiiniildiigiinde, teget ve egim nesnelerinin
yam sira kiris nesnesine de ekolojik gorevler diistiigii goriiliir. Ogretim programinin
kavramlar arasinda iliskilendirme becerilerinin gelistirmesine yonelik beklentileri géz
oniinde tutularak teget, egim ve kirigs nesneleri analiz cahiyma alaminin kritik
nesneleri olarak belirlenmistir.

Tiirev konusunun o6gretiminde karsilagilan kavram yanilgilarinin belirlenmesi
lizerine yapilan bir¢ok calismada 6grencilerin anlik degisim orani ile tirev temel aracini
iliskilendirmede zorluk ¢ektiklerini  goriilmiistir (Orton 1983; Heid 1988;
Bezuidenhout, 1998). Yapilan ¢alismalar sonucunda, ortalama degisimden yola
cikilarak anlik degisimin agiklanmasi ve teget ile egim nesnelerinin ekolojik
desteginden yararlanilarak anlik hiz ile #irev temel araci arasinda iliskilendirme
yapilmasinin bu konuda yasanan 6grenme giicliiklerinin azaltilmasina katki sagladig
goriilmiistiir (Ostebee and Zorn, 1997; Bingélbali, 2013). Elde edilen bu veriler kiris,
teget ve egim nesneleri ile tiirev temel araci arasinda iliskilendirme yapilmasinin tiirev

ogretimi i¢in kritik bir 6neme sahip oldugunu gostermektedir.

Leibniz notasyonu olarak da bilinen % diferansiyel orani tiirev alma

X
islemlerinin ifade edilmesinde kullanilan en yaygin gosterimlerden biridir. Bu durum
matematiksel iletisim becerilerinin gelistirilmesinde diferansiyel nesnesine kritik
ekolojik gorevler diistiigiinii gostermektedir. Diferansiyel nesnesi bu ekolojik gorevinin
yani sira, tiirev ile integral arasinda ekolojik iliski kurulmasina da hizmet etmektedir.

Asagida verilen esitlik buna 6rnek olarak gosterilebilir.
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d X
- j f(t)dt = f(X) (4.78)

(4. 78) esitliginde diferansiyel nesnesi; hem integral alma islemi yapilirken, hem
de art arda yapilan integral ve tiirev alma islemleri sonucunda f(x) fonksiyonunun
elde edileceginin ifade edilmesinde devreye girmektedir. Boylelikle integral tiirevin
tersi olarak ifade edilerek tirev ile integral temel araglari arasinda ekolojik bag
kurulmaktadir. Ogretim programinin  kavramlar arasinda iletisim kurma ve
iliskilendirme becerilerinin gelistirmesine yonelik beklentileri gdz Oniinde tutularak
diferansiyel nesnesi analiz calisma alanimmin Kkritik nesnelerinden biri olarak
belirlenmistir.

Asagida, analitik teknik kullanilarak integral alma islemi yapilirken devreye giren

kavram-1 nesneleri integral tanimindan yola ¢ikilarak belirlenmistir.
Belirli integralin Tamm: f(x) bir [a, b] araliginda tanimli bir fonksiyon

olsun. Asagidaki kosullar saglandiginda, J degeri, f fonksiyonunun [a, b] araligs
tizerindeki belirli integrali ve 2. f(c,)A X, Riemann toplamlarinin limitidir.
k=1

Her &3>0 degeri ig¢in, [a, b] nin ||P||<5 kosulunu saglayan her

P= {XO, Xyeem Xn} boliintisii ve C, 'nin [XH, Xk] araligindaki her se¢imi i¢in,

Zn:f(ck)Axk ~J

k=1

<& (4.79)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayist mevcuttur (Thomas, Weir and Hass, 2015).

Belirli integralin tanimi, [a, b] araliginda tanimli olan bir fonksiyonun bu

araliktaki bollinlislerinin normu  sifira yaklasirken, buna karsilik gelen Riemann
toplammin bir J limit degerine yaklastigi fikrini temel alir. Bu limit, bdliiniis
normunun yeterince kiiclik olmas1 kosuluyla (bdylece alt araliklarin genislikleri yeteri

kadar kiiciik olur) bir Riemann toplaminin J sayisina yakin olacagi anlamina gelir.
Alt araliklarin hepsinin esit AX = u genigliginin olmas1 durumunda, C, , A X,
n

alt araligindan segilmek {izere her Riemann toplami asagidaki gibi olusturulabilir.
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Snzzn:f(ck)Axkzzn:f(ck)b;na (4. 80)

N—oo bu Riemann toplamlarinin limiti varsa ve J ’ye esit ise, bu durumda J, f
fonksiyonunun [a, b] aralig: iizerinde belirli integrali olur ve bu deger ayni zamanda

Sekil 4.24’te verilen f fonksiyon egrisi, X=a, x=Db dogrular1 ve X ekseni arasinda

kalan tarali bolgenin alanina esittir.

[
L

n/y=f(x)

* Y
X=da

x=b

Sekil 4.24. f fonksiyon egrisi; X=a , Xx=Db dogrulari ve X ekseni arasinda kalan

bolge

Bu durumda,

s=J=lim 3 f(c)Ax, =lim Zf(ck)tna (4. 81)
n—ew 4= noo =

elde edilir. Leibniz z f(c,)AX, Riemann toplamlarini, f(X) fonksiyon degerleri ile
k=1

alt araliklarin sonsuz kiigiikliikteki dx genisliklerinin ¢arpimlarinin bir sonsuz toplami

oldugunu disiinerek, >, sembolii yerine I semboliinli kullanarak ifade etmistir. Bu

notasyona gore f(C,) fonksiyon degerleri f(X) siirekli segim degerlerine, AX,

genislikleri ise dx diferansiyellerine doniisiir. Boylece a’dan b’ye giderken biitiin

f (x)dx carpimlarinin toplaniyor oldugu sonucu ortaya ¢ikar. Buna gére a’dan b’ye

kadar f(x)’in X’e gore integrali,

106



S :T f (x)dx (4. 82)

seklinde ifade edilir (Thomas, Weir and Hass, 2015).
(4. 82) esitligindeki b, X ile X ise t ile degistirilip kalkiiliisiin temel teoreminden

yararlanilarak,
d X
- j f(t)dt = f () (4. 83)

elde edilir. Bu esitlik, f fonksiyonunun once integre edilip sonrasinda tiirevinin
alinmasi ile tekrar f fonksiyonunun elde edilecegini gosterir. Bagka bir ifadeyle (4. 83)

esitligi integral ile tiirev alma islemlerinin birbirinin tersi oldugunu ifade eder.

Belirli integral yardimiyla alan hesabinin yani sira hacim hesab1 da yapilabilir
(Bkz Sekil 4.25).

LN

Sekil 4.25. Analitik diizlemde geometrik cisim olusturulmasi

Sekil 4.25°te grafigi cizilen y= f(x) fonksiyonunun X ekseni etrafinda 360°

dondiiriiliip X=a ve x=Db dogrularindan gecen diizlemler ile sinirlandirilmasi

sonucunda olusan donel cismin hacmi,
b

Vv =7;j(f(x))2 dx (4. 84)

a

integrali ile hesaplanir.
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Belirli integralin tanimi1 ve bu tanima yonelik yapilan aciklamalardan
yararlanilarak analitik teknigin kullanimina yonelik su sonuglara varilmistir:

o Belirli integral Riemann toplamlarinin limiti alinarak ifade edilebildigi i¢in limit
ile ekolojik iligkisi olan biitiin kavram-1 nesnelerinin dolayl olarak integral ile
de ekolojik iliskisi oldugu goriilmiistiir.

e Integral ve tiirev alma islemleri birbirinin tersi olarak nitelendirilebildigi icin
tirev ile ekolojik iliskisi olan biitiin kavram — 1 nesnelerinin dolayli olarak

integral ile de ekolojik iliskisi oldugu sonucuna varilmistir.
b
o If(x)dx belirli integralinde f(x)dx, f(x) fonksiyon degerleri ile alt

araliklarin  sonsuz kiigiikliikteki  dx genisliklerinin ¢arpimlarin1  ifade
etmektedir. Bu durum analitik teknigin kullanimina bagli olarak integral temel
arac1 ile diferansiyel nesnesi  arasinda  ekolojik iliski kurulabildigini
gostermistir.

e Belirli integral, analitik diizlemde olusturulan sinirlandirilmis bir bdlgenin
alaninin veya geometrik cismin hacminin hesaplanmasinda kullanilabildigi i¢in
analitik teknigin kullamim1 ile birlikte alan ve hacim nesneleri ile ekolojik
iligkiler kurulabildigi goriilmiistir.

20. ylzyilin son donemleri tiim diinyada lise ve {iiniversite diizeyindeki analiz
konularinin 6gretiminde ciddi reform hareketlerine sahne olmustur. Reform oncesi
donemde oOgrencilerde islem becerilerinin kazandirilmasi esas alinarak analiz
kavramlarinin tanimlar1 soyut diizeyde verilmekte iken reform hareketleri ile birlikte
kavramsal O0grenmeye vurgu yapilmaya baslanmistir. Reform c¢alismalar1 integral
konusunun o6gretiminde de bazi degisikliklere gidilmesine neden olmustur. Reform
oncesinde integral konusuna belirsiz integral ve integral alma kurallar ile giris
yapilmaktayken reform hareketleri ile birlikte integral konusuna belirli integral
yardimiyla alan veya hacim bulma uygulamalar ile giris yapilmaya baslanmistir. Bu
yaklasim sayesinde Ogrencilere integral konusu i¢in hem kavramsal hem de islemsel
becerilerini yeterli seviyede gelistirme firsati sunulmustur (Murphy’den aktaran, Akkog
ve Kurt 2013).

Ogretim programinda 12. sinif analiz konularinin yer aldigi Sayilar ve Cebir

O0grenme alani i¢in 6grencilerden beklenen davranislar incelendiginde,
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e Belirli integrali, egri altinda kalan alan ile iliskilendirme ve uygulamalar yapma, tiirevle

integral arasinda iliski kurma ve belirsiz integral hesaplamalari yapma (MEB, 2013, 5.43)

ifadesine yer verildigi goriilmiistiir (Bkz. Sekil 3.1). Bu ifade 6gretim programinda
integral konusunun &gretiminde reform sonrasi uygulanan yaklasimin esas alindigi
gostermektedir. 12. simif 6gretim programinda yer alan kazanimlar incelendiginde bu
yaklasimin agik bir bicimde ifade edildigi gériilmiistiir. Integral konusuna yonelik ilk
kazanim “Bir fonksiyonun grafigi ile x-ekseni arasinda kalan sinirli bolgenin alanini
Riemann toplami yardimiyla tahmin eder (MEB, 2013, 5.47).”” seklindedir. Ogretim
programinda yer alan bu kazanima yonelik  yapilan  agiklamalardan bazilar
sunlardir:
e Gergek/gercekei hayat durumlarindan hareketle bir fonksiyonun grafigi ile x-ekseni ile
arasinda kalan alanin hesaplanmasina ihtiyag hissettirilir.
e Bazi basit fonksiyonlar i¢in ( f(x)=ax, f(x)=ax® gibi) o6nce fonksiyonun pozitif
oldugu araliklarda Riemann toplami yardimiyla alan tahmin edilir, daha sonra

fonksiyonun negatif deger aldig1 araliklar icin bu yéntem genisletilir (MEB, 2013, 5.47)

Ogretim programinda yer alan kazanim ve bu kazanima iliskin agiklamalar
integral kavraminin, analitik teknik kullanimina ve alan nesnesi ile iliskilendirme
yapilmasina dayanan bir yaklagimla agiklanmasinin esas alindigini gostermektedir.
Ogretim programimin kavramlar arasinda iletisim kurma ve iliskilendirme becerilerinin
gelistirmesine yonelik beklentileri géz oniinde tutularak alan ve hacim nesneleri analiz
calisma alaninin Kkritik nesneleri olarak belirlenmistir.

Alan ve hacim nesneleri integral konusunun dgretiminde kavramsal 6grenmeye
ekolojik katki saglamanin yaninda, kavram yanilgilarina neden olmasiyla da 6n plana
cikmaktadir. Bu kapsamda yapilan c¢aligmalarda Ogrencilerin  grafigi  verilen
fonksiyonlar yardimiyla belirli integral hesab1 yaparken egri altinda kalan alani negatif
olarak degerlendirmeleri ile sonuglanan kavram yanilgilarina sahip olduklar
goriilmistiir (Rasslan and Tall, 2002; Camacho and Depool, 2003). Bu durum, alan ve
hacim nesneleri ile integral temel araci arasindaki ekojik iligkinin onemini daha da
kritik hale getirmektedir. Ciinkii; alan ve hacim nesnelerinin integral temel araci ile
aralarindaki ekolojik iliskilere etki eden bu tiir yanilgilar, alan veya hacim hesabina
dayal1 olarak yapilarak belirli integral 6gretimine olumsuz etki ederek, integral temel
aracinin kavramsal bir yaklasimla 6gretilmesini sekteye ugratmaktadir.

Sekil 4.26°da analitik teknigin iligkili oldugu kavram-1 nesneleri verilmistir.
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Teknik Kavram-1

Sonsuzluk
Asimptot
Tanimsizlik

Belirsizlik

Diferansiyel

Analitik |
' Kiris/Teget/
Egim

Komsuluk

Degisken

Nokta

Alan/Hacim

Sekil 4.26. Analitik teknigin iligkili oldugu kavram-1 nesneleri

Tablo 4.6’da kritik nesnelerin temel araglar ile ekolojik iliskilerine yer verilmistir.

Tablo 4.6. Global sitin Kkritik nesneleri

integral
Tiirev
Limit/Siireklilik
Sonsuzluk/Asimptot Diferansiyel
Tanimsizlik Kiris/Teget/Egim Alan/Hacim
Belirsizlik
Komsuluk
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Tablo 4.6 incelendiginde, Ogretim programinda tirev kavraminin limit ve
streklilik; integral kavramimin ise limit, siireklilik ve tirev kavrami ile
iliskilendirilmesine bagli olarak sonsuzluk, asimptot ve komsuluk gibi bazi kritik

nesnelerin global sitin dort temel araci i¢in de kritik bir 6nem tasidig1 goriilmektedir.

4.6.3. Cebirsel teknigin kullanimina bagh olarak devreye giren kavram-1 nesneleri

Limit alma islemi yapilirken cebirsel teknigin kullanimina bagli olarak devreye
giren nesnelerin belirlenebilmesi amacryla Ornek 4.15te ilgili teknik kullanilarak limit
alma islemi yapilmistir.

Ornek 4.15. f(X) =w olmak tizere f(x) fonksiyonunun x—0
SIN X

limitini cebirsel teknik kullanarak bulma.

Coziim x=0 icin f fonksiyonu tanimsizdir % belirsizligi vardir.

1.Yol Belirsizligin kaldirilabilmesi igin,
. 1. .
sin x.cosy=5[3|n(x+ y)+sin(x—y)] (4. 85)

0zdesligi kullanilarak sadelestirme islemi yapildiginda,

"W,‘ f(x)=|irrg sm3>_<—smx =Iirrg sm3x4.r5|n(—x)
sinx sin x (4. 86)
. 2.sInX.CoS2X .
=lim _—=2(I|m cosx)
x—0 SIN X x—0
elde edilir. Limit alma islemi yapilarak sonug,
2(Iing Ccos x)=2 (4. 87)
olarak bulunur.
2.Yol L’Hopital kurali uygulanarak % belirsizligi kaldirildiginda sonug,
: . sin3x-—si _ (sin3x—sinx) _
fim ()= lim SN3X=SNX_ g ) _ g 30053X-COSX _, ) oo
X0 x—0 sin X x>0 (sin x)' x>0 COS X

olarak bulunur.
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Omek 4.15’in ¢dziimii incelendiginde kullamlan her iki yolda da x—0
ifadesinin sifira hangi aralikta yaklasildigina iliskin gerekli bilgiyi icermedigi
goriilmektedir. Buna bagli olarak x — 0 elde edilen goriintiilerin 2 sayisinin da i¢inde
bulundugu hangi aralikta yer aldigi da belirli degildir. Sonug olarak cebirsel teknigin
kullaniminda x — O ifadesi ile komsuluk nesnesine atif yapiliyor olmasina karsilik, bu
nesne ile belirgin ekolojik iligkiler kurulamamaktadir. Bu duruma dikkat ¢ekmek amaci
ile global sitte cebirsel teknik ile komsuluk nesnesi arasindaki ekolojik iliski kesik
cizgiler kullanilarak gosterilmistir.

Bir fonksiyonun tanimsiz veya belirsiz oldugu noktalarda limiti alinirken cebirsel
teknigin kullanimina bagli olarak hangi kavram —1 nesnelerinin devreye girdigi drnekler
tlizerinde incelenmistir.

Ornek 4.16°da cebirsel teknik kullanilarak tanimsizhigin oldugu noktada limit
alma iglemi yapilmistir.

2X+3

Ornek 4.16. f(x)=
x-1

fonksiyonunun x—1  limitini cebirsel teknik

kullanarak inceleme.

Coziim x =1 degeri icin f fonksiyonu tanimsizdir. Bu yilizden sagdan ve soldan
limit alma islemi yapilmalidir.

X —1" i¢in limit alma islemi yapildiginda,

2X¥3_5 _, (4. 89)

lim f(x)=Ilim =—
x—-1t ( ) -1 x—=1 0"

elde edilir. Buna gére x — 1" igin limit yoktur. Benzer sekilde,

lim f(x)=lim 2X*3.3 _
x—1"

= - _» 4,90
x> X—=1 0 ( )

olup x —>1 i¢in de limit yoktur.

Ornek 4.16’nmin ¢dziimii incelendiginde, f(x) fonksiyonunun tamimsiz oldugu
noktada cebirsel teknik kullanilarak limiti alinirken, bagimsiz degiskenin aldig:
degerlere gore fonksiyonun +oo veya —oo’a iraksadigi goriiliir. Bu durumda cebirsel
teknigin iliskili oldugu kavram-1 nesnelerinden gl degisken, tammsizlik ve
sonsuzluktur.

Cebirsel teknik kullanilarak limit alma islemi yapilirken karsilagilan belirsizlik

durumunun ortadan kaldirilabilmesi i¢in fonksiyona; c¢arpanlara ayirma, 6zdesliklerden
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yararlanma, paranteze alma, ayni cebirsel ifade ile carpip bolme, logaritma alma,
L Hépital kuralmi uygulama gibi cebirsel islemler uygulamir. Ornek 4.17°de, verilen

f(x) fonksiyonuna bu cebirsel islemlerden bazilar1 uygulanarak limit alma islemi

yapilmustir.

2x-1
Ornek 4.17. f(x)=(1+ ] fonksiyonunun X —oo limitini cebirsel

5x+2

teknik kullanarak bulma.

Coziim lim (1+

X—>0

2x-1
j ifadesinde 1” belirsizligi vardir.
SX+2

lim (1+

X—00

2x-1
= 4.91
5x+2j y ( )

olmak {tizere belirsizligin kaldirilmast icin esitligin her iki tarafinin € tabaninda

3 2x-1
In{lim |1 =In 4,92
{Hw [ +5x+2j } y (4.92)

elde edilir. Bu ifade limit ve logaritmanin cebirsel 06zellikleri kullanilarak

logaritmas alindiginda,

diizenlendiginde,
3 2x-1 3 2x-1
Iim[ln (1+5 2) }:Iny:lim{ln (1+5 2) }:Iny
X+ X+ (4.93)
XIim{ln 1+ x3+ ZH} lim| (2x-1)In | 1+ 3
—~e >0 ( 5 2] _ y = ex%w{ ( 5x+2ﬂ — y

olarak bulunur. (4. 93) esitliginde yer alan,

. 3
Ixm{(Zx—l)ln (1+ 5x+2ﬂ (4. 94)

ifadesinde 0.0 belirsizligi vardir. Diizenleme yapilarak % belirsizligi elde edilir.

3 In (1+5 3 2) 0

. . X+ L

lim|(2x-1)In |1 =lim — belirsizligi 4. 95

X—>00 |:( ) ( + 5x + 2):| X—»00 1 (O glj ( )
(2x-1)
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(4. 95) igin L’Hopital kurali uygulandiginda,

(2] (0[50

lim 1 =lim -
1
(o =
15 2
jim 25€ 350210 iy, (4K -4xtl) 60 6 (4. 96)
w2 om 2(25x* +35x+10) 50 5

Ax* —4x+1

bulunur. Elde edilin bu deger yerine yazildiginda limit isleminin sonucu,

lim (1+

X—»00

2x-1 6
=eb 4.97
SX+ 2) ( )

olarak bulunur.
Ormnek 4.17°nin ¢dziimii incelendiginde, f(x) fonksiyonun cebirsel teknik

kullanilarak X —o0 limiti aliirken 17 belirsizligi ile karsilasildigi ve belirsizligin
kaldirilmasi i¢in logaritmanin 6zelliklerinden yararlanma veya tiirev alma gibi cebirsel
islemlere bagvuruldugu goriilmektedir. Bu durum, ortaya ¢ikan belirsizligin ¢6ziim igin
yapilacak cebirsel islemlerin belirlenmesinde etkili oldugunu gostermektedir. Buna
gore, cebirsel teknigin iligkili oldugu kavram-1 nesnelerinden bir digeri belirsizliktir.

Bir y=f(x) fonksiyonunun X’e gore tiirevi ifade edilirken ilk kez Leibniz
tarafindan kullanilmig olan % notasyonu yaygin olarak kullanilir. Notasyondaki dy
X

ve dx iki farkli degiskendir. Bu degiskenlerden dx bagimsiz dy ise bagimlh

degiskendir. dy bagimli degiskeni,
f'(x)= gy (4.98)

dx
esitliginden yararlanilarak,

dy = f'(x) dx (4.99)

seklinde ifade edilir. (4. 99) esitligi y = f(x) fonksiyonunun diferansiyelini ifade eder.
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Omek 4.18°de bir y=f(x) fonksiyonunun cebirsel teknik kullanilarak

diferansiyeli alinmistir.
Ornek 4.18. y=sinx—x" fonksiyonunun x:% ve dx=0,1 degerleri icin dy

diferansiyelini cebirsel teknik kullanarak bulma.

Coziim dy= f'(x)dx esitliginden dy diferansiyeli,
dy = (sin x—x“)’ dx = (cos x—4x° ) dx (4. 100)

olarak bulunur. x :% ve dx =0,1 degerleri yerine yazildiginda,

3 3
dy = cosz—4(zj .0,1:—71— (4. 101)
2 2 20

elde edilir.

Omnek 4.18’de y= f(x) fonksiyonunun diferansiyeli almirken tiirev alma

islemine basvurulmustur. Cebirsel teknik kullanilarak degisken degistirme ve kismi
integrasyon gibi yontemlerle integral alma islemi yapilirken de diferansiyel alma islemi
uygulanir. Buna gore diferansiyel, cebirsel teknigin tiirev ve integral alma islemlerine
bagli olarak devreye giren kavram -1 nesnesi olarak belirlenmistir.

Sekil 4.27°de cebirsel teknigin iliskili oldugu kavram-1 nesneleri verilmistir.

Teknik Kavram-1

Sonsuzluk

Tanimsizlik

Belirsizlik

Diferansiyel

Komsuluk

Degisken

Sekil 4.27. Cebirsel teknigin iligkili oldugu kavram-1 nesneleri
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Sekil 4.27 incelendiginde cebirsel teknigin kritik nesne olarak belirlenen
sonsuzluk, tamimsizlik, belirsizlik, diferansiyel ve komsuluk nesneleri ile ekolojik iligki

kurdugu gortilmektedir.

4.6.4 Niimerik teknigin kullanimina bagh olarak devreye giren kavram-1 nesneleri
Niimerik teknik yardimiyla bir y = f (x) fonksiyonunda X bagimsiz degiskenine
X, ’1n komsulugunda reel say1 degerleri verilerek X — X, limit degeri belirlenebilir.

Ornek 4.19°da niimerik teknigin kavram-1 nesneleri ile ekolojik iliskilerinin

belirlenmesi amaciyla limit alma iglemi yapilmistir.

) x> -2 . e .
Ornek 4.19. f(X)=—; fonksiyonunun X — oo limitini niimerik teknik

X" +1
kullanarak belirleme.
Coziim f fonksiyonunun bagimsiz degiskenine giderek azalan ve giderek artan

reel say1 degerleri verildiginde elde edilen goriintii degerleri Tablo 4.7°de verilmistir.

3
X — . o .
Tablo4.7. f(x)= | |3 . fonksiyonunun X — —oo veya X — o aldigi degerler
Xl +
X f(x) X f(x)
-1 -15 1 -0,5
-2 “11 2 0,6
-3 3 ~0,89285714
~-1,03571428 ~ Yy
-4 -1 0153846 4 0,95384615
-5 — 5 ~0,97619047
—1,00793650
-10 ~1,000999 10 ~0,99700299
-100 ~-1,00000099 100 ~0,99999700
-1000 ~-1 1000 ~0,99999999
X —> —o0 -1 X —> 00 1

Tablo 4.7 incelendiginde, X bagimsiz degiskenine giderek azalan degerler

verildiginde -1 sayisimin komsulugunda goriintiilerin elde edildigi, X bagimsiz
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degiskenine giderek artan degerler verildiginde ise 1 sayisinin komsulugunda

goriintiilerin elde edildigi goriiliir. Bu durumda,

lim £()=-1ve lim f(x)=1 (4. 102)

X—>—00

olarak bulunur.

X bagimsiz degiskenine X — too reel say1 degerleri verilirken niimerik teknigin
degisken ve sonsuzluk nesneleri ile ekolojik iliskileri devreye girmektedir. Bagimsiz
degiskene verilen degerlere bagli olarak bir reel saymmin komsulugunda bulunan
goriintiilerin elde ediliyor olmasi ise niimerik teknigin komsuluk nesnesi ile ekolojik
iliskisi yardimiyla agiklanir.

Onek 4.20°de niimerik teknik kullanilarak bir fonksiyonun belirsiz oldugu bir

noktadaki limiti incelenmistir.

X° -1 . e .
fonksiyonunun x—1  limitini niimerik teknik

Ornek 4.20. f(x)=
x—1

2
kullanarak belirleme.

Coziim y= f(x) fonksiyonunda X’e X, =1’in 0,05 birim komsulugunda 0,01

birim araliklarla degerler verildiginde elde edilen goriintii degerleri Tablo 4.8°de

verilmigtir.
x? -1 .
Tablo 48. f(x)= X— fonksiyonunun X, =1'in 0,05 birim komsulugunda almis
oldugu bazi degerler
X f(x)
0,95 1,95
0,96 1,96
0,97 1,97
0,98 1,98
0,99 1,99
1 Tanimsiz
1,01 2,01
1,02 2,02
1,03 2,03
1,04 2,04
1,05 2,05
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Tablo 4.8 incelendiginde X ’e verilen degerler sonucunda elde edilen goriintiilerin
2 sayisinin 0,05 birim komsulugu olan (l, 95 , 2,05) araliginda kaldig1 goriilmektedir.
X’e verilen degerler 1’e yaklastikca elde edilen goriintiiler 2 sayisina yaklagsmaktadir.

Bu durumda niimerik teknik kullanilarak limit degeri,

_ox2-1
lim
x—1 X—l

=2 (4. 103)

olarak bulunur.

X bagimsiz degiskenine X — 31 reel say1 degerleri verilmesi niimerik teknigin
degisken nesnesi ile ekolojik iliskisi yardimiyla agiklanir. Bagimsiz degiskene verilen
degerlere bagli olarak 2 saymnin komsulugunda yer alan goriintiilerin elde ediliyor
olmast ise niimerik teknigin komsuluk nesnesi ile ekolojik iliski kurdugunu
gostermektedir. Ayrica bagimsiz degiskene verilen X=1 degerine gore belirsizligin
ortaya ¢ikmasi ve buna bagli olarak fonksiyonun X =1 noktasinda tanimsiz olmasi
nimerik teknigin belirsizlik ve tamimsiziik nesneleri ile ekolojik bag kurdugunu
gostermektedir.

Tirev ve integral hesabi  yapilirken niimerik teknigin  kullanildig:
durumlarda, limit hesabinda da oldugu gibi, degisken ve komsuluk nesneleri ile ekolojik
iligkiler devreye girer. Buna gore, tiirev  hesab1  yapilirken bagimsiz degiskene
verilen degerlere gore elde edilen goriintiilerden hareketle fonksiyona cizilen teget
dogrusunun egiminin hangi reel sayinin komsulugunda degerler aldigi belirlenir. Elde
edilen egim degeri ayn1 zamanda diferansiyel oran olarak ifade edilir. Bu durum,
niimerik teknigin diferansiyel nesnesi ile ekolojik bag kurdugunu gostermektedir. Belirli
integral hesabi yapilirken de alt veya iist dikdortgen sayilarindaki degisime gore
olusturulan kapali bolgenin alaninin hangi reel sayinin komsulugunda degerler aldig:
belirlenir.

Elde edilen veriler, niimerik teknigin sonsuzluk, tanimsizlik, belirsizlik,
diferansiyel ve komsuluk Kritik nesneleri ile ekolojik bag kurabildigi goriilmektedir.
Niimerik teknigin bu kritik nesnelerden komsuluk ile giiglii ekolojik bag kurabilmesi,
cebirsel teknigin komsuluk nesnesi ile olan ortiik ekolojik iligkisinin niimerik teknik
kullanilarak desteklenebilecegini gostermektedir.

Sekil 4.28’de niimerik teknigin iliskili oldugu kavram-1 nesneleri verilmistir.
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Teknik Kavram-1

Sonsuzluk

Tammsizlik

Belirsizlik
Niimerik J

Diferansivel

Komsuluk

Degisken

Sekil 4.28. Niimerik teknigin iliskili oldugu kavram-1 nesneleri

4.6.5. Sentetik teknigin kullammina bagh olarak devreye giren kavram-1 nesneleri

Sentetik teknik milattan Onceki donemlerde sonsuzluk kavrami ile ilgili
metafiziksel durumlarin agiklanmasinda veya sonsuzluk kavramunn devreye girdigi
problemlerin ¢6ziilmesinde kullanilmistir. Zenon’un kaplumbaga paradoksu sonsuzluk
nesnesinin sentetik teknik ile ekolojik iliskisine yonelik etkili bir 6rnektir. Kaplumbaga
paradoksuna gore dogrusal bir yolda ilerleyen bir kisi 6niinde bulunan ayni dogrultuda
ve aynm1 yonde ilerleyen bir kaplumbagaya hi¢bir zaman yetisemez. Ciinkii; bu kisi
kaplumbaganin bulundugu yere varinca kaplumbaga ilk bulundugu noktadan ayrilmis
olur. Bu diislince sonsuz kez tekrarlaninca kaplumbaga her zaman oOnde olur.
Kaplumbaga ve hareketli kisinin bulundugu konumlar birer nokta olarak

degerlendirildiginde, sentetik teknigin sonsuzluk ve nokta ile bag kurdugu goriiliir.

Tiiketme yontemi ile uzunluk, alan veya hacim hesabi yapilirken de alan ve hacim
nesnelerinin yani sira sonsuzluk nesnesinin sentetik teknik ile ekolojik iligkisi devreye
girer. Ornegin, tiiketme yontemi ile bir gemberin ¢evre uzunlugu hesaplanirken, koseleri
cember iizerinde olacak sekilde cizilen diizgiin ¢okgenlerin ¢evre uzunluklarindan
yararlanilir. Buna gore, diizgiin cokgenlerin kenar sayilar1 arttikca c¢evre uzunluklar
cemberin cevre uzunluguna giderek yaklasir. N, cember igine c¢izilen diizgiin
cokgenlerin kenar sayismi ifade etmek lizere N—>oo diizgiin c¢okgenlerin c¢evre

uzunluklarinin limit degeri ¢gemberin ¢evre uzunlugunu verir.
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Sentetik teknik ile komsuluk nesnesi arasinda, aralik nesnesi yerine dogru pargast
veya diizlem pargasi gibi geometrik nesnelerin kullaniliyor olmasina bagli olan formel
bir iliski vardir. Dogrusal bir yol izledigi varsayilan bir okun hedefine yaklasmasi olay1

bu ekolojik iliskinin agiklanmasi i¢in 6rnek olarak kullanilabilir.

i

e
A

\

s

Sbr

Sekil 4.29. Bir okun [AB] yolunu takip ederek obr wuzakliktaki hedefe yaklagmast

Sekil 4.29’a gore A noktasindan atilan bir okun dogrusal bir yol takip ederek

|AB| =0 br uzaginda bulunan B noktasindaki hedefe ulagsmak i¢in yola ¢iktigi

varsayilsin. Bu olayda, okun atilacagi noktanin hedefe olan uzakligi, B noktasinin
O br komsulugu olarak degerlendirilebilir. Bu durumda, komgsuluk nesnesi ile
iligkilendirme yapilarak, okun hedefe dogru hareket etmesi B noktasina soldan
yaklagilmasi1 seklinde yorumlanabilir. Bdylelikle, okun dogrusal bir yol izleyerek
hedefine yaklasmasi olay1 ile komsuluk nesnesine sezgisel bir bakis a¢is1 kazandirilir.

Sekil 4.30°da sentetik teknigin iliskili oldugu kavram-1 nesneleri verilmistir.

Teknik Kavram-1

Sonsuzluk

/ Komsuluk
: Nokta

\A Alan/Hacim

Sekil 4.30. Sentetik teknigin iliskili oldugu kavram-1 nesneleri

Sekil 4.31°de global sitin teknikleri ile kavram-1 nesneleri arasindaki ekolojik

iliskilere bir biitiin halinde yer verilmistir.
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Teknik Kavram-1

Sonsuzluk

Alan/Hacim

Sekil 4.31. Tekniklerin kavram-1 nesneleri ile ekolojik iliskileri

Sekil 4.31 incelendiginde analitik teknigin, diger tekniklerden farkli olarak, biitiin
kavram-1 nesneleri ile ekolojik iliski kurabildigi goriilmektedir. Bu ekolojik 6zellik,
analiz problemlerinin ¢oziimiinde analitik teknige diger tekniklere yardimer bir teknik
olarak basvurulabilecegini gdstermektedir. Ornegin limit alma islemi yapilirken cebirsel
teknigin komsuluk nesnesi ile ekolojik iliskisinin pekistirilmesinde analitik teknikten
yararlanilabilir. Boylelikle cebirsel teknigin komsuluk nesnesi ile olan ortiik ekolojik
iliskisi limiti alinan fonksiyonun koordinat sisteminde ¢izilen grafiginden yararlanilarak

agiklanabilir.

4.7. Kavram — 2 Nesneleri

Calismanin bu bdlimiinde kavram — 1 nesnelerini dogrulayan veya bu nesneleri
anlamlandiran nesneler belirlenmistir. Bunlar kavram-1 nesnelerinin beslendigi nesneler
olarak da adlandirilabilir. Bu nesneler ayni zamanda global sitin kavram — 2

kategorisini olusturan nesnelerdir.
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4.7.1. Sonsuzluk - asimptot nesnelerinin beslendigi nesneler

Sonsuz sembolii bir reel say1 ifade etmez, bu sembol bir fonksiyonun tanim veya

goriintli kiimesi biitlin sonlu siirlart astiginda fonksiyonun davraniginin belirlenmesi

icin kullanilir. Ornegin, f(X)=— fonksiyonu i¢in a>0 olsun. X pozitif ve gok
X
a . .
biiyiik degerler aldiginda — oram gittikge azalarak sifir sayisina yaklasir. X negatif ve
X

. a Lo .
cok kiiciik degerler aldigi durumda ise — orami gittikge artarak yine sifir sayisina
X
yaklagir. Boylelikle oran nesnesi X’in ¢ok biiyiik veya c¢ok kiigiik degerler

a . . .
aldigi durumlarda f(X)=— fonksiyonunun davranmigimnin incelenmesine olanak
X

saglayarak sonsuzluk kavraminin anlamlandirilmasina ekolojik olarak katki saglamisg

olur.

a . o . .
f(x)=— fonksiyonu gibi rasyonel fonksiyonlarin yatay asimptot dogrularinin
X

analitik diizlemde niimerik teknik yardimiyla cizimleri yapilirken de yine oran
. .. a

nesnesinden yararlanilir. Buna gére X pozitif ve ¢ok biiyiik degerler aldiginda, — oran
X

degerlerinin sifir sayisina yaklagsmasima bagli olarak, fonksiyon egrisinin giderek X

eksenine yaklastig1 goriiliir. Benzer sekilde X negatif ve ¢ok kiiciik degerler aldiginda,

a
— oran degerlerinin sifir sayisina yaklasmasina bagli olarak fonksiyon egrisi giderek X
X

a .
eksenine yaklasir. Bu sonuglara gore y=0 dogrusu f(x)=— fonksiyonunun yatay
X

asimptotu olarak belirlenir. Boylelikle oran nesnesi asimptot dogrularinin ¢izilmesine
hizmet ederek asimptot nesnesinin anlamlandirilmasina ekolojik olarak katki saglamis

olur.

Analizde dikey, yatay, egik ve egri asimptot olmak tizere dort farkli asimptot tiirii
vardir. Sekil 4.32°te bu asimptot tiirlerinden egik ve egri asimptot ornekleri kartezyen

koordinat diizleminde ¢izilen f(x) ve g(x) fonksiyon grafikleri tizerinde

gosterilmistir.
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=

g(x)

>

y=mx+n

S(x)

/7 AN |

y=ax*+bx+c

e

(@) (b)

Sekil 4.32. f(x) ve g(X) fonksiyonlarmmin sirasiyla egik ve egri asimptotlart

Bu asimptotlardan dikey, yatay ve egik asimptotlar Y =mx+n genel denklemi ile
ifade edilebilen dogrulardir. Sekil 4.32 (b)’de wverilen egri asimptotlar ise
y=ax’+bx+c genel denklemi ile ifade edilebilen egrilerdir. Bu egri denkleminde
a=0 degeri igin y=Dbx+cgenel dogru denklemi elde edilir. Bu durum her dogrunun

ayn1 zamanda 06zel bir egri oldugu seklinde yorumlanabilir. Asimptot dogrularinin da
0zel dogrular oldugu diistiniildiigiinde; asimptot, dogru ve egri nesnelerinin ekolojik bir
iliski zinciri olusturdugu goriiliir. Ayrica, dogrular her iki ucu da simirsizca uzayan
noktalardan olustugu i¢in dogru nesnesi sonsuzluk nesnesini anlamlandiran bir nesne

olarak degerlendirilebilir.

4.7.2. Tamimsizhik nesnesinin beslendigi nesneler

Sifirdan farkli bir saynin sifira bdliinmesi ile ortaya ¢ikan % degerinin neden

tanimlanamadig1 oran nesnesi yardimiyla su sekilde agiklanir:

aeR, a#0 olmak ilizere, a’nin sifira oraninin bir reel sayiya esit oldugu var

sayilsi. Bu durum % =b e R esitligi ile gosterilebilir. i¢ler dislar carpimi yapildiginda,

a=b.0 (4. 104)

olur. Bu esitligin saglanabilmesi i¢in @ =0 olmalidir. Bu sonug baslangigta kabul edilen
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a ’nin sifirdan farkli bir reel say1 olmasi durumuyla ¢elisir. %= beR olacak sekilde

. o . . .. 4@ <
sifirdan farkli bir a degeri bulunamadigi i¢in 0 oraninin tanimsiz olduguna karar

verilir. Oran nesnesi, famimsizlik nesnesinin anlamlandirilmasina hizmet ettigi igin
ekolojik olarak tanimsiziik nesnesinin iist nesnesidir.

Reel sayilar kiimesi {lizerinde tanimlanan bir fonksiyonun taniminda belirtilen
sartlar1 saglamayan veya belirlenen kisitlamalarin disinda kalan tanimsizlik durumlari
ifade edilirken aralik veya esitsizlik nesnelerinden yararlanilir. Oregin, f(x)=+9—x?

fonksiyonu kok icinin negatif oldugu (—oo, —3) ve (3, oo) araliginda tanimsizdir. Buna

gore aralik nesnesi, tanimsizligin agiklanmasina ekolojik katki sagladiklart igin

tanmimsizlik nesnesinin Ust nesnesidir.

Aralik ve esitsizlik nesneleri biri digerinin yerine kullanilabilecek derecede yakin
ekolojik iligkilere sahip olan iki matematiksel nesnedir. Asagida bu nesneler arasindaki
ekolojik iliskilere deginilmistir.

a ve b iki reel say1 ve a=<b olsun. {x e R|a< x<b} kiimesine a baslangi¢
ve b bitisli a¢ik aralik denir ve (a,b) seklinde gosterilir. Benzer olarak,
{xeR|a<x<b} kiimesine a baglangichh b bitisli kapali aralik denir ve [a,b]
seklinde gosterilir.

(a,b]={xeR|a<x<b} (4. 105)
ifadesi, a’da agik b ’de kapali olan yar1 agik aralik,

[a,b)={xeR|a<x<b} (4. 106)
ifadesi ise a’da kapal1 b ’de agik olan yari agik aralik olarak tanimlanir,

Yukarida yapilan agiklamalardan ve (4. 105), (4. 106) ifadelerinden, araliklarin
esitsizlikler kullanilarak da ifade edilebilecegi goriiliir. Aralik ve esitsizlik nesneleri
arasindaki bu yakin ekolojik iliskiye vurgu yapilmasi amaciyla global sitte bu iki

nesneye bir arada yer verilmistir.

Sekil 4.33’te tamimsizlk nesnesinin  dogru nesnesi ile ekolojik 1iliskisinin

1 : C
aciklanmasi amaciyla y = — fonksiyonunun grafigi verilmistir.
X
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Yatay
Asimptot

|

D T
ugey
Asimptot

Sekil 4.33. f(x)= 1 fonksiyonunun grafigi
X

Sekil 4.33 incelendiginde fonksiyon grafigi ile X=0 diisey asimptot dogrusunun
kesismemesine bagli olarak f(x)= 1 fonksiyonunun x =0 noktasinda tanimsiz oldugu
X

goriilmektedir. Dogru nesnesi boylelikle geometrik olarak tanimsizlik nesnesinin

aciklanmasina hizmet ederek bu nesneyi beslemektedir.

4.7.3. Belirsizlik nesnesinin beslendigi nesneler

Limit almada karsilasilan belirsizlik formlari . 00—o0, 0.0, 17, 0° ve

o|o

818

belirsizlikleridir. Bu belirsizliklerin tamami cebirsel islemler yapilarak % veya 2
Q0

belirsizligine doniistiiriilebilir. Bu husus dikkate alinarak, biitiin belirsizlik formlar

. 0 0 TR .. e
yerine sadece 2 ve — belirsizliklerinin oran nesnesi ile ekolojik iliskisi iizerinde
0

durulmustur.

0
g oraninin bir reel sayiya esit oldugu varsayilsm. Bu durum, 0 =aeR esitligi

ile ifade edilebilir. Bu esitlikte i¢ler diglar carpimi1 yapildiginda,
0=a0 (4.107)

bulunur. (4. 107) esitligine gore, sifir ile ¢arpildiginda sifir sonucunu veren sonsuz
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sayida reel say1 oldugu icin @ reel sayisinin ne oldugu belirli degildir. @ degeri belirsiz
oldugundan 0 orani da belirsizlik ifade eder.

Sonsuzun sonsuza oraninin bir reel sayiya esit oldugu varsayilsin. Bu durum,

o0
—=aeR (4. 108)

o0
esitligi ile ifade edilebilir. (4. 108) esitliginden,
00 =200 (4. 109)

bulunur. Bu esitligi saglayan sonsuz sayida a reel sayisit bulunabilecegi i¢in @ degeri
belirli degildir. @ belirsiz oldugundan 3 orani da belirsizlik ifade eder. Oran nesnesi,
belirsizlik nesnesinin anlamlandirilmasina hizmet ettigi i¢in ekolojik olarak belirsizligin
ist nesnesi olarak belirlenmistir. Ayrica 2 belirsizliginin analitik teknik kullanilarak

fonksiyon grafigi lizerinden incelendigi durumlarda yatay asimptot dogrularina ihtiyag
duyulur. Dogru nesnesi boylelikle geometrik olarak belirsizlik nesnesinin agiklanmasina

hizmet ederek bu nesneyi beslemektedir.

4.7.4. Diferansiyel nesnesinin beslendigi nesneler

Newton ve Leibniz tlirevi, bir fonksiyonun bagimsiz degiskeninde son derece
kiigiik bir degisim (dX) meydana geldiginde fonksiyonun kendisinde meydana gelen
degisim ( f '(x) ) olarak tanimlamis ve

f(x+dx)— f(x)
dx

f'(x) = (4. 110)

seklinde ifade etmislerdir (Arslan ve Celik, 2013). Hem Newton hem de Leibniz’in
yaklagiminda tiirev bir fonksiyon olarak diisliniilmek yerine, egrinin egiminin bir

degiskene bagli olarak hesaplanmasi bir diferansiyel oran olarak algilanmistir. Bir

dy

y = f(x) fonksiyonunun tiirevinin f'(X) =d_ seklinde diferansiyel oran olarak ifade
X

edilebildigi diislintildiglinde oran nesnesinin diferansiyelin anlamlandirilmasina hizmet

eden bir {ist nesnesi oldugu gortiliir.
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Diferansiyel nesnesi analitik teknik kullanilarak agiklanirken fonksiyonun
bagimli ve bagimsiz degiskeninde olusan degisimin ifade edilebilmesi i¢in fonksiyon
grafigine cizilen teget dogrusundan ve bu dogrunun altina ¢izilen dik iiggenden
yararlanilir.

Diferansiyel nesnesi ile dogru ve diizlem pargast (dik tiggen) nesneleri arasindaki

ekolojik iligkiler Sekil 4.34°te verilen grafik yardimiyla agiklanmigtir.

f(x+dx)

S

Ax=dx

Sekil 4.34. dx ve dy diferansiyellerinin teget dogrusu yardimiyla gosterilmesi

Sekil 4.34’te  dx ve dy diferansiyelleri analitik dizlemde ifade edilirken
A
y = f(x) fonksiyonuna ¢izilen t teget dogrusundan ve CBH ’nden yararlanilmistir.

A
Buna gore hipoteniisii t dogrusu iizerinde olacak sekilde ¢izilen ~ CBH ’nin dik kenar

uzunluklart dx ve dy diferansiyelleri olarak ifade edilmistir. % diferansiyel orani ise
X

teget dogrusunun egimi yardimiyla,

tané’zd—y (4.111)
dx

olarak bulunur. Bu durumda dogru ve diizlem parc¢asi nesneleri diferansiyel nesnesinin
aciklanmasinda ekolojik gorevler iistlendikleri igin diferansiyel nesnesinin iist nesneleri

olarak degerlendirilebilir.
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Sekil 4.34’te dx ve dy diferansiyelleri ifade edilirken kullanilan Ax ve Ay

ifadeleri  f(x) fonksiyonundaki bagimsiz degiskenin (X, Xx+dx) arahigindaki
degisimine karst bagimli degiskenin (f(x), f(x+dx)) arahifindaki degisimini ifade

etmektedir. Bu degisimlerin ifade edilmesinde aralik nesnesi yerine esitsizlik nesnesi de
kullanilabilir. Aralik ve esitsizlik, diferansiyel kavraminin acgiklanmasina ve
anlamlandirilmasina ekolojik katki sagladiklart igin diferansiyelin iist nesneleri olarak

belirlenmistir.

4.7.5. Kiris-teget-egim nesnelerinin beslendigi nesneler

Kirig, teget ve egim nesnelerinin iligkili olduklar1 kavram-1 nesnelerinin

belirlenmesi amaciyla Sekil 4.35’te y = f(X) fonksiyonunun analitik diizlemde grafigi

cizilmistir.

y=fx)

» X

PAY = [ ()= (%)

Sekil 4.35. y = f (x) fonksiyonunun A(X,, f(X,)) noktasindan gegen kiris ve tegeti

Sekil 4.35’te verilenlere gore y = f(x) fonksiyonu ile A(X,, y,) ve B(x, f(x))

noktalarinda kesisen K kirig dogrusunun egimi,

m, :ﬂ :M (4.112)
AX X=X,
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orant ile ifade edilir. y=f(x) fonksiyonuna A(X,, Y,)noktasinda teget olan t
Ay

dogrunun egimi ise m, = — oranindan yararlanilarak,
AX

mt = lim f(X)_ f(XO)
X=Xy X=X,

(4. 113)

limiti ile ifade edilir. Elde edilen egim degerleri yardimiyla fonksiyon egrisine ¢izilen
teget ve kiris dogrularinin denklemleri de bulunabilir. Oran nesnesi, egim degerlerinin
bulunmasinda ve kirig - teget denklemlerinin belirlenmesinde ekolojik katki sagladigi
icin, kiris, teget ve egim nesnelerinin iist nesnesi olarak belirlenmistir.

Egim, iki nokta arasindaki dikey uzunlugun yatay uzunluga orani olarak
tanimlanir. Bu tanimin geometrik olarak ne ifade ettigi, Sekil 4.36’da analitik diizlemde

cizilen dogru grafigi yardimiyla agiklanmustir.

Jx)

S ¢

/

Sekil 4.36. Egimin analitik diizlemde ¢izilen d dogrusunun grafigi yardimyla ifade

edilmesi

Sekil 4.36’da verilen y=f(x) dogrusunun grafigine gére A ve B noktalar
arasindaki dikey degisim ( f(x,)- f(Xl))br , yatay degisim ise (X2 - xl)br dir.

y= f(x) dogrusunun egimi bu degisimlerin orani olarak,

m= %)= T00) (4. 114)
X, =X
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seklinde ifade edilir. Boylelikle dogru nesnesi egim kavraminin anlamlandirilmasina
katki sagladigi i¢in egim nesnesinin list nesnesi olur. Kiris ve teget dogrular1 belirli
sartlar1 tasiyan 6zel dogrular olduklari i¢in dogru nesnesi ayni1 zamanda kiris Ve teget
nesnelerinin de iist nesnesidir.

Analitik teknik kullanilarak bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi, fonksiyon
egrisine bu noktadan gegecek sekilde cizilen kiris ve teget dogrularinin egimleri
yardimiyla belirlenir. Teget ve kiris dogrularinin egimleri belirlenirken genellikle dik

ticgenlerden yararlanilir. Ornegin, Sekil 4.36°da grafigi cizilen y= f(x) fonksiyonun

bir teget dogrusu oldugu varsayisin. Bu dogrunun egimi AéC nin dik kenar
uzunluklar1 yardimiyla (4. 114) olarak belirlenir. y= f(x) dogrusunun egimi ii¢cgen
yerine bir geometrik cisim yardimi ile de belirlenebilir. Diiziem par¢as: veya geometrik
cisim nesneleri kiris ve teget dogrularinin egimlerinin belirlenmesine katki saglayarak
bu nesneleri ekolojik olarak besledikleri igin kiris Ve teget nesnelerinin birer iist nesnesi

olarak belirlenmistir.

4.7.6. Komsuluk nesnesinin beslendigi nesneler

Yakinsaklik nesnesi, komsuluk nesnesinin anlamlandirilmasinda kritik bir ekolojik
etkiye sahiptir. Bu ekolojik etkinin anlasilabilmesi i¢in komsuluk nesnesinin limit alma
islemi i¢in ne ifade ettiginin agiklanmasi gerekir. Limitte bir reel saymnin komsulugu, o
reel sayiya yaklagan degerlerin yer aldig1 6zel bir araligi ifade eder. Yakinsaklik nesnesi,
komsuluk nesnesini 6zel bir aralik yaparak anlamlandiran nesne olarak
degerlendirilebilir. Calismada bu husus dikkate alinarak yakinsakitk nesnesi komsuluk
nesnesinin list nesnesi olarak belirlenmistir.

&—0 tanmimina ilk kez Cauchy (1821)’nin Cours d’Analyse isimli eserinde yer
verilmistir. Bu eserde X in biiyiiyen degerleri i¢in f(x+1)— f(x) farki K gibi bir
limite yakinsar.”’ ciimlesi ile ifade edilen teoremin ispati yapilirken su ifadeye yer
verilmistir:

& ile secebilecegimiz en kiiciik savivi ifade edelim. Mademki X in biiyiiven degerleri

f(x+1) — f(X) farkimn K gibi bir degere yakinsamasini sagliyor, o halde dyle bir h

degeri bulunabilir ki X ’ler h ‘den biiyiik veya ona esit oldugunda séz konusu fark her

zaman kK — g, K+ & araligimn iginde kalir (Cauchy, 1821).
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Cauchy’nin ifadesinde limit baglaminda komsuluk kavraminin esitsizlik ve aralik

kavramlari ile iliskilendirildigi goriilmektedir. Cauchy’nin ifadesine paralel olarak,
X=X, bir f(x) fonksiyonunun limitinin bir L reel sayisina esit oldugunun
gosterilebilmesi i¢in, X degeri X,’a yeterince yakin tutuldugunda f(X) ve L
arasindaki araligin secilebilecek kadar kiiciik olabileceginin gosterilmesi gerekir. f(x)

ve L arasindaki araligin biiyiikliigii belirlendiginde bu durumun komsuluk, aralik ve
esitsizlik nesneleri arasindaki ekolojik iliskiye nasil yansidigt  Ornek 4.21°de
agiklanmustir.

Ornek 4.21. y=2x+3 fonksiyonunda X degerlerinin gbriintiilerinin

IirT21 2X+3=7"’ye 2 birimden daha yakin olabilmesi igin X degerlerinin yer almasi

gereken aralig1 belirleme.

Coziim X’in hangi araliktaki degerleri i¢in |(2X + 3) — 7| <2 esitsizliginin
saglanabilecegi belirlenmelidir. Bunun i¢in |(2X +3)— 7| <2 esitsizliginden yola
cikilarak kullanilarak,

(2x+3)-7|<2
|2X - 4| <2
—2<2x—4<2 (4.115)

2<2X=<6
1<x=<3

elde edilir. Buna gore, X degerleri X, =2’in 1 birim uzakligindaki komsulugunda

tutuldugunda elde edilen Yy degerleri de Y,=7’nin 2 birim uzakligindaki
komsulugunda yer alir.

y=2x+3 fonksiyonunun y degerleri (5,9) araliginda iken elde edilen X
degerlerinin hangi aralikta yer aldig1 Sekil 4.37°deki grafikte gosterilmistir.

Sekil 4.37 incelendiginde X, =2’ nin 1 birim uzakligindaki komsulugunun (1, 3)
aralig1 ile ifade edilebilecegi goriilmektedir. Bu araliktaki degerlerin goriintiileri ise
Yo =7 ’nin 2 birim uzakligindaki komsulugu olan (5, 9) araliginda yer almaktadir.

Komguluk nesnesinin aralik veya esitsizlik nesnelerinden yararlanilarak ifade

edilebildigi degerlendirilerek, aralik ve esitsizlik, komsuluk nesnesinin {ist nesneleri
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olarak belirlenmistir. Ayrica X, =2 ve Yy,=7 komsuluklarimin X ve y eksenleri

tizerinde gosteriliyor olmasi, dogru nesnesinin komsulugun anlamladirilmasina ekolojik

katki sagladigin1 gostermektedir.

N e e e e o
A
o

W

Sekil 4.37. y =2x+3 fonksiyonunda y degerleri (5,9) araliginda iken elde edilen X

degerleri

4.7.7. Degisken nesnesinin beslendigi nesneler

Aralik ve esitsizlik nesneleri, reel sayilar kiimesi iizerinde tanimli olan
fonksiyonlarda, bagimsiz degiskene verilebilecek degerlerin belirlenmesinde ekolojik

gorevler iistlenir. Ornegin,

F(X) = (4. 116)

16— x°

fonksiyonu Vxe(—4, 4) i¢in tammhdir. xe(—4, 4) ifadesi X degiskenine (-4, 4)
aralig1 disinda yer alan bir degerin verilemeyecegini ifade eder. Boylelikle aralik
nesnesi, bagimsiz degiskene verilebilecek degerlerin smirlandirilmas: saglayarak,
degisken nesnesinin anlamlandirilmasina ekolojik destek saglamaktadir. X bagimsiz
degiskeninin alabilecegi degerlerin —4<X<4 esitsizligi kullanilarak da ifade
edilebilecegi degerlendirilerek aralik ve esitsizlik nesneleri degisken nesnesinin {ist

nesneleri olarak belirlenmistir.
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4.7.8. Nokta nesnesinin beslendigi nesneler

Say1 dogrusunda her bir noktaya bir reel say1 karsilik gelir ve iki nokta arasindaki

reel sayilar aralik veya esitsizliklerle ifade edilir.

A B
——————— 000000000 0———»
a b

Sekil 4.38. (a, b) araliginda bulunan noktalarin sayr dogrusunda gosterilmesi

Omegin, Sekil 4.38°de verilen say1 dogrusunda A ve B noktalarinin sirasiyla

a ve b reel sayilarina karsilik geldigi varsayildiginda bu noktalar arasinda yer alan
biitiin noktalar (a, b) acik araligi ile ifade edilir. Birbirinden farkli @ ve b sayilar

arasinda sonsuz sayida reel say1 oldugu i¢in A ile B noktalar1 arasinda sonsuz sayida
nokta bulunur. Bu durum, noktalarin kalinliklarindan bahsetmenin miimkiin
olamayacagi anlamina gelir. Boylelikle aralik, nokta nesnesinin anlamlandirilmasina
hizmet etmis olur. Aralik yerine esitsizligin kullanilabilecegi géz 6niinde tutuldugunda,

aralik Ve esitsizlik nesnelerinin nokta nesnesinin {ist nesneleri oldugu sonucuna vartlir.

Oklid geometrisinde dogrunun ii¢ temel zelligi; dogrusal olmasi, genisligi ve
kalinliginin olmamasi ve her iki u¢ yoniinde de sonsuza gitmesi seklinde ifade edilir.

Sezgisel olarak dogru, diiz bir bi¢imde sonsuz tane nokta koyularak her iki
ucundan da uzatildigi varsayilan bir nesne olarak tanimlanir. Bu tanim, yukarida
verilen dogruya ait temel 6zellikleri karsilamaktadir. Ciinkii; tanimda dogruyu olusturan
noktalarin diiz bir bicimde yerlestirildigi belirtildigi i¢in dogrunun birinci temel 6zelligi
saglanmig olur. Ayrica, noktanin genigligi ve kalinligi olmadig: i¢in noktalardan
olusturulan dogrunun da genisligi ve kalinlig1 olmayacaktir. Dolayisiyla, yapilan tanim
dogrunun ikinci 6zelligini de saglar. Son olarak, yapilan tanima goére dogru sonsuz tane
noktadan olusturuldugu i¢in her iki u¢ yoOniinden de sonsuza dogru gidecektir. Bu
durumda son ozellik de saglanmis olur (Dogan, 2013). Sonug olarak dogru, her iki
yonde de sonsuza giden noktalarin bir araya gelmesi sonucunda olustugu (nokta
nesnesinin genel nesnesi oldugu) i¢in noktanin iist nesnesi olarak belirlenmistir.

Oklidyen geometride, noktanin farkli ozelliklerinden yararlanilarak farkl

geometrik durumlar (bir noktadan sonsuz tane dogrunun gecebilmesi gibi), farkli
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geometrik sekiller veya cisimler elde edilir. Ornegin; sabit bir noktadan belirli bir
uzakliktaki biitiin noktalarm kiimesi ¢ember olusturur. Ug boyutlu uzayda bir
merkezden belli uzakliktaki biitiin noktalarin kiimesi ise kiire olusturur. Bu gibi
ornekler, Oklid geometrisinde diizlem parcas1 veya geometrik cisimlerin noktalarn bir
araya gelmesi sonucunda olustugunu gostermektedir. Bu durumda diizlem parcasi veya

geometrik cisim nesneleri nokta nesnesinin bir {ist nesnesi olarak degerlendirilebilir.

4.7.9. Alan-hacim nesnelerinin beslendigi nesneler

Diizlem pargalarinin alanlarinin  hesaplanmasi alan nesnesinin; geometrik
cisimlerin hacimlerinin hesaplanmasi ise hacim nesnesinin anlamlandirilmasina hizmet
etmektedir. Bu ekolojik iliskiler dikkate alinarak diizlem parc¢asi ve geometrik cisim

nesneleri sirasiyla alan ve hacim nesnelerinin {ist nesneleri olarak belirlenmistir.

Sekil 4.39°da kavram-1 ve kavram-2 grubu nesnelerinin iliskileri verilmistir.

Kavram-1 Kavram -2

Sonsuzluk —

Oran
Asimptot (
Tanmimsizhk ‘ Sl
Belirsizlik
Diferansiyel A"A Aralik/
Esitsizlik
Kirig/Teget/
Egim
Dogru
Komsuluk
Degisken Diizlem
Parcasi/
Nokta Geo_m_etrlk
Cisim

e
Alan/Hacim /

Sekil 4.39. Kavram-1 grubu nesneleri ile kavram-2 grubu nesneleri arasindaki ekolojik
iliskiler
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4.8. Kavram -3 Nesneleri

Calismanin bu bolimiinde kavram — 2 nesnelerini dogrulayan veya anlamlandiran
nesneler belirlenmistir. Bu nesneler ayn1 zamanda global sitin kavram — 3 kategorisini

olusturan nesnelerdir.

4.8.1. Oran nesnesinin beslendigi nesneler

Oran kavrami, farkli 6lgme uzaylarina ait iki c¢oklugun c¢arpimsal olarak
karsilastirilmas1 sonucunda elde edilen Ol¢lim olarak tanmimlanabilir (Akar, 2013).

Karsilastirilan ¢okluklarm a,beR ve b#0 oldugu disiintildigiinde, karsilastirma
sonucunda elde edilen % oram bir reel sayrya karsilik gelir. Ornegin, bir hareketlinin

almas1 gereken yol 240 km, bu yolu almasi i¢in sahip oldugu zaman 7 saat olsun. Bu

sartlarda hareketlinin hedefine tam vaktinde ulasabilmesi i¢in sahip olmasi gereken

ortalama hiz @km/sa olur. Elde edilen bu oran degeri, ayni zamanda

@:34, 285714 reel sayisina karsilik gelir. Bu durumda reel say: nesnesi oran

kavraminin agiklanmasina ve anlamlandirilmasina hizmet ettigi i¢in oranin iist nesnesi

olarak degerlendirilebilir.

4.8.2 Yakinsaklik nesnesinin beslendigi nesneler

A bos olmayan bir kiime olmak iizere her pozitif tam sayiyr A kiimesinden bir
elemana esleyen fonksiyona dizi denir. Bu tanimdan dizilerin sayma sayilarinda tanimli
0zel fonksiyonlar olduklar1 anlagilmaktadir. Calismada bu hususa dikkat ¢ekmek amaci
ile global sit diyagraminda dizi nesnesi fonksiyon nesnesi ile bitisik olacak sekilde
konumlandirilmistir.

Her pozitif tam sayiy1 bir reel sayiya esleyen fonksiyonlar reel say: dizisi olarak

adlandirilir. Buna gore, bir (a,) reel say1 dizisinin terimleri,

f:{123..n,.}>R

f(n)=a, (4.117)

seklinde ifade edilir.
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(a,) reel say1 dizisinde N degeri arttik¢a dizinin terimleri belirli bir reel say1
degerine yaklasiyor ise bu durumda (a,) dizisi yakinsaktir. Yakinsak olmayan diziler

ise wraksak dizi olarak smiflandirilir. Yakinsakiik ile dizi nesnesi arasindaki ekolojik

iliski Ornek 4.22°de incelenmistir.

n

Ornek 4.22. a = 2—| dizisinin yakinsakligini inceleme.
n:

n

Coziim g, =— dizisinin bazi terimlerinin aldig1 reel say1 degerleri
n!

Tablo 4.9’da verilmistir.

n

Tablo 4.9. n indisi arttik¢a @, = Tl dizisinin aldigi degerler

n a
1 2
2 2
3 13
4 0,6
5 0,26
6 0,08
7 0,0253968
8 0,0063492
9 ~0,001410
10 ~0,000282
11 ~0,000051
12 ~0,000008
n—ow 0

Tablo 4.9 incelendiginde, N indisi artan degerler aldik¢a &, dizisinin sifir
sayisina giderek yaklasan degerler aldigi goriiliir. Sonug olarak N—o00 igin a, dizisi

sifira yakinsar. Bu durum @, dizisinin N — o limitinin sifir oldugu anlamina gelir ve
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lim = =0 (4. 118)

seklinde ifade edilir.

Serilerde de dizilerdekine benzer bir yakinsaklik iligkisi vardir. Bir a, dizisinin,

a+a,+.+a, +.. (4.119)

seklinde terimlerinin toplami bir seri belirtir.
n
Sn:Zak=al+az+...+an (4. 120)
k=1

S, bu serinin kismi toplamlar dizisidir. Eger S, bir L limitine yakinsiyor ise bu

durumda seri yakinsaktir ve
a+a,+.+a,+.=y.a =L (4. 121)
n=1

seklinde yazilir. Eger S, bir reel say1 degerine yakinsamiyor ise bu durumda seri

raksak olur. Yakinsaklk ile seri nesnesi arasindaki ekolojik iliski Ornek 4.23’te
incelenmistir.

Ornek 4.23.

B

30m<,

Sekil 4.40. Bir topun belirli bir yiikseklikten yere birakilmasi

30 m yiikseklikten yere birakilan ve yere carptiktan sonra her seferinde bir 6nceki
yiiksekliginin 2/3’i kadar yukar1 ziplayan bir topun durana kadar dikeyde katedecegi
toplam mesafeyi bulma.

Coziim 1.Yol Ortak ¢arpani I, olan bir sonsuz serinin n’inci kismi toplami,
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S,=a,+a,+..+a,
=a +ar+ar’+..+ar"
=a (r+ri+. .+ (4.122)
1-r"
1-r

1

=a

seklinde bulunur. Buna gore sonsuz geometrik seri,

a+a,+..+a,+..=lim ai1 =L (4.123)

n—o 1_ r

limiti ile hesaplanir. (4. 123)’ten yararlanilarak topun dikeyde kat ettigi toplam mesafe,

2

30+2|[20.2 |+| 20/ 2 2 4| 202 3 +...|=30+2] lim zoﬂ =150 (4.124)
SHIGHIEE iy 5

1-£
3

olarak bulunur. Buna gore elde edilen limit degeri bir reel sayiya esit oldugu igin

(03 (=) (=(]-

sonsuz serisi yakinsaktir.

2.Yol Problemin niimerik teknik kullanilarak ¢oziilebilmesi igin

2 22 23 Y 1—(2)
30+2 (20.-} 20.(-] + 20.(—) +..[=30+2| > 20—=— (4. 126)
3 3 3 ~ 1- 2
3
ifadesinin hangi reel say1 degerine yakinsadiginin belirlenmesi gerekir. Buna gore,
2 3 1-[2
(20 Ej+ 20 g] +| 20 2 +..= 200120(—3j (4.127)
3 13 13 S > .

1-=
3

sonsuz serisinin kismi toplamlar dizisi,
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3 2 N
S, =20—22 :60[1—(§j ] (neZ®) (4. 128)

seklinde hesaplanir. Bu durumda problemin ¢6ziimii igin,

30+2.60(1—(§) J:smz.sn (neZ®) (4. 129)

ifadesinin N — o0 i¢in hangi degere yakinsadiginin belirlenmesi gerekir. N € Z* igin

elde edilen bazi niimerik degerler Tablo 4.10°da verilmistir.

Tablo 4.10. S, fusmi toplamlar dizisi yardimiyla topun dikeyde aldigi mesafenin

belirlenmesi

n S, 30+25,
1 20 70
2 33,3 96,6
3 42,2 114,4
4 48,148 126,296
5 ~ 52 0987 ~134,1975
10 ~ 58,9595 ~147,9190
15 ~ 59,8629 ~149,7259
20 ~ 50,9819 ~149,9639
25 ~ 59,9976 ~149,9952
30 ~ 59,9996 ~149,9993

n— oo 60 150

Tablo 4.10 incelendiginde, N indisinin degeri arttikca S, serisinin N ’inci kismi

toplaminin 60 reel sayisina, buna karsin topun dikeyde katettigi mesafenin 150 sayisina

yakinsadigi goriiliir. Sonug olarak top durana kadar dikeyde 150 m mesafe kat eder.
Coziilen ornekler degerlendirildiginde, dizi ve seri nesnelerinin yakinsaklik

nesnesinin incelenmesine olanak saglayarak bu nesneyi anlamlandirdigi goriiliir. Her

dizinin ayn1 zamanda bir fonksiyon oldugu diistiniildiigiinde dizi ve seri nesnelerinin
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yan1 sira fonksiyon nesnesinin de yakinsaklik nesnesini ekolojik olarak besledigi
goriiliir.

Dizilerin ve serilerin yakinsakligina karar verilirken reel/ sayt nesnesinden
yararlanilir. Buna gore, bir dizinin yakinsak olabilmesi i¢in diziyi olusturan terimlerin
belirli bir reel sayr degerine yaklasmasi gerekir (Ornek 4.22 incelenebilir). Benzer
sekilde, sonsuz bir serinin yakinsakligina karar verilirken de kismi toplamlar dizisinin
belirli bir reel say1ya yaklasip yaklasmadig belirlenir (Ornek 4.23 incelenebilir). Ortaya
cikan ckolojik iliskiler yakinsaklik nesnesinin reel sayr nesnesinden beslendigi
gostermektedir.

Reel sayr nesnesinin yakinsaklik nesnesi ile ekolojik iliskisi analiz ¢alisma alani
icin olduk¢a oOnemlidir. Bu ekolojik iliskide reel sayilarin siralama ve tamlik
ozelliklerinin 6nemli bir rolii vardir. Oyle ki, reel sayilarin siralama ve tamlik dzellikleri
olmasaydi analizdeki birgok teorem gecersiz olurdu (Thomas, Weir and Hass, 2015).
Calismada bu hususa dikkat ¢gekmek amaci ile reel sayi, siralama ve tamlik nesneleri
arasindaki ekolojik iliskiye ayr1 bir parantez agma ihtiyact duyulmustur.

Reel sayilar kiimesinin biitiin elemanlar1 siralama bagintis1 icin gerekli olan
yansima, ters simetri ve gecisme Ozelliklerini sagladigi igin reel sayilar kiimesi siralama
Ozelligine sahiptir. Limit alma isleminde bu 6zellikten yararlanilarak, bir fonksiyonun
bagimsiz degigskenine limitin alindigr noktaya giderek yaklasan reel sayr degerleri
verilebilmekte ve elde edilen goriintii degerlerinin bir reel sayiya yaklasma durumu
incelenebilmektedir. Bu durum, reel sayilarin siralama 6zelliginin limit alma islemi igin
olmazsa olmaz nitelikte oldugunu gostermektedir. Siireklilik, tiirev ve integral temel
araclarmin limit temel aracindan beslendigi degerlendirildiginde siralama 6zelliginin
gerek diferansiyel gerekse integral analiz i¢in hayati bir Onem ifade ettigi
anlasilmaktadir.

Reel sayilar kiimesinin tamlik 6zelliginin incelenebilmesi i¢in oncelikle st sinir,
en kiigiik tist simir Ve sirali tam cisim kavramlarimin tanimlanmasi gerekir. Bir sayi
kiimesindeki biitlin sayilar bir M sayisindan kiiglik veya esit ise M sayisina bu say1
kiimesinin bir iist stmir1 denir. Ust sinirlarin en kiiciigiine ise en kiiciik iist smir denir.
Ornegin, M =4, negatif sayilar i¢in bir iist simirdir. M =2 de 6yledir ve bu durum 4
degerinin en kiiciik list sinir olmadigin1 gosterir. Negatif sayilar kiimesi i¢in en kii¢lik
iist sinir M =0dir. Bos olmayan ve tstten sinirli her alt kiimesinin bir en kii¢iik {ist

smir1 olan cisim, sirali tam cisim olarak tanimlanir. Ornegin, rasyonel sayilar kiimesi
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tizerinde degerlendirildiginde, J2 *den kiigiik sayilar kiimesi tstten sinirlidir. Fakat,

herhangi bir rasyonel M st siniri, biraz daha biiyiik olup J2 ’den kiiglik olan bir
rasyonel sayi ile degistirilebilecegi icin rasyonel bir en kiiciik {ist sinir yoktur.
Dolayisiyla, rasyonel sayilar tam degildir. Reel sayilar i¢inde iistten sinirlt her kiimenin
bir en kiiclik iist sinir1 daima olabilecegi i¢in reel sayilar, tamlik 6zelligine sahip olan
stral1 bir tam cisimdir (Thomas, Weir and Hass, 2015).

Tamlik 6zelligi, reel sayilarin say1 dogrusunda higbir bosluk kalmayacak bigimde
siralanarak yerlestirilmelerine olanak saglamaktadir. Boylelikle, limit alma islemi
yapilirken tamlik 6zelliginden yararlanilarak belirli bir reel sayiy1 igine alan komsuluk
olusturulabilmekte ve bu reel sayiya yaklasilarak limit alma islemi yapilabilmektedir.

Reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelliklerinin 6nemine vurgu yapilmasi amaciyla
global sitte reel say: nesnesi ile siralama ve tamlik nesnelerine birbirlerine yakin olacak

sekilde konumlandirilmaistir.

4.8.3 Aralik - esitsizlik nesnelerinin beslendigi nesneler

Analizde lizerinde limit, tiirev veya integral alma islemi yapilan fonksiyonlar
genellikle reel sayilar kiimesinde veya bu kiimenin alt kiimesi olan araliklarda
tanimlanir. Bu tiir fonksiyonlarin tanim kiimelerinden hareketle aralik nesnesi
aciklanabilmekte ve boylelikle fonksiyon nesnesi aralik nesnesini anlamlandirmaya
hizmet eden ekolojik bir rol iistlenmektedir. Araliklarin esitsizlikler yardimiyla ifade
edilebildigi géz oOniinde tutularak, fonksiyon nesnesi aralik ve esitsizlik nesnelerini

besleyen bir {ist nesne olarak belirlenmistir.

Reel sayr araliklar1 ve bu araliklar1 ifade etmede kullanilan esitsizlikler reel
sayilar kiimesinin birer alt kiimesidir. Ornegin, [a,b] aralign veya a<x<b (Xe R)
esitsizligi reel say1 dogrusu iizerinde, a ve b sayilari da dahil olmak iizere bu sayilar
arasindaki biitiin reel sayilar1 ifade eder. Reel sayilar kiimesi aralik ve esitsizlikleri

kapsayan en genis kiime olarak degerlendirilebilecegi i¢in reel say: nesnesi aralik ve

esitsizlik nesnelerinin list nesnesi olarak belirlenmistir.

4.8.4. Dogru nesnesinin beslendigi nesneler
y=f(X)=mx+n (mneR, m=#0) fonksiyonu genel dogru denklemi olarak

adlandirilir. Dogru denklemleri kullanilarak dogrularin grafikleri analitik diizlemde
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cizilebilir ve diger geometrik nesnelerle iliskileri (6rnegin iki dogrunun paralelliginin
incelenmesi veya kesisme noktasinin belirlenmesi gibi) incelebilir. Boylelikle fonksiyon
kavrami bir geometrik nesne olarak dogrunun cebir ve analitik geometri ile
iliskilendirilmesine ekolojik katki saglamis olur. Fonksiyon nesnesi, dogrunun
anlamlandirilmasini saglayan ekolojik katkisindan dolay1 dogru nesnesinin iist nesnesi
olarak belirlenmistir.

Say1 dogrusunda her bir nokta bir reel sayiya karsilik gelir ve birbirinden farkli iki
reel say1 arasina sonsuz sayida reel say1 yazilabilir. Bu durum, bir dogru iizerinde
bulunan farkli iki nokta arasinda sonsuz sayida noktanin yer almasi seklinde
yorumlanir. Reel say: nesnesi boylelikle noktalarin bir araya gelmesi sonucunda
dogrularin nasil olustugunun anlamlandirilmasina hizmet ederek dogru nesnesinin
ekolojik olarak beslenmesine katkida bulunur.

Dogrular, 6zel egriler olarak tanimlanabilir. Bagka bir ifadeyle, her dogru ayni

zamanda bir egridir. Ornegin, kartezyen koordinat sisteminde grafigi cizilen,
f(x)=ax’ +bx+c (a,bceR) (4. 130)

fonksiyonlarinin grafikleri birer egri belirtir. Buna karsilik a =0 igin elde edilen egriler
ayni zamanda birer dogrudur. Bu durumda egri, daha genel bir kavram olarak, dogru
nesnesinin {ist nesnesidir.

Kartezyen koordinat sistemleri dogru c¢izimlerinin yapildigi, bu ¢izimlerden
yararlanilarak dogrularin noktalarla, diizlemlerle, geometrik cisimlerle, birbirleriyle ve
cebirle olan ekolojik iligkilerinin incelendigi yapilardir. Kartezyen koordinat sistemleri,
dogrularin a¢iklanmasina ve anlamlandirilmasina hizmet ettigi i¢in dogru nesnesinin iist
nesnesi olarak nitelendirilebilir. Ayrica bu incelemelerin kartezyen koordinat sistemleri
araciligiyla diizlemler veya uzaylar iizerinde yapiliyor olmasi, diizlem ve uzay

nesnelerinin dogru nesnesinin agiklanmasina ekolojik katki sagladigini gostermektedir.

4.8.5. Diizlem parcasi ve geometrik cisim nesnelerinin beslendigi nesneler

Diizlem pargalarinin Ozellikleri incelenirken, diizlem pargalarin1 ifade eden
cebirsel ifadeler belirlenirken, geometrik nesnelere doniisiim hareketleri yapilarak
(6teleme, yansima veya donme doniisiimii gibi) diizlem pargalart olusturulurken
kartezyen koordinat sistemlerinden yararlanilir. Geometrik cisimler olusturulurken,

ozellikleri belirlenirken veya diger geometrik nesnelerle olan iligkileri incelenirken de
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yine kartezyen koordinat sistemlerinden yararlanilir. Kartezyen koordinat sistemleri,
diizlem par¢asi ve geometrik cisim nesnelerinin anlamlandirilmasina katki sagladiklari
i¢in ekolojik agidan bu nesnelerin ortak iist nesnesi olarak nitelendirilebilir.

Diizlemler eni ve boyu sonsuz uzunlukta kabul edildigi icin Olgiilemeyen iki
boyutlu geometrik nesnelerdir. Uggen, kare, dikdértgen gibi diizlem parcalarinin ise
enleri veya boylari olgiilebilir. Gergek yasanti durumlarinda diizlemler yerine diizlem
parcalar1 kullanilir. Bu nedenle diizlem par¢as: nesnesi icin lic boyutlu uzaymn gercek
nesneleri ifadesi kullanilabilir. Diizlem pargast ile diizlem arasindaki ekolojik iliskiye
benzer bir durum, geometrik cisimler ile uzay nesneleri arasinda da vardir. Uzayda en,
boy ve derinlik sonsuz kabul edildigi i¢in 6l¢iilemez. Geometrik cisimler ise en, boy ve
derinlikleri dlgiilebilen {i¢ boyutlu nesnelerdir. Geometrik cisimler, {i¢ boyutlu uzayin
gercek nesneleri olarak tanimlanabilir. Diizlem ve uzay nesneleri, sirasiyla diizlem
pargast ve geometrik cisim nesnelerini genelleyen nesneler olduklart i¢in ekolojik
anlamda bu nesnelerin iist nesneleri olarak nitelendirilebilir.

Sekil 4.41°de kavram-2 grubu nesneleri ile kavram-3 grubu nesneleri arasindaki

ekolojik iliskilere yer verilmistir.

Kavram -2 Kavram - 3
Oran Fonksiyon
Dizi/Seri
Yakinsaklik
Reel Say1
Aralik/
Esitzilzlik Balana)
Tamlik
Dogru — Egri
.. Kartezyen
Diizlem Koordinat
Raasy Sistemi
Geometrik
Cisim

\ Diizlem/Uzay

Sekil 4.41. Kavram-2 grubu nesneleri ile kavram-3 grubu nesneleri arasindaki ekolojik

iliskiler
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4.9. Calisma Alanlarinin Belirlenmesi ve Ekolojik Iliskilerinin Degerlendirilmesi

Bu boéliimde oncelikle global sitte yer alan calisma alanlar1 hakkinda genel
tarihsel ve epistemolojik bilgilere yer verilmistir. Ardindan kavram-3 nesneleri ile bu

calisma alanlar1 arasindaki ekolojik iliskiler agiklanmaistir.

4.9.1. Cahsma alanlar

Tarihsel ve epistemolojik veriler degerlendirildiginde kavram-3 nesnelerinin; reel
analiz, fonksiyonel analiz, kiimeler teorisi, analitik geometri Ve oklidyen geometri
calisma alanlari ile ekolojik iligkilerinin oldugu goriilmiistiir. Her bir ¢alisma alani igin

genel tarihsel ve epistemolojik bilgiler ayr1 bir baglik altinda agiklanmustir.

4.9.1.1. Reel Degiskenli fonksiyonlar teorisi (Reel analiz)

Reel degiskenli fonksiyonlar teorisi (RDFT) matematigin kapsamli bir ¢alisma
alanidir.  RDFT’nin c¢aligma alanina giren konulardan bazilari; fonksiyonlarin
siiflandirilmasi, toplanabilir fonksiyonlar ve siniflari, sonlu salinimli ve mutlak siirekli
fonksiyonlar, fonksiyonlarin constructive teorisi, fonksiyonlarin descriptive teorisi,
seriler teorisi, 1raksak seriler, fourier serileri ve doniigiimleri, ortogonal sistemler ve
seriler, tlirev kavrami ve uygulamalari, Lebesgue integrali, Stieltjes integralleri, singiiler
integraller ve uygulamalari, kiimelerin yap1 ve Ol¢iim teorisi, fonksiyonlarin yapr ve
Ol¢tim teorisidir.

Klasik matematik analiz ile RDFT’nin birgok ortak noktasi vardir. Ornegin
RDFT’de, klasik matematik analizde de oldugu gibi, fonksiyonlarin 6zellikleri
incelenir, yakinsaklik problemleri ¢oziiliir, limit, tiirev ve integral alma iglemleri yapilir.
Bircok ortak noktasi olmasmna karsin, bu iki g¢alisma alani arasinda bazi temel
farkliliklar da vardir. Bu temel farkliliklardan biri, klasik matematik analizde teorik—
kiimesel yaklagimin agik bir sekilde olmayisindan kaynaklanir. Analizde fonksiyonlar
reel eksen tizerindeki bir parcada, diizlemin veya uzayin bir kisminda tanimlanmisken,
fonksiyonlar teorisinde fonksiyonlar kiimede tanimlanir. Ornegin; Analizde verilen bir
fonksiyonun integrallenebilir olmasi veya olmamasi problemini ¢6zmek icin Yya
integralin hesaplanmasi veya fonksiyonun integrallenebilir fonksiyonlar sinifina ait olup
olmadiginin ispatlanmasi gerekir. RDFT’de ise bu problemin ¢dziimii kiimelerin dl¢iim
teorisi yardimiyla bulunur. iki ¢alisma alam arasindaki dier énemli fark ise birinin

pratige digerinin ise teoriye agirlik vermesidir. Analizde limit, tiirev, integral
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hesaplamalarina agirlik verilirken RDFT’de teorik ¢alismalara agirlik verilir. Analizde
once diferansiyel hesap, sonra integral hesap anlatilirken, RDFT’de tam tersine bir
yontem uygulanir. Once integral kavrami tanimlanir, dzellikleri dgretilir, bundan sonra
diferansiyelleme kavramlari tanimlanir. Analizde yalnizca serilerin yakinsaklik-
iraksaklik problemleri incelenmesine karsin, RDFT’ de serilerin toplanabilirlik
problemleri one ¢ikar (Nasibov, 2006). Iki calisma alami arasindaki ortak yonler ve
farkliliklar degerlendirildiginde RDFT’nin analizin daha gelismis, daha kapsamli ve
daha soyut bir ¢aligma alani olarak nitelendirilebilecegi goriiliir.

Matematik tarihi verileri incelendiginde RDFT’nin gelisiminin {i¢ asamada
gerceklestigi goriiliir. i1k asamada klasik analiz ile fonksiyonlar teorisine yonelik
calismalar beraber ylriitilmiistir. Bu asamanin Riemann’in Fonksiyonlarin
Trigonometrik Fonksiyonlarla Gosterimi adli kitabi ile basladigi kabul edilir. Riemann
integralinin ve tlirevle ilgili temel kavramlarin tanimlanmasi, trigonometrik seriler
lizerine calismalarin yapilmasi, Ol¢lim teorisi lizerine arastirmalarin yapilmasi bu
donemde olmustur. Olgiim teorisinin gelistirilmesi ile birlikte bir fonksiyonun
integrallenebilirliginin incelenmesinin 6nii agilmustir. Ikinci asamadaki calismalar
genellikle n-boyutlu Oklid uzayinda noktasal kiimeler teorisine dayanan gelismeler
tizerine olmustur. Bu donemde integral iizerine yapilan calismalarin yani sira,
diferansiyelleme alanindaki g¢alismalara da agirlik verilmistir. Kiime fonksiyonlar
lizerine yapilan ¢alismalarin 6nemli bir kism1 bu donemde gergeklestirilmistir. Son
asamanin ise 20. yiizyilin ikinci g¢eyreginde baslayip giiniimiize kadar devam ettigi
kabul edilir. Bu asamada agirlikli olarak fonksiyonel analiz ile fonksiyonlar teorisi
arasindaki iligkiler irdelenmistir. Bu donemde fonksiyonlarin descriptive teorisinin

temelleri atilmis ve topoloji alanlarinda onemli gelismeler elde edilmistir (Nasibov,
2006).

4.9.1.2. Fonksiyonel analiz

Matematikte farkli alanlardan gelen problemler ilgili alanlarin yap1 ve
ozelikleriyle yakindan iliskilidir. Bu durum, problemlere belirli bir yonden yaklasmay1
zorunlu kilmakta ve ¢éziime gidisi kisitlamaktadir. Fonksiyonel analizin ortaya ¢ikisi
lineer cebir, adi ve kismi diferansiyel denklemler, varyasyon hesabi, yaklasim teorisi,
lineer integral denklemler teorisi gibi matematigin farkli calisma alanlarinda karsilasilan

bu tiir problemlere dayanir. Fonksiyonel analizde problemler, temel 6zellikleriyle ilgili
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olan soyut bir yaklasimla ¢oziiliir. Bu soyut yaklasimda, elemanlar1 belirli aksiyomlari
gercekleyen kiimelerden yola ¢ikilir. Bu durum, teorisi soyut yollarla gelistirilen
matematiksel yapilarin elde edilmesine olanak saglar. Bu yolla elde edilen genel
teoremler belirli aksiyomlar1 gercekleyen 6zel kiimelere uygulanarak yukarida ifade
edilen kisitlamalar ve zorluklar biiylik oranda ortadan kaldirilir (Nasibov, 2006).
Genelleme yapilacak olursa, fonksiyonel analiz, matematigin klasik analiz kaynakli
soyut bir dal1 olarak tanimlananabilir.

Fonksiyonel analizin temel arastirma objesi fonksiyoneller ve operatorlerdir.
Diferansiyelleme veya integralleme gibi islemler fonksiyonel ve operatorler iizerinde
yapilir. Fonksiyonel veya operator serileri lizerinde yapilan ¢alismalar da fonksiyonel
analizin calisma alanina girer. (Cakar, 2007). Fonksiyonel analizde soyut yaklagimlar;
metrik uzaylar, normlu uzaylar, i¢ ¢arpim uzaylari, Banach uzayi, Hilbert uzay1 gibi
soyut uzaylar ve bu uzaylarin 6zellikleri yardimiyla yapilir. Bu uzaylar olusturulurken
ve Ozellikleri belirlenirken kiimeler teorisi bilgisinden yararlanilir.

RDFT ile fonksiyonel analiz birbirine yakin ¢aligma alanlar1 olarak goriilseler de
iki ¢alisma alani arasinda bazi temel farkliliklar vardir. Nasibov (2006) bu temel
farkliliklar1 su sekilde siralamistir: RDFT de esas arastirma objesi fonksiyonlar iken
fonksiyonel analizde fonksiyonel ve operatdr tiirleri esas arastirma konularidir.
RDFT’de once sonlu boyutlu Oklid uzaylarinda noktasal kiimeler, onlarla iliskili
problemler arastirilirken; fonksiyonel analizde metrik, normlu, topolojik, Banach,
Hilbert gibi sonsuz boyutlu uzaylarda bulunan kiimeler arastirilir. Diferansiyelleme ve
integralleme islemleri fonksiyonel analizde fonksiyonel ve operatorler tizerinde
yapilacak benzeri islemlere doniisiir. Fonksiyonel analizde fonksiyon serileri alanindaki
caligmalara paralel olarak fonksiyonel ve operatdr serileri lizerinde yapilan ¢aligmalar
da vardir. Tim bu ifadelerden anlagilabilecegi gibi fonksiyonel analizin ¢aligma alani
RDFT’nin ¢aligma alanindan daha soyut ve geneldir. Fonksiyonlar teorisine analizin
genel hali olarak bakilabildigi gibi, fonksiyonel analize de genellestirilmis RDFT olarak
bakilabilir.

4.9.1.3. Kiimeler teorisi

19. yiizyilin ortalarina kadar matematikteki sonsuzluk kavrami ile ilgili
anlayislarda ve diisiincelerde koklii bir degisiklik olmamis, genel matematik uzun siire

herhangi bir fiili sonsuz biiyiikliikk kullanilmadan limit isleminin tanimi ile
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gelistirilmistir. Fakat matematikgiler stirekliligin ya da reel dogrunun tam bir tarifini
yapmaya calistikca matematigin temelindeki sonsuzluk ile karsilagmislardir. Sonsuz
niceliklerin ilk kez modern matematige yerlesmesi kiimeler teorisi kullanilarak yapilan
calismalarla miimkiin olabilmistir (Ozmantar, 2013).

Bolzano (1781-1848), sonsuz kiimelere ilk el atan matematik¢idir. Bolzano,
matematiksel olarak sonsuzlugun en wuygun sekilde kiime kavrami yardimiyla
aciklanabilecegini ileri siirerek sonsuz kiimeleri ilk karsilagtiran kisi olmustur. Fakat
Cantor gibi elemanlarinin 6zellikleri ne olursa olsun karsilagtirilabilmelerini saglayan
bir metot gelistirmemistir. Bolzano, 1851 yilinda yayimlanan Sonsuzlugun Paradokslar
adli kitab1 ile sonsuzluk kavramimin matematigin bir ¢alisma konusu olarak ele
aliabilecegine dair tartigmalar1 baslatmistir (Aztekin, 2013). Sonsuz kiimeler {izerine
calismis matematikg¢ilerden biri de Dedekind (1831-1916)’dir. Dedekind, reel sayilarin
sonsuz kiimeler ile gosterilebileceginin farkina varmis ve sonsuzluk kavramimin kiime
kavrami yardimiyla en uygun sekilde agiklanabilecegini ileri slirmiistiir. Dedekind
boylelikle sonsuzluk ile ilgili calismalar1 farkli bir alana kaydirarak kiime teorisinin
temellerinin atilmasi ve gelistirilmesinde 6nemli katkilar saglamigtir. Cantor (1845 —
1918) da Dedekind gibi matematiksel olarak sonsuzlugun en uygun sekilde kiime
kavrami yardimiyla aciklanabilecegini ifade etmistir. 1800’lerin sonlarina dogru yapmis
oldugu calismalarla sonsuz kiimelerin sonlu kiimelerden c¢ok farkli ve olagan disi
sayilan Ozelliklere sahip oldugunu ortaya koymustur. Cantor, elemanlarinin 6zellikleri
ne olursa olsun sonsuz kiimelerin karsilastirilabilmelerini saglayan bir metot
gelistirmistir. Cantor’a kadar biitiin sonsuz kiimeler denk kabul edilirken kiimeler teorisi

ile sonsuzlugun farkli dereceleri oldugu gosterilmistir (Aztekin, 2013).

4.9.1.4. Analitik geometri

Analitik geometrinin temelleri, bir noktanin ayn1 diizlemde kesisen iki dogrudan
(eksenler ya da koordinatlar eksenleri) uzaklig: ile sirali gergek sayi ¢iftleri arasindaki
iliskinin 6nemini birbirlerinden bagimsiz olarak kavrayan Descartes ve Fermat
tarafindan 17. ylizyilda Fransa’ da atilmistir. Descartes, bir yandan Eski Yunan’da
gelismis geometri yontemlerini, diger yandan da caginin cebir bilgisini derinlemesine
incelemis ve matematigin bu iki dalin1 kendi amaclar1 agisindan yetersiz ve soyut
bulmustur. Descartes, geometrinin bicimlerle ugrasirken kavrayisi gelistirecek yollari

thmal ettigini; cebirin ise kurallarin boyundurugunda karanlik ve karmasik bir sanata
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doniistiiglinii diigiinerek analitik geometriyi gelistirmistir. Analitik geometri, bilgi
yolunu tikayan eksikliklerin  giderilmesi amaciyla cebir ve geometrinin
birlestirilmesinin bir iiriinii olarak da nitelendirilebilir. Descartes bu geometri modeli ile
bir diizlemdeki noktalar1 birbirine dik iki eksene uzakliklariyla belirterek geometride
cebirsel yontemlerden, cebirde ise geometriden yararlanma olanagini saglamigtir
(Goker, 1997).

Fermat ve Descartes birbirlerinden bagimsiz olarak yaptiklart caligmalar
sonucunda iki degiskenli denklemler, diizlemsel egrileri tanimlar ifadesi ile tanimlanan
analitik geometrinin temel ilkesini bulmuslardir. Fermat’in ¢alismalarinin yer aldigi
Diizlemlerin ve Katilarin Geometrik Yerlerine Giris adli kitabi Olimiinden sonra
1679’da yayimlandigi i¢in, 1637°de Descartes’in Geometri adli yapitinda agiklanan bu
bulusa dayali olarak, analitik geometri, Descartes’¢i geometri (Kartezyen geometri)
olarak tanimlanmaktadir. Descartes’ 1in kurdugu analitik geometri; Greklerin geometri
yardimiyla aritmetigi kavramak istemelerinin tam tersine, analitik geometriyi aritmetik
ve cebir sistemleri sonucunda ortaya koymustur (Goker, 1997). Analitik geometri
sayesinde, Oklidyen geometri aritmetik ve cebir ile iligkilendirilerek Newton ve

Leibniz’in gelistirdigi matematiksel analizin temelleri atilmistir.

4.9.1.5. Oklidyen geometri

Oklidyen geometrinin ge¢misi {inlii matematik¢i Oklid’in ¢alismalarina dayanir.
Oklid, Oklid’in Elementleri olarak bilinen kitap setinde; nokta, dogru, diizlem gibi
sezgiye dayanan kavramlar kabul etmis ve bu kavramlarin ne oldugunu 23 tanim ile
aciklamigtir. Oklid, kitaplarinda bu tanimlarin yani sira cesitli kurallarin bulundugu 5
aksiyom ve 5 postulata yer vermistir. (Calismada bu postulatlara Diizlem - uzay
nesnelerinin iliskili oldugu ¢alisma alanlar: bashikli béliimde yer verilmistir.) Oklid, bu
postulatlardan ¢ikardigi sonuglar teorem ve dnerme olarak mantiksal bir sirada sunmus
ve diizlem geometrisinin matematiksel temellerini atmustir. Oklid, aksiyomlarinmn
dogrulugunu  kanitlayamamis olmasina ragmen, kendinden sonraki birgok
matematikciye gore bu aksiyomlar tartisma gotiirmez gergekler olarak kabul edilmistir
(Dogan, 2013). Oklid geometrisi, iistinde yasadigimiz diinyay1 anlamak igin énemli bir
ara¢ olmanin yani sira bilim ve teknigin ilerlemesinde onemli bir etken olmaya devam

etmektedir.
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4.9.2. Kavram-3 nesneleri ile calisma alanlar1 arasindaki ekolojik iliskiler

Kavram — 3 nesneleri ile matematigin calisma alanlar1 arasindaki ekolojik
iligkilerin incelenmesi basli basina tizerinde c¢alisilmasi gereken bir konudur.
Calismanin bu boliimiinde kavram — 3 nesneleri ile ¢alisma alanlari arasindaki ekolojik
iliskilerin detayli bir bi¢imde agiklanmas1 degil, ekolojik iligkilere genel hatlariyla yer
verilmesi amaglanmistir. Yapilabilecek detayli ve kapsamli arastirmalar ile kavram-3
nesnelerinin farkli ¢aligma alanlari ile bu g¢alismada belirlenmemis olan ekolojik

iligkileri ortaya konulabilir.

4.9.2.1. Fonksiyon nesnesinin iliskili oldugu ¢alisma alanlart

Klasik analizde, reel sayilar kiimesi {izerinde tanimlanan fonksiyonlar incelenir.
Diizlemde ve ii¢ boyutlu uzayda da durum benzer sekildedir. Fonksiyonel analizde ise,
daha genel olan metrik uzaylar ve bunlar iizerinde tanimlanan fonksiyon uzaylari
incelenir. Metrik uzay ve fonksiyon uzaymin tanimlar1 fonksiyon nesnesinin fonksiyonel
analiz ile ekolojik iliskisine dair 6nemli bilgiler igerir.

Tamm (Metrik uzay ve metrik): Bir metrik uzay, X bir kiime ve d, X

tizerinde bir metrik (ya da bir uzaklik fonksiyonu), yani, X x X {izerinde her X,y € X
i¢in,

i deRved=0,

i dix,y)=0=x=Yy,

i d(x,y)=d(y,X) (simetri ozelligi)

iv d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iiggen esitsizligi)

olacak sekilde tanimlanan bir fonksiyon olmak {izere (X d ) cifti olarak tanimlanir.

X kiimesine, (X,d)metrik uzaynin temel kiimesi denir ve bu kiimenin

elemanlar1 noktalarla adlandirilir. Sabit X ve Y noktalarina karsilik gelen negatif
olmayan d(x,y) sayisi ise X’ten Y ’ye olan uzaklik olarak adlandirilir. i, ii, iii ve iv

ozelikleri ise metrik aksiyomlaridir (Cakar, 2007).

Fonksiyon Uzayi: X kiimesinin bagimsiz reel bir t degiskeninin fonksiyonu
olan ve verilen bir J = [a,b] aralig1 iizerinde tanimli ve siirekli tiim reel degerli X, Y, ...

fonksiyonlarindan olusan bir kiime oldugu varsayilsin. Bu kiime {izerinde,
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d(x, y) = max|x(t) - y(t)| (4. 131)

ile tanimlanan metrik géz oniine alimirsa, C [a, b] semboliiyle belirtilebilen bir metrik

uzay elde edilir. C[a,b] 'nin her bir noktast bir fonksiyon oldugundan, bu uzay bir

fonksiyon uzayidir (Cakar, 2007).

Diferansiyel ve integral hesapta ayn1 anda yalnizca bir ya da bir ka¢ fonksiyon
g0zoniine alinabilirken, fonksiyonel analizde metrik uzay ve fonksiyon uzaylar
olusturulurken fonksiyonlar uzaylarin birer noktasi olarak degerlendirilmekte ve
boylece fonksiyon nesnesi ile ekolojik iliskiler kurulmaktadir.

Fonksiyonlar ve fonksiyon siniflar1 hakkindaki ¢alismalar reel analizin 6nemli bir
boliimiinii kapsar. Olgiilebilir fonksiyonlar, toplanabilir fonksiyonlar, monoton
fonksiyonlar, siirekli ve siirekli olmayan fonksiyonlar, periyodik fonksiyonlar,
transandant fonksiyonlar, tiirevlenebilir ve tiirevlenebilir olmayan fonksiyonlar bu tiir
fonksiyon sinifi 6rneklerindendir. Fonksiyonlar teorisinde bu tiir fonksiyonlar birer
kiime {izerinde tanimlanir. Dolayisiyla oncelikle kiimeler ile ilgili gereken teorinin
olusturumasi, sonrasinda bu teoriye dayanilarak fonksiyonlar {izerinde yapilacak
islemlerin incelenmesi gerekir. Ornegin, Riemann integrali kiime teorisi ile iliskili
olmayan bir sekilde bir integral toplaminin limiti olarak tanimlanir. Bu tanim esas
almmarak Riemann anlaminda integrallenebilecek fonksiyonlarin smiflarini belirlemek
miimkiin olmaz. Klasik analizde verilen bir fonksiyonun integrallenebilir olmas1 veya
olmamasi problemini ¢ozmek i¢in iki yol vardir. Bu yollardan ilki integralin
hesaplanmasidir. Ikinci yol ise sdz konusu fonksiyonun kabul edilmis integral
kavramina gore integrallenebilir fonksiyonlar sinifina ait oldugunun ispatlanmasidir.
Fakat bu yontem de yine kiimeler teorisine dayanir (Nasibov, 2006). Bu durumda
fonksiyon nesnesinin reel analizin yani sira kiimeler teorisi ile de ekolojik iligski kurdugu
sOylenebilir.

Cantor’in kiimeler teorisini ortaya atmasindan onceki donemde fonksiyonun
tanim1 Dirichlet (1805-1859) tarafindan degiskenler arasi iligki mantig1 {lizerine insa
edilmistir. Kiimeler teorisinin ortaya atilmasi ile birlikte Bourbaki (1939) fonksiyonu iki
kiimenin elemanlar1 arasinda eslemeler yapan 0zel bir baginti olarak tanimlayarak
fonksiyon kavramina yeni bir bakisacis1 kazandirmistir (Ozmantar, 2013). Bu anlayisla

birlikte, degiskenler arasindaki iligkilerin incelenmesinin ancak bir fonksiyonun tanimli
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olabilecegi kiime i¢in miimkiin olabilecegi goriisii hakim olmaya bagslayarak fonksiyon
nesnesi kiimeler teorisinin gelistirilmesinde dnemli bir ekolojik rol listlenmistir.

Bir fonksiyonun; tanim ve deger kiimelerinin belirlenmesinde, koklerinin
bulunmasinda, monotonlugu, cebirsel yapisi, siirekliligi ve tiirevlenebilirliligi gibi
birgok 6zelliginin incelenmesinde analitik diizlemde ¢izilen grafiginden yararlanilir.

Sekil 4.42°de analitik diizlemde grafigi verilen bir fonksiyonun bazi ozellikleri

incelenmistir.

L 3

&

Y P — 1]

f(x)=0

Sekil 4.42. y = f(X) fonksiyonunun analitik diizlemde ¢izilen grafigi

Verilen grafige gore y= f(x) fonksiyonunun tanim kiimesi [0, X7], goruntu
kiimesi ise [y4, y7] araligidir.

vxe[0,%,]U[%,%,] igin fonksiyon dogrusal olup, bu araliklarda

f(xX)=mx+n (m,neR) cebirsel yapisina sahiptir.

Vxe(0,%)U(X,%,) igin f(X)>=0 olup fonksiyon pozitif degerler almustir.
Buna karsilik VX €(X;,X;) icin f(X) <0 olup fonksiyon negatif degerler almustir.

Fonksiyon (0,x,), (X, X5) ve (X, %, ) araliklarinda artan, (X,, X,) araliginda
azalan, (Xl, X2) ve (X5, Xs ) araliklarinda ise sabittir.

Fonksiyonun mutlak maksimum noktasi (X7, y7) , mutlak minimum noktasi1 ise

(X,,Y,) “tiir.
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Tanimlanan aralikta fonksiyon siireklidir fakat tiirevlenebilir degildir. Ciinkii;
f(x) fonksiyonu tanimli oldugu (O, 0),(x1,y1) (%, Y1), (%,0), (%,0) ve (X,,Y,)
noktalarinda tiirevsizdir.

Sekil 4.43’te analitik diizlemde grafigi ¢izilen y = f(x) fonksiyonunun tiirevinin

grafiginden yararlanilarak bu fonksiyonun cebirsel yapisi ve ozellikleri ile ilgili

degerlendirmeler yapilmistir.

Sekil 4.43. y = (X) fonksiyonunun analitik diizlemde ¢izilen grafigi

Sekil 4.43°teki grafik incelendiginde, tiirev fonksiyonunun reel sayilar kiimesi

tizerinde tanimli oldugu goriilmektedir. Bu durumda y= f(x) fonksiyonunun tanim
kiimesi de reel sayilar kiimesidir.

Grafige gore VX e(—0,% )U(X,,%;) icin f'(X)<0 oldugundan f fonksiyonu
(—o0,%) ve (X,,Xs) araliklarinda azalandr. Vxe(X, X, )U(Xs, ) igin f'(x)>=0
oldugundan f fonksiyonu (X, x,) ve (Xg,o0) araliklarinda artandir.

Tiirev fonksiyonunun kokleri X, X, ve X reel sayilaridir. Grafige gore f(X) ve
f(Xs) degerleri y= f(x) fonksiyonunun yerel minimum degerleridir. f(X,) degeri ise
f fonksiyonunun yerel maksimum degeridir.

Sekil 4.43 incelendiginde, y= f'(x) fonksiyonunun grafiginin (X3,X5) tanim

araliginda dogrusal, (Xz,Xs) tanim araliginda ise hem dogrusal hem de X eksenine
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paralel oldugu goriiliir. Bu durumda y= f(x) fonksiyonu (XZ,XS) tanim araliginda
dogrusal (f(X)=mx+n (mneR, m=0)), (XS, X5) tanim araliginda ise parabolik

(f(x)=ax’ +bx+c (a,b,ceR, a=0)) bir cebirsel yapiya sahiptir.

Sonug olarak analitik geometri ¢alisma alani, koordinat diizleminde gizilen
fonksiyon grafikleri yardimi ile fonksiyonlarin ozelliklerinin somut bir bigimde
incelenmesini saglayarak, fonksiyon kavraminin agiklanmasina ve anlamlandirilmasina

hizmet eden ekolojik gorevler iistlenmektedir.

4.9.2.2. Reel sayt nesnesinin iligkili oldugu ¢alisma alanlart

Fonksiyonel analizde metrik uzaylarin kurulumu reel say: nesnesi ile fonksiyonel
analizin ekolojik iligkisine yonelik 6nemli bilgiler icerir. Reel sayilar bazi temel metrik
uzaylarm kurulumunda 6nemli bir paya sahiptir. Ornegin, R reel ekseni iizerinde

tanimlanan,
d(x,y)=|x-y]| (4. 132)

metrigi, metrik uzay olma aksiyomlarini yerine getirdigi i¢in, bir metrik uzaydir. Salt
deger metrigi de denilen bu fonksiyon, iki gercel say1 arasindaki uzakligi verir. R’

metrik uzayi, X= (51,52) , Y= (771,772) , ... seklindeki reel say1 ciftlerinden olusan R?
Oklid diizlemi; R® metrik uzayi ise, X=(&,,&,.&), Y= (m,,1,,15) , ... seklindeki reel

say1 iicliilerinden olusan R® ii¢ boyutlu Oklid uzay: iizerine kuruludur. Genelleme

yapilacak olursa R" metrik uzayr, X=(&,....&,), Y=01,), ... seklinde yazilan,

tiim siral1 reel say1 n-lilerinden olusan R" Oklid uzayi iizerine kuruludur (Cakar, 2007).

Reel analiz, reel sayilar kiimesi tizerinde ¢alisilan bir matematiksel analiz dahidir.
Reel sayilarin  yakinsakliginin, stirekliliinin, piirlizstizliigiiniin, reel degerli
fonksiyonlarin 6zelliklerinin, reel say1 dizilerinin limitlerinin ve analitik 6zelliklerinin
incelenmesi gibi caligmalar reel analizin kapsam1 igine girer.

Reel sayilarin, en kiiciik iist sinir zelligine sahip olmasi ile birlikte, tam sirali
olmasi reel analizde monoton yakinsaklik teoremi, ara deger teoremi ve ortalama deger
teoremi gibi  birgok  Onemli  teoremin ortaya ¢ikmasina ekolojik  katki

saglamaktadir. Reel analizdeki topoloji gesitlerinden biri olan siralama topolojisi
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tanimlanirken yine siwralama nesnesinden yararlanilir. Asagida bu baglamda siralama
nesnesinden nasil yararlanildigr agiklanmistir.
X basit sirali kiime olsun. B asagidaki ifade edilen tiirden kiimelerin ailesi olsun.
1) X deki tiim agik kiimeler (a,b)
2) X deki [ao,b) formundaki tiim yar1 acgik kiimeler i¢in a, X ’in en kiigiik
elemanidir.
3) X deki [ab,) formundaki tim yari agik kiimeler i¢in by X ’in en biiyiik
elemanidir.
B koleksiyonu X iizerinde olusturulan topolojiye karsilik bir bazdir. B bazinin
olusturdugu topolojiye siralama topolojisi denir ve 7, ile gosterilir®.
Siralama kavramu ile siralama topolojisi arasindaki ekolojik iliskinin daha iyi

anlasilabilmesi i¢in tanimda gegen sirali kiime kavraminin agiklanmasinda yarar vardir.

Sirali kiime kisaca su sekilde tanimlanmaktadir:

X bir kiime f’de bu kiime iizerinde tanimli bir siralama bagintisi ise (X, ,B)
ikilisine sirali kiime denir.

Bu tanima gore, sirali kiime kavrami tanimlanirken siralama bagintisina ihtiyag
duyulur. Siralama bagintisi ise su sekilde tanimlanir:

X bir kiime, S ise X kiimesinde tanimli bir bagint1 olsun. S bagintisi, yansima,
ters simetri ve gegigme Ozelliklerinin {iglini birden sagliyorsa £ bagintisina X
kiimesinde tanimli siralama bagintisi denir.

Siralama bagntisinda yansima ozelligi saglandigr i¢in Vxe X i¢in (X, x)e S
olmus olur. Buna gore X elemani birinci bilesen olarak alindiginda her eleman
kendisinden kiigiik, ikinci bilesen olarak alindiginda ise her eleman kendisinden biiyiik
olur.

Ters simetri 6zelligine gore X,y e X oldugunda, X elemant y elemanindan
kiiciik iken y eleman1 da X elemanindan kiigiik olmamalidir. Eger her iki durumu
birlikte saglayan X ve Yy eclemanlar1 varsa X ile y esit olur. Buna ek olarak; z e X

olmak iizere X elemani Yy elemanindan kiigiik iken Yy elemani da z elemanindan kiigiik

8 http://smh-matuyg.ultimatefreehost.in/Prof.%20Dr.%20%C4%B0smet%20Karaca%?20-
%20Topoloji/files/downloads/attachments/Prof.%20Dr.%20%C4%B0smet%20Karaca%20-
%20Topoloji.pdf?i=1
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oluyor ise siralama geregi X elemanmi z elemanindan kiiciik olmalidir. Bu sonug
siralama bagmtisinin gecisme 6zelligi ile agiklanir (Narli, 2013).

Yukarida yapilan agiklamalarda reel analizin ¢alisma alanmina giren siralama
topolojisi tanimlanirken swrali kiime kavramina ihtiya¢ duyulmustur. Sirali kiimeler,
siralama bagintis1 yardimiyla tanimlanmigtir. Siralama bagintisinin 6ziinde ise global
sitin swralama nesnesinin yer aldigi goriilmistiir. Bu silsile, reel sayr nesnesi ile reel
analiz ¢alisma alani arasinda derin ekolojik iliskilerin var oldugunu gostermektedir.

Kiimeler teorisinde elemanlarin bir araya gelmesiyle topluluklar olusturulur.
Fakat her topluluk ayn1 zamanda bir kiime degildir. Oyle bir A toplulugu yazilabilir ki;

her elemant bir kiime belirtir ama bu kiime kendisinin elemani degildir. Bu durum,
A={x:xgXx} (4.133)

seklinde ifade edilebilir. Burada X harfi her zaman bir kiimeyi ifade etmektedir. Simdi
a’nin bir kiime oldugu disiiniilsiin. Eger a€a ise, o0 zaman ag A, dolayisiyla
a= A’dir. Eger a¢a ise, 0 zaman a< A, dolayisiyla a= A’dir. Sonug olarak, her iki
durumda da A toplulugu, a kiimesine esit olmadigi i¢in bu topluluk bir kiime
belirtmez. Bu teoreme Russell paradoksu denir®.

Russell paradoksunun daha kolay anlasilabilmesi i¢in meshur berber paradoksu
tiretilmistir. Paradoks soyledir:

Koyiin birinde bir berber varmis. Bu berber, o kdyde kendini tiras etmeyen
herkesi tiras eder, kendini tiras edenleriyse tiras etmezmis.

Soru: Bu berber kendini tiras eder mi, etmez mi? Kendini tirag etmezse, kendini
tirag etmeyen herkesi tiras ettiginden, kendini tiras etmeli. Kendini tiras ederse, kendini
tirag edenleri tiras etmediginden, kendini tirag etmemeli.

Yamt: Boyle bir berberden bahsedilemez. Ciinkii; bdyle bir berberin olmasi
verilen hikayede ¢eliski olusmasina neden olur.

Bu durumda, reel sayilarin bir araya getirilmesiyle olusturulan topluluk bir kiime
belirtir mi? Bu soru reel sayilarin 6zellikleri ve kiimeler teorisi bilgisi kullanilarak
yanitlanabilir. Bunun i¢in Oncelikle kuvvet sinifi ve kuvvet kiimesi kavramlarinin
aciklansi gerekir.

Kuvvet Smifi ve Kuvvet Kiimesi: Bir @ kiimesinin tim altkiimeleri, bir simf

olusturur. Bu sinifa, a kiimesinin kuvvet smifi denir (power class) ve P(a) olarak

% http://mat.msgsu.edu.tr/~dpierce/Dersler/Kumeler-kurami/2013/kumeler-kurami-2014-02-12.pdf
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yazilir. Kuvvet kiimesi aksiyomuna (power set axiom) gore, bir kuvvet ayn1 zamanda
kiime belirttigi i¢in kuvvet kiimesi olarak adlandirilabilir.

R reel sayilar toplulugunun ayni zamanda bir kiime belirttiginin gosterilmesi i¢in
kiimeler teorisi bilgisi kullanilarak oncelikle Z tam sayilar toplulugunun bir kiime

olusturdugu ifade edilmelidir. Ardindan, Z tam sayilar kiimesinden yararlanilarak Q
rasyonel sayilar toplulugunun da bir kiime olusturdugu gosterilmelidir. Sonrasinda, Q

rasyonel sayilar kiimesinden yararlanilarak R reel sayilar toplulugunun da bir kiime

olusturdugu gosterilmelidir. Q rasyonel sayilar kiimesinin elde edildigi var sayilarak,

R rasyonel sayilar kiimesinin nasil olusturuldugu asagida agiklanmistir.
Her rasyonel say1 reel say1 olarak diisiiniilebilir. Ayrica her iki farkli reel saymnin
arasinda bir rasyonel say1 vardir. O zaman R toplulugundan P(Q) kuvvet kiimesine

giden Oyle bir h gondermesi (ikili bagintis1) vardir ki her a reel sayist1 i¢in
h(@)={xeQ:x~<a} (4. 134)

ifadesi yazlabilir ve bu génderme birebirdir. Oyleyse, @ sayist h(a) kiimesi olarak

diisiiniilebilir ve bu durumda R bir kiimedir*’.

Yukarida yapilan aciklamalardan kiimeler teorisi ¢alisma alaninin, reel sayilar
kiimesinin nasil kurulduguna formel bir yaklasimla aciklik getirerek, reel/ say:
nesnesinin anlamlandirilmasina ekolojik katki sagladig1 goriilmektedir.

Analitik geometride reel sayilar ile ekolojik iligkiler 6nemli bir yer tutar.
Kartezyen koordinat sisteminin say1 dogrularinin kesistirilmesi sonucunda olusturulmasi
reel sayilarin analitik geometride ne denli 6nemli ekolojik gorevler {istlendigini
gostermektedir. Analitik diizlemde grafikleri ¢izilen fonksiyonlarin limiti, stirekliligi,
monotonlugu, biikeyligi, tlirevlenebilirligi gibi farkli  ozellikleri ile ilgili
degerlendirmeler yapilirken reel sayilarm &zellikleri devreye girer. Ornegin, reel
sayilarin siralama 6zelligi sayesinde fonksiyonlarin analitik diizlemde ¢izilen grafikleri
incelenerek artan veya azalan olduklar1 araliklar belirlenebilmektedir. Reel sayilarin
tamlik 6zelligi sayesinde fonksiyonlarin analitik diizlemde ¢izilen grafikleri incelenerek
belirli bir noktada limitli, siirekli veya tiirevli olup olmadiklar1 hakkinda degerlendirme
yapilabilmektedir.

Reel sayilarin tarihsel gelisimi incelendiginde, irrasyonel sayilarin kesfinin

10 http://mat.msgsu.edu.tr/~dpierce/Dersler/Kumeler-kurami/2013/kumeler-kurami-2014-02-12.pdf
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milattan Once ortaya konulan Pisagor teoremine dayandigi goriiliir. Pisagor teoremi
kullanilarak, bir dik ti¢genin hipoteniisiiniin her zaman bir rasyonel sayiya esit
olamayacagiin gosterilmesi irrasyonel sayilarin ortaya cikarilmasini saglayarak reel
sayilar kiimesinin tanimlanmasinda etkili olmustur (Bkz. EK-1). Reel sayilar kiimesinin
tanimlanmasinda Pisagor teoreminden yararlanilmis olmas1 Oklidyen geometri ¢alisma

alaninin reel sayt nesnesinin agiklanmasina hizmet ettigini gostermektedir.

Sekil 4.44’te «/g reel sayisinin sayr dogrusundaki yeri  Pisagor teoremi

yardimiyla gosterilmistir.

Sekil 4.44. Pisagor teoremi kullanilarak J5 sayisinin yerinin sayi dogrusunda

belirlenmesi (Sirotic and Zaskis, 2007).

Sekil 4.44’te say1 dogrusunun baglangi¢ noktasindan itibaren taban1 2 br,

yiiksekligi 1 br olan bir dik tliggen ¢izilmistir. Dik liggenin hipoteniisiiniin uzunlugu
pisagor bagintisi kullanilarak J5br olarak bulunur. Merkezi say1 dogrusunun baslangi¢
noktasi, yart c¢apt dik li¢genin hipoteniis uzunluguna esit olacak sekilde ¢ember
cizildiginde J5br sayisinin say1 dogrusunda 2 ile 3 arasindaki bir noktaya karsilik

geldigi goriiliir. Geometri bilgisi kullanilarak bir reel sayinin say1 dogrusundaki yerinin
belirlenebilmesi, Oklidyen geometri ¢alisma alaninin  reel say: nesnesinin

anlamlandirilmasina hizmet ettigini géstermektedir.

4.9.2.3. Egri nesnesinin iliskili oldugu calisma alanlart

Reel analizin ¢alisma kollarindan biri olan topolojide egriler 6nemli bir yer tutar.
Topolojide egrinin tanimi su sekilde yapilmaktadir (Bozhiiyiik, 1984):

Tammm: T topoloji uzayinda C, O0<u<l esitsizligini saglayan U gergel

sayilarinin topolojisi olmak tizere, egri siirekli bir «:C —T fonksiyonudur.
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Topolojide egrinin tanimimin yapilmasinin yani sira egrilerin  6zellikleri
incelenmekte ve Ozelliklerine goére egriler kategorize edilmektedir. Ornegin egri
taniminda gecen bir & egrisi sabit bir fonksiyon (bir noktadan ibaret) ise topolojide bu
egriler sifir egri olarak tanimlanir. Topoloji ¢alisma alaninda Jordan egrisi ve poligonal
egriler gibi baz1 6zel egriler incelenmekte ve bu egrilere iliskin teoremler
ispatlanmaktadir  (Bozhiiyiik, 1984). Boylelikle topoloji, agiklanmasina ve
anlamlandirilmasina hizmet ederek egri nesnesini beslemektedir. Fonksiyonel analizin
reel analize gore daha genel bir ¢alisma alan1 oldugu degerlendirildiginde fonksiyonel
analizin de egri nesnesini besledigi sonucu ortaya ¢ikmaktadir.

Analitik geometri, egrilerin gerek geometrik gerekse cebirsel 0Ozelliklerinin
incelenmesine olanak saglayan bir ¢alisma alanidir. Ornegin, analitik diizlemde grafigi
cizilen bir ¢emberden yararlanilarak bu ¢emberin yaricap uzunlugu ve merkez
noktasinin koordinatlar1 belirlenebilir. Elde edilen bu bilgilerden yararlanilarak
cemberin denklemi de bulunabilir. Cembere oOteleme doniisiimii yapildiginda
denkleminin nasil degistigine iliskin bir genelleme yapilabilir. Ornek 4.24’te, analitik
geometri bilgisi kullanilarak bir merkezil elipsin denklemi bulunmustur.

Ornek 4.24. Analitik diizlemde grafigi ¢izilmis olan Sekil 4.45°teki merkezil

elipsin denklemini bulma.

60,

4
B
/‘ oy » X
P

B!

Sekil 4.45. Bir merkezil elipsin analitik diizlemde ¢izilmesi

Coziim  Pisagor  bagmtisindan  yararlanilarak b:|BO|:3\/§ br ve

a=|BC|=6br uzunluklar1 bulunur. a>b oldugundan Sekil 4.45te grafigi verilen

basit kapal1 egri bir yatay elipstir.

Elipsin asal ekseninin uzunlugu 2a=12br , yedek ekseninin uzunlugu ise
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2b = 6/3 br olarak bulunur. Bu bilgilere gore elipsin denklemi,

2 2

A A | (4. 135)
36 27

olarak elde edilir.

Egrilerin genel dzellikleri incelinirken Oklidyen geometri bilgisinden yararlanilir.
Ornegin, kapali egrilerden gemberin; ac1, yay, kiris, kesen, teget ile ilgili 6zellikleri
Oklidyen geometri bilgisine dayali ispatlar yapilarak bulunur. Ornek 4.25’te Oklidyen
geometri bilgisi kullanilarak bir gemberin merkezinden kirigine indirilen dikmenin kirisi
ortalayacagi gosterilmistir.

Ornek 4.25. Oklidyen geometri bilgisi kullanarak bir ¢emberin merkezinden
kirisine indirilen dikmenin kirisi ortalayacagini gésterme.

Coziim Sekil 4.46’da O merkezli gembere [AC] kirisi ¢izilmistir. [OB]J_[AC]

oldugunda |AB| = |AC| esitliginin saglandig1 gosterilmelidir.

C

Sekil 4.46. O merkezli cembere cizilen [AC] kirisi

O noktasi ile A ve C noktalar birlestirildiginde asagidaki AOC ikizkenar
ticgeni elde edilir (Bkz. Sekil 4.47).

K&

Sekil 5.47. AOC ikizkenar ti¢cgeninin olusturulmast
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Ikizkenar {icgenlerin 6zelligi geregi, [OB]J_[AC] oldugu icin [OB] ayni
zamanda AC kenarina ait kenarortay olmus olur ve buradan |AB| :|BC| esitligi elde

edilir.

4.9.2.4. Kartezyen koordinat sisteminin iliskili oldugu calisma alanlar

Analitik geometride nokta, dogru, diizlem, {i¢ boyutlu uzay analitigi gibi ¢esitli
alt calisma dallarinda kartezyen koordinat sistemlerinden yararlamlir. Ornegin, iic
boyutlu uzay analitiginde Sekil 4.48’de ¢izilmis olan kartezyen koordinat sisteminden

yararlanilir.

L

X

Sekil 4.48. U¢ boyutlu uzayin kartezyen koordinat sistemi ile gosterimi

Oklid uzay1, Oklid geometrisinin ii¢ boyutlu uzayidir. Modern matematikte Oklid
uzaym ifade etmek icin kartezyen koordinat sistemi kullanilir. Oklidyen geometride
yapilan uzunluk, alan, hacim bulma; daire, elips gibi geometrik sekiller ¢izme veya
bunlarin denklemlerini elde edip, 6zelliklerini ortaya koyma; geometrik dontisiimlerden
yararlanarak geometrik sekiller veya geometrik cisimler elde etme gibi islemler
yapilirken kartezyen koordinat sisteminden yararlanilir. Analitik geometri galigma alani
boylelikle, kartezyen koordinat sistemlerinin igsevselligine katki saglayarak bu

sistemleri besleyen ekolojik gorevler tistlenmektedir.

4.9.2.5. Diizlem - uzay nesnelerinin iligkili oldugu calisma alanlari

Oklid uzaylarinin reel analizin gelisimi igin nemi biiyiiktiir. Borel (1871-1956)
ve Lebesgue’nun c¢aligmalari ile baglayan, Banach (1892-1945) ’in lineer operatorler
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teorisini, Kaczmarz (1895-1940) ve Steinhaus (1887-1972)’un ortogonal seriler
teorisini, Saks (1897-1942)’1in integral teorisini ortaya koydugu donemi kapsayan ve
20. yiizyilin ilk yarisinda son bulan dénemde reel analiz n — boyutlu Oklid uzayinda
noktasal kiimeler teorisine dayanan 6zel bir matematiksel teori olarak gelistirilmistir
(Nasibov, 2006). Reel analizin ¢alisma kollarindan biri olan topolojide en ¢ok kullanilan
kiimelerden biri de R" veya Oklid uzayidir.

R?> Oklid diizlemi, Oklidyen geometrinin iki boyutlu diizlemidir. Tarihsel
verilere gore diizlem geometrisinin ilk kez sistemli bir sekilde incelenisi Oklid’in
Elementler kitabmin (M.O. 300) birinci cildinde yapilmistir. Oklid bu kitabinda diizlem
geometrisini agagida yazilan bes postulat tizerine kurmustur (Dogan, 2013).

1. Bir noktadan bir noktaya bir (tek bir) dogru ¢izilebilir.

2. Bir dogru i¢inde bir dogru pargasi (tek bir bigimde) genisletilebilir.

3. Merkez noktasi1 ve yarigcapi verilmis bir (tek bir) ¢ember cizilebilir.

4. Tim dik agilar birbirlerine esittir.

5. Bir dogru iki dogruyu kesiyorsa, ayni tarafta olusan i¢ agilarin toplaminin iki

dik acidan kiiciik oldugu kisimdan devam edildiginde, bu iki dogru mutlaka

kesisir.

Analitik geometrinin icadi ile birlikte Oklid diizleminin sirali ikililer yardimiyla
kartezyen koordinat diizleminde ifade edilmesi yayginlasmistir. R*® Oklid uzay: ise
Oklidyen geometrinin ii¢ boyutlu uzayr olup modern matematikte analitik diizlemde
siral1 tigliiler yardimiyla ifade edilir.

Elde edilen veriler, reel analiz, analitik geometri ve sentetik geometri ¢alisma
alanlarinin, diizlem ve uzay nesnelerinin acgiklanmasina veya anlamlandirilmasina
hizmet ederek bu nesneleri besledigini gostermektedir.

Fonksiyonel analizde bir soyut uzay, belirli aksiyomlar1 gergekleyen elemanlardan
olusan bir kiime olarak tanimlanir ve farkli aksiyom gruplar secilerek farkli soyut
uzaylar elde edilir. Bu soyut uzaylarin temelinde ise metrik uzaylar yer alir. Buna gore

R reel ekseni biitiin reel sayilardan olusan kiime {izerinde tanimlanan,
d(x, y) =|x-y]| (4. 136)
metrigine gére bir metrik uzaydir. Benzer sekilde R* Oklid diizlemini olusturan

x=(&,&,), Y=(0.,1,), ... seklindeki sirali ikililer kiimesi ve bu kiime iizerinde,
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d(x,y) = (& -m)*+(& -1m,)* 20 (4.137)

seklinde tanimlanan Oklid metrigi géz niine alinirsa, Oklid diizlemi olarak adlandirilan

R* uzayr elde edilir. Oklid geometrisinin ii¢ boyutlu uzayr ise x=(&,&,,5,),

Y =(1,.1,.1,) , ... seklindeki reel say1 ii¢liilerinin kiimesi ve bu kiime iizerinde,

d(X,Y) = (& ~1)2+(& ~1m,)* +(& —1m,)* 20 (4.138)

seklinde tanimlanan Oklid metriginden elde edilir  (Cakar, 2007). Boylelikle
fonksiyonel analiz ¢alisma alan1 metrik uzaylar yardimiyla diizlem ve uzay nesnelerinin
aciklanmasina hizmet ederek bu nesnelerin ekolojik olarak beslenmesine katki
saglamaktadir.

Sekil 4.49’da kavram-3 grubu nesnelerinin ¢alisma alanlar1 ile ekolojik

iligkilerine, ardindan Sekil 4.50°de analiz global sitine yer verilmistir.

Kavram - 3 Calisma Alanlar:

\ Fonksiyonel

Analiz

Fonksiyon

Dizi/Seri

Reel
Degiskenli
Reel Say1 Fonksiyonlar
Teorisi
Siralama/ Reel Analiz)
Tamlik
Ejri Kiimeler
Teorisi
Kartezyen Analitik
Koordinat Geometri
Sistemi
Oklidyen
Diizlem/Uzay /' GEBIe
ﬁ

Sekil 4.49. Kavram-3 grubu nesnelerinin ¢alisma alanlari ile ekolojik iligkileri
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Calisma Alam  Temel Nesneler Temel Araclar Teknikler Kavram -1 Kavram - 2 Kavram -3 Calisma Alanlan

N

Fonksiyonel
Analiz

Fonksiyon —»

Oran

Sonsuzluk \
\[ Asimptot
Tamimsizlik

Belirsizlik

Reel
Degiskenli
Fonksiyonlar
Teorisi
(Reel Analiz)

akinsaklik

[ Diferansiyel Analiz

Reel Say1

Diferansiyel

Limit

Kiimeler

Siirdklilik

Analiz }—p Degisim —yp

Kiris/Teget/ Egri Teorisi
Egim
Do
» \ Komsuluk e
Analitik | Kartezyen »
N A Koordinat Analitik
= Sistemi Geometri
é Degisken
= = Diizlem
@ =
g0 50 Pargam/_
‘_E £ Nokta /vGeo_m_etrlk
Cisim .
— Dizlem/ Oklidyen
\ _ Uzay  — Geometri
v Alan/Hacim

Sekil 4.50. Analiz ¢alisma alant i¢in global sit
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Tarihsel, epistemolojik ve didaktik analizler sonucu olusturulan Sekil 4.50 global
sit diyagrami, analiz c¢alisma alaninin matematik 0gretim programinin ¢izdigi genel
cerceve etrafinda, pek ¢ok durum ve 6gretim olgusu hakkinda ¢ikarim ve Ongoriide
bulunmaya firsat sunmaktadir.

Oncelikle, s6z konusu sit diyagrami analizin matematigin en eski dénemlerinden
giiniimiize kadar ortaya ¢ikan kavramlarina kadar kendi i¢inde nasil tutarli ve iligkili bir
alan oldugunu gostermektedir. Diger yandan s6z konusu sit, analizin modern cebir veya
geometri gibi aksiyomatik bir yapiya sahip olmasa dahi, kavramlar arasinda bazi
onciilliik-ardillik iliskisinin kurulabilecegine ve bu iliskilerin analiz 6gretim ortamlari
ve araglar icin ne derece onemli olduguna isaret etmektedir. Ornegin, ortaokulun ilk
yillarinda Ogretilmeye baslanan oran kavraminin lisede analiz kavramlarinin
ogretiminde kritik bir role sahip olabilecegi konusunda bu tarz bir model olmaksizin
kestirimde bulunmak oldukga giictiir. Benzer sekilde, ¢ogunlukla sadece geometrinin bir
konusu veya dogrusal fonksiyonlarin grafigi seklinde yorumlanabilen dogru nesnesinin
tanimsizlik, belirsizlik ve diferansiyel basta olmak iizere pek ¢ok analiz kavraminin
anlamlandirilmasinda {istlendigi rolii bu tarz global bir panorama olmaksizin
belirleyebilmek olanaksizdir.

Bu sit diyagrami diger yandan, analizin temel araglari i¢in kullanilan bazi
tekniklerin (6rnegin analitik teknik) gerisinde ne derece karmasik ve zengin bir bilgi
(prakeolojik anlamda teknoloji) blogu oldugunu gostermekte ve bu bilgi blogunun
gerektigi sekilde ise kosulmadan s6z konusu tekniklerin 6grenciler tarafindan
anlamlandirilmasinin da ne derece gii¢ olacagina isaret etmektedir. Ayrica, matematik
egitimi literatiiriinde siklikla yer verilen 6grenme giicliikleri ve kavram yanilgilarina
farkli bir agidan bakma olanag saglamaktadir. Ornegin, analiz global siti limit
konusuna yonelik 6grenme giicliikkleri ve kavram yanilgilarinin ortaya g¢ikmasinda
onemli bir etkiye sahip olan yakinsaklik kavraminin (Szydlik 2000; Jordaan 2005;
Ozmantar ve Yesildere, 2013); fonksiyon, reel say1 ve siralama tamlik nesnelerinden
beslendigini ve komsuluk kavraminin beslenmesine katki sagladigini gostermektedir.
Bu durum, yakinsaklik kavraminin agiklanmasinda ve anlamlandirilmasinda fonksiyon
kavrami ile reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelliklerine 6nemli ekolojik gorevler
distiigiinii ve yakinsaklik kavraminin anlamlandirilmasinin komsuluk kavraminin

aciklanmasina ekolojik katki saglayacagini1 gdstermektedir.
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Analiz global siti, kritik kavramlar arasinda iliskilendirme yapilmasinda hangi
kavramlardan yararlanilabilecegini gostermesi acisindan da onemlidir.  Ornegin,
Sekil 4.50 global sit diyagrami, kritik nesnelerden sonsuzluk, diferansiyel,
kiris/teget/egim nesnelerinin kavram-2 grubu nesnelerinden oran nesnesi ile ortak
ekolojik iliskilerinin oldugunu gostermektedir. Bu durum oran nesnesinin ekolojik
iligkileri yardimiyla bu kritik nesneler arasinda ekolojik bag kurulabilecegini

gostermektedir. Buna gore, bir fonksiyonun tanimli oldugu bir noktadaki tiirevi

Ay

belirlenirken fonksiyon grafigine ¢izilen kiris dogrularinin egim degerleri ™ seklinde
X

ifade edilen birer oran belirtir. Tiirevin belirlenecegi noktaya c¢izilen tegetin egimi ise

g—y seklinde diferansiyel oran ile ifade edilir. Oran nesnesi boylelikle kiris/teget/egim
X

nesneleri ile diferansiyel nesnesi arasinda ekolojik bag kurulmasina aracilik etmis olur.
. , dy .. .
Ayrica, AX sifira giderken Ay ’nin siursizca artmast durumda ™ diferansiyel oraninin
X
sonsuza iraksadigi goriiliir. Oran nesnesi boylelikle sonsuzluk nesnesi ile diferansiyel

Ve teget nesneleri arasinda ekolojik bag kurulmasinda koprii gorevi iistlenmektedir.
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BESINCI BOLUM
5. DERS KiTAPLARININ MATEMATIKSEL SIiT BAGLAMINDA ANALIZi

Calismanin bu béliimiinde tiirev konusuna yonelik gorev tiplerinin belirlenmesi ve
bu gorev tiplerinin lokal sitlerine gore ders kitaplarinin analiz edilmesi amaglanmaistir.
Analiz global sitinin temel araclari arasindaki ekolojik iliskiler degerlendirildiginde
tiirevin limit ve stireklilik temel araglarindan beslendigi goriilmektedir (Bkz Sekil 4.50).
Bu durumda sistematik ve kapsamli bir ekolojik analiz i¢in ders kitaplarinin 6ncelikle
limit ve siireklilik konular1 g¢ergevesinde analizlerinin yapilmasi gerekmektedir. Bu
husus dikkate alinarak ders kitaplar1 sirasiyla limit, siireklilik ve tiirev konularina iligkin
gorev tiplerinin lokal sitlerine gore analiz edilmistir.

Gorev tipleri belirlenirken 6gretim programinda yer alan limit, stireklilik ve tiirev
konularma iliskin kazanimlar ve yonergeler degerlendirilmistir. Ardindan belirlenen
gorev tipleri icin prakseolojik analizler yapilmistir. Sonrasinda, prakseolojik
analizlerden hareketle gorevlerin gerceklestirilmesinde global sitte yer alan hangi
kavramlar arasindaki ekolojik iligkilerin devreye girdigi belirlenmistir. Boylelikle her
bir gorev icin bir lokal sit elde edilmistir. Son asamada, lokal sitlerdeki ekolojik iliskiler
temel alinarak ders kitaplar1 incelenmis ve her bir gorev tipi i¢in ders kitaplarindaki
ekolojik sorunlar ortaya konulmustur.

Ortadgretim kurumlarinda 12. simf ileri diizey matematik dersi i¢in iki farkl
yayinin ders kitaplarinin kullanildigi belirlenmistir. Bu ders kitaplarinin isimleri ¢alisma
boyunca kisaca AY ve BY matematik ders kitab1 seklinde ifade edilmistir. AY ders
kitab1 incelendiginde analiz konularina Sayilar ve Cebir bashkli {initenin Tiirev ve
Integral ana basliklar1 altinda yer verildigi goriilmiistiir. Tiirev ana bashg altinda Limit
ve Siireklilik, Tiirev ve Tiirevin Uygulamalari, Integral ana basligi altinda ise Belirli ve
Belirsiz Integral ve Belirli Integralin Uygulamalar: alt bashklari yer almaktadir.
Ogretim programinda limit ve siireklilik konularina tiirev konusuna kavramsal altyap1
olusturulmasi amaci ile yer verildigi degerlendirildiginde, AY matematik ders kitabinda
limit ve siireklilik konularina tiirevin alt baslig1 olarak yer veriliyor olmasinin 6gretim
programi ile uyumlu oldugu sdylenebilir. AY ders kitabinda analiz konularina toplam
167 sayfalik yer ayrildig1 goriilmiistiir. Tiirev konusuna ayrilan sayfa sayis1 109, integral
konusuna ayrilan sayfa sayisi ise 58’dir. Tiirev ve integral konusuna ayrilan boliimler
incelendiginde konulara o konuda neler dgrenilecegine yonelik bilgilendirme yapilip
gercek yasam durumu ile iligkili 6rneklere yer verilerek giris yapildigr goriilmistiir.
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Konulara giris boliimlerinin ardindan konu ile ilgili matematiksel bilgilere yer verilerek
orek c¢oziimlerine gegildigi goriilmiistiir. Ders kitabinda yer alan bazi orneklerin
¢oziimlerinde geometri yazilim programi kullanilarak bilgi ve iletisim teknolojilerinden
yararlanilmistir. AY ders kitabinda Alistirmalar bashigr altinda ogrencilere gorevler
verilerek konularin tamamlandig1 goriilmiistiir.

BY ders kitabi incelendiginde analiz konu basliklarinin AY ders kitab1 ile ayni
oldugu goriilmiistiir. BY ders kitabinda analiz konularina toplam 188 sayfalik yer
ayrildigr belirlenmistir. Tiirev konusuna ayrilan sayfa sayisi 118, integral konusuna
ayrilan sayfa sayisi ise 70°dir. Tiirev ve integral konusuna ayrilan boliimler genel olarak
degerlendirildiginde konulara gercek yasam durumu ile iligkili agiklamalar yapilarak
giris yapildigr goriilmistiir. Konulara giris boliimlerinin ardindan konu ile ilgili
matematiksel bilgilere yer verilerek ¢oziimlii 6rneklere gecilmistir. BY kitabinda yer
alan Orneklerin ¢oziimleri incelendiginde AY ders kitabina gore daha fazla fonksiyon
grafigine yer verildigi gorilmiistiir. Ayrica, BY ders kitabinda tiirev ve tiirevin
uygulamalar1 alt basliklarinda AY ders kitabina gore daha fazla ¢oziimli 6rnege yer
verildigi de belirlenmistir. Bu durumlar, BY ders kitabinda analiz konularimin daha
genis yer tutmasinin temel nedenleri olarak belirlenmistir. BY ders kitabinda, AY ders
kitabinda da oldugu gibi, baz1 orneklerin ¢ozlimiinde geometri yazilim programi

yararlanildig1 ve konu sonlarinda alistirmalara yer verildigi goriilmiistiir.

5.1. Ders Kitaplarinin Limit Konusu Kapsaminda Analizi

Calismanin bu boliimiinde ilk olarak 12. simif matematik Ogretim programi
incelenerek limit konusu kapsaminda gorev tipleri belirlenmistir. Ardindan, belirlenen
gorev tipleri i¢in lokal sitler olusturulmus ve bu sitler temel alinarak ders kitaplarinda

bulunan 6rneklerin ¢ézlimleri ekolojik agidan degerlendirilmistir.

5.1.1. Limit konusu i¢in gorev tiplerinin belirlenmesi

Ogretim program incelendiginde limit, siireklilik ve tiirev konularinin tiirev ana
basligr altinda toplandigi goriilmiistiir (Bkz. EK-4). Bu durum 6gretim programinda
limit ve siireklilik kavramlarina tiirev kavramini agiklamak ve anlamlandirmak amaciyla

yer verildigi seklinde yorumlanabilir.
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Ogretim programinda limit konusu ile ilgili tek kazamm yer almaktadir. Bu
kazanim ve aciklamalari asagida verilmistir.
Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti, soldan limiti ve sagdan limiti kavramlarin tablo
ve grafik kullanarak érneklerle aciklar .
e Limit kavrami bir bagimsiz degiskenin verilen bir sayiya yaklagmasindan yola ¢ikilarak
aciklanir.

e Limit alma islemi asagidaki durumlarla sinirlandirtlir:

ceRigin lim c=c (5.1)
lim x=a, lim x*=a’ (5.2)
lim L=, fim 1oio (5. 3)
x—0" X x—0" X
x*—a’
aeR icin lim =2a (5. 4)
x->0"  X—a
lim 31X _q (5.5)
x—0 X
2
lim &1y (5.6)
X—>0 X

e Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanarak fonksiyonlarin tablo ve grafik

gosterimleerri yardimiyla limit uygulamalari yaptirilir (MEB, 2013, 5.45).

Kazanim ve agiklamalar incelendiginde, bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin
yaklasma kavramindan hareketle, tablo ve grafik gibi farkli temsillerin yardimiyla ele
alinmasinin 6ngoriildiigi anlagilmaktadir. Sit modeli baglaminda diisiiniildiiglinde tablo
kullaniminin niimerik teknik ve ilgili kavramlarma; grafik kullaniminin ise analitik
teknik ve ilgili kavramlarina isaret ettigi sdylenebilir.

Ogretim programmin yer verdigi limit durumlari incelendiginde ise polinom
fonksiyonlarin limiti, sagdan ve soldan limitler, rasyonel fonksiyonlarin tanimsizlik ve
belirsiz oldugu noktalardaki limitler gibi bir dizi godrev tipinin incelenmesinin
ongoriildiigii anlagiimaktadir.

Global sit semas1 bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile ilgili 5 farkli teknigin
kullanilabilecegini gostermektedir. Bunlar: niimerik, cebirsel, sentetik, analitik ve &€ —0
teknigidir. Bu teknikler nokta, degisken, asimptot basta olmak {izere pek ¢ok birinci
seviye kavramla; aralik ve esitsizlik, yakinsaklik, oran, gibi ikinci seviye kavramlarla ve
egri, reel sayi, kartezyen koordinat sistemi gibi {igiincii seviye kavramlarla iligkilidir.
Ogretim programinda tablo ve grafik kullanimina atifta bulunulmasi ile gorev tiplerinin
gerceklestirilmesinde cebirsel teknigin 6n planda tutulmayacagi ve €—9J ve sentetik
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teknige yer verilmeyecegi anlasilmaktadir. Diger yandan 6gretim programinda bilgi ve
iletisim teknolojilerinin kullanimina atifta bulunulmasi, yine niimerik ve analitik
teknigin 6n planda olacagin1 gostermekte ve bu iki teknigin i¢ i¢e kullanimini
destekleme amaci tasidig1 anlasilmaktadir.
Ogretim programinda &rneklendirilen limit durumlar1 gz éniinde bulundurularak

5 tane gorev tipinin dgretim programinin amacina yonelik tipik gorevler olarak ifade
edilebilecegi goriilmektedir. Bu gorev tipleri sunlardir:

1. Polinom fonksiyonlarda limit alma

2. Pargali fonksiyonlarda limit alma

3. Tek tarafli limit alma

a (a#0) tanimsizligiin oldugu noktada limit alma

&

0
5. 0 belirsizliginin oldugu noktada limit alma

6. = belirsizliginin oldugu durumda limit alma
0

Ik gorev tipi olan polinom fonksiyonlarda limit alma, diger gorev tiplerine gore
daha yalin ekolojik iliskiler barindirmaktadir. Polinom fonksiyonlarin belirli bir
noktadaki limiti fonksiyonun bu noktadaki goriintiisiine gore belirlenir. Polinom
fonksiyonlarin kritik noktalari olmadigi i¢in limit alma islemi yapilirken kavram-1
grubu nesnelerinden tanimsizlik, belirsizlik ve asimptot gibi kritik nesnelere ihtiyag
duyulmamaktadir. Kazanim ifadesinde ve agiklamalarinda parcali fonksiyonlarda limit
alma ile ilgili herhangi bir bilgi yer almadigi halde, 9. sinifta 6gretilen ve en temel
parcal1 fonksiyonlardan birisi olan mutlak deger fonksiyonlarin limitlerinin ve
siirekliliginin incelendigi durumlar g6z oniinde bulundurularak parcali fonksiyonlarin
limitine bir gorev tipi olarak yer verilmesi uygun goriilmiistiir. 3. gorev tipi ise ug
noktalar1 bulunan fonksiyonlarin bu noktalarinda limit alma islemi yapmaya yoneliktir.
4, 5 ve 6. gorev tiplerinde ise tanimsizlik ve belirsizlik nesneleri daha zengin ekolojik

iligkilerin ortaya ¢ikmasini saglamaktadir.

5.1.2. Limit konusu lokal sitlerine gore ders kitaplariin analizi

Bu boliimde limit konusu kapsaminda belirlenen her bir gorev tipi i¢in olusturulan

lokal sitlere gore ders kitaplarinda yer alan 6rneklerin ekolojik analizleri yapilmistir.
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5.1.2.1. Polinom fonksiyonlarda limit alma

Tablo 5.1°de polinom fonksiyonlarda limit alma gorev tipine yoOnelik cebirsel,

analitik ve nlimerik teknige gore yapilan prakseolojik analizlere yer verilmistir.

Tablo 5.1. Polinom fonksiyonlarda limit alma gorev tipi icin farkli tekniklerein

kullanimina yénelik prakseolojik analizler

f(x)=x+3 fonksiyonuigin [im f(x) limitini bulma.
Xx—-1

Gorev
Cebirsel X =—1degerini fonksiyonda yerine yazarak X — —1 limit degerini belirlemek.
Teknik
Kritik noktasi bulunmayan bir fonksiyonda limit degeri fonksiyonun bu noktadaki
Teknoloji T .
goriintiistine esit olur.
Analitik f(X) =x+3 fonksiyonunun grafiginde x=-1 noktasinin goriintiisii olan noktay1
Teknik x — —1 limit degeri olarak belirlemek

Limitin tanim1 geregi, X ekseni iizerinde X ’in bir komsulugundaki degerlerin f

altindaki goriintiileri y ekseni tizerinde belirli bir degere yaklastyor ise bu deger

Teknoloji fonksiyonun X =@ noktasindaki limitidir. Polinom fonksiyonlarda bu reel say1 X =a

noktasinin Y ekseni {izerinde yer alan f altindaki goriintiisiine esit olur.

Niimerik x =—1degerini fonksiyonda yerine yazarak X — —1 limit degerini belirlemek.
Teknik

Limitin tanimi geregi, X —> @ elde edilen goriintii degerleri belirli bir reel sayiya
Teknoloji  yaklasiyor ise bu say1 fonksiyonun X =@ igin limitidir. Polinom fonksiyonlarda bu reel

say1 fonksiyonun X =a degeri i¢in gorintiisiine esit olur.

Tablo 5.1’de cebirsel teknige dayali yapilan prakseolojik analizin teknoloji
boliimiinde “Kritik noktas: bulunmayan bir fonksiyonda limit degeri fonksiyonun bu

noktadaki goriintiisiine esit olur.”” ifadesi ile f (x) fonksiyonunun bagimsiz degiskenine

X=-1 degerinin verilmesi sonucunda limit degerinin,

lim f(9=lim f(9=lim f()=f(-1)=-1+3=2 (5.7)

x—>—1"

olarak bulunabilecegi anlasilmaktadir. Cebirsel teknigin kullaniminda bagimsiz
degiskene deger veriliyor olmasi bu teknigin degisken nesnesi ile ekolojik bag
kurdugunu gostermektedir. (5. 7) esitliginde bagimsiz degiskene X=-1 degerinin

verilebilmesi, bu degerin fonksiyonun tanim aralifinda yer aldigim1 gostermektedir.
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Aralik nesnesi  bdylelikle bagimsiz degiskene verilebilecek reel sayr degerlerinin
belirlenmesinde devreye girerek degisken nesnesinin anlamlandirilmasina hizmet

etmektedir. Tanim araliklar1 fonksiyon tiirlerine gore farkliliklar gosterir. f(x) bir

polinom fonksiyon oldugundan, bu fonksiyonun tanim kiimesi reel sayilardir.
Fonksiyon nesnesi boylelikle tanim araliginin belirlenmesinde devreye girerek aralik
nesnesinin anlamlandirilmasina ekolojik destek saglamaktadir. Aralik ve esitsizlikler
reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelliklerinden yararlanilarak olusturulur ve her bir
aralik ve esitsizlik reel sayilar kiimesinin birer alt kiimesidir. Bu durum aralik ve
esitsizlik nesnelerinin reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelliklerinden beslendigini ve
aralik, esitsizlik nesneleri ile reel say1 nesnesi arasinda 6zelden genele bir ekolojik
iliskinin oldugunu gdstermektedir.

Tablo 5.1°de verilen prakseolojik analizlerin teknoloji boliimleri incelendiginde,
yukarida cebirsel teknik i¢in agiklanan ekolojik iliskilerin analitik ve niimerik teknikler
icin de gecerli oldugu anlasilmaktadir. Analitik teknigin teknoloji boliimiinde gegen

“Limitin tanim1 geregi, X ekseni ilizerinde X’in bir komsulugundaki degerlerin f

altindaki goriintiileri y ekseni iizerinde belirli bir degere yaklasiyor ise bu deger
fonksiyonun X=a noktasindaki limitidir.”” ifadesi ile analitik teknik kullanilarak

f (x) fonksiyonunun x ——1 limiti belirlenirken X ekseni lizerinde X=-1in iginde

bulundugu bir agik aralikta (X=-1’in komsulugu) x=-1 noktasina sagindan ve
solundan yaklagilmasina bagli olarak elde edilen goriintii noktalarinin y ekseni iizerinde
bir reel sayitya yaklagma durumunun incelenecegi anlasilmaktadir. Boylelikle aralik
nesnesi bagimsiz degisken icin verilebilecek reel sayr degerlerinin belirlenmesinde
devreye girerek degisken nesnesinin anlamlandirilmasina ekolojik katki saglamistir.
Niimerik teknigin kullaniminda ise bu islem X=-1’in i¢inde bulundugu bir agik
araliktaki noktalar yerine reel say1 degerleri kullanilarak yapilmaktadir.

Limit alma islemi bir fonksiyonun bagimsiz degiskeni bir reel saymnin
komsulugunda degisirken, fonksiyonun aldig1 degerlerin hangi reel saynin
komsulugunda degistiginin belirlenmesi olarak ifade edilebilir. Bu ifadeden
fonksiyonlardaki degisimin incelenmesinde komsuluk nesnesine oOnemli ekolojik
gorevler diistiigli anlagilmaktadir. Cebirsel teknigin kullanildigi (5. 7) esitliginde yer
alan X — —1 gosterimi ile fonksiyonun tanimli oldugu -1 sayisinin komsulugunda X
degiskenine -1’e giderek yaklasan degerler verildigi ifade edilmektedir. Fakat (5. 7)

esitliginden yararlanarak bu degerlerin nasil belirlendigini agik bir bicimde gdrmek
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miimkiin degildir. Bu durum, cebirsel teknik kullanilarak limit alma islemi yapilirken
komsuluk nesnesi ile drtiik ekolojik iliski kuruldugunu gostermektedir. Ortiik ekolojik
iliskinin pekistirilerek giiclendirilebilmesi i¢in cebirsel teknigin yardimer bir teknik
kullanilarak desteklenmesine ihtiyag¢ vardir.

Analitik teknik kullanildiginda limit alma islemi, koordinat diizleminde X=-1
noktasinin komsulugunda yer alan noktalardan hareketle fonksiyon grafigi iizerinde;
nimerik teknigin kullaniminda ise X=-1 sayisinin komsulugunda bulunan reel
sayllardan hareketle niimerik deger tablolar1 yardimiyla yapilmaktadir. Bu durum,
analitik ve niimerik teknigin komsuluk nesnesi ile agik ekolojik iliskiler kurabildigini ve
cebirsel teknigin kullanimina bagli olarak ortaya ¢ikan ekolojik boslugun analitik veya
niimerik teknik kullanilarak kapatilabilecegini gostermektedir.

Analitik veya niimerik teknik kullanilarak limit alma islemi yapilirken
X=-1"in komsulugu olarak belirlenen bir aralikta bu degere sagindan ve solundan
yaklasilmasina bagli olarak elde edilen goriintiilerin inceleniyor olmasi komsuluk
nesnesinin aralik ve yakinsaklik nesneleri ile ekolojik iliskisi yardimryla agiklanir. Buna
gore yakinsaklik ve aralik nesneleri komsulugun fonksiyonlardaki degisimin incelendigi
Ozel bir aralik olmasina ekolojik katki saglayarak bu nesneyi beslemektedir. Analitik
teknigin kullaniminda, koordinat dogrusu iizerinde belirlenen komsuluga gore limit
alma islemi yapilmasina bagl olarak komsuluk nesnesinin dogru nesnesi ile ekolojik
iligkisi devreye girer. Ayrica, yakinsakligin fonksiyon grafigi iizerinde reel sayilarin
siralama ve tamlik 6zelliginden yararlanilarak inceleniyor olmasi, fonksiyon ve reel say1
nesnelerinin yakinsaklik nesnesinin anlamlandirilmasma ekolojik katki sagladigini
gostermektedir. Cebirsel teknigin kullaniminda ise komsuluk nesnesi ile olan Ortiik
ekolojik iliskiye bagl olarak yakinsaklik nesnesinin fonksiyon ve reel say1 nesneleri ile
ekolojik iliskileri de ortiik kalmaktadir.

Analitik teknigin kullaniminda fonksiyonunun koordinat sisteminde c¢izilen
grafigine ihtiya¢ duyulur. Koordinat sistemleri ise nokta ve dogru nesnelerinin ekolojik
iliskileri sonucunda olusur. Buna goOre, noktalarin bir araya gelmesi ile dogrular,
dogrularin bir araya gelmesi ile kartezyen koordinat sistemleri elde edilir. Bu durumda
nokta, dogru ve kartezyen koordinat sistemi nesneleri arasinda 6zelden genele bir
ekolojik iliskinin oldugu gorilir. Koordinat sistemini olusturan dogrularin ayni
zamanda birer sayr dogrusu olduklart degrlendirildiginde dogru nesnesi ile reel sayi

nesnesi arasinda ekolojik bag kuruldugu goriiliir.
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Limiti almman f(X)=x+3 dogrusal bir fonksiyon oldugu i¢in bu fonksiyonun
grafigi dogru seklindedir. Dogrular ise noktalarin bir araya gelmesi sonucunda olusan
0zel egriler olarak tanimlanabilir. Bu durum, nokta, dogru ve egri nesneleri arasinda
O0zelden genele bir ekolojik iliskinin oldugunu gostermektedir. Ayrica, dogru
grafiklerinin diizlemler iizerine ¢izilerek inceleniyor olmasi diizlem nesnesinin dogru

nesnesinin anlamlandirilmasina katki sagladigin1 gostermektedir. f (x) fonksiyonunun
analitik diizlemde ¢izilen grafiginden yararlanilarak y = x+3 dogrusunun geometrik ve

cebirsel oOzellikleri incelenebilmektedir. Bu durumda fonksiyon nesnesinin dogru
nesnesinin anlamlandirilmasina hizmet ederek bu nesneyi ekolojik olarak besledigi
sOylenebilir. Ayrica, f(x) fonksiyonunun X — —1 limiti alinirken X=-1 noktasinin
komsulugunda bulunan noktalarin bu komsulugu ifade eden aralik veya esitsizligin birer
elemant oldugu degerlendirildiginde, nokta nesnesi ile aralik ve esitsizlik nesneleri
arasinda 6zelden genele bir ekolojik iligkinin oldugu da goriiliir.

Sekil 5.1°de |im1 (x+3) limitini bulma gorevinin yerine getirilebilmesi igin
X—>—

devreye giren ekolojik iliskilerin yer aldig1 lokal sit verilmistir.

Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

Fonksiyon

Reel Say1

)

f(x)=x+3 - » Komsuluk —~ Yakmsaklik Siralama/

fonksiyonu i¢in — A . \ Aralik/ Tamlik
lim f(x) limitini Analitik JI Degisken Esitsizlik
o Egri
bulma /
iimeri Nokta .
ﬂj > Dogru Kartezyen

Koordinat
Sistemi

Diizlem

Sekil 5.1. Polinom fonksiyonlarda limit alma gorev tipi igin cebirsel, analitik ve

niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit

173



Sekil 5.1°de verilen nesnelerin olusturdugu ekolojik iliskiler agi cebirsel, analitik
ve niimerik teknigin daimi sayilabilecek ekolojik iliskileri olup ¢alisma boyunca bu
tekniklerin kullanildig1 diger gorev tiplerinde, gerekli goriilmedigi taktirde, bu ekolojik
iliskilere tekrar deginilmemistir.

Sekil 5.1 lokal sitinde kritik nesnelerden biri olarak komsuluk nesnesine ihtiyag
duyuldugu gorilmektedir. Komsuluk, 0&grencilerin Onceki smif diizeylerinde
karsilagsmadiklar1 bir kavramdir. Bu durumda polinom fonksiyonlarda limit alma gérev
tipinin teknolojilerinin tam olarak yerine getirilebilmesi igin limit alma gérevi
gerceklestirilmeden once komsuluk nesnesinin Sekil 5.1°de gosterilen ekolojik
iligkilerden yararlanilarak agiklanmasina ihtiya¢ duyulur.

Sekil 5.2°de komsuluk kavrami Sekil 5.1 lokal sitinde verilen ekolojik

iligkilerinden yararlanilarak aciklanmistir.

Y

N

S === === == O
5 Tt an+l a, d,, - Gy Ay Ay X bl b2 b3 Tt bm—l " bm—:l e X +é‘
)

L Y 0 Y
o br o br
Sekil 5.2. Reel sayilar kiimesinde tanimli olan bir f fonksiyonunda X, € R 'nin &

e

.

X

komsulugu

Sekil 5.2°de X, reel sayismi iginde bulunduran (X,—&, X,+06 ) araligi sayi

dogrusunda gosterilmistir. Bu aralik X, sayisinin bir komsulugu olarak adlandirilir. X,

sayisinin  komsulugunda bu sayiya daha kiigiik degerler ile yaklasilmasi soldan

yaklagma, daha biiyiik degerlerle yaklasilmasi ise sagdan yaklagma olarak ifade edilir.
Reel sayilarin siralama ve tamlik Ozellikleri X, sayisinin komsulugunun
olusturulmasinda onemli bir role sahiptir. Sekil 5.2°de X, reel sayisinn O

komsulugunda bulunan reel sayilar,

a>a,>a; >..>~a >a >a,~.ve bh<b<b<.<b ,<b <b  <.. (5 8)

m-+1

seklinde siralanabildigi i¢in hangi reel saymin X, sayisina daha yakin oldugu say:

dogrusu iierinde belirlenebilmektedir.

Tamlik o6zelligi ise reel sayilarin sayr dogrusunu hi¢ bosluk kalmayacak sekilde
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doldurabilmesi seklinde agiklanabilir. Tamlik 6zelligi olmayan sayr kiimelerinde bir
sayinin komsulugundan bahsedilemez. Bu durum, bu tiir say1 kiimelerinde tanimli olan
fonksiyonlarda bir reel sayiya sagindan veya solundan yaklasilamamasina neden olur.

Sekil 5.3 ’te tam sayilar say1 dogrusu iizerinde gosterilmistir.

€—0——— - e O = Qe = = O ———————— 8 — >

3 a, a; xUtfé‘ ?‘0 x,+6 bl b2 N
\ )

o br 8 br

Sekil 5.3. Tam sayilar kiimesinde tanimli olan bir f fonksiyonunda x, € Z 'nin 0

komsulugu

Sekil 5.3’e gore X, € Z sayisinin (X0 -0, % +0 ) komsulugunda yer alan bir tam
sayt bulunmamaktadir. Bu durumda, X, eZ noktasina sagindan veya solundan
yaklasilmasi miimkiin olamayacagindan tam sayilar kiimesinde X, sayisinin
(XO -0, % +0 ) seklinde bir komsulugunun olusturulmast miimkiin degildir.

Ornek 5.1°de, Sekil 5.1°de verilen ekolojik iliskilerden yararlanilarak f (x)=x+3
fonksiyonu i¢in cebirsel ve analitik teknik kullanilarak limit alma islemi yapilmistir.

Ornek 5.1. |im1 X+3 isleminin sonucunu bulma.
X——

Coziim Sekil 5.4’te, Sekil 5.1°de gosterilen ekolojik iligkilerden yararlanilarak

f (x) =x+3 fonksiyonunun x — —1 limiti grafigi iizerinde gosterilmistir.

f(x)=x+3
Sekil 5.4. X|ir[11 X+3 isleminin analitik teknik kullanilarak gerceklestirilmesi
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Sekil 5.4’e gore (a, b) araliginda X degiskenine -1’e sagdan ve soldan giderek
yaklasan degerler verildiginde elde edilen goriintiler de (f(a), f(b)) araliginda

giderek 2’ye yaklagmaktadir. Bu durumda X — —1 limit isleminin sonucu,

lim x+3=lim x+3=lim x+3=f(-1)=2 (5. 9)

x—>-1 x—-1" X——1"

olarak bulunur.

5.1.2.1.1. Ders kitaplarinda polinom fonksiyonlarin limiti
AY ders kitabi incelendiginde limit konusuna yaklagsma kavrami agiklanarak giris

yapildig1 goriilmiistiir. Yaklagsma kavramina yonelik ders kitabinda yer alan agiklama

Sekil 5.5’te verilmistir.

12.1.1.1. LIMIT KAVRAMI

(‘

Say! dogrusunda x degiskeni, sabit bir X, noktasina x, dan klglk dederletle yaklagi-

yorsa bu gekildeki yaklagmaya, soldan yaklagma denir ve bu durum X ile g&sterilir.
o}

N —
Sayl dogrusunda x degigkeni, sabit bir x, noktasina x;, dan blyuk degerlerle yaklagiyor-

sa bu sekildeki yaklagsmaya, sagdan yaklasma denir ve bu durum X — x* ile gosterilir.
0

soldan yaklasma g ) sagdan yaklagsma

Sekil 5.5. Yaklasma kavrami (AY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.14-15)

Sekil 5.5’te say1 dogrusu lizerinde X, reel sayisina sagindan ve solundan nasil

yaklasildig1r agiklanmustir. Sekil 5.1 lokal sitinde yakinsaklik nesnesinin ekolojik
iligkileri degerlendirildiginde, bu nesnenin reel sayilarin siralama ve tamlik
ozelliklerden beslenerek komsuluk nesnesini besledigi goriilmektedir. Sekil 5.5

incelendiginde X, reel sayisina yaklasilirken reel sayilarm siralama ve tamlik
ozelliginden yararlanilmadig1 goriilmektedir. Sekil 5.1 lokal sitine gore bu durumun X,

reel sayisina bu saymin yakinindaki reel sayilar ile nasil yaklasilabildiginin
aciklanmasina etki edecek bir ekolojik boslugun ortaya c¢ikmasina neden olacagi

anlagilmaktadir. Komsuluk nesnesinin  yakinsaklik  nesnesinden  beslendigi
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degerlendirildiginde bu ekolojik boslugun dolayli olarak komsuluk kavraminin
ogretimine de etki edecegi goriilmektedir.

Calismada siralama ve tamlik nesnelerinin reel say1 nesnesi ile ekolojik iliskisi
g6z Oniinde tutularak onceki sinif seviyelerinde bu nesnelere yer verilip verilmediginin
arastirllmasina karar verilmistir. Ogretim programi incelendiginde reel sayilar ve
ozelliklerine 9. sinif seviyesinde yer verildigi goriilmustiir. Ortadgretim kurumlarinda 9.
sinif seviyesinde iki farkli yaymin kitabinin kullanildig: belirlenmistir. Asagida bu ders
kitaplarinda reel sayilarin tamlik ve siralama oOzelliklerine nasil yer verildigi
degerlendirilmistir.

CY ders kitabinda yer alan reel sayilarin tambik oOzelligi ile ilgili boliim

Sekil 5.6’da goriilmektedir.

Gergek sayilar sayl dogrusunda gosterildiginde sayi dogrusundaki her bir nokta tek bir
gercek sayiyl temsil eder ve her bir gergek sayiya sayi dogrusunda tek bir nokta karsilik
gelmektedir. Dolayisiyla, say1 dogrusu gercek sayilar kiimesinin bir gésterim seklidir.

3 1
V5,72 02 15 V5 4
| | | |
1 1 1

Sekil 5.6. Reel sayilarin tamlik ozelligi ile ilgili boliim (CY 9. Sinif Matematik Ders
Kitab1, 1.Kitap, 5.143)

Sekil 5.6 incelendiginde reel sayilarin tamlik 6zelliginin say1r dogrusundaki biitiin
noktalar1 karsiladigi ifade edilerek yalnizca sezgisel bir yaklasim ile agiklandig
gorilmektedir.

BY ders kitabinda yer alan reel sayilarin tamlik ozelligi ile ilgili bolim

Sekil 5.7°de verilmistir.

Sayi dorusunda gergek sayilaf kiimesinin her elemanina bir nokta kargilik gelir. Gergek sayi-
larla gtisterilen herhangi bir siral ikili de koordinat sisteminde yine bir noktaya karsgihk gelir.

Sekil 5.7. Reel sayilarin tamlik ézelligi ile i1gili boliim (BY 9. Sinif Matematik Ders
Kitabi, s.42)
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e —

A (-2), B(0) ve C{+3) noktalarim sayi dofjrusunda;
D(+1, +2), E(-1, +1), F(-2, —1) ve G(+2, —2) noktalarin ise koordinat sisteminde gdsterelim.

y
h
|
< ~ - S S 42} --4D(+1, 42)
3 -2 -1 0 1 2 3 Bt +tert] |
- e =X
Gergek sayilar (R) say! dogrusunda, R x R ise S
koordinat sisteminde gosterilir. ] S— *G(+2,-2)
3l
r

Sekil 5.7. (Devam) Reel sayilarin tamhik ozelligi ile ilgili boliim (BY 9. Simif Matematik
Ders Kitabi, s.42)

Sekil 5.7 incelendiginde reel sayilarin tamlik 6zelliginin, CY ders kitabinda da
oldugu gibi, sadece sezgisel bir yaklasim kullanilarak agiklandig1 goriilmektedir.

9. simuf diizeyinde reel sayilarin tamlik 6zelligine yer veriliyor olmasina karsilik,
12. smf diizeyinde reel sayilarin tamlik ozelligine yonelik bir hatirlatmaya yer
verilmemis olmast AY ders kitabi icin belirlenen bir ekolojik eksikliktir. Tamlik
ozelliginin, sezgisel bir yaklasim ile dahi olsa hatirlatilmasi ve bu 6zelligin yaklasma
kavrami i¢in Onemi iizerinde durulmast ortaya ¢ikan ekolojik eksikliklerin
giderilmesinde etkili olacaktir. Boylelikle reel sayr nesnesi ile yakinsaklik nesnesi
arasindaki ekolojik bag gili¢lendirilerek yakinsaklik nesnesinin anlamlandirilmasina
ekolojik katki saglanacaktir.

CY ders kitabinda yer alan reel sayilarin siralama o6zelligi ile ilgili bir boliim

Sekil 5.8’de verilmistir.

Gergek Sayilar Kiimesinde Esitsizliklerin Farkh Gosterimleri

Sawi dogrusunda farkh iki noktanin aralarindaki tUm gergek sayilardan olusan alt kimeye aralik denir ve araliklar veri-
len kdmenin ug noktalarninin kAmeye dahil olup olmamasina bagh olarak adlandinhr.

Aralk Adi Esitsizlik Arahk Gdsterimi Say dogrusu gdsterimi
kapall asxsb [a, b] N /E
arahk Ug noktalar

Sekil 5.8. Reel sayilarin siralama ozelligi ile ilgili boliim (CY 9. Suif Matematik Ders
Kitabi, 1.Kitap, s.234)
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agk - E -
aralik a<x<b (a, b) a

yan agik a<x<bveya| (a b]veyala, b) q—o_z—.-
aralik a<x<b - {a, bl fa, b)

Araligin simirlandinlamadi§i durumlarda ug nokta sonsuz isareti {=c) ile ifade edilir ve simirlandinlamayan taraf agik ola-
rak kabul edilir.

 J

-]
=

(=g ]
-1}
=

{roe, b] [3,09)

{—oo, =) aralidi ile gergek sayilar kiimesi ifade edilir. R = (-ee ;o)

Sekil 5.8. (Devam) Reel sayilarin siralama ézelligi ile ilgili boliim (CY 9. Sinif
Matematik Ders Kitabi, 1.Kitap, s.234)

Sekil 5.8 incelendiginde, reel sayilarin siralama 6zelliginin agiklanmadigi, buna
karsilik aralik ve esitsizliklerin 6zelliklerinin belirlenmesinde reel sayilarin siralama
ozelliginden yararlanildigi goriilmektedir.

BY ders kitabinda yer alan reel sayilarin siralama ozelligi ile ilgili bir boliim

Sekil 5.9°da verilmistir.

Esitsizligin Ozellikleri

Hera,b,c,d € R igin,

1. a < b,a=bvea > bdurumundan yalniz biri dogrudur. (U¢ durum &zelligi)
2. a<bveb < c ise a < cdir.

Ornek’

A —
3<6 ve 6<9ise3 < 9dur

3.a<bea+c<b+c
Esitsizligin her iki 1arafina aym sayi eklenir veya her iki taraftan aym sayi ¢ikanlirsa esitsizlik yon
dedjigtirmez.

Ornek

S —
5<9«<5+4<9+4

9 <13 wWr.

Sekil 5.9. Reel sayilarin siralama ozelligi ile ilgili boliim (BY 9. Sinif Matematik Ders
Kitabi, s.44)
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Sekil 5.9’da, CY ders kitabinda da oldugu gibi, esitsizliklerin 6zellikleri
aciklanirken reel sayilarin siralama 6zelligine deginilmedigi goriilmektedir.

Onceki smif diizeylerinde reel sayilarin siralama 6zelligi agiklanmadigi halde,
12. simif diizeyinde bu 6zellige yer verilmeden yaklagsma kavraminin agiklanmis olmasi
AY matematik ders kitabinda belirlenen bir ekolojik eksikliktir. Ogrencilerin daha
onceden 6grendigi say1 kiimeleri i¢in de siralama 6zelligi gecerli oluyor veya bu 6zellik
Onceden biliniyor dahi olsa, siralama 6zelligi reel sayilarin tamlik 6zelliginin ayrilmaz
bir pargasi hatta On kosuludur. Bu nedenle, reel sayilarin siralama o6zelliginin
aciklanmasi ve bu 6zelligin yaklagsma kavrami i¢in dnemi iizerinde durulmasi, reel say1
ile yakinsaklik nesneleri arasindaki bagin giiclendirilmesi agisindan oldukg¢a dnemlidir.

AY ders kitab1 incelendiginde, yaklagsma kavramina yonelik bir 6rnegin ardindan
Polinom fonksiyonlarda limit alma gorev tipine iliskin 7 tane Ornege yer verildigi
goriilmustiir. Bu 6rneklerden 3 tanesinde cebirsel teknik, bir tanesinde niimerik teknik
tek basina kullanilmistir. 3 tane 6rnegin ¢ozlimiinde ise cebirsel teknik analitik teknik
kullanilarak desteklenmistir.

Sekil 5.10°da polinom fonksiyonlarda limit alma gorev tipi igin niimerik teknigin

kullanildigr ilk 6rnek verilmistir.

@ ‘Orneke

f: R — R, f(x) = x - 2 fonksiyonunun x = 4 noktasindaki limitini aragtiralim.

@ |Cozum

f(x) = x — 2 fonksiyonu igin x degiskenine 4 ten kiiglk ve 4 ten blyilk degerler vererek i(x) in

alacag degerleri bulalim.

Soldan yaklagma Sagdan yaklagma
_— -~
X 3,92 3,95 3,99 3,999 .. 4 .. 4,001 401 405 4,1
() 1,9 1,95 1,99 1,999 .. 2 .. 2,001 201 205 21

Tabloda da gérildigl gibi x — 4~ igin f(x} — 2 ve x — 4% icin f(x) — 2 dir.
Dolayisiyla f(x) = x — 2 fonksiyonunun x = 4 noktasindaki limiti 2 dir.

Bir baska ifadeyle Iinlf(x) =2 olur.
X —

Sekil 5.10. Polinom fonksiyonlarda limit alma islemi (AY 12. Sinif Matematik Ders
Kitabt, s.15-16)
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Sekil 5.10’da yer alan tabloda f(x)=x—2 fonksiyondaki bagimsiz degiskene

X =4 sayisinin komsulugunda bu sayiya yaklasan degerler verilmesi sonucunda elde

edilen goriintiilere yer verilmistir. Elde edilen degerlere gore limit isleminin sonucu

Iirg f(X)=2 olarak belirlenmistir. Niimerik teknigin kullanimi ile limit hesabinda

komsuluk nesnesi ile agik ekolojik iliski kurulmasina olanak saglanmistir. Bu durum
limit alma islemi gergeklestirilirken komsuluk nesnesi ile yakinsaklik nesnesi arasindaki
ekolojik bagin giiclendirilmesini saglamistir.

BY ders kitabinda limit konusuna, AY ders kitabinda da oldugu gibi, yaklasma
kavrami aciklanarak giris yapildig: goriilmiistiir. Yaklasma kavramina yonelik agiklama

Sekil 5.11°de verilmistir.

Caioi (E3)

Bir x defiskeni ve a gercek sayisl igin
x defiskeni a ya, a dan kiiciik dederlerle yaklagsiyorsa bu tiir yaklagmaya soldan yaklagma denir
ve X —a  bigiminde gosterilir.

x defiiskeni a ya, a dan biiyiik dederlerle yaklagiyorsa bu tir yaklasmaya sagdan yaklasma denir
ve x —a* bigiminde gosterilir.

Genel olarak x degiskeninin a ya soldan ve sajdan yaklasmasi “x — a” bigiminde gésterilir.

soldan yaklasma  sagdan yaklasma

X a X

Sekil 5.11. Yaklasma kavrami (BY 12. Simif Matematik Ders Kitabi, s.12)

Sekil 5.11 incelendiginde, AY ders kitabina benzer bir sekilde, yaklasma kavrami
aciklanirken reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelligine deginilmedigi goriilmektedir.
Yakinsaklik kavrami aciklanmadan 6nce reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelliklerine
yer verilmesi ve bir reel sayiya yaklagilirken reel sayilarin bu 6zelliklere neden ihtiyag
duyuldugu belirtilerek siralama ve tamlik nesneleri ile yakinsaklik nesnesi arasinda
ekolojik bag kurulmasi yakinsaklik kavraminin anlamlandirilmasina katki saglayacaktir.

BY ders kitab1 incelendiginde, yaklasma kavramina yonelik iki 6rnegin ardindan
Bir Fonksiyonun Bir Noktadaki Limiti basligi altinda farkli gérev tiplerine yonelik

orneklere yer verildigi goriilmiistiir. Bu 6rneklerden 6 tanesinin Polinom fonksiyonlarda
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limit alma gorev tipine ydnelik oldugu belirlenmistir. Orneklerin 2 tanesinde cebirsel
teknigin, 2 tanesinde analitik teknigin tek basina kullanildigi belirlenmistir. Geriye
kalan 2 o6rnekten birisinde cebirsel teknigin analitik teknik kullanilarak desteklendigi,
diger ornekte ise li¢ teknige bir arada yer verildigi goriilmiistiir. Sekil 5.12°de ii¢

teknigin bir arada kullanildig: ilk 6rnek verilmistir.

(Grnck (£

i R— R, f(x)=3x+1fonksiyonu icin Iin; F(x) degerini bulalim_

=m0

x de@igkeni 2 sayisina yaklagirken agagidaki tabloda verilen degerleri alr.

— -
X 1.7 19 | 199 | 1,899 _. 2 ~ 2001 201 | 21 23
Fix) 6,1 67 | 697 | 6,997 .. 7 .. | 7003|703 | V3 | 79
Tabloda g&raldagi gibi x — 27 icin fonksiyonun aldidn LY
degerler 7 sayisina yaklagmaktadir. f(x) in x =2 nokta-
flx)=3x+1
sindaki soldan limiti 7 dir. d
J_;_
li =7 olur.
xing__f(x} alur E
5
Benzer gekilde x — 27 igin fonksiyonun aldig: deger- 4
ler 7 sayisina yaklaghginda, f(x) in x =2 noktasindaki 3
sagdan limiti de 7 dir. f
3 241

lim F{x)Y=7 olur.
x—.2+f( )

x!irg_f(x)iﬁ—r} f(x)=7 cldufundan f(x}in x=2
noktasinda limiti vardir ve bu limit, ]Ein}_f(x}=? dir.

Yandaki F(x)=3x+1 fonksiyonunun grafifinde de
goraldaga gibi x in dederleri 2 ye yaklastikga f(x) de-

gerleri de 7 ye yaklagmaktadir. Bu fonksiyonun limiti

lim (3x +1)=3-2+1=7 geklinde de bulunabilir.

Sekil 5.12. Polinom fonksiyonlarda limit alma islemi (BY 12. Sinif Matematik Ders
Kitabi, s.15)
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BY 12. smif matematik ders kitabinda yer alan ornekte cebirsel teknigin hem
niimerik, hem de analitik teknik kullanilarak desteklendigi goriilmektedir. Niimerik
teknik AY ders kitabina benzer bir bigimde niimerik degerler tablosu kullanilarak
uygulanmistir.  Analitik teknikte limit alma islemi fonksiyon grafigi {iizerinde

gosterilmistir. Cizilen grafikte, f(x)=3x+1 fonksiyonunun tanimli oldugu x=4

noktasimnin komsulugunda, bu noktaya sagdan ve soldan yaklasilmasima bagli olarak

elde edilen goriintiilerin f (2) noktasina yaklagtig1 gosterilmistir. Grafikten elde edilen
verilere gore limit igleminin sonucu f(2)=3.2+1=7 olarak belirlenmistir. Analitik

teknigin  kullanimi ile birlikte, komsuluk nesnesinin (geometrik nesnelerle
iligkilendirilerek) fonksiyon grafigi ilizerinde somut bir yaklasimla incelenebilmesine
imkan saglanmistir. Sonug olarak, analitik ve nlimerik teknigin komsuluk nesnesi ile
acik ekolojik iligkileri, cebirsel teknigin bu nesne ile olan ortiikk iligkisinin

pekistirilmesine olanak saglanmaistir.

5.1.2.2. Parcali fonksiyonlarda limit alma

Parcali fonksiyonlarda limit alma islemi yapilirken limitin alinacagi noktanin yeri
onem kazanmaktadir. Limitin alinacagi nokta fonksiyonun kritik noktasi degil ise bu
durumda fonksiyonun bu noktadaki goriintiisii limit degerine esit olacagi igin polinom
fonksiyonlarda limit alma gorev tipi gergeklestirilirken devreye giren ekolojik iliskilere
thtiya¢ duyulur. Limitin alinacagi nokta fonksiyonun kritik noktasi ise fonksiyon
parcalarmin tanimli olduklari araliklara gore sagdan veya soldan limit alma islemleri
yapilir. Bu durumda fonksiyon parcalarimin hangi araliklarda tanimli veya tanimsiz
olduklart 6nemli kazanir ve tanimsizlik nesnesinin aralik/esitsizlik nesneleri ile ekolojik
iliskilerine ihtiyac¢ duyulur.

Sekil 5.13’te pargali fonksiyonlarda limit alma gorev tipi igin cebirsel, analitik ve
niimerik teknigin kullanimma yonelik lokal sit verilmistir. Ardindan, Ornek 5.2°de

X+3, —-5<x<-1
f(X)={

) par¢ali fonksiyonunun kritik noktas1 i¢in limiti cebirsel
X“+2, -1<x<2

ve analitik teknik bir arada kullanilarak incelenmistir. Sekil 5.13 lokal sit olusturulurken
daha once limit konusuna yonelik gorev tipleri i¢in yapilan prakseolojik analizler

sonucunda elde edilmis olan ekolojik iliskilerden yararlanilmistir.
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Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

onksiyon
Reel Say1
an1m5121 "
Aralik/ iralama/
el -5exedd Esitsizlik Tamhik
X'+2, -1<x<2 Eomsulu!
fonksiyonunun Analitik | Yaklnsakh Egri
X —> =1 limitini Degisken
bulma.
Dogru Kartezyen
Nokta 7 ™ Koordinat
Sistemi
Diizlem

Sekil 5.13. Parcali fonksiyonlarda limit alma gorev tipi icin cebirsel, analitik ve

niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit

N X+3, -5<x<-1 )
Ornek 52. f(X)=1 , fonksiyonunun X=-1 noktasindaki
X°+2, -1<x<2

limitini inceleme.
Coziim Sekil 5.14’te f parcali fonksiyonununX=-1 noktasindaki limiti
fonksiyon grafigi tizerinde incelenmistir.

Sekil 5.14’te fonksiyonun tamim kiimesi icinde —1€(a, b) olacak sekilde bir
(a, b) araligi belirlenmistir. Grafige gore (—1, b) araligt icin g(x)=x+3
fonksiyonu, (@, —1) araligr icin  h(x) =x*+2 fonksiyonu tanimsizdir. Bu durum

kritik noktada limit alma islemi yapilirken fonksiyonun farkli parcalarina ihtiyag
duyulacagini gostermektedir. Buna gore, X=-1 igin sagdan limit alma islemi h,
soldan limit alma islemi g fonksiyonu fiizerinden yapilmalidir. Grafige gore h
fonksiyonunda x — —1" goriintii degerleri 3’e yaklagirken, g fonksiyonunda x — —1"
goriintii degerleri 2’ye yaklagsmaktadir. Sonug olarak, X=-1 i¢in f fonksiyonunun

limiti yoktur.

184


file:///C:/Users/Selim/Desktop/DOKTORA%20TEZİ/GLOBAL%20SİT/GLOBAL%20SİT.docx%23Kav1Kav2VeKav3Nesİlişkisi
file:///C:/Users/Selim/Desktop/DOKTORA%20TEZİ/GLOBAL%20SİT/GLOBAL%20SİT.docx%23Kav1Kav2VeKav3Nesİlişkisi
file:///C:/Users/Selim/Desktop/DOKTORA%20TEZİ/GLOBAL%20SİT/GLOBAL%20SİT.docx%23Kav1Kav2VeKav3Nesİlişkisi

I

g(x), —-S5=x<-1

f(x){h(x), l<x<2

G T A=
A 4
=

Sekil 5.14. f parcali fonksiyonunun kritik noktasinda limitinin incelenmesi

Cebirsel teknik kullanilarak f fonksiyonunda x — —1" limit degeri,

lim f(x)=lim x*+2=1+2=3 (5.10)

X— -1 X— -1
olarak bulunur. Buna karsilik; X ——1" limit degeri,

lim f(x)=Ilim x+3=-1+3=2 (5.11)

x—-1" Xx—-1"

olur. lim f(x)# Iin} f(x) oldugundan f fonksiyonunun x——1 limitsiz oldugu

it
goriiliir.

Ornek 5.2’nin ¢dziimiinde kritik noktada sagdan veya soldan limit alma isleminin
hangi fonksiyon parcasi iizerinde yapilacagina karar verilmesi agsamasinda tanimsizlik
ve komsuluk nesnelerinin aralik/esitsizlik nesneleri ile ekolojik iliskilerinin 6nemli bir

rol oynadig1 goriilmektedir.

Ders kitaplarinda parcali fonksiyonlarin limiti

AY ders kitabr incelendiginde parc¢ali fonksiyonlarda limit alma gorev tipine
polinom fonksiyonlarda limit alma gorev tipine yonelik orneklerin ardindan yer
verildigi belirlenmistir. Bu durum parg¢all fonksiyonlarda limit alma gbrev tipinin

calismada yer aldig1 gorev sirasi ile ders kitabinin uyumlu oldugunu gostermektedir.
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AY ders kitabinda par¢ali fonksiyonlarda limit alma gorev tipine fonksiyonlarda
limit alma isleminin nasil yapildigma iliskin Sekil 5.15’te verilen agiklama ile giris

yapilmustir.

Parcali ve Mutlak Degerli Fonksiyonlarin Limitleri

f‘

g, x<a
A BCRvef: A—=Bikenf(x)= yc , x=a pargal fonksiyonu verilsin.
hix}, x>a

1) vy = f{x) fonksiyonunun x = a noktasinda (kritik noktada) limiti incelenirken x = a min

soldan ve sadidan limitine bakilir. Bu durumda;
lim_f{x) = lim_g(x) =L,
X—=a X—=a
lim f(x) = lim h(x} =L, olur.
x—at X—at
Eder L, = Lyise lim f(x) vardr.
2) y = f(x) fonksiyonunun x = a noktasindan farkll bir noktadaki limiti incelenirken o

noktanin, fonksiyonun hangi pargasina girdigine bakilir. Yani
Xg < aise x[i_p;o f(x) = J(Ii__muﬂg{:»:} veya

Xg>aise lim f(x) = lim h{x) limitleri incelenir.
X—Xg K—Xg

J/

Sekil 5.15. Pargali fonksiyonlarda limit alma gérev tipine yonelik agiklama (AY
12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s5.27)

Sekil 5.15 incelendiginde, f pargali fonksiyonunun kritik noktasi igin soldan ve

sagdan limit alma islemi yapilma gerek¢esinin agiklanmadigi goriilmektedir. Bu durum
komsuluk nesnesi ile aralik ve esitsizlik nesneleri arasindaki ekolojik bagin kopuk
oldugunu gdstermektedir. Ayrica fonksiyon pargalarinin tanimli veya tanimsiz olduklari
araliklara gore sagdan veya soldan limit alma islemleri i¢in nasil secilecegine yonelik
bir aciklamaya da yer verilmedigi goriilmektedir. Bu durum tanimsizlik ve degisken
nesneleri ile aralik/esitsizlik nesneleri arasindaki ekolojik iligkilerin kopukluguna isaret
etmektedir.

AY ders kitabinda Parcali ve Mutlak Degerli Fonksiyonlarin Limitleri baghgi
altinda 2 tane parcali, 2 tane mutlak deger fonksiyon olmak iizere toplam 4 tane
¢Oziimlii Ornege yer verildigi goriilmiistiir. Mutlak degerli fonksiyonlarin pargali
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fonksiyon biciminde yazilabildigi

degerlendirildiginde ders

kitabinda parcali

fonksiyonlarda limit alma gorev tipine yonelik toplamda 4 Ornegin yer aldigi

sOylenebilir. Ders kitabinda bulunan 6rneklerin tamaminin ¢oziimiinde cebirsel teknigin

tek basina kullanildig gortilmiistiir. Bu 6rneklerden ilki Sekil 5.6’da verilmistir.

3x+1, -1
f:RﬁR,f(x):{ )2(+ X<
X241, X5 =1
bulalim.
a) xllnjzf(x) b) )[(I[ﬂg f(x)
9 lim f() d) lim, f(x

@Eﬂf.llm
a) -2 < -1 oldujundan JLrn_E i) =xli_.rgE Bx+1)
=3-2) +1
=-6+1
=-5 clur.
bl 3 >-1 oldugundan Liﬂfl[x} = Ll_r:l':li 2+ 1)
=3 +1
=9+1
=10 bulunur.

c} lim f{x}= J{I_i‘r'_rgl_ [Bx+ 1)

%1
=3--1)+1
=-3+1
=-2dir.

9 im, (0=, lm, 6+
=~ +1
=1+1
= 2 bulunur.

fonksiyonu veriliyor. Buna gére varsa asagidaki limit deg@erlerini

c) lim f(x)

X——1"

Sekil 5.16. Par¢ali fonksiyonlarda limit alma gérev tipine yonelik érnek (AY 12. Sinif
Matematik Ders Kitabi, 5.28)



d) xI_i.rl'!l_f{:nt} =—2 ve x[ﬂ I’f{x] = 2 cldugundan 1Ilr111_f|:x] £ ch|_|‘r'_r!I I’f{:x:l bulunur. O halde, xIi_.rn_I fix)

voktur.

Sekil 5.16. (Devam) Pargali fonksiyonlarda limit alma gorev tipine yonelik ornek (AY
12. Simif Matematik Ders Kitabi, 5.28)

Sekil 5.16’da verilen 6rnegin ¢ ve ¢ boliimlerinin ¢dziimleri incelendiginde
fonksiyon pargalarinin tanimli veya tanimsiz olduklari araliklara gore sagdan veya
soldan limit alma islemleri i¢in nasil secildigine yonelik bir aciklamaya yer verilmedigi
goriilmektedir. Bu durum tanimsizlik ve komsuluk nesneleri ile aralik/esitsizlik
nesneleri arasindaki ekolojik iliskilerde kopukluga neden olmaktadir. Sekil 5.13
incelendiginde, Ogretim programinda da Ongorildiigi sekilde, cebirsel teknigin
yardimci bir teknik yardimiyla desteklenmesinin bu kopuklugun giderilmesinde etkili
olacag: goriilmektedir. Boylelikle cebirsel teknigin komsuluk nesnesi ile ortiik iligkisine
ekolojik destek saglanarak, fonksiyon parcalarinin tanimli veya tanimsiz olduklar
araliklarin  komsulugun belirlenmesine nasil etki ettiginin incelenmesine olanak
saglanir.

BY ders kitab1 incelendiginde parcgall fonksiyonlarin limitini alma gorev tipine
yonelik 2 ornege yer verildigi goriilmiistiir. Bu 6rneklere, polinom fonksiyonlarda limit
alma gorev tipine yonelik drnegin ardindan yer verilmistir. Orneklerin ilkinde cebirsel
ve analitik teknigin bir arada, digerinde ise analitik teknigin tek basina kullanildig

goriilmistiir. Sekil 5.17°de ders kitabinda yer alan ilk 6rnek verilmistir.

( Omek (£
Xx-3, x=3

R—R, f(x)= <—x+3, « < 3 fonksiyonu veriliyor. Buna gore f(x) fonksiyonunun

x=2, x=3 ve X =4 noktalarindaki limitini bulahm.

Sekil 5.17. Par¢ali fonksiyonlarda limit alma gérev tipine yonelik érnek (BY 12. Sinif
Matematik Ders Kitabi, s.16)
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(geziim (/]
Verilen pargall fonksivonun grafidi yandaki gibidir. y
2 < 3 oldugundan f(x)=-x+3 alirur.

% =3 noktasi fonksiyonun kuralimin dedistigi nokta ol- \

dugundan kritik noktadir. Dolayisiyla bu noktada soldan ve

sagdan limitine bakilmahdir. L I R
-4 -3 2 1--——---4:—| ull e

jlﬂf{x}=£{ﬂ(—x+3)=—2+3=10|ur. 04 277374

Jim_f(x)=lim (—x+3)=-3+3=0 -2

lim f{x)=1lm(x—-3) =3-3=0
O =37

Buradan xlin:l;_f(x) = Iing f(x) =0 oldufjundan 4
-y ¥ 3+

Jlﬂ’laf(x }=0 olur.

4 > 3 oldujundan f(x)=x—3 alnr.

lim f(x) =lim (x —3) =4 -3 =1 bulunur.

Sekil 5.17. (Devam) Pargali fonksiyonlarda limit alma gorev tipine yonelik ornek (BY
12. Stnif Matematik Ders Kitabi, 5.16)

Sekil 5.17 incelendiginde X =3 noktasinda fonksiyonun kuralinin degismesine
bagli olarak bu noktanin kritik nokta olarak belirlendigi ve buna bagl olarak sagdan ve
soldan limit alma islemlerinin yapildigi anlasilmaktadir. C6ziimde pargali fonksiyonun
grafigine yer verilmesi komsuluk nesnesinin ekolojik iligkilerinin giiclendirilmesini
saglamistir. Boylelikle, fonksiyon pargalarinin tanimli veya tanimsiz olduklar: araliklara
bagli olarak meydana gelen kural degisikliginin X=3 noktasinin komsulugu
tizerindeki etkisi grafik {lizerinde somut bir bi¢imde incelenebilmistir. Bu durum
tanimsizlik nesnesinin ekolojik iligkileri ile komsuluk nesnesinin ekolojik iligkileri

arasindaki bagin gliglenmesine katki saglamigtir.

5.1.2.3. Tek tarafli limit alma

Tek tarafli limit alma gorev tipi, tanim kiimelerinin u¢ noktalar1 belirli olan
fonksiyonlari bu noktalar i¢in yapilan limit islemi olarak degerlendirilebilir. Bu gorev
tipinde, pargali fonksiyonlarin kritik noktalarinda limit alma isleminden farkli olarak,
fonksiyonun tanimli oldugu araliga gore yalnizca sagdan veya yalnizca soldan limit
alma islemi yapilir. Bu durum, limitin hangi yonden alinacagma karar verilmesinde
komsuluk ve tanimsizlik nesnelerinin aralik/esitsizlik nesneleri ile ekolojik iliskilerinin
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Oonem kazanacagini gostermektedir. Ayni ekolojik iliskilere parcali fonksiyonlarda limit

alma gorev tipi i¢in de ihtiyag duyuluyor olmasi tek tarafli limit alma gorev tipi igin

Sekil 5.13 lokal sitinde verilen ekolojik iliskilerin gegerli olacagini gostermektedir.
Ornek 5.3.’te Sekil 5.13’teki ekolojik iliskiler yardimiyla bir f fonksiyonunun

uc noktasindaki limiti cebirsel ve analitik teknik kullanilarak incelenmistir.

Ornek 5.3. f(x)=+1-x* fonksiyonunun x —1 limitini inceleme.

Coziim Sekil 5.18°de f(x)=+/1-x* fonksiyonunun x =1 noktasindaki limiti

grafigi lizerinde incelenmistir.

Sekil 5.18. f (x) =+1—x? fonksiyonunun x —1 limiti

Sekil 5.18’den y=\/1—7 ’nin fi[—l, l]—>[0, l] seklinde tanimlanan bir
fonksiyon oldugu goriilmektedir. f fonksiyonu (1, a)<[-11] olacak sekilde bir
(1, a) araligl igin tanimsiz oldugundan X=1 fonksiyonun kritik noktasidir. Bu
durumda f fonksiyonunun grafigi tizerinde X=1 noktasina (1, a) komsulugunda

yaklagilmas1 miimkiin olmadig1 i¢in fonksiyonun X —1" limiti yoktur. Bu durum,

lim V1-x2 =J1-1' (5. 12)

x—1"

seklinde ifade edilir. (5. 12) esitliginde kok i¢i negatif oldugundan X —1" fonksiyonun

limitsiz oldugu gortilmektedir.

Sekil 5.18 incelendiginde f fonksiyonunun tamm kiimesinde (b, 1)c=[-11]

olacak sekilde bir (b,1) araligmm var oldugu ve bu araliktaki degerler igin
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goriintiilerin (O, \ll—bz) araliginda yer aldigi goriilmektedir. Grafige gore (b, 1)

komsulugunda x — 1 elde edilen goriintiiler orijine yaklagsmaktadir. Bu durum,

lim V1-x2 =\J1-1 =0 (5. 13)

x—1"

seklinde ifade edilir. Bu sonu¢ f fonksiyonunun X =1 noktasinda sadece soldan

limitinin oldugunu gostermektedir.
Ormek 5.3’iin ¢oziimiinde, f(X)=+1-x* fonksiyonunun tanimsiz oldugu araliga

gore X —1 limitin incelenecegi komsuluk belirlenmis ve buna gére X =1 noktasinda

sadece soldan limit alma igleminin yapilabilecegine karar verilmistir. Bu durum f

fonksiyonunun x=1 noktasinda imitinin incelenmesinde tanimsizlik ve komsuluk
nesneleri arasindaki ekolojik iligkilerin kritik bir O6nem tasidigini gostermektedir.
Sekil 5.13 lokal siti incelendiginde tanimsizlik ve komsuluk nesnelerinin
aralik/esitsizlik nesneleri ile ortak ekolojik iliskilerinin oldugu goriilmektedir. Bu durum
aralik/esitsizlik nesnelerinin tanimsizlik ile komsuluk nesneleri arasinda ekolojik bag

kurulmasina aracilik ettigini gostermektedir.

5.1.2.3.1. Ders kitaplarinda tek tarafli limit alma
AY ve BY 12. simif matematik ders kitaplari incelendiginde, limit konusunda tek

tarafli limit alma gorev tipine yonelik Ornege yer verilmedigi goriilmiistiir. Buna
karsilik ders kitaplarinda stireklilik konusunda bu gorev tipi ile ilgili bir 6rnek ve bir
etkinlige yer verildigi belirlenmistir. Bu 6rnek ve etkinlik ¢alismanin Ug¢ noktadaki
stirekliliginin incelenmesi bashig altinda incelenmistir. Limit ile siireklilik temel araglari
arasindaki yakin ekolojik iligkiler degerlendirildiginde tek tarafli limit alma goérev tipine
yonelik oOrneklere siireklilik bagligi altinda yer veriliyor olmasmin ekolojik sorun

olusturmayacagi soylenebilir.

5.1.2.4. a/0 (a # 0) tanimsizhiginin oldugu noktada limit alma

a . S
0 (ae R—{O}) tammsizligimin - oldugu noktada limit alma, cebir bilgisi

kullanilarak gergeklestirilebilecek bir gorev tipi degildir. Bu nedenle Tablo 5.2°de

yapilan prakseolojik analizlerde analitik ve niimerik teknik kullanilmigtir.
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Tablo 5.2. % (a #0) tanmmsizliginin oldugu noktada limit alma gérev tipi i¢in analitik

ve nitimerik teknigin kullanimina yénelik prakseolojik analizler

Gorev

lim L limitini alma.
x=0 ¥

Niimerik
Teknik

1.Adim Fonksiyonun X =0 degeri i¢in tammli olmadigini belirlemek

2.Adim X =0 ’a sagindan ve solundan sayisal degerler ile yaklagmak
3.Adim Fonksiyon altinda elde edilen sayisal degerlerin +00 veya —o0-a

raksamasina bagli olarak limitin olmadigina karar vermek.

Teknoloji

b b
1.Adm X=a i¢in f(a)= o (b #0) oluyor ise 0" K esitligini saglayan bir

K € R degeri bulunmadigi i¢in X =a fonksiyonun kritik noktasidir.

2. Adim Limit bir noktanin komsulugunda tanimli oldugundan o noktanin komsulugunda
sayisal degerlerin fonksiyon altindaki goriintiilerinin hangi degere yaklastig1 incelenir.

3. Adim Limit tanimi geregi X =@ noktasinin komsulugundaki sayisal degerlerin f
altindaki gortintiileri aym bir reel say1 degerine yaklasmiyor ise X =@ noktasinda limit

yoktur.

Analitik
Teknik

1.Adim Grafik iizerinden X =0 noktasinda fonksiyonun tanimli olmadigini belirlemek
2.Adim X ekseni iizerinde X =0 noktasina sagindan ve solundan yaklagmak
3.Adim Grafikte elde edilen goriintii noktalarinin +00 veya —00-a iraksamasina bagl

olarak limitin olmadigina karar vermek.

Teknoloji

1. Adim X =a reel sayis1 i¢in grafik iizerinde f(x)=y gorintiileri mevcut degil ise

X =a noktasi tanimsizlik veya belirsizligin oldugu bir noktadir. Dikey asimptotun
oldugu noktada fonksiyon tanimsizdir.
2. Adim Limit bir noktanin komsulugunda tanimli oldugundan o noktanin

komsulugundaki noktalarmn Y eksenindeki goriintiilerinin hangi noktaya yaklastig:
incelenir.

3. Adim Limit tanimi geregi X =@ noktasmin komsulugundaki noktalarm f altindaki
goriintiileri Y ekseni tizerindeki aym bir reel say1 noktasina yaklagmiyor ise X =a

noktasinda limit yoktur.

Tablo 5.2’de niimerik teknik kullanilarak yapilan prakseolojik analizin teknoloji

boliimii ilk adiminda f(x):1 fonksiyonunun X=0 noktasinda tanimsiz oldugu
X

aciklanirken tanimsizlik nesnesinin ekolojik iliskilerine ihtiya¢ duyulmustur. Buna gore
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a C . . ey 41 qees e s . - .
tanimsizlik b bi¢iminde gosterilebildigi i¢in oran nesnesi tanimsizhigin ifade

edilmesine ekolojik destek saglayarak bu nesneyi beslemektedir. 6 oraninin bir reel

saytya esit olmadigt Dbelirtilirken de reel sayr nesnesi oran nesnesinin
anlamlandirilmasma katki saglayarak bu nesneyi beslemektedir. Analitik teknigin
kullaniminda ise bu ekolojik iliskilerin yani sira tanimsizlik nesnesinin dogru nesnesi ile
olan ekolojik iliskisi de devreye girmektedir. Buna gore fonksiyon egrisinin asimptot
dogrusu ile kesigmemesine bagli olarak f(x) fonksiyonun x=0 noktasinda tanimsiz
oldugu belirtilirken dogru nesnesi tanimsizlik nesnesini beslemektedir. Ayrica, dikey
asimptotun fonksiyon egrisi ile kesismeyen ozel bir dogru seklinde nitelendirilebilmesi
asimptot nesnesinin de dogru nesnesinden beslendigini gostermektedir.

Niimerik teknik kullanilarak yapilan prakseolojik analizin teknoloji bolimii
2.adimi f(x)=l fonksiyonu i¢in degerlendirildiginde, X=0 noktasina yaklasilmasi
X

sonucunda elde edilen goriintli degerlerinin +o0 veya —oo°a iraksayacagi goriiliir. Bu

asamada niimerik teknigin sonsuzluk nesnesi ile ekolojik iligkileri devreye girer. Buna

, - 1 g ..
gore, Xx=0 sayisina sagdan ve soldan yaklasilmasi sonucunda — oran degerlerinin
X

sirastyla +00 ve —oo’a 1raksayacagi belirtilirken oran nesnesi sonsuzluk nesnesinin
aciklanmasina hizmet ederek bu nesneyi beslemektedir. Analitik teknigin kullaniminda
ise bu ekolojik iligkilerin yani sira, limit alma isleminin analitik diizlemde
incelenmesine bagl olarak, asimptot nesnesinin oran nesnesi ile olan ekolojik iliskisi de
devreye girer. Buna gore, X =0 noktasina yaklasilmasina bagli olarak elde edilen oran
degerlerine gore fonksiyon egrisinin asimptot dogrusuna yaklasiyor olmasi, oran

nesnesinin asimptotun agiklanmasina ekolojik katki sagladigin1 gostermektedir.

Sekil 5.19°da % (a#0) tammsizliginmin oldugu noktada limit alma gorev tipi igin
analitik ve nilimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir. Ardindan
Ornek 5.4’te lokal sitteki ekolojik iliskilerden yararlanilarak f (x) :% fonksiyonunun

tanimsiz oldugu noktadaki limiti niimerik ve analitik teknik bir arada kullanilarak

incelenmistir.

193



Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

o
Sonsuzluk

o T— \
Asimptot

~ Tanmmsizlik

Fonksiyon

eel Say1

Oran
/ alama/
Y akinsaklik A
Aralik/ Egr
Esitsizlik
Kartezyen
Koordinat

Analitik

.1
lim =
Xx—0 X

limitini alma

Niimerik I Komsuluk
Degisken

Dogru  — Sistemi
Nokta

Diizlem

a
Sekil 5.19. 0 (aeR —{O}) tammsizliginin oldugu noktada limit alma gérev tipi icin

analitik ve niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit

Sekil 5.19 lokal sitinde sonsuzluk, asimptot, tanimsizlik ve komsuluk nesnelerinin
kritik nesneler oldugu goriilmektedir. Tablo 5.2°de prakseolojik analizi yapilan gérev
tipinin teknolojilerinin yerine getirilebilmesi i¢in Oncelikle bu kritik nesnelerin
aciklanmasi, ardindan limit alma islemi icin ekolojik katkilarinin saglanmasi

gerekmektedir.
Ornek 5.4. f(x)= % fonksiyonunun X — 0 limitini niimerik teknik ve analitik
teknik yardimiyla inceleme.

Coziim x=0 i¢in f(0)= % =a olsun. Esitlikte i¢ler dislar ¢carpimi1 yapildiginda,

1=a0 (5.14)
elde edilir. (5. 14) esitligini saglayan bir reel say1 belirlenemeyecegi i¢in  f(X)
fonksiyonu X=0 i¢in tanimsizdir. Bu durumda (varsa) limit degerinin bulunabilmesi
icin sifirln komsulugundaki reel sayilarin goriintiilerinden yararlanilarak X —0 belirli

bir reel sayiya yaklagma durumunun olup olmadigi incelenmelidir. X degerleri sifira

sagdan yaklasirken f(X) ’in aldig1 baz1 degerler Tablo 5.3te verilmistir.
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1 .
Tablo5.3. f(x)= " fonksiyonunun X — 0" aldig1 bazi degerler

X 1 05 0.1 0,05 0,01 0,005
f(x)=1/x 1 2 10 20 100 200

X 0,0001 0,0005 0,00001  0,00005  0,000001 X —0*
f(x)=1/x 1000 2000 10000 20000 100000 o

X degerleri sifira soldan yaklagirken f(X)’in aldigi baz1 degerler Tablo 5.4’te

verilmigtir.

1 .
Tablo5.4. f(x)= X fonksiyonunun X — 0" aldigi bazi degerler

X -1 -0,5 -0,1 -0,05 -0,01 -0,005
f(x) =1/ X -1 -2 -10 -20 -100 -200

X -0,0001 -0,0005  -0,00001  -0,00005  -0,000001  x_sQ-
f(x) =1/ x -1000 -2000 -10000 -20000 -100000 —o0

1 . .
Tablolarda yer alan reel say1 degerlerine gore f(X) =3 fonksiyonunun; X ’in

sifira sagdan yaklagsmasi durumunda artarak +o0’a, X ’in sifira soldan yaklagmasi
durumunda ise azalarak —oo’a gittigi goriilmektedir. Elde edilen goriintii degerleri

belirli bir reel sayiya yaklagsmadigi igin f(x) fonksiyonunun x — O limiti yoktur.
1
Limit alma isleminin analitik diizlemde incelenebilmesi i¢in f(X)= 3

fonksiyonunun grafigine ihtiya¢ duyulmaktadir. f(x) fonksiyonu X=0 noktasinda
tanimsiz oldugundan fonksiyon egrisi X=0 dogrusu ile kesismeyecektir. Bu dogru
asimptot dogrusu olarak adlandirilir.
Sekil 5.20°de f(x) fonksiyonunun grafigi ¢izilmistir.
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& fx)——0

1 .
Sekil 5.20. f(x)= < fonksiyonunun tanimsiz oldugu noktadaki limitinin analitik teknik

kullanilarak incelenmesi

1 . . .
f(X) =3 fonksiyonunun  grafiginden, bagimsiz  degiskene (—a, a)

komsulugunda sifira gittikge yaklasan degerler verildiginde, fonksiyon grafiginin X =0
asimptot dogrusuna giderek yaklastigi ve buna bagli olarak elde edilen goriintiilerin
sinirsizca artarak +00’a veya sinirsizca azalarak —oo’a gittigi goriilmektedir. Elde edilen

goriintiiler y ekseni tizerinde belirli bir noktaya yaklagsmadigi i¢in f fonksiyonunun

X —0 limiti yoktur.

5.1.2.4.1. Ders kitaplarinda a/0 (a # 0) tanimsizhiginin oldugu noktada limit alma
Tablo 5.2°de verilen prakseolojik analizin teknoloji boliimleri incelendiginde,

limit alma iglemini tanimsizlik nesnesinin yonlendirdigi goriilmektedir. Bunun nedeni,
— oranimin tanimsizlik ifade etmesine baglh olarak, X =0’m komsulugunda bulunan ve

fonksiyonu tanimsiz yapmayan reel sayilarin goriintiilerinden yararlanilmasidir.
Tablo 5.2°de yapilan prakseolojik analizin teknoloji bolimi 1. adimlarinda
tanimsizligin limit alma islemine nasil etki ettiginin degerlendirilebilmesi i¢in 6ncelikle
bu nesnenin agiklanmasina ihtiya¢ duyulmustur. Bu durum dikkate alinarak ders

kitaplarinda tammsizliigin oldugu noktada limit alma gorev tipine iliskin Orneklerin
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incelenmesine gecilmeden Once Ogretim programi ve ders kitaplarinda tanimsizliga
nerede ve nasil yer verildigi arastirilmistir.

Sekil 5.19 lokal siti incelendiginde tamimsizlik, oran ve reel sayr nesneleri
arasinda bir ekolojik iliski zinciri kuruldugu goriilmektedir. Bu durum, oran ve reel say1
nesnelerinin tanimsizlik nesnesini ekolojik olarak besledigini gostermektedir. Ote
yandan Sekil 5.19 lokal sitinde tanimsizlik nesnesi ile dogru ve egri nesneleri arasinda
da ekolojik iligski zinciri kuruldugu goriilmektedir. Bu durum fonksiyon egrisi ile
asimptot dogrusu arasindaki ekolojik iligkinin tanimsizligin geometrik olarak
anlamlandirilmasma hizmet ettigini gostermektedir. Buna gore 6gretim programinda
tanimsizlik kavramimin agiklanmasi ig¢in uygun konular gercek sayilar, rasyonel

sayilar, oran—oranti, fonksiyonlar ve limit olarak belirlenmistir.

Ortadgretim matematik 6gretim programi incelendiginde reel sayilar, rasyonel
sayilar ve oran-oranti konularina 9. sinifta yer verildigi belirlenmistir. (MEB, 2013).
Bu konulara iliskin kazanimlar ve yonergelerde tanimsizlik kavramina yoénelik bir
aciklamaya yer verilmedigi goriilmiistiir. Ogretim programinda fonksiyonlar konusuna
9, 10 ve 11. sinif diizeylerinde alt baghklar halinde yer verildigi goriilmiistiir. Ogretim
programinda yer alan fonksiyon alt basliklarina iliskin kazanimlar ve yonergeler
incelendiginde tanimsizlik kavramina yonelik bir agiklamaya yer verilmedigi

goriilmiistiir. Ogretim programinin tamami incelendiginde de benzer bir durumla
karsilagilmistir. Ogretim programinda 12. simf diizeyinde % (a#0) tammsizliginin

oldugu noktada limit alma gorev tipine yer verildigi halde tanimsizlik kavraminin

aciklanmasina yonelik bir ifadeye rastlanmamustir.

Liselerde 9. simif matematik ders kitaplarinda rasyonel sayilara gercek sayilar
baslig1 altinda yer verildigi goriilmiistiir. Bu ders kitaplarinda ger¢ek sayilar, oran ve
oranti Konularinin oldugu bolimler incelendiginde tanimsizlik kavramina yonelik
herhangi bir agiklamaya rastlanmamistir. 9, 10. ve 11. siniflarda okutulan matematik
ders kitaplariin fonksiyonlar konusuna yonelik boliimleri incelenmistir. Yapilan
inceleme sonucunda BY yayinlar1 9. sinif matematik ders kitabinin Fonksiyonlar konu
bashigr altinda tanimsizlik kavraminin gegtigi bir 6rnek belirlenmistir. Bu Ornege

Sekil 5.21°de yer verilmistir.
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f:R—{0} — R olmak lizere f(x) = x' = % fonksiyonunun grafidini gizelim.
f(x) = x-' fonksiyonu birinci dereceden olmadifindan dodru grafigi belitmez. Deder tablosu olugtu-

ralim.
x = 0igin f{0) = %, nokta (0, tanimsiz)

x=1ign f(%)zzimha (%,g);x:%igin f(%):_z.nokta(_z—’,—z]

x=1iginf{1)=1,nokla{1,1};x =—1igin f{— 1) =1, nokta {— 1, - 1)

3., .43 2 3 2 .. -3 -2
x = & igin f(E) =3 nokta (E’?}x =5 lgin f(T)= 3 nokta (T’T)
1 1

x = 2iginf(2) = -, nokta (2,3);): =~ 2igin f-2) = -, nokta (‘Z’T]

Sekil 5.21. 9. sinif ders kitabinda tanimsizlik nesnesinin gegtigi boliim (BY 9. Suif
Matematik Ders Kitabi, s.110)

-3 -1 1 3
A= S & S 28 AL - 3 (2
—1 -2 2 1
— (= - -2 t o 1 — —
Vi 5 3 anlimsiZ 3 >

Sekil 5.21. (Devam) 9. sinif ders kitabinda tanimsizlik nesnesinin gegtigi boliim (BY 9.
Swnif Matematik Ders Kitabi, s.110)

Sekil 5.21 incelendiginde f(X) =l fonksiyonunun grafiginin c¢iziminde
X

tanimsizlik kavramimin ekolojik iligkilerine ihtiya¢ duyuldugu halde kavram ile ilgili

herhangi bir a¢iklamaya yer verilmedigi goriilmektedir.

AY 12. simf matematik ders kitabinda % (@a#0) tammsizliigin oldugu noktada
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limit alma gorev tipine, calismada belirlenen gorev tipi sirasina uygun bir sekilde,
pargall fonksiyonlarda limit alma gorev tipine yonelik drneklerin ardindan yer verildigi

gorilmistiir. AY ders kitabinda Genisletilmis Gergek Sayilar Kiimesinde Limit bashgi
altinda tanimsizlik kavrami agiklanmadan % (a #0) tammsizligin oldugu noktada limit

alma gorev tipine yonelik Orneklerin ¢oziimlerine baslandigi belirlenmistir. Ders
kitabinda bu gorev tipine yonelik 2 tane 6rnege yer verilmistir. Bu 6rneklerden ilkinde
analitik teknik, ikincisinde niimerik teknik kullanilmistir. Sekil 5.22°de analitik teknigin

kullanildigr ilk 6rnege yer verilmistir.

@ CozAli
f(x) = % fonksiyonunun grafigi yanda gizilmistir.

Grafikte gorilduga gibi x, 0 a soldan yaklaghdinda f(x)

deferinin y-ekseninin negatit yéninde simirsiz olarak kiigil-
diigl; x, 0 a sagdan yaklastiginda f(x) dederinin y-ekseninin
pozitif yéniinde sinirsiz olarak biyiidii§a goriilmektedir. Bu
durum

o1 . 1 . -
lim - =—0 ve lim — =+co olarak ifade edilir.
x—0- X x—-ot X y

Benzer sekilde x e gok biiyiik sayllar veya gok kigik

sayllar verildiginde f(x) dederi, 0 a yaklagsmaktadir.

. 1 .1 - .
Dolayisiyla xlleY: 0 ve x[lnij =0 seklinde ifade

edilir.

Sekil 5.22. f(x):E fonksiyonunun x — 0 limiti (AY 12. Sunif Matematik Ders
X

Kitabi, 5.33)

Sekil 5.19 lokal siti incelendiginde analitik teknigin tek basina kavram-1

nesnelerinin tamamiyla ekolojik iliski kurabildigi goriilmektedir. Bu durum f(x) =1
X

fonksiyonunun X — 0 limiti incelenirken gerekli ekolojik iliskilerin kurulmasinda bu

teknigin tek bagina kullanilabilecegini gostermektedir. Sekil 5.22’de buna uygun bir
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sekilde limitin incelenmesinde analitik teknigin tek basmna kullanildigi goriilmektedir.
Fakat ders kitabinda tanimsizlik kavraminin agiklanmamis olmasi bu teknigin biitiin
teknolojilerinin yerine getirilmesini engellemektedir. Tablo 5.2°de yapilan prakseolojik

analiz incelendiginde bu durum daha iyi anlasilmaktadir. Prakseolojik analizde
f(x) _1 fonksiyonunun X —0 limiti incelenirken limiti alinan noktaya sagdan ve
X

soldan yaklasilma nedeni, teknoloji boliimiinde tanimsizlik nesnesinin ekolojik iliskileri
yardimi ile agiklanmistir. Bu durumda AY ders kitabinda tanimsizlik kavrami
aciklanmadan limit alma isleminin yapiliyor olmasinin, bu kavramin limit alma iglemine
nasil etki ettiinin incelenmesini kisitlayan bir ekolojik boslugun olugmasina neden

oldugu soylenebilir.

Tablo 5.2°de Img = limitini bulma gorevi gerceklestirilirken asimptot nesnesinin
x—0 X

ekolojik iligkilerine ihtiya¢ duyulmustur. Sekil 5.22’de fonksiyon grafigi cizilirken
asimptot dogrusundan yararlanilmig olmasina ragmen, ornegin ¢oziimiinde asimptot
kavraminin aciklanmadigi ve bu kavramin ekolojik iliskilerine deginilmedigi
goriilmektedir.

Ogretim programi incelendiginde asimptot kavramina tiirevin uygulamalari
baslhigr altinda fonksiyon grafigi ciziminde yararlanilmak iizere yer verildigi
goriilmiistiir. Ogretim programinda yer alan asimptot kavrami ile ilgili kazanim ve

kazanimin agiklamasi su sekildedir:
Fonksiyonun grafigini cizerken tiirevi kullanir.
e Asimptot kavrami aciklanarak sadece diisey asimptot ve yatay asimptot {izerinde

durulur. Egik ve egri asimptota girilmez (MEB, 2013, s.47).

Kazanimin agiklamasia gore AY ders kitabinda limit islemi yapilirken asimptot
kavramina yer verilmiyor olmasinin dgretim programi ile uyumlu oldugu sdylenebilir.
Ote yandan Sekil 5.19 lokal siti degerlendirildiginde, asimptot nesnesi ile ekolojik iliski
kurulmasinda tiirev bilgisine ihtiya¢c duyulmadig1 da goriilmektedir. Bu durum asimptot
nesnesine limit alma islemi yapilirken yer verilmesinde ekolojik bir engelin
bulunmadigini gostermektedir. Ekolojik bir engel olmamasina karsilik Sekil 5.22°de
asimptot kavraminin agiklanmamis olmasi, bu nesnenin ekolojik iligkilerine bagl olarak
limit alma isleminde ekolojik bosluklarin olugsmasina neden olmaktadir. Sekil 5.22°de
verilen grafige gore X ’e sifira sagdan ve soldan yaklasildiginda elde edilen goriintiilerin

neden smirsizca arttifi veya azaldiginin aciklanabilmesi i¢in Oncelikle asimptot
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kavraminin agiklanmasi, ardindan f(X) egrisinin asimptot dogrusu ile kesismeme

durumunun limit isleminin sonucuna nasil etki ettiginin grafik iizerinde incelenmesi

gerekmektedir.

BY 12. sinif matematik ders kitabinda % (a#0) tammsiziigin oldugu noktada

limit alma goérev tipine, ¢alismada belirlenen gorev tipi sirasina uygun bir sekilde,
parc¢ali fonksiyonlarda limit alma gorev tipine yonelik 6rneklerin ardindan bir 6zellik
olarak yer verildigi goriilmistiir. Bu 06zelligin oncesindeki boliimler incelendiginde

tanimsizlik kavramina yonelik bir agiklamaya rastlanmamagtir.

BY ders kitabinda yer alan % (@a#0) tammsizligimin oldugu noktada limit alma

gorev tipine yonelik boliim Sekil 5.23’te verilmistir.

. 1 . 1
lim - =+o2 lim —-=—=2olur.
x—0+ X x—0- X "
]
. JLf{){]=?
lspat:

Yandaf(x)= % fonksiyonunun grafigi verilmistir. Grafi-

gi inceladigimizde, x dederi 0 a soldan yaklastiginda, f{x)

- - T Ly
-

degerlerinin y eksenine negatif yonde yaklagtid géralmek- A B
tedir. Yani —ce olmaktadir. x degeri 0 a sagdan yaklagtidin- ‘“—*ﬁ

daise f(x) de@erlerinin, y eksenine pozitif yonde yaklaghd

goérilmektedir. Yani + oo olmaktadir.

. 1 _ . 1 _
x!&na_T——oo ve x[Ln3+T_+DO dur. ¥
y
x degigkeni a ya yaklagtinhrken f(x} degerleri, her ger- 4

a1
Mix)=x
cek sayiyl gecebilecek gekilde sinirsizea artiyorsa “x — a*

icin f(x) in limiti +oo dur.” denir ve lim_ f(x)=+co bigi-
x—+at

minde gdsterilir.

llnlllﬁ‘_‘—h.;x

T LT
e

. S

Sekil 5.23. f(x) = 1 fonksiyonunun x — 0 limiti (BY 12 .Sinif Matematik Ders
X
Kitabt, s.21)
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Sekil 5.23 incelendiginde, limit alma gorevi gergeklestirilirken analitik teknigin
tek basma kullanildigi, tamimsizlik nesnesinin ag¢iklanmadigi ve asimptot nesnesi

aciklanmadig1 halde asimptot dogrusundan yararlanildigi goriilmektedir. Bu durum

f(x)= 1 fonksiyonunun x — 0 limitini alma gorevi i¢in BY ders kitabinda, AY ders
X

kitabinda karsilasilan ekolojik bosluklarin oldugunu gostermektedir.

5.1.2.5. 0/0 belirsizliginin oldugu noktada limit alma

0 - e
Tablo 5.5te 0 belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorev tipi igin 3

farkli teknigin kullanimina yonelik prakseolojik analizler verilmistir.

0
Tablo 5.5. 0 belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorev tipi i¢in farkl

tekniklerin kullanimina yonelik prakseolojik analizler

3

limitini alma.

p lim
Gorev ol x—1

1.Adim X =1 i¢in fonksiyonun belirsiz oldugunu belirlemek.

Cebirsel 2.Adim Carpanlara ayirma iglemini ve sadelestime yaparak belirsizligi kaldirmak.

Teknik 3.Adim X :1degerini elde edilen fonksiyonda yerine yazarak limiti belirlemek.

0 0
1.Adm X=a i¢in f(a)= 6 oluyor ise 6 =K esitligini saglayan belirli bir K € R

degeri bulunmadigi i¢in X = @ fonksiyonun kritik noktasidir.

P(X)Q(X)
Q(x)

fonksiyonlar) seklinde ¢arpanlarina ayrilabiliyor olsun. Sadelestirme iglemi sonucunda

2.Adim f(X) fonksiyonu f(X)= (P(x) ve Q(X) polinom

B elde edilen P(X) polinom fonksiyonu VX € R igin olusturulabilecek en az bir
Teknoloji

komsulukta f (X) fonksiyonu ile ayni goriintii degerlerine sahip olur. Bu durumda
X —> @ limit alma islemi i¢in lim f(X) =1lim P(X) esitligi elde edilir.

X—a X—a
3.Adim Polinom fonksiyonlarm kritik noktalar1 olmadigi i¢in bu tiir fonksiyonlarda

limit degeri fonksiyonun goriintii degerine esit olur ve lIm P(X)=P(a) bulunur.
X—a
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0
Tablo 5.5. (Devam) 0 belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorev tipi icin farkl

tekniklerin kullanimina yénelik prakseolojik analizler

Niimerik
Teknik

1.Adim Fonksiyonun X =1 degeri igin belirsiz oldugunu belirlemek

2.Adim X =1’e sagindan ve solundan sayisal degerler ile yaklasmak

3.Adim Fonksiyon altinda elde edilen sayisal degerlere gore limit degerini belirlemek

Teknoloji

0 0
1.Adm X=a i¢in f(a)= o oluyor ise 0 =k esitligini saglayan belirli bir K € R

degeri bulunmadigi i¢in X = a fonksiyonun kritik noktasidir.

2. Adim Limit bir noktanin komsulugunda tanimli oldugundan o noktanin komsulugunda
sayisal degerlerin fonksiyon altindaki goriintiilerinin hangi degere yaklastigi incelenir.

3. Adim Limit tanimi geregi X = @ noktasmin komsulugundaki sayisal degerleerin f
altindaki gériintiileri ayn1 bir reel say1 degerine yaklasiyor ise X = @ noktasinda limit

bu reel say1 degerine esittir.

Analitik
Teknik

1.Adim Grafik iizerinden X =1 noktasinda fonksiyonun tanmimli olmadigim belirlemek

2.Adim X ekseni iizerinde X =1 noktasina sagindan ve solundan yaklasmak

3.Adim Grafikte elde edilen goriintii noktalarina gore limit degerini belirlemek

Teknoloji

1. Adim X = Q reel sayisi igin grafik iizerinde f(X) =Y goriintiileri mevcut degil ise

X = a noktas1 tamimsizlik veya belirsizligin oldugu bir noktadir. Dikey asimptotun
oldugu noktada fonksiyon tanimsizdir.
2. Adim Limit bir noktanin komsulugunda tanimli oldugundan o noktanin

komsulugundaki noktalarin Y eksenindeki goriintiilerinin hangi noktaya yaklastig
incelenir.

3. Adim Limit tanimi geregi X = @ noktasmin komsulugundaki noktalarin f altindaki
gortintiileri Y ekseni tizerindeki aym bir reel say1 noktasina yaklagiyor ise X=a

noktasinda limit bu reel say1 degerine esittir.

Tablo 5.5’te cebirsel ve nilimerik teknik kullanilarak yapilan prakseolojik

analizlerin teknoloji bolimii ilk adimlarinda, f(x)=

3
x> — .
> fonksiyonunun x=1

X° -1

noktasindaki belirsizligi aciklanirken belirsizlik nesnesinin ekolojik iligkilerine ihtiyag

duyulmustur. Buna gore belirsizlik % bi¢iminde gosterilebildigi i¢in oran nesnesi

belirsizligin ifade edilmesine ekolojik destek saglayarak bu nesneyi beslemektedir.
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Ayrica, 6 oraninin bir reel sayiya esit olmadig1 belirtilirken reel sayr nesnesi oran

nesnesinin anlamlandirilmasina katki saglayarak bu nesneyi beslemistir. X=1 degerinin

belirsizlige bagli olarak f(x) fonksiyonunun tanim kiimesinde yer almamasi ise

yukarida agiklanan ekolojik iligkilerin X =1 noktasindaki tanimsizligin agiklanmasinda
da devreye girecegini gostermektedir. Analitik teknigin kullaniminda ise bu ekolojik
iligkilerin yan1 sira nokta nesnesi ile olan ekolojik iliski devreye girmektedir. Buna gore
analitik teknik kullanilarak f(x) fonksiyonunun belirsizlige bagh olarak x=1 igin
tanimsizlig1 ifade edilirken fonksiyon grafigi iizerinde bu degere karsilik gelen nokta
bos birakilacagi i¢in nokta nesnesine ihtiya¢ duyulur.

Cebirsel teknigin teknoloji bolimii ikinci adiminda fonksiyon {zerinde
sadelestirme islemi yapilmistir. Bu adim fonksiyon calisma alaniyla ilgili olup tez
calismasinin kapsami disindadir (Sadelestirme islemi yapilirken ortaya ¢ikan ekolojik
iliskilerin incelenebilmesi i¢in Erdogan (2006)’m olusturdugu cebirsel ve fonksiyonel
sitten yararlanilabilir). X=1 i¢in f(X) fonksiyonunun tanimsiz olmasma karsilik
sadelestirme sonucunda elde edilen P(X) polinomunun reel sayilar kiimesinde tanimlt
olmasi1 daha onceki gorevlerde de ortaya ¢ikan degisken, aralik/esitsizlik, fonksiyon ve
reel say1 nesneleri arasindaki ekolojik iligkiler yardimiyla agiklanir.

Tablo 5.5°te cebirsel teknik kullanilarak yapilan prakseolojik analizin teknoloji

3 3
. X =1 . . C e -

boliimii 2.adimina gore IIrrll 1 islemi, limiti alinan f(x) = X2 EII-.
X—>. X— X —

fonksiyonunun

sadelestirilmesi sonucunda elde edilen g(x)=x*+x+1 polinom fonksiyonu

kullanilarak yapilan Iirr11 x* +x+1 islemi ile aym sonucu vermektedir. Cebirsel teknigin

komsuluk nesnesi ile ortiik ekolojik iliskisi, g(x) fonksiyonunun limit almada nasil
referans alinabildiginin anlagilmasini giiclestirmektedir. Bu durumda cebirsel teknigin
ekolojik iligkilerin giiglendirilebilmesi i¢in bu teknigin yardimci bir teknik kullanilarak
desteklenmesine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Limit alma isleminin daimi ekolojik iligkilerine de yer verilmesi ile birlikte
cebirsel, analitik ve niimerik teknigin kullanimina yonelik Sekil 5.24 lokal siti elde

edilir.
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Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

Fonksiyon

I an1ms1z|1E
™ Oran Reel Say1

/ ralama/

Y akinsaklik Tamlik

Na  Aralik/ Egri
Esitsizlik

Kartezyen

Dogru Koordinat

\ Sistemi

Diizlem

0
Sekil 5.24. 0 belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorev tipi icin cebirsel

X3 -1
lim
x>l x—1

fonksiyonunun

limitini alma

Nokta T

analitik ve niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit

X_
x-1

3
Omek 5.5t f(x)= fonksiyonunun x—1 limiti cebirsel ve analitik

teknik bir arada kullanilarak belirlenmistir.

X -1

Ornek 5.5. f(x)= fonksiyonunun x —1 limitini bulma.

x-1

Coziim X=1 i¢in f(1) = g =a olsun. Esitlikte i¢ler diglar ¢arpim1 yapildiginda,

0=a0 (5. 15)
elde edilir. (5. 15) esitligini saglayan belirli bir reel say1 bulunamayacagi i¢in  f(X)
fonksiyonu X=1 igin belirsizdir. Bu durumda (varsa) limit degerinin bulunabilmesi
icin X=1 noktasindaki belirsizligin kaldirilmas1 gerekir. Belirsizligin kaldirilmasi i¢in

x®—1 ifadesi arpanlarina ayrilip sadelestirme islemi yapilirsa,

s_1 (x-1)(x? 1
o () (5. 16)
x-1 x-1
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elde edilir. Elde edilen g(x)=x*+x+1 polinom fonksiyonu X=1 icin tanimh

oldugundan limit degeri,
Iirr11 f(x)= Iin} g(x) = Iirr; (X*+x+1)=3 (5. 17)

olarak bulunur.
Sekil 5.25°te cebirsel teknik kullanilarak yapilan limit alma islemi, analitik

teknik kullanilarak f ve g fonksiyonlarinin grafikleri tizerinde incelenmistir.

g(x)=x"+x+1

Sekil 5.25. Iirr11 f(x) ile |XILT} 9(X) limitlerinin analitik teknik kullanilarak

karsilastiriimasi

Sekil 5.25°te verilen grafikler incelendiginde, komsuluk nesnesinin analitik teknik
ile ekolojik iliskine bagl olarak, f(x) fonksiyonunda yapilacak limit alma islemi i¢in
g(x) fonksiyonunun nasil referans alinabilecegi acik bir sekilde goriilmektedir. Buna

gore analitik teknigin komsuluk nesnesi ile agik ekolojik iligkisi, bu nesnenin
yakinsaklik nesnesi ile ekolojik iligkisinin devreye girmesini olanak saglayarak, her iki
fonksiyonda limit degerlerinin esit olacaginin goriilmesine imkan tanimaktadir.

Analitik  teknik g(x) fonksiyonunun nasil referans alinabileceginin

incelenmesinin yani sira komsuluk nesnesi ile belirsizlik nesnesi arasindaki ekolojik
iliskilerin degerlendirilmesine somut bir bakisagisi kazandirarak 0 belirsizliginin

oldugu durumda limit alma islemine kavramsal bir boyut kazandirmistir.
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5.1.2.5.1. Ders kitaplarinda % belirsizliginin oldugu noktada limit alma

Tablo 5.5’te verilen prakseolojik analizin teknoloji boliimii incelendiginde, limit
alma islemini belirsizlik nesnesinin yonlendirdigi goriiliir. Bunun nedeni, 0 oraninin

belirsizlik ifade etmesine bagl olarak f(x) fonksiyonunun sadelestirilip belirsizligin
kaldirilmas: sonucunda elde edilen P(x) polinom fonksiyonunu iizerinden limit alma

isleminin yapiliyor olmasidir. Tablo 5.5’te yapilan prakseolojik analizin teknoloji
bolimii 1. adimlarinda, belirsizligin limit alma islemine nasil etki ettiginin

degerlendirilebilmesi i¢in Oncelikle bu nesnesinin agiklanmasina ihtiya¢ duyulmustur.
Bu durum dikkate alinarak, % belirsizligin oldugu noktada limit alma gorev tipine
iligkin boliimlerin incelenmesine geg¢ilmeden Once, Ogretim programi ve ders

kitaplarinda 0 belirsizligine nerede ve nasil yer verildigi aragtirilmistir.

% belirsizligi limit alma islemi yapilirken karsilasilan 6zel bir durumdur. Ayrica

bu Dbelirsizligin fonksiyonun x=0 noktasinda goriintiisii olmamasina bagli olarak
ortaya ¢iktig1 degerlendirildiginde, Ogretim programinda belirsizlik kavraminin
agiklanmasi i¢in uygun olabilecek konularin fonksiyonlar ve limit oldugu soylenebilir.

Ogretim programinda 9. 10. ve 11. smmf diizeyinde yer alan fonksiyonlar konusuna
iliskin kazanimlar ve yonergeler incelendiginde % belirsizligine yonelik bir agiklamaya

yer verilmedigi goriilmiistiir. Ogretim programimin tamami incelendiginde de benzer bir
durumla karsilagilmigtir. 12, smif diizeyinde limit alma isleminde belirsizlik
durumlarima yer verildigi halde programda bu kavramin agiklanmasina yonelik bir
ifadeye rastlanmamustir. 9, 10 ve 11. smiflarda okutulan ders kitaplarinin fonksiyonlar

konusuna yonelik alt basliklar1 incelendiginde, 6gretim programina paralel bir sekilde,

% belirsizligine yonelik herhangi bir agiklamaya yer verilmedigi goriilmiistiir.

AY 12. smif matematik ders kitabinda % belirsizliginin oldugu noktada limit

alma gorev tipine Belirsizlik bashigr altinda yer verildigi goriilmiistiir. Bu baglik altinda
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ilk olarak % belirsizliginin oldugu durumda limit alma isleminin nasil yapildiginin

acgiklandigi bir boliim yer almaktadir.

0 TV
o Belirsizligi

y = f{x) ve y = g{x) birer fonksiyon, ii_rpaf(x} =f(@a) =0 ve )LiEna g{x) = g(@) = 0 olmak lzere

,!i_r.na % ifadesinde % belirsizligi vardir. Bu belirsizlidi gidermenin bir yolu agadidaki
gibidir.
f(x) ve g(x) fonksiyonlan (x - a) ¢arpanina sahip ise f(x) = (x - af,(x} ve

g(x) = {x - a)g,(x) yazilabilir.

f
g1 (():()} ifadesinde tekrar % belirsizligi olugursa benzer islemler tekrarlanir.
1

Eger :!iLna

J

Sekil 5.26. % belirsizliginin oldugu noktada limit alma isleminin a¢iklandigr boliim
(AY 12. Stnif Matematik Ders Kitabi, s.34)
Sekil 5.26 incelendiginde, yapilan agiklamalarin % belirsizliginin oldugu

noktada limit alma gorev tipi i¢in Tablo 5.5’te yapilan prakseolojik analizin teknik

boyutunda kaldigi, cebirsel teknigin teknolojilerine yer verilmedigi goriilmektedir.

Ornegin X=a degeri icin % ifadesinde % belirsizliginin oldugu belirtildigi halde
g(Xx
0, e e . f(x) . -
0 i neden belirsizlik ifade ettigi aciklanmamistir. Benzer sekilde % ifadesinin
g(X
sadelestirilmesi sonucunda belirsizligin kalkacagi belirtildigi halde % ifadesinin
g, (X

X—a limit alma islemi yapilirken nasil referans alinabilecegi agiklanmamistir. Bu
durum, Sekil 5.26’da yapilan agiklamalarin limit alma isleminin nasil yapildigina

yonelik bilgi veriyor olmasina karsilik, limit alma islemi yapilirken atilan adimlarin
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gerekcelerinin  agiklanmasinda yetersiz kaldigin1 gostermektedir. % ‘In neden

belirsizlik ifade ettiginin agiklanmasinda belirsizlik nesnesinin Sekil 5.24’te verilen

1)

ekolojik iliskilerine ihtiya¢ duyulmaktadir. x)
g, (X

ifadesinin X —a limit alma islemi

yapilirken nasil referans alinabileceginin gosterilebilmesi igin cebirsel teknigin
komsuluk nesnesi ile Ortiik ekolojik iligkisinin yardimci bir teknik kullanilarak

desteklenmesine ihtiya¢ duyulmaktadir.

AY 12. simif matematik ders kitabinda Sekil 5.26’da yapilan agiklamanin ardindan

orneklere gecilmistir. Ders kitabinda 0 belirsizligin oldugu noktada limit alma gorev

tipi ile ilgili cebirsel teknigin tek basmna kullanildigi 4 tane Ornegin yer aldigi

goriilmustiir. Bu 6rneklerden ilki Sekil 5.27°de verilmistir.

@ Orneks

lim x3 41
x—g X+ 1

@_C(D,}Eﬁ-/.i,'lm

3 —1)3
xr1_ E17+1 -9 belirsizligi vardir. Buna gére

ifadesinin dederini bulahm.

AT T T
3 2 _
T S . XA+ X2 -x+1)

el X+ T 7 500 x4+

= limx2-x+1)
x——1

=(-12 +1 + 1 = 3 elde edilir.

Sekil 5.27. % belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorev tipi icin cebirsel

teknigin kullamildigi bir 6rnek (AY 12. Sinif Matematik Ders Kitab, s.34)

Sekil 5.27 incelendiginde, Sekil 5.26’da karsilasilan ekolojik sorunlarin 6rnegin
¢Oziimiinde tekrarlandigr goriilmektedir. Coziimde belirsizligin nedenine yonelik bir

aciklama yer almamaktadir. Ayrica, cebirsel teknik yardimci bir teknik kullanilarak

3 3

desteklenmedigi icin lim X+l islemi yapilirken
x>-1 xX+1 X+1

cebirsel ifadesinin
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sadelestirilmesi sonucunda elde edilen |im1 X’ —X+1 isleminin nasil referans alindigina

X—>—

iliskin ekolojik boslugun ortaya ¢iktig1 goriilmektedir.
0
BY 12. simif matematik ders kitabi incelendiginde, 0 belirsizliginin oldugu

noktada limit alma gorev tipine Bir Fonksiyonun Bir Noktadaki Limiti basligi altinda

limitin 6zellikleri arasinda yer verildigi goriilmiistiir. Bu bolimde gorev tipine yonelik
. : 0 . . . e
bir 6rnegin ardindan 0 belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorevi bir 6zellik

olarak agiklanmis ve sonrasinda ayni gorev tipine yonelik 2 6rnege daha yer verilmistir.
Ik ve son ornekte cebirsel ve analitik teknik bir arada kullanilirken, ikinci ornekte
yalnizca cebirsel teknigin kullanildigi goriilmistiir. Cebirsel ve analitik teknigin bir

arada kullanildig1 ilk 6rnek Sekil 5.28’de verilmistir.

2
FR-{3} —F flx)= i __; fonksiyonunun x = 3 noktasindaki limitini bulalim.
(Cozim (/]
x —3 =0 = x = 3 tir. Buradan paydayi sifir yapan deger 3 oldugundan x = 3 noktasi kntik noktadir.

x#3 igin  f(x)= ’::__2? = Lx»‘sz-((;H}

=x+3 tar.

Buna gore f(x) in grafigi (3,6) noktasi diginda y =x + 3 dogrusunun grafigi ile ayni degeri alir.

Yandaki grafikte goralddga gibi x degiskeni 3 e Ay
soldan ve sagdan yaklagh@inda f(x) dederi de 6 ya Flx)= 12—?‘?
X—
yaklagmaktadir. f(x) fonksiyonunun x = 3 noktasinda 3
soldan ve sagdan limitlerini bulahm. 6
5
(Xt =0V_ . (x*-9 i
[[m_( = lim =6 oldugundan 4
x-3"\ X—3 w3t Xx—3 3
2
lim =2 — 6 olur 2
-3 X—3 1
434 X
Yada s
2_9 5
lim % 5 = m (x+3)=3+3=6 olarakdabulu-  y=-x+3 &
-3 X7 X—3
nabilir. \

Sekil 5.28. % belirsizliginin oldugu noktada limit alma gérev tipine Yonelik bir 6rnek

ve ozellik (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, 5.19-20)
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x2 — a2 _M(x+a)

acR icin lim = = lim (x+a)=a+a=2adr.
¢ x—a X (11[55 xﬂa( )

Sekil 5.28. (Devam) % belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorev tipine Yonelik

bir érnek ve ozellik (BY 12. Stnif Matematik Ders Kitabi, s.19-20)

Sekil 5.28 incelendiginde, BY matematik ders kitabinda da oldugu, belirsizlik
kavramiin aciklanmadigi goriilmektedir. Buna karsilik, 6rnegin ¢éziimiinde cebirsel
teknik kullanilarak yapilan limit alma islemi fonksiyon grafigi lizerinde analitik teknik

X —
X

kullanilarak — desteklenmistir. Ayrica, f(X)=

: fonksiyonunun  y=Xx+3
dogrusunun grafiginin (3, 6) noktasi disinda aymi oldugu ifade edilmistir. Cizilen
fonksiyon grafigi ve yapilan agiklama komsuluk nesnesinin Sekil 5.24 lokal sitinde
verilen ekolojik iliskilerinin pekistirilmesini saglayarak, limit alma isleminde y=X+3
dogru denkleminden yararlanilabileceginin anlasilmasina imkan tanimaktadir. Ote
yandan Sekil 5.28’de y=X+3 dogrusu ile f(x) fonksiyonu grafiginin tek grafik
olarak ¢izildigi goriilmektedir. Bu durum f(x) fonksiyonu i¢in Sekil 5.24’te verilen
lokal sitin belirsizlik ve tanimsizlik nesnelerinin ekolojik iliskilerinin hatali
X2 —

2
yorumlanmasina neden olarak f(x)= 3
X_

fonksiyonu ile y=x+3 dogru

denkleminin esit oldugu algisin1 olusturmaktadir. Buna gore belirsizlik, oran ve reel say1

nesneleri arasindaki ekolojik iligkiler geregi f(x) fonksiyonu x=3 noktasinda
tanimsiz oldugu halde fonksiyonun Yy =X+3 dogru ile aym grafige sahip olmasi, bu

noktada tanimli oldugu algisini olusturmaktadir. Bu algmin 6niine gegilebilmesinde
Sekil 5.25’te oldugu gibi iki farkli grafik iizerinde limit alma iglemi yapilmasinin

faydal1 olacag1 goriilmektedir.
Sekil 5.28’de ornegin ¢Oziimiiniin ardindan verilen ozellikte % belirsizligi

kaldirilip limit degerinin nasil bulunabilece§i ifade edilmistir. Bu ifade, 6rnegin
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¢Ozlimiinde atilan adimlarin sadece belirli bir gorev icin degil, % belirsizliginin oldugu

noktada limit alma gorev tipi i¢in genellenebilecegini gostermektedir.

5.1.2.6. Sikistirma (sandvig) teoremi yardimuyla limit alma

Calismada 6gretim programinin kazanimlar1 da dikkate alinarak,

. sinx
lim ——=1
x>0 X (5. 18)

limitinin belirlenmesinde sikistirma teoreminden yararlanilmistir. Sikigtirma teoremi 0

sinf(x) tanf(x) sinf(x)
sing(x) ' tang(x) = tang(x)

belirsizliginin oldugu durumlarda gibi fonksiyonlarin

limitlerinin belirlenmesinde kullanilabildigi gibi trigonometrik olmayan farkli tiirden
fonksiyonlarmn limitlerinin belirlenmesinde de kullanilabilmektedir. Bu nedenle (5. 18)
limit alma goérevinin genel gorev tipi Sikistirma (sandvig) teoremi yardimiyla limit alma

olarak belirlenmistir.

Tablo 5.6’da sikistirma teoremi yardimiyla limit alma gorev tipi igin cebirsel

teknigin kullanimina yonelik prakseolojik analiz yapilmistir.

Tablo 5.6. Sikistirma teoremi yardimiyla limit alma gérev tipi icin cebirsel teknigin

kullanimina yonelik prakseolojik analiz

. . ooosinx
Gorev Sikistirma teoremi yardimiyla lim ——  limitini alma.
x—0 X

1.Adim X =0 igin fonksiyonun belirsiz oldugunu belirlemek.

Cebirsel o o 1 )

2.Adim Limit hesab1 igin f(X)=c0SX ve g(x)=—— fonksiyonlarini

Teknik COS X
referans fonksiyonlar olarak belirlemek.
3.Adim Referans fonksiyonlar yardimiyla limit degerini bulmak.
. 0 0 L o
. 1LAdm X=a igin f(a)=— oluyorise —=K esitligini saglayan belirli bir K € R

Teknoloji 0 0

degeri bulunmadig i¢in X = @ fonksiyonun kritik noktasidur.
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Tablo 5.6. (Devam) Sikistirma teoremi yardimiyla limit alma gérev tipi icin cebirsel

teknigin kullanimina yénelik prakseolojik analiz

2. Adim
[AB]_L[OB]
[CD]L[OD]
|OB| =cos x
|AB|=sin x
|CD|=tanx

Yukaridaki birim ¢gembere gore A(Oz\Bj< A(OE\D)< A(OCAZD) olup,

Sin X.cos X - X tanx

2 2 2
esitsizligi elde edilir. Esitsizlik Sin X ’e béliiniip pay ve paydalar yer degistirildiginde,

sin X 1
COSX < — < ——

X COS X
elde edilir. X=0 icin esitsizligin sol ve sag taraflar1 birbirine esit olacag icin

sin x _ 1
y= fonksiyonu Y =COSX ve Y =
X COS X

fonksiyonu arasinda sikisir. Bu

durum X — 0 limit islemi yapilirken Y =COSX , y= L fonksiyonlarinin referans
COS X

alinabilecegini gdsterir ve
. . osinx . 1
lim cosx<lim —<Ilim —
x—0 x—0 X x—=0 COS X
esitsizligi olusturulur.

3.Adim Referans fonksiyonlarda limit alma iglemleri sonucunda elde edilen

. sinx o . sinx
1<lim —— <1 esitsizligine gore lim —— =1 olarak bulunur.
x—0 X x—0 X

Tablo 5.6°da verilen prakseolojik analizin teknoloji boliimii ilk adimi x=0 i¢in

sin x .
y=T fonksiyonunda % belirsizliginin nasil ortaya ¢iktigini agiklamaktadir. Bu

ekolojik iliskiler daha Once % belirsizligi oldugu noktada limit alma gorevi igin

aciklanmistir (Bkz. Tablo 5.5) Teknoloji boliimiiniin ikinci adiminda, birim ¢emberde

o sin x 1
alan hesabinin ardindan cebirsel islemler yapilarak COSX < ——<
X  COSX

esitsizligi elde
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o . sin x . e . g
edilmis ve Xx=0 igin Y ZT fonksiyonunun diger iki fonksiyon arasinda sikistigi

belirlenmistir. ikinci adimda bu asamaya kadar yapilan islemler cebir ve fonksiyonlar

calisma alani ile ilgili nesneler arasindaki ekolojik iliskilerden yararlanilarak

aciklanabilir. (Calismanin kapsami disina ¢ikilmamasi i¢in burada bu ekolojik iligkilere
1

o . sin x PP : 1
deginilmemistir.) COSX<——<—— esitsizligindeki y=cosx ve y=——
X COS X COS X

, . 1
fonksiyonlarna X —0 limit alma islemi yapilarak |IrTg COSX=||rr3 @=1 esitligi

elde edilmistir. X =0, her iki fonksiyonun da kritik noktasi olmadig i¢in limit degerleri
X=0 degeri fonksiyonlarda yerine yazilarak belirlenmistir. Bu asamada polinom
fonksiyonlarda limit alma islemi gerceklestirilirken devreye giren cebirsel teknigin
daimi ekolojik iligkilerinden yararlanilmistir.

sin x

Prakseolojik analizin teknoloji bolimii son adiminda, 1S|in;| Tﬁl

e e ) . osinx L . . .
esitsizligine gore Ilrrg —— limit isleminin sonucu belirlenmistir. Bu asamada
X—> X

. sinX i . . o . . .
lim ~ =1 esitligi, degisken nesnesi ile aralik/esitsizlik nesneleri arasindaki ekolojik

x—0

iligkilerden yararlanilarak belirlenmistir. Analiz ¢caligma alan1 kapsamina giren ekolojik

iligkiler bir biitiin olarak degerlendirildiginde, gerceklestirilen gorevde sikigtirma
. 0
teoreminin % belirsizliginin oldugu durumda kullanilmasina bagli olarak, 0

belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorev tipi igin ortaya cikan ekolojik iligkilere

ithtiyac duyuldugu soylenebilir.
. . . oosinx L .
Sekil 5.29°da sikistirma teoremi yardimiyla |Ing T limitini alma gorevi igin

cebirsel teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir Ardindan, sirastyla analitik
teknik ve nlimerik teknigin kullanimma bagli olarak devreye giren ekolojik iligkiler

degerlendirilmistir. Elde edilen verilerden yararlanilarak analitik ve niimerik teknigin
. . oo . osinx
kullanimina yonelik lokal sit elde edilmistir. Sonrasinda, |In3 ~ limiti sikistirma

teoremi yardimiyla analitik teknik kullanilarak belirlenmistir.
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Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

]
Tanimsizlik \

Sikigtirma Oran )

. / Fonksiyon
teoremi " Belirsizlik
yardimiyla (0/0) Yakinsaklik

_ Reel Say1
lim sin x < S o
" N ralama
x>0 X Komsuluk ™ | Aralik/ Tamlik
limitini alma. Esitsizlik

Degisken /

. SIN X
Sekil 5.29. Sikistirma teoremi yardimiyla Ilrrg limitini alma gérevi igin cebirsel
X—

X

teknigin kullanimina yénelik lokal sit

. .. sin X ,
Analitik teknigin kullaniminda y=cosx, Yy = S ve y= 1 fonksiyonlarinin
COS X
analitik diizlemde cizilen grafiklerinden yararlanilarak,
. . osinx . 1
lim cosx<lim —<lim — (5. 19)
x—0 x—0 X x=>0 COS X

esitsizliginin nasil ortaya ¢iktigi belirlenir.  f(X) =cosx fonksiyonunda tanimsizlik
veya belirsizligin oldugu nokta bulunmadigi i¢in bu fonksiyonun grafigi ¢izilirken
polinom fonksiyonlarda limit alma goérev tipi igin analitik teknigin kullanimima bagh

olarak ortaya ¢ikan Sekil 5.1 lokal sitindeki ekolojik iliskilere ihtiya¢ duyulur.
1

g(x) :E fonksiyonunun grafigi c¢izilirken fonksiyonda tanimsizligin oldugu

noktalar bulundugu i¢in tanmmsizlik, asimptot ve sonsuzluk nesnelerinin ekolojik

de sin x . .

iligkilerinden yararlanilir. y=T fonksiyonu X=0 noktasinda belirsiz ve tanimsiz

oldugundan bu fonksiyonun grafigi cizilirken belirsizlik ve tanimsizlik nesnelerinin
ekolojik iligkileri devreye girer.
Niimerik teknigin kullaniminda X —>0 fonksiyonlardan elde edilen goriintii
sin x

degerlerine gore lim cosx<lim —— <Ilim
x—0 x—0 X x=>0  COS X

esitsizliginin saglandig1 belirlenir.

215



SIN X . .. C e .
y= ~ fonksiyonu x=0 noktasinda belirsiz ve tanimsiz oldugundan belirsizlik ve
tanimsizlik nesnelerinin ekolojik iliskilerine ihtiya¢ duyulur.
, , . oosinx L .
Sekil 5.30’da sikistirma teoremi yardimiyla Img ~ limitini alma gorevi i¢in

analitik ve nlimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir.

Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3
gonsuz'uk onksiyon

Asimptot Oran Reel Say1
Sikistirma Analitik I S{ralama/
teoremi Tanimsizlik Yakinsaklik amlik
yardimiyla
lim sin x (0/0) Aralik/ Egri
x>0 X Esitsizlik
limitini alma. Komsuluk Kartezyen
- Dogru /vKo_ordin_at
Degisken / Sistemi
Nokta .
Diizlem

sin x

Sekil 5.30. Stkistirma teoremi yardimiyla Iirrg limitini alma gorevi icin analitik ve
X—>

niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit

Sekil 5.30 incelendiginde, analitik teknigin cebirsel teknikten farkli olarak kritik
nesnelerden sonsuzluk ve asimptot nesnesi ile ekolojik bag kurdugu goriilmektedir. Bu
durum, sikistirma teoremi yardimiyla limit alma islemi yapilirken analitik teknigin
kullanimina bagli olarak daha zengin ekolojik iligkilerin ortaya ¢ikacagina isaret
etmektedir.

Sekil 5.31’de f(x)=cosx, h(x)= sinx ve g(x)= 1 fonksiyonlarinin
X COS X
grafikleri c¢izilmistir. Ardindan, Sekil 5.31°deki grafigin kesiti lizerinde Sikistirma
SIn X

teoremi yardimiyla analitik teknik kullanilarak Iirrg — limiti belirlenmistir.
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s X

¥ ! y ! } ,3 “""‘:’.C..

Flx)=cosx

sin
Sekil 5.31. f(x) =cosx, h(x) = TX ve g(x) = fonksiyonlarumin grafikleri

COS X

Sekil 5.31’de x=0noktasinda h fonksiyon grafiginin f ve g fonksiyonlarinin

grafikleri arasinda sikistigi goriilmektedir. Bu durumun X —0 limit islemine nasil

yansidigi, Sekil 5.32°de grafiklerin kesitleri tizerinde gosterilmistir.

Y

F 3

%0

. sinX
Sekil 5.32. Stkistirma teoremi yardimiyla, analitik teknik kullanilarak |Xlng ~

limitinin bulunmasi
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Sekil 5.31 incelendiginde sadece (f%) araliginda h(x):$ fonksiyon

grafiginin f ve g grafikleri arasinda kaldig1 goriilmektedir. Sekil 5.32 incelendiginde

ise leng h(x) limitinin belirlenmesinde f ve g fonksiyonlarmin referans fonksiyonlar

olabilmeleri igin 0€(—J, &) olacak sekilde en az bir araliktaki biitin X degerleri igin
f(x) <h(x)<g(x) esitsizliginin saglanmasinin yeterli oldugu goriiliir. Bu durumda

sin
(—5, o ) araliginda  h(X) :% fonksiyonunun degerleri diger iki fonksiyonun

degerleri arasinda kalmakta ve aym arahiktaki tim X, degerleri i¢in

lim f(x)<lim h(x) <lim g(x) esitsizligi saglanmaktadir. Buna gore,

X—Xg X—>Xg X—>Xg

lim cosx=1lim 1 1 oldugu i¢in 1<Ilim _sinx<1 itsizligi elde edilip limit
= =1 oldugu i¢in 1< <1 esitsizligi elde edilip limi

x—0 x—=0 COS X ¢ x—0 X $ g P

. . . sinXx e
isleminin sonucu |II’T(] Tzl olarak bulunur. Ortaya ¢ikan ekolojik iligkiler

degerlendirildiginde, analitik teknigin komsuluk nesnesi ile aralik esitsizlik nesneleri
arasindaki ekolojik iligkilerinin grafik {izerinde incelenmesine olanak saglayarak

lim f(x)<lim h(x) <lim g(x) esitsizliginin olusturulmasmna somut bir yaklasim
X—>Xp X—>Xg X—>Xg

getirdigi soylenebilir.

5.1.2.6.1. Ders kitaplarinda sikigtirma teoremi

AY ders kitab1 incelendiginde sikistirma teoremine % belirsizliginin oldugu

noktada limit alma gorev tipine yonelik orneklerin ardindan yer verildigi goriilmistiir.

Ders kitabinda sikistirma teoremi ile iligkili 3 tane 6rnege yer verildigi belirlenmistir.

. sinx
Bu 6rneklerden birincisinde Tablo 5.6’da oldugu gibi Ilrrg e limitinin sikigtirma

teoremi yardimiyla nasil alinabilecegi cebirsel teknik kullanilarak agiklanmistir. Diger 2

. . oosinx o . :

ornekte ise |Ing —— limit isleminin sonucundan hareketle referans fonksiyonlardan
X—> X

yararlanilmadan,

f(a)=0 = lim - _ iy SINMFO) _ ;) tanm f(x) _m

oasinnf(x) s nf(x) xa  nf(x) (m, neR) (5. 20)
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0zelligi kullanilarak limit alma islemlerinin yapildig1 goriilmiistiir.

Sekil 5.33’te referans fonksiyonlardan yararlanilarak limit alma isleminin

yapildigi ilk 6rnege yer verilmistir.

© oroek

lim 20X _ jim X = oldugunu gésterelim.
x—0 X x—0 Sinx

v Y
@ g’%iﬂ‘.]m
B|1 5 :T
Yandaki birim cemberde m(@) = x olsun. ; E
| |
| |
Buna gore lf’_ﬂl = X, |PH| = sinx ve [TA| = tanx tir. - X ,_E 14
X
(o] H JA
Dolayisiyla x e(O, %) icin [PH| < |PA| < [TA| esitsizligi
vardur.
-1(D
|PH] < | PA| < [TA| = sinx < x < tanx
inx t gy .
::gx siﬁx s?,r_:: (Vxe (0%) icin sin x > 0 oldugundan)
X 1
= 1< g% <Tosx
= COSX < S'—:x < 1 elde edilir.
Bu esitsizlikte her (¢ tarafin x — 0 icin limiti alinirsa ( lirra_ cosX = ling cosx=1ve
X— x-0°
lim cosx < lim 30X < fim 1 =1 < lim 20X < 1 olur. o5l i okellighindan)
x—0 x-0 X x—0 x-0 X

Dolayisiyla sikigtirma teoremine gore lin}) % =1 olur. Bu esitlikten yararlanarak

, X i
AT Sinx = AT Sinx
X
Iirr61 1
e Xwl) o iR HH

- i B 1 elde edilir.

lim =

x—~0

Sekil 5.33. Sikistirma teoremi yardimiyla limit alma gorev tipi icin cebirsel teknigin

kullamldigi bir ornek (AY 12. Simif Matematik Ders Kitabi, 5.37)

Sekil 5.33’te verilen 6rnegin ¢oziimiinde cebirsel teknigin komsuluk nesnesi ile
ortiik ekolojik iligkisinin,
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. . sinx . 1
lim cosx<lim <lim (5. 21)
Xx—0 x—0 X x=>0  COS X

esitsizliginin ortaya c¢ikis nedeninin agiklanmasini engelledigi goriilmektedir. Bu
ekolojik sorunun ortadan kaldirilmasinda cebirsel teknigin, komsuluk nesnesi ile agik
ekolojik iliskisi olan, analitik veya niimerik teknik kullanilarak desteklenmesinin etkili
olacag soylenebilir.

BY ders kitab1 incelendiginde sikistirma teoremine limit konusuna yonelik son

. e . .osinx :
Ozellikte yer verildigi gorilmiistiir. Bu bdliimde IIng —— limiti sikistirma teoremi
X—> X

yardimiyla alinmistir. Ardindan yapilan limit alma islemi y:m fonksiyonunun
X

grafigi yardimiyla analitik teknik kullanilarak desteklenmistir.
Sekil 5.34’te BY ders kitabinda yer alan ornek ve ¢izilen fonksiyon grafigi

verilmistir.

ispat:

Yandaki birim ¢emberde x agisinin rad- sin

yan cinsinden élgisi igin

1 B
|OC|=cosx, |PC|=sinx, |AB|=tanx, tanx /

|AC | = 1br dir. sir Fommmmm =

Sekilde OPC, OAB dik liggenleri ve QAP !

S o X AC Iy X
daire diliminin alanlarn arasinda, 1 0 cGsx || A(1, 0) cos

A

P C:p -
A(OPC) < A(OAP) < A(OAB) bagintisi

vardir.

A(C-)%(‘})= sinxécosx’ o

L
-«

-

— a X _ X
A(OAP)=m-1%. 5= =%

A(GAB) =222 ir

Sekil 5.34. Sikistirma teoremi yardimiyla limit alma gérev tipi icin cebirsel teknigin

analitik teknik ile desteklendigi bir 6rnek (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.24-25)

220



Buradan sinx-zcosx <5< tanx elde edilir.
sinx-cosx <x < tanx egitsizliginin her iki tarafim sinx ile bélelim {sinx > 0 olduduna dikkat
edelim.).
cosX < Si:lx < CO‘ISK veya
sinx 1
cosx < —— <55Ex% bulunur. Buradan,
" . sinx
XII_{T; COSX = xll_[ra ~~ = xl:_rpom
. sinx . sinx
1= xlm = 1dolayisiyla x“L"o % — 1bulunur.

- /
SRTTET T — i
Dosya Diizenle Gérinim Segenekler Araglar Pencere Yardim Oturum Ag...

‘ 1’7'.1 '; <

AL OO £] N | =2 & o

» Cebir Pencere5| X[+ Grafik e |XJ ’%§Hdll’m |
islev u- viMz|d Matematiksel Fonksiyonlar i
sin (x) ¢ +Ttm Komutiar

R 5 +3D I

i + Betikleme 1
1 Cebir
3 #Gizelge
2 +Dénuglim
#Finansal
/:'\ + GeoGebra -
T -3 2 -1 (01 2 3 4§ abs(x) sgn(x) “
2l ’ arg(x) eslenik(x) ‘..
=2 floor(x) | ceil(x)
-3 round(x) log(bx)
-4 exp(x) In(x)
5 | 19(x) Id(x)
sin(x) | asin(x).
2 'Melv\, = arnelv) snelvd |
r 2 o2 A LYaplgtlrJ (;evnrlm ig yardlrm goster =
Grigsinpgpd @ @
Yukandaki grafikte goraldaga gibi x degeri sifira sagdan ve soldan yaklagan degerler aldiginda
f(x) degeri 1 e yaklagsmaktadir. Buradan Iin& % =1 oldudu géralar.
X—

Sekil 5.34. (Devam) Sikistirma teoremi yardimiyla limit alma gérev tipi i¢in cebirsel
teknigin analitik teknik ile desteklendigi bir 6rnek (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi,
5.24-25)
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. . o . osinx .
Sekil 5.34 incelediginde lerrg ~ limitinin sikigtirma teoremi yardimiyla nasil

alinabileceginin cebirsel teknik kullanilarak AY ders kitabina benzer bir sekilde

aciklandig1 goriilmektedir. Ornegin ¢dziimiinde geometri yazilim pogrami kullanilarak

.. sin x . .. o o .
cizilen y=—— fonksiyonun grafigi incelendiginde X — 0 limit igleminin sonucunun
X

1 degerine esit oldugu goriilmektedir. Fakat f(X)=cosx ve g(x):i
COS X

fonksiyonlarmin grafiklerine yer verilmedigi ig¢in bu fonksiyonlarn limit alma
isleminde nasil referans alindigi analitik diizlemde incelenememektedir. (5. 21)
esitsizliginin ortaya ¢ikis nedeninin aciklanmasinda analitik teknigin komsuluk nesnesi
ile olan ekolojik iliskisinden yararlanilabilmesi i¢in analitik diizlemde c¢izilen 3

fonksiyonun grafigi tizerinde X — 0 limit incelemesi yapilmasina ihtiya¢ duyulmaktadir

5.1.2.7. /o belirsizliginin oldugu durumda limit alma

Tablo 5.7°de =2 belirsizliginin oldugu durumda limit alma gorev tipi icin
o0

cebirsel teknigin kullanimina yonelik prakseolojik analiz yapilmistir.

Tablo 5.7. belirsizliginin oldugu durumda limit alma gérev tipi icin cebirsel

o0

teknigin kullanimina yénelik prakseolojik analiz

22X +x -
=227

Gorev f(x) X fonksiyonunun X —» 00 limitini alma.

1.Adim X — 0 i¢in belirsizligi belirlemek.

Cebirsel 2.Adim f (X) fonksiyonunun payinda ve paydasinda bulunan en biiyiik kuvvete sahip

Teknik terimleri belirleyip diger terimleri limit hesabindan ¢ikarmak.

3
3.Adim Elde edilen y = 2% fonksiyonunda sadelestirme yapilip belirsizlik
X

kaldirilarak limit degerini lim 2 =2 olarak belirlemek.

X—»00
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Tablo 5.7. (Devam) * belirsizliginin oldugu durumda limit alma gérev tipi icin
o0

cebirsel teknigin kullanimina yonelik prakseolojik analiz

a x"+a X" +..+ax+a,
b X" +b, X" +..+bx+b,

1.Adim f(X) = (m, neN) fonksiyonunda X

- w (X) -y m . . . .
yerine o0 veya —0 yazildiginda — veya —— elde edilir. +— =K esitligini
o0 e8] o0

saglayan belirli bir K € R bulunmadigi i¢in X —> 00 fonksiyonda belirsizlik vardr.

2.Adim f fonksiyonunun pay1 ve paydasi en biiyiik kuvvete sahip terimlerine gore

. 1 1 1
X" a, Jram—Jra,HF+...+aoX—m

, X
A 1 1 1
X" (bn +bn_1;+bn_2 7+...+bO X“J

seklinde paranteze alindifinda, X —> %00 parantez igindeki sabit terimler disindaki
biitiin terimler sifir sayisia yakinsadig1 igin X —> F00 limit iglemi yapilirken bu

terimler ihmal edilebilir.

. oax" . o
3.Adim lim limitinde — belirsizligi vardir. Buna gore;
X0 bn X" 0
Teknoloji M > N ise sadelestirme islemi yapilarak belirsizlik su sekilde kaldirilir:
cooax™ o oaxtx™ o an
lim —2—=lim ————=lim —&x™"
X—>+00 bn X X—>+00 X x>o [
. a a -
M= giftise lim —x™" =" (do0)" " = o0,
X—>too bn bn

. . _ a - .
M—nN tek ise lim ﬁXm " :—””.(+oo)m " = o0 elde edilir.

X—>*to0 h b

e M=N ise sadelestirme islemi yapilarak belirsizlik kaldirildiginda limit
isleminin sonucu,

.ooaxt L ax' a4

lim —f—=Iim ——=Ilim —mzb—m

X—>to0 ann X—>to0 ann X—>Fo0 bn

olarak bulunur.
e M=<N ise sadelestirme iglemi yapilarak belirsizlik kaldirildiginda limit

isleminin sonucu,

. ax™ a x" ) a
lim =—=[|im —/— =1|im m_ =0

X—>oo ann T xoo ananfm X—>oo annfm

olarak bulunur.
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Tablo 5.7°de cebirsel teknik kullanilarak yapilan prakseolojik analizin teknoloji

bolimii ilk adimida f fonksiyonunun X — oo belirsizligi agiklanirken sonsuzluk ve

belirsizlik nesnelerinin ekolojik iliskilerine ihtiya¢ duyulmustur. Buna gore belirsizlik

% biciminde gosterilebildigi i¢in oran nesnesi belirsizligin ifade edilmesine ekolojik

(e8]
destek saglayarak bu nesneyi beslemektedir. Oran nesnesi boylelikle £— "un belirsizlik
(e8]

ifade  ettiginin  aciklanmasinda  devreye  girerek  sonsuzluk  nesnesinin
w . .

anlamlandirilmasina da katki saglamaktadir. Ayrica £— oranmn bir reel sayiya esit
o0

olmadig1 belirtilirken reel sayr nesnesi oran nesnesinin anlamlandirilmasina katki
saglayarak bu nesneyi ekolojik olarak beslemistir. Niimerik teknigin kullaniminda biitiin

bu ekolojik iliskiler bagimsiz degiskene verilen degerlerin f fonksiyonunun altindaki

goriintlilerine gore degerlendirilir. Bu durum, cebirsel teknigin kullanimina bagl olarak
devreye giren ekolojik iliskilerin niimerik teknigin kullaniminda da gecerli oldugunu
gostermektedir. Analitik teknigin kullaniminda ise bu ekolojik iliskilerin yani sira
belirsizlik nesnesinin dogru nesnesi ile olan ekolojik iligkisi de devreye girmektedir.

Buna gore, analitik diizlemde ¢izilen fonksiyon grafiginin yatay asimptot dogrusu ile

kesismeme durumuna bagli olarak f(x) fonksiyonunda i belisizliginin olduguna
(e8]

karar verilir. Dogru nesnesi bdylelikle sonsuzluk nesnesinin anlamlandirilmasina katki
saglayarak bu nesneyi beslemis olur. Ayrica, yatay asimptotun fonksiyon egrisi ile
kesismeyen ozel bir dogru seklinde nitelendirilebilmesi asimptot nesnesinin de dogru
nesnesinden beslendigini gostermektedir.

Tablo 5.7’deki prakseolojik analizin teknoloji boliimii ikinci adiminda paranteze
alma islemi yapilirken cebir ve fonksiyon bilgisine ihtiya¢ duyulur. Parantez igindeki
sabit terimler disindaki biitiin terimler sifir sayisina yakinsama durumu cebirsel ve
niimerik teknik kullanilarak agiklanirken sonsuzluk nesnesinin oran nesnesi ile
komsuluk nesnesinin yakinsaklik nesnesi ile ekolojik iliskilerine ihtiya¢ duyulur.
Analitik teknigin kullaniminda ise f fonksiyonu ile bu fonksiyonun bazi terimlerinin

3

) 2X . S
¢ikarilmas1 sonucunda elde edilen Y=-—- referans fonksiyonunun grafiklerinin
X

X — oo analitik diizlemde karsilagtirilmasina ihtiya¢ duyulur. Bu asamada sonsuzluk ve
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komsuluk nesnelerinin ekolojik iliskilerinin yan1 sira asimptot nesnesinin oran nesnesi

ile ekolojik iligkileri devreye girer. Buna gore f fonksiyonu x — oo degerler alirken

elde edilen oran degerlerine bagli olarak fonksiyon grafiginin y =2 asimptot dogrusuna

3

2X . o
yaklastig1 belirlenir. Y =—- fonksiyonunun da x—c ikiye yakinsamasi bu
X

fonksiyonlarin X — oo limit iglemi i¢in referans alinabilecegini gosterir.

3

2X .
Prakseolojik analizin teknoloji boliimii 3.adiminda y=—- fonksiyonunun
X

sadelestirilmesi ile birlikte limitin sonucu lim 2=2 olarak bulunmustur. Bu agamada

X—00

limit igleminin sonucunun belirlenmesinde polinom fonksiyonlarda limit alma goérev
tipinin daha Once belirlenmis olan ekolojik iligkilerine ihtiyag duyulacag

goriilmektedir. Buna gére y =2 polinom fonksiyonunda bagimsiz degisken olmadigi

icin limit isleminin sonucu lim f(X) =2 olarak bulunmus olur.

X—0

Sekil 5.35’te ® belirsizliginin oldugu durumda limit alma gorev tipi i¢in
o0

cebirsel, analitik ve nlimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir.

Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

onsuz u FonkSIyon

Oran eel Say1
F00 = 2 + %2 —x iralama/
. Y akinsaklik Tamlik
fonksiyonunun
X —> oo limitini Aralik/ Egri
\/

alma sitsizlik

0

Kartezyen
Dogru Koordinat
Sistemi

Nokta \
Diizlem

Sekil 5.35. * belirsizliginin oldugu durumda limit alma gorev tipi icin cebirsel,
o0

— Deglsken

analitik ve niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit
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Ornek 5.6’da, Sekil 5.35’te verilen ekolojik iliskilerden yararlanilarak cebirsel ve

niimerik teknigin bir arada kullanildig1 sonsuzda limit alma islemi yapilmistir.
, 2X% + X2 =X
Ornek 5.6. f(X)= — 81 fonksiyonunun X — oo limitini bulma.

Coziim f fonksiyonunda X yerine oo yazildiginda 2 elde edilir. Z=a
e e} o0

oldugu varsayilsin. Bu esitlikte icler dislar carpimi yapildiginda,

00 = a.00 (5. 22)

elde edilir. (5. 22) esitligini saglayan belirli bir @ reel say1 bulunamayacag igin ©
o0

belirsizlik ifade eder. Bu durumda (varsa) limit degerinin bulunabilmesi igin

belirsizligin kaldirilmasi gerekir. Belirsizligin kaldirilmasi igin f  fonksiyonunun pay

ve paydas1 x° parantezine alindiginda,

(5. 23)

elde edilir. (5. 23) ifadesinde X yerine oo yazildiginda parantezlerin i¢inde bulunan l,
X

1 ve 1
x> X3

terimlerinin sifira yakinsadig goriiliir. Bu durumda X degerleri sonsuza

3

. 1 1 1 . . . c e
giderken —, — ve — terimlerinin limit isleminin sonucuna etki etmeyecegi goriiliir.
X X

(5. 23) ifadesinde bu terimlerin ¢ikarilmasi sonucunda,
y=—0r (5. 24)
X

referans fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon baslangictaki f fonksiyonunun payinda

bulunan x*,—X terimlerinin ve paydasinda bulunan 1 teriminin X — o0 limit islemi
yapilirken ihmal edilebilecegini gostermektedir. (5. 24) fonksiyonun X —oco limit
almada nasil referans kabul edilebilecegi Tablo 5.8 ve Tablo 5.9’da olusturulan

niimerik degerler tablosu yardimiyla incelenmistir.
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2x3 + x2 —x

Tablo5.8. f(x)= 1 fonksiyonunun X — o aldigi bazi degerler
X 1 5 10 50 100 500
2x% + x> =X
f(X)= ——5— 1 2,142857  2,087912 2,019583  2,009897  2,001995
x*+1
X 1000 5000 10000 50000 100000 X — 00
2 + X% =X
f(x)= ——=——— 2000998  2,000199  2,000099 ~ 2,000019  2,000009 2
X*+1
£ () 23+ x2 =X , , . .
(x) = Tl fonksiyonunun payindaki —X ve paydasindaki 1 teriminin

3 2

X +X .
cikarilmasiyla elde edilen Y=T fonksiyonunun X —o0 almis oldugu bazi

degerler Tablo 5.9°da verilmistir.

X +x°
Tablo5.9. y= —F fonksiyonunun X — oo aldigi bazi degerler

X 1 5 10 50 100 500
2 +x
ST ¢ 3 2.2 21 2.02 201 2,002
X 1000 5000 10000 50000 100000 X —> 0
2x3 + x?
=——— 2001 2,0002 2,0001 2,00002 2,00001 2
X

Tablo 5.8 ve Tablo 5.9 karsilastirildiginda, X artan degerler aldik¢a her iki

3
fonksiyonunda 2 degerine yakinsadigi goriilmektedir. Bu deger ayn1 zamanda y = 2%
X

fonksiyonunun sadelestirilmesi sonucunda elde edilen degere esittir. Bagka bir ifadeyle,
2%° +x° - 2x° +x° 2x°

. X . .
Iim ————=Iim ———=Ilim —=2 5.25
X—00 X3 +1 X300 X3 x>0 X3 ( )

esitligi elde edilmistir. Bu durumda f(X) fonksiyonunda X—o0  limit iglemi
yapilirken fonksiyonun payinda ve paydasinda bulunan en biiyiikk kuvvete sahip
terimlerin katsayilar1 oranina gore limit igleminin sonucu belirlenebilir.
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Ornek 5.6’nm ¢oziimiinde, f fonksiyonunun pay ve paydasmin x* parantezine

1

: : 1 1 . -
alinmasi ile elde edilen —, — ve — terimlerinin X —oo sifir reel sayisina
X X X

3

X . e .
yakinsamasina bagli olarak y=—- referans fonksiyonu elde edilmistir. Bu durum
X

2x° .. . e : S
y=—"lin f fonksiyonunun X—co limiti i¢in referans fonksiyon olabileceginin
X

belirlenmesinde yakinsaklik nesnesi ile reel say1 nesnesi arasindaki ekolojik iliskilerin

Oonem kazandig1 gostermektedir.

5.1.2.7.1. Ders kitaplarinda ® belirsizliginin oldugu durumda limit alma
o0

Tablo 5.7°de verilen prakseolojik analizin teknoloji boliimii incelendiginde, limit

. . . . . . .. . . .. oo ] oo . w
alma islemini belirsizlik kavraminin yonlendirdigi goriiliir. Bunun nedeni, — oraninin
o0

belirli bir reel sayiya esit olmamasina bagli olarak limit almada kullanilacak referans

fonksiyon arayisina gidilmis olmasidir. Bu nedenle prakseolojik analizin teknoloji

boliimii l.adiminda belirsizligin = limit alma islemine nasil etki ettiginin

degerlendirilebilmesi i¢in Oncelikle bu nesnesinin agiklanmasina ihtiya¢ duyulmustur.

Bu durum dikkate alinarak = belirsizliginin oldugu durumda limit alma gorev tipine
o0

ilisgkin bolimlerin incelenmesine ge¢ilmeden oOnce Ogretim programi ve ders

. 0 P g
kitaplarinda — belirsizligine nerede ve nasil yer verildigi arastirilmistir.
(e 0]

Sekil 5.35 lokal sitinde belirsizlik nesnesi ile dogru ve egri nesneleri arasinda da
ekolojik iligki zinciri kuruldugu goriilmektedir. Bu durum fonksiyon egrisi ile asimptot
dogrusu arasindaki ekolojik iligkinin 2 belirsizliginin  geometrik  olarak

o0
anlamlandirilmasina hizmet ettigini gostermektedir. Buna gore 6gretim programinda
belirsizlik kavraminin agiklanmasi igin uygun konular fonksiyonlar ve limit olarak

belirlenmistir.
Daha once % belirsizligine nasil yer verildiginin degerlendirilmesi amaciyla

Ogretim programi incelendiginde fonksiyonlar konusunun alt bagliklarina 9, 10 ve 11.
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siuf diizeylerinde yer verildigi belirlenmisti. Ogretim programinda fonksiyonlar

konusuna iligkin kazanimlar ve yonergeler incelendiginde 2 un neden belirsizlik ifade
o0

ettigine yonelik bir aciklamaya yer verilmedigi goriilmiistiir. Ogretim programinin

tamami incelendiginde de benzer bir durumla karsilasilmistir. Ogretim programinda 12.

sinif diizeyinde limit alma isleminde 2 belirsizlik durumuna yer verildigi halde, bu
o0

belirsizligin agiklanmasina yonelik bir ifadeye rastlanmamuistir. 9, 10 ve 11. siniflarda

okutulan matematik ders kitaplarmin fonksiyonlar konusuna yonelik alt basliklari

incelendiginde, Ogretim programina paralel bir sekilde, e belirsizligine yonelik
o0

herhangi bir aciklamaya yer verilmedigi goriilmiistiir.

AY 12. simif matematik ders kitabinda — belirsizliginin oldugu durumda limit
o0

alma gorev tipine sikistirma teoremi yardimiyla limit almaya yonelik Orneklerin

ardindan yer verildigi belirlenmistir. Bu gorev tipi icin ilk olarak * belirsizliginin
0

oldugu durumda limit alma isleminin nasil yapildigina iligkin bir boliim yer almaktadir.

[a 4] . TR
— Belirsizligi
L= &)

N olmak i a,x"+..+a,x+a,
MmN SL Mo maglzere xl@m b x"+...+bx+b,

. . o Pl T
ifadesinde = belirsizligi vardir.

Buna gore

i an)(“+an_1x'“*1 +..+a8,X+3a, &,
lim = =1 olur.
x—7e b x"+b_ x""+..+b x+b, b,

Sekil 5.36. =z belirsizliginin oldugu durumda limit alma gérev tipi i¢in kuralin yer
o0

aldig1 boliim (AY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.42)

Sekil 5.36 incelendiginde oran ve reel sayr nesneleri arasindaki ekolojik

iligkilerden yararlanilarak ® belirsizliginin nasil ortaya ¢iktiginin agiklanmadig
o0

goriilmektedir. Bu durum, ® belirsizliginin ne anlama geldiginin ve limit alma
o0
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islemine nasil etki ettiginin degerlendirilmesini engelleyen ekolojik bosluklarin

olusmasina neden olmaktadir.

Sekil 5.36’da belirsizliginin oldugu durumda limit isleminin nasil

o0
yapilacagina,

lim aX"+a, X" +.ax +a _a,
e b X" +b X"+ X b, b

(5. 26)

n

seklinde bir kural olarak yer verildigi goriillmektedir. Tablo 5.7’de yapilan prakseolojik

analiz incelendiginde ders kitabinda bu kuralin nasil ortaya ¢iktigmma yonelik bir

aciklamaya yer verilmis olmasinin * belirsizliginin nasil kaldirildigina yonelik
0

2.teknolojinin agiklanmasinda ekolojik bosluklarin olusmasina neden oldugu

anlasilmaktadir. Bu ekolojik boslugun giderilmesinde, fonksiyonun pay ve paydast X"
parantezine alindiktan sonra, komsuluk yakinsaklik ve reel say1 nesneleri arasindaki
ekolojik iligkilerden yararlanilarak X — too limit islemi yapilirken hangi terimlerin
thmal edilebileceginin belirlenmesi ve elde edilen referans fonksiyon yardimiyla limit
alma islemine devam edilmesinin etkili olacagi sdylenebilir.

AY ders kitabinda Sekil 5.36’da verilen aciklamanin ardindan oo/
belirsizliginin oldugu durumda limit alma gorev tipine yonelik cebirsel teknigin tek

basina kullanildig: 2 tane ornek yer verilmistir. Sekil 5.37°de ilk 6rnege yer verilmistir.

[ ek

Agagida verilen limitleri hesaplayalim.

a) lim 3x2—4dx+1
Xt XZHX+2

. x=2){dx2-5%x+1)

B im, S T ax -1

Sekil 5.37. /oo belirsizliginin oldugu durumda limit alma gorev tipi i¢in bir ornek

(AY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.42)
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@:@’ Am

a) lim 5x2—4x+1 im 3x2
xetoo X2HX+2  xetos X2

= lim 3
X—+too
=3 tdr.
X2 -5x+1) . x-4x2
B) M, o xZi a1 i Toxd
g 4x3
=M, 53
= [im 2
X—+—0
=2 olur

Sekil 5.37. © belirsizliginin oldugu durumda limit alma gorev tipi igin bir 6rnek
o0

(AY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.42)

Sekil 5.37 incelendiginde (5. 26)’da verilen kural uygulanarak limit alma

islemlerinin yapildig1 gériilmektedir. Ornegin sirasiyla a ve b kisimlarinda X — oo

2 3

limit alma islemi yapilirken y=?’i2 ve y =% fonksiyonlarinin  nasil
X X

kullanilabildigine ve neden kullanildigina yonelik bir agiklamaya yer verilmemistir.

Ayrica, Ornegin ¢oziimii cebirsel teknige yardimcit bir teknik kullanmilarak

desteklenmemistir. Bu durum Sekil 5.36’da verilen kuralin teknolojilerine yer

verilmemesine bagli olarak ortaya cikan ekolojik bosluklarin yardimci bir teknik

kullanilarak giderilmesini engellemistir.

BY 12. smif matematik ders kitabinda — belirsizliginin oldugu durumda limit
0

alma gorev tipine %(a;tO) tammsizligimin oldugu noktada limit alma gorev tipine

yonelik bir 6zellikten sonra yer verildigi belirlenmistir. Bu bolimde ilk olarak 2
o0

belirsizliginin oldugu durumda limit alma islemi geometri yazilim programindan
yararlanilarak fonksiyon grafigi lizerinde agiklanmustir. Sekil 5.38’de analitik teknigin

kullanildig: bu boliime yer verilmistir.
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Bilgi iletisim Teknolojisi

2_
Bilgisayar programin kullanarak ,'l"l. 7xxz 1 degerini bulalim.

GeoGebra programinm ¢aligtiralim.

Girig bolimine f(x)=(7x%—1)/x? yazalim. Enter tuguna bastimizda f(x) fonksiyonunun
grafigini ¢izmis oluruz.

==
Dosya Dizenle Gérinim Segenekler Araglar Pencere Yardim Oturum Ag...
s\ il Bl T el s | ) s =l
DY BRI PANREIED | o
» Cebir Penceresi %I ~ Grafik X
Dofru _[1nc~ ;
g:y=7
Islev 7
72—
® [x) = 2 5 1 $
i 5

-~

6 -7 -6 -5 4 -3 -2 1||4d 1 2 3 4 5 8 7 & 9 10

Girlg: f{x)=(7x-1)/x? 5

Yukaridaki grafikte goriildagi gibi x dederi —oo ve +co a yaklagan degerler aldiinda f(x) de-

2
D=1~ 7 oldugu gortir

geri 7 ye yaklagmaktadir. Buradan xli.":'c

Sekil 5.38. ® belirsizliginin oldugu durumda limit alma gérev tipi icin analitik
o0

teknigin kullamimi (BY 12. Stif Matematik Ders Kitabi, 5.22)

7x* -1

X2

Sekil 5.38 incelendiginde f(X)=

fonksiyonunda X — oo limit alma islemi
yapilirken =z belirsizliginin nasil ortaya ¢iktigmma yonelik bir aciklamaya yer
o0

verilmedigi goriilmektedir. Bu durum, © belirsizliginin limit alma islemini nasil
e 0]
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yonlendirdiginin incelenmesini engelleyen ekolojik boslugun olusmasina neden

olmaktadir.

7x* -1

X2

Sekil 5.38’de yer alan grafigin f(x) = fonksiyonunda X — oo limit alma

islemi yapilirken fonksiyonun payinda yer alan -1 teriminin nasil ihmal edilebileceginin
aciklanmasma ekolojik katki sagladigi soylenebilir. Buna karsilik grafikte y=7
asimptot dogrusuna yer verilmedigi goriilmektedir. Sekil 5.35 lokal sitinde yer alan
asimptot nesnesinin ekolojik iligkileri degerlendirildiginde, f fonksiyonu ile y=7
asimptot dogrusunun grafiklerine bir arada yer verilmesinin e belirsizliginin oldugu
o0
durumda yapilan limit alma islemine Onemli ekolojik katkilar saglayacagi
goriilmektedir. Sekil 5.35 lokal sitinde sonsuzluk, belirsizlik ve asimptot nesnelerinin

dogru nesnesi ile ortak ekolojik iliskilerinin oldugu goriilmektedir. Bu durum fonksiyon
egrisi ile asimptot dogrusu arasindaki ekolojik iligkinin i belirsizliginin ve
e}

sonsuzlugun geometrik olarak anlamlandirilmasina hizmet ettigini gdstermektedir. Buna
gore Sekil 5.38’de fonksiyon grafigi ile birlikte Yy =7 asimptot dogrusunun grafigine
de yer verilmesi, sonsuzluk ve belirsizlik nesnelerinin  ekolojik iliskilerinin

gliclendirilmesine katki saglayacaktir. Fakat BY ders kitabinda asimptot kavramina

. .- . . © R TV o
tirev konusunda yer veriliyor olmasi1 asimptot nesnenin —  belirsizliginin oldugu
o0

durumda limit alma gorev tipine ekolojik katki saglamasini engellemektdir. Bu durum
analitik teknigin kullanimina bagli olarak devreye giren teknolojilerin Ornegin
¢Ozlimiinde biitiinliyle gerceklestirilmesine engel olmaktadir.

BY ders kitabinda Sekil 5.38’de verilen boliimiin ardindan ayni gdrev tipinin
cebirsel teknik kullanilarak nasil gerceklestirilebilecegi Ozellik olarak verilmistir.
Ozelligin hemen ardindan cebirsel teknigin tek basma kullanildigr bir drnege yer

verilmistir.
Sekil 5.39°da i belirsizliginin oldugu durumda limit alma gorev tipine yonelik
(e8]

ozelligin yer aldig1 boliim ve cebirsel teknigin kullanildig1 6rnek yer almaktadir.
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Sekil 5.39. i belirsizliginin oldugu durumda limit alma gorev tipi i¢in cebirsel
(e8]

teknigin kullanmimina yénelik ozellik ve érnek (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabt,
5.22-23)

2

.. +
Sekil 5.39’un Ozellik boliimiinde y = s 2_1 fonksiyonunun pay ve paydasinin
X

x* parantezine alinip sadelestirilmesi sonucunda limit islemine y = aiiz fonksiyonu
X
ile devam edilmistir. Boylelikle komsuluk, yakinsaklik ve reel say1 nesneleri arasindaki

ekolojik iligkilerden yararlanilarak —- teriminin limit igleminin sonucuna etki
X

2

X2

etmeyecegi belirlenmistir. Yapilan bu islemler y = fonksiyonunun X — oo limiti

2

almirken +1 teriminin ihmal edilebilecegi ve elde edilen y = aiz referans fonksiyonu
X

yardimiyla limit alma islemine devam edilebileceginin agiklanmasina ekolojik destek

saglamistir. Sekil 5.39°daki ornekte ise verilen 6zellige bagl olarak limit islemlerinin

sonuglar1 belirlenmistir.

234



5.2. Ders Kitaplarinin Siireklilik Konusu Kapsaminda Analizi

Calismanin bu boliimiinde ilk olarak 12. simif matematik Ogretim programi
incelenerek siireklilik konusu kapsaminda gorev tipleri belirlenmistir. Ardindan,
belirlenen gorev tipleri igin lokal sitler olusturulmus ve bu sitler temel alinarak ders

kitaplarinda bulunan 6rneklerin ¢oziimleri ekolojik acidan degerlendirilmistir.

5.2.1. Siireklilik konusu icin gorev tiplerinin belirlenmesi

Ogretim programinda siireklilik konusu ile ilgili tek kazanim yer almaktadir. Bu
kazanim ve acgiklamalar1 asagida verilmistir.

Bir fonksiyonun bir noktadaki siirekliligini aciklar.

e Fonksiyonun siirekliligi ancak tanim kiimesindeki noktalarda arastirilir. Ornegin,

f(X):l fonksiyonunun  x=0 noktasindaki siirekliligini tarismak, X=0 bu
X

fonksiyonun tanim kiimesinde yer almadigindan anlamsizdir.
e Fonksiyon grafigi iizerinde siirekli ve siireksiz noktalar buldurulur.
e Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilarak fonksiyonlarin tablo ve grafik

gsterimleri yardimuyla siireklilik uygulamalar1 yaptirilir (MEB, 2013, 5.45).

Buna gore siireklilik ile ilgili {i¢ gdrev tipinin Ogretim programinin amacina
yonelik tipik gorevler olarak ifade edilebilecegi goriilmektedir. Bu gorev tipleri
sunlardir:

1. I¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi
2. Ug noktadaki siirekliligin incelenmesi
3. Fonksiyonun siirekliliginin incelenmesi

Bu gorev tiplerinden ilk ikisini birbirinden ayiran neden; u¢ noktadaki siirekliligin
incelenmesi gorev tipinde tek tarafli limit alma isleminin, i¢ noktada siirekliligin
incelenmesi gorev tipinde ise iki tarafli limit alma isleminin s6z konusu olmasidir. Bu
durum, iki gorev tipinin teknik ve teknolojilerinde farklilarin ortaya ¢ikmasina neden
olmaktadir.

Gerek i¢ nokta, gerekse u¢ noktadaki siireklilik incelenirken 3 farkli durum
siireksizlige neden olabilmektedir. Bu durumlar i¢ nokta ve u¢ nokta siirekliliginin alt
gorev tipleri olarak belirlenmistir. Bu gorev tipleri sunlardir:

a) Fonksiyonun tanimsiz oldugu bir noktadaki siirekliligini inceleme
b) Fonksiyonun tanimli ve limitsiz oldugu bir noktadaki sitirekliligini inceleme

c) Fonksiyonun tanimli ve limitli oldugu bir noktadaki siirekliligini inceleme

235



l.alt gorev tipinde, siirekliligin tanimi geregi, fonksiyonun bir noktada tanimsiz
oldugunun belirlenmesi bu noktada siireksiz olduguna karar verilmesi icin yeterli
oldugundan limitin incelenmesine gerek kalmamaktadir. 2. alt gorev tipinde
fonksiyonun bir noktada siireksiz olduguna karar verilmesinde bu noktada sagdan veya
soldan (u¢ nokta ise tek taraftan) limitsiz oldugunun veya limitlerin esit olmadiginin
belirlenmesi gerekmektedir. 3. alt gorev tipinde ise Once fonksiyonun limitinin
belirlenmesi, ardindan limit degerinin fonksiyonun bu noktadaki degerine esit olup
olmadigimin incelenmesi gerekmektedir. Dolayisiyla bu ii¢ alt gorev tipinin teknikleri
belirli noktalarda farkli adimlar i¢ermektedir.

3. temel gorev tipi, fonksiyonun basta kritik noktalar1 olmak tizere tanimli oldugu
araliktaki tiim noktalarinda stirekliliginin degerlendirilmesini gerektirdigi icin teknik
acidan daha karmasik bir gorev tipidir. Bu nedenle fonksiyonun siirekliliginin
incelenmesi son gorev tipi olarak belirlenmistir.

Siireklilik ile ilgili kazanim incelendiginde bir noktadaki siireklilige vurgu
yapildigi ve fonksiyonun siirekliliginden bahsedilmedigi goriilmektedir. Bununla
birlikte ikinci agiklamadan, grafik iizerinden fonksiyonun siirekli ve siireksiz oldugu
noktalarinin incelenmesinin 6ngoriildiigii anlagilmaktadir. Bu durumda 3.temel gérev
tipinin de &gretim programinda yer aldigin1 sdylemek miimkiindiir. Kazanimin ikinci
aciklamasindan hareketle bir fonksiyonun siirekliliginin incelenmesinde analitik teknik
kullantminin 6nerildigi de sdylenebilir. Diger yandan kazanimin ilk aciklamasinda bir
fonksiyonun siirekliliginin sadece fonksiyonun tanimli oldugu noktalarda incelenmesini
gerektirdigi belirtilerek 1. alt gorev tipi devre dis1 birakilmustir. Ogretim programinda
yer alan bu agiklama ““Fonksiyonun tanimsiz oldugu noktada neden siireksiz oldugu ve
bu noktada fonksiyonun limitinin arastirtlmasina neden gerek duyulmayacagi lizerinde
durulur.”” seklinde yapilsa idi bu alt gorev tipine ve onunla beraber gelen teknolojik
aciklamalara yer verilmis olunurdu.

Kazanimin son agiklamasinda bilgi ve iletsim teknolojilerinin kullanimina atifta
bulunulmasi, niimerik ve analitik teknigin 6n planda olacagimi gostermekte ve bu iki

teknigin i¢ ice kullanimini destekleme amaci tagimaktadir.

5.2.2. Siireklilik konusu lokal sitlerine gore ders kitaplarinin analizi

Bu boéliimde limit alma gorev tipleri igin belirlenen ekolojik iliskilerden

yararlanilarak, siireklilik konusuna yonelik gorev tiplerinin gergeklestirilmesinde
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hangi ekolojik iligkilerin ortaya ¢iktig1 degerlendirilmistir. Sonrasinda elde edilen
verilerden yararlanilarak ders kitaplarinda stireklilik konusuna yonelik ornek

¢Ozlimlerinin ekolojik analizleri yapilmistir.

5.2.2.1. I¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi

Bir fonksiyonun tanim kiimesinde yer alan bir noktasindaki siirekliligi, noktanin
bulundugu yere gore i¢c noktadaki ve u¢ noktadaki stireklilik olmak tlizere iki farkli

sekilde incelenir.

Uc Nokta ﬁ
Siirekliligi Ug Nofta
Siirekliligi
y=f(x)

I¢ Nokta
Stirekliligi

R

Sekil 5.40. U¢ noktada ve i¢ noktada siireklilik

Sekil 5.40’da verilen fonksiyon grafiginde x, ve x, apsisli noktalar fonksiyonun
uc noktalariyken X, E(Xl,Xg) apsisli nokta fonksiyonun i¢ noktasidir. Siirekliligin

tanimi geregi bu fonksiyonun X, noktasinda siirekli olabilmesi i¢in bu noktada limitli

olmast ve limit degerinin fonksiyonun goriintiisiine esit olmas1 gerekir. Bu durum, bir
noktadaki siirekliligin incelenmesinde limit alma islemi yapilirken devreye giren
ekolojik iliskilere ihtiyag duyulacagim gostermektedir. Ornegin bir polinom
fonksiyonun bir noktadaki siirekliligi incelenirken 6nce bu noktada limitli olup olmadig:
degerlendirilir. Bu asamada polinom fonksiyonlarda limit alma gorev tipi i¢in devreye
giren Sekil 5.1 lokal sitindeki ekolojik iligkilere ihtiya¢ duyulur. Ardindan fonksiyonun
sirekliligin incelendigi noktadaki degerinin elde edilen limit degerine esit olup olmadigi
belirlenir. Bu asamada da yine Sekil 5.1 lokal sitinde yer alan nesneler arasindaki

ekolojik iliskiler devreye girer. Buna gore, fonksiyonun degeri cebirsel veya nlimerik
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teknik kullanilarak belirlenirken, fonksiyonun bagimsiz degiskenine tanim araliginda
yer alan bir reel say1 degeri verilecegi icin Sekil 5.1 lokal sitinde yer alan degisken,
aralik/esitsizlik, fonksiyon ve reel sayr nesneleri arasindaki ekolojik iliskilerden
yararlanilir. Analitik teknigin kullaniminda ise bu durum fonksiyon grafigi iizerinde
incelenecegi i¢in Sekil 5.1 lokal sitinde yer alan geometrik nesnelere de ihtiya¢ duyulur.

Bir fonksiyonun bir noktada siireksiz olmasina neden olabilecek ii¢ farkl
durumdan biri bu noktada tanimsiz olmasidir. Bu durumda fonksiyonun, limiti

incelenmeksizin, sadece tanimsiz oldugunun belirlenmesi bu noktada siireksiz
oldugunun sdylenebilmesi icin yeterlidir. Ornegin, f(x) :i fonksiyonunun x=0
noktasindaki siirekliligi incelenirken bu noktada tanimsiz oldugunun belirlenmesi
yeterlidir. Bu durumda daha 6nce f(X) :% fonksiyonunun x =0 noktasindaki limitini

inceleme gorevi icin tanimsizligin belirlenmesinde devreye giren ekolojik iliskilere
ihtiyac duyulur.
Bir fonksiyonun tanimli fakat limitsiz oldugu bir noktadaki siirekliligi

incelenirken limitsizlige hangi durumun neden oldugu 6nem kazanmaktadir. Ornegin
bir fonksiyonun, f (x) zi fonksiyonunun kritik noktasinda da oldugu gibi, sagdan
veya soldan limitinin sonsuza iraksanmasina bagli olarak limitsizlik durumu ortaya
ciktyor ise bu durumda f (x) :% fonksiyonunun X =0 noktasindaki limitini inceleme

gorevi icin devreye giren ekolojik iliskilere ihtiyag duyulur. Buna karsilik,

Xx+3, -—-5<x<-1
f(X)={

12 _1<x<? pargali fonksiyonun da oldugu gibi, sag limit degerinin

sol limit degerine esit olmama durumu var ise bu durumda limitsizligin belirlenmesinde
parcall fonksiyonlarda limit alma gorev tipi i¢in devreye giren ekolojik iliskilere ihtiyag
duyulur.

X+3, -5<x=<-1

) pargali fonksiyonunun tanimli ve
X“+2, -1<x<2

Sekil 5.41°de f(x) ={

limitsiz oldugu kritik noktasinda siirekliliginin incelenmesine bagli olarak devreye giren

ekolojik iliskiler verilmistir.
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Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

Fonksiyon
T //: eel Say1
X+3, -h<x<-1 animsizh
f(x):{ : ™ Aralik/ alama/
X+2, -1<x<2 /1 Esitsizlik amlik
fonksiyonunun '\, Komsulu
x=-1 Analitik | Yakinsakli Egri
noktasindaki Degisken /
siirekliligini ) ) / Dogru Kartezyen
. - Niimerik
inceleme. —— Nokta .7 —Koordinat
Sistemi
Diizlem

Sekil 5.41. Fonksiyonun tanimli ve limitsiz oldugu bir noktadaki siirekliligini inceleme

gorev tipi icin cebirsel, analitik ve niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit

Xx+3, -5<x<-1

arcali fonksiyonunun tanimli ve
X +2, —-1<x<2 parg y

Ornek 5.7°de f(X) :{

limitsiz oldugu kritik noktasindaki siirekliligi cebirsel ve analitik teknik bir arada
kullanilarak Sekil 5.41°deki ekolojik iligkiler yardimiyla incelenmistir.
X+3, -5<x=<-1

, fonksiyonunun X=-1 noktasinda
X“+2, —-1<x<2

Ornek 5.7. f(X)={

stirekliligini inceleme.

Coziim Sekil 5.42°de, f pargali fonksiyonunun koordinat diizleminde ¢izilen
grafiginden yararlanilarak X =-1 noktasindaki siirekliligi incelenmistir.

Sekil 5.42°de verilen f pargali fonksiyonun tanim kiimesi [—5,2] kapali
araligidir. Grafige gore fonksiyonun tanim kiimesinde —1e(a, b) olacak sekilde bir
(a, b) aralig: belirlenebilir. (&, —1) arahgi igin f fonksiyonunun g(x) = X+3 pargasi
tanimlt oldugundan, X—>-1" limit degerinin belirlenmesinde ¢ fonksiyonundan
yararlanilir. Buna karsilik (—1, b) aralig1 i¢in fonksiyonun h(X) = x> +2 parcasi tanimli

oldugundan X — —1" limit degerinin belirlenmesi i¢in h fonksiyonu devreye girer.
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g(x), —-5<x<-1

f(x){h(x), l<x<2

NG Y M
L J
=

Sekil 5.42. T parcali fonksiyonunun tanimli ve limitsiz oldugu bir noktadaki

stirekliliginin incelenmesi

Cebirsel teknik kullanilarak f fonksiyonunda X ——1" limit degeri,

lim f(x)= lim x+3=-1+3=2 (5. 27)

x— -1 x— -1
olarak bulunur. Buna karsilik X ——1" limit degeri,

lim f(x)=lim x*+2=1+2=3 (5. 28)

x— -1 Xx— -1

olur. lim f(x)# lim f(x) oldugundan f fonksiyonu x — —1 limitsizdir. Bu durum
x— 1"

X—-1"
fonksiyon grafiginin X =-1 noktasinda kopukluga neden olmaktadir. Sonug olarak, f

fonksiyonu X =-1 noktasinda siireksizdir.

Bir fonksiyon bir noktada tanimli ve limitli oldugu halde, limit degerinin
fonksiyon degerine esit olmamasina bagli olarak bu noktada siireksiz olabilir. Bu gorev
tipi gerceklestirilirken devreye girecek olan ekolojik iligkilerin belirlenmesinde

siirekliligi ~ incelenen  kritik noktanin  6zelligi ~6nem  kazanir.  Ornegin,

sin x

, X#0 . . . :
f(x)=9 x fonksiyonu x=0 noktasinda limit degerinin fonksiyon
2 , x=0
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degerinden farkli olmasina bagl olarak siireksizdir. Siirekliligin incelenmesi amaciyla
f fonksiyonunun X=0 noktasinda limiti alinirken sikistirma teoremine ihtiyag
duyulur. Bu durumda x =0 noktasindaki siirekliligin incelenmesinde sikistirma teoremi
yvardimiyla limit alma gorev tipine bagl olarak devreye giren Sekil 5.29 ve Sekil 5.30
lokal sitlerindeki ekolojik iligkilere ihtiya¢ duyulur.

5.2.2.1.1. Ders kitaplarinda i¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi
AY 12. smif matematik ders kitab1 incelendiginde siireklilik konusuna,

stirekliligin tanimi1 ve siireklilik sartlar1 verilerek giris yapildigr goriilmiistiir.

12.1.1.2. SUREKLILIK

y = f(x) fonksiyonunda Jl(i_r]y[x): f(a) € R ise f fonksiyonuna, x = a noktasinda siirek-
lidir denir.
Bu tanima gore y = f(x) fonksiyonu x = a noktasinda siirekli ise;
i) f fonksiyonu x = a noktasinda tanimlidir. f(a) € I dir.
ii} f fonksiyonun x = a noktasinda limiti vardir. )I(igy[x] e R di.
iii) f fonksiyonun x = a noktasindaki limiti, fonksiyonun x = a noktasindaki degerine

esittir. )!i_l:naf (x)="1(a) dir.

/

Sekil 5.43. Siireklilik konusuna giris (AY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.43)

Sekil 5.43 incelendiginde bir noktadaki stireklilik igin gerekli olan kosullarin
siralandig1  goriilmektedir. Bu kosullarin siireklilik i¢in neden gerekli oldugunun
degerlendirilmesinde kosullarin arkasindaki teknolojiler 6nem kazanmaktadir. Ornegin,
bir fonksiyonun tanimsiz ve belirsiz oldugu bir noktadaki stirekliligi ac¢iklanirken;
tanimsizlik veya belirsizligin ne oldugu, fonksiyonun bu noktalarda neden tanimsiz
veya belirsiz oldugu ve bunun fonksiyon grafigine nasil etki ettiginin degerlendirilmesi
onem kazanmaktadir. Bu durum, 6gretim programi ve ders kitaplarinda agiklanmayan
tanimsizlik ve belirsizlik nesnelerinin ekolojik iligkilerine ve tiirev konusunda yer
verilen asimptot nesnesine siireklilik konusunda ihtiya¢ duyuldugunu géstermektedir.

AY ders kitabinda siirekliligin tanimmin ardindan i¢ noktadaki siirekliligin
incelenmesi gorev tipine yonelik 4 tane drnege yer verildigi goriilmistiir. Bu drneklerin

tamaminda cebirsel teknigin tek bagina kullanildig: belirlenmistir.
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Sekil 5.44°te fonksiyonun tamimli ve limitli oldugu bir noktadaki siirekliligini
inceleme alt gorev tipine yonelik cebirsel teknigin tek bagina kullanildigi bir 6rnege yer

verilmistir.

@m:)k

x2-3 , x<1
FE-REfx= ’2 , %=1 fonksiyonunun x = 1 nokitasinda siirekli olup olmadigin arastira-
lim. 2% , x=1

(o T2
i) fllj=2=Rdr.
i) 2'I(im1f{>() degerini hesaplayalim. x = 1 noktasi, verilen parcali fonksiyonunun kritik noktasi
oldugundan sagdan ve soldan limiti bulalim.
Jm 109 = Jim (<2 -3)
=12-3
=2 dir.
lim f{x) = lim {-—2x
fim ) = lim (~2x)
=(-2)-1
=2 dir.

limf(x) = lim f(x) = -2 oldugundan limf(x) = -2 olur.
x—1 X1+ X—1
iii) (i) ve {ii) dikkate aindiinda )Icm'% f(x) # (1) oldudu gbrilir.

Dolayisiyla f fonksiyonu x = 1 noktasinda siirekli degildir.

Sekil 5.44. Fonksiyonun tanimli ve limitli oldugu bir noktadaki siirekliligini inceleme

alt gorev tipine yonelik bir ornek (AY 12. Simif Matematik Ders Kitabi, s.44-45)

Sekil 5.44’te bir f pargali fonksiyonunun kritik noktasinda siirekliligi

incelenmistir. Bu gorevin gerceklestirilmesinde daha dnce parcali bir fonksiyonun kritik
noktasinda siirekliliginin incelenmesi amaciyla kullanilan Sekil 5.41 lokal sitindeki

ekolojik iligkilere ihtiya¢ duyulmaktadir. Ornegin ¢oziimiinde cebirsel teknik tek basina

kullanilarak ~ f  fonksiyonunun X —1 limitinin alindig1 ve |XILI‘11 f(x)= Q)

esitsizligine bagl olarak f fonksiyonunun X=1 noktasinda siireksiz olduguna karar

242



verildigi goriilmektedir. Bir fonksiyonun bir noktada limiti incelenirken fonksiyonun bu

noktadaki degeri ile degil, bu noktanin komsulugundaki davranisi ile ilgilenilir. Bu

durum, IirTll f(x)# f(1) esitsizliginin ortaya ¢ikarilmasinda komsuluk ve yakinsaklik

nesneleri arasindaki ekolojik iligkinin kritik bir 6neme sahip oldugunu gostermektedir.
Ormegin ¢oziimiinde cebirsel teknigin tek basma kullanilmis olmasi, komsuluk nesnesi
ile yakinsaklik nesnesi arasindaki ekolojik iligskinin ortiilk kalmasina neden olmaktadir.
Bu durum, limit isleminin siireklilige nasil etki ettiginin degerlendirilmesinde ekolojik
boslugun ortaya ¢ikmasina neden olmaktadir.

BY 12. simif matematik ders kitab1 incelendiginde bir noktadaki siireklilige, AY
ders kitabina benzer bir sekilde, siirekliligin tanim1 ve siireklilik sartlar1 verilerek giris

yapildig1 goriilmiistiir.

Bir Noktada Siireklilik

oo (D)
AeR ve f:A— R, f(x) bir fonksiyon olsun. a € A olmak lzere,
lim £(x) = f(a) ise

f fonksiyonu x = a noktasinda siireklidir denir. Eder y = f(x) fonksiyonu bir noktada siirekli

degilse bu noktada fonksiyon siireksizdir denir.

\

/i\
e/
f fonksiyonunun x = a noktasinda siirekli olmasi i¢in asagidaki tic kosulun saglanmasi gerekir:

J

1. f fonksiyonu x = a noktasinda tamimli olmalidir. Yani f(a) e R olmalidir.
2. f fonksiyonunun x = a noktasinda limiti olmalidir.

3. f fonksiyonunun x = a noktasindaki limiti, fonksiyonun x = a igin aldi§1 degere esit olmaldir.
Yani lim f(x)= f(a) olmahdir.
X—-a

Bu kosullardan en az biri saflanmazsa f fonksiyonu x = a nokfasinda siireksiz olur.
vy

Sekil 5.45. Siireklilik konusuna giris (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.27)

BY ders kitabinda siirekliligin taniminin ardindan i¢ noktadaki siirekliligin
incelenmesi gorev tipine yonelik 8 tane drnege yer verildigi goriilmistiir. Bu drneklerin
4 tanesinde cebirsel teknigin tek basina kullanildigi, kalan 4 tane 6rnegin ¢oziimiinde ise

cebirsel teknigin analitik teknik kullanilarak desteklendigi belirlenmisir.
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Sekil 5.46°da fonksiyonun tamiml ve limitsiz oldugu bir noktadaki siirekliligini
inceleme alt gorev tipine yonelik cebirsel ve analitik teknigin bir arada kullanildig1 bir

Ornege yer verilmistir.

Ornek (£

x+2, x <1
FR—E ()=

=1 x =1 fonksiyonun x = 1 noktasinda sdrekli olup olmadigini grafik dze-

rinde gostererek bulalim.

Cozim g Ay

% = 1 knitik noktadr. /fw,r =x+2

Jim_f(x)= lim_(x+2)=1+2=3ve 2//‘
11

lim f(x)= lim (x—=1)=1-—1=0dur. - / ‘ -X

x—+1+ X—+1F ’

lim f(x)= lim f(x)oldugundan lim f{x) yoktur.
EE b x -1t ®—1

Dolayisiyla f{x) fonksiyonu x = 1 noktasinda surekli degildir.

f(x) fonksiyonunun grafigi yanda verilmigtir. Grafikten de goraldaga gibi f(x ) fonksiyonunun grafigi
x = 1 noktasinda kesintiye ugramigtir.

f(x) fonksiyonu x = 1 noktasinda surekli degildir.

Sekil 5.46. Fonksiyonun tanimli ve limitsiz oldugu bir noktadaki siirekliligini inceleme

alt gorev tipine yonelik bir ornek (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s5.29)

Sekil 5.46’da verilen Ornegin ¢oziimiinde Yyer alan fonksiyon grafigi
incelendiginde, cebirsel teknik kullanilarak X —1" ve X —1 elde edilen farkli limit
degerlerinin  X=1 noktasinda fonksiyon grafiginde kopukluga neden oldugu
anlasilmaktadir. Bu durum, cebirsel teknigin komsuluk nesnesi ile ortiikk ekolojik
iliskisine bagli olarak ortaya ¢ikabilecek ekolojik boslugun analitik teknik kullanilarak
giderilebilecegini gostermektedir. Boylelikle limitsizligin siireklilige nasil etki ettigi

fonksiyon grafigi iizerinde somut bir bigimde incelenebilmektedir.

5.2.2.2. U¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi

Siirekliligin tanim1 geregi bir fonksiyonun u¢ noktasinda siirekli olabilmesi igin
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bu noktada tanim araligina gore sagindan veya solundan limitli olmast ve limit
degerinin fonksiyonun goriintiisiine esit olmasit gerekir. Bu durum, i¢ nokta
siirekliliginde de oldugu gibi, u¢ noktadaki siirekliligin incelenmesinde limit alma

islemi yapilirken devreye giren ekolojik iligkilere ihtiya¢ duyulacagini gostermektedir.

Daha once bir fonksiyonun i¢ noktasinda siireksizlige neden olabilecek {i¢ farkli
durum ile karsilasilabilecegi ifade edilmis ve bu durumlar i¢ nokta siirekliliginin
incelenmesinde birer alt gorev tipi olarak belirlenmisti. Bir fonksiyonun u¢ noktasinda
stireksizlige neden olabilecek durumlar, i¢ noktada karsilasilan durumlar ile ayn1 oldugu
icin bu alt gorev tiplerinin u¢ nokta siirekliligi i¢cin de gegerli oldugunu sdylemek
miimkiindiir. Bu durumlardan biri fonksiyonun tek tarafli siirekliliginin incelendigi
noktada tanimsiz olmasidir. Ikinci durum fonksiyonun tek tarafli siirekliliginin
incelendigi noktada limitsiz olmasidir. Ugiincii durum ise fonksiyonun tek tarafli
siirekliliginin incelendigi noktada tanimli ve tanim araligina gore sagindan veya
solundan limitli olmasina karsilik bu noktadaki fonksiyon degerinin limit degerinden

farkli olmasidir.

5.2.2.2.1. Ders kitaplarinda u¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi
AY ders kitabinda u¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi gorev tipine yonelik

cebirsel ve analitik teknigin bir arada kullanildig1 bir 6rnege yer verildigi goriilmiistiir.

%) 3%

f: [-4, 1] = R, f(x) = x? + 2x — 3 fonksiyonunun [-4, 1] araliginda siirekli olup olmadigin aragti-

ralim.
@;f; DZUm: y
5
Verilen fonksiyonun grafigi yandaki gibidir. [
Grafikte de goriildigi gibi Yx; € (-4, 1) icin X]ip}ﬂf{x) = f{xg) dir. A|l-B21 11
—o x
Bunun yaninda I]rzl4 fp)=1(-4)=5 ve len;l f{x) = f(1) = 0 oldu- \‘ /
X ——4+ -1~
I
gundan y = f(x) fonksiyonu [-4, 1] araliinda strekli bir fonksiyon- -4

dur.

Sekil 5.47. Ug noktadaki siirekliligin incelenmesi gérev tipine iligkin bir ornek (AY
12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.46-47)
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Sekil 5.47°de f fonksiyonunun x=-4 ve x=1 u¢ noktalarinda siirekliligi

incelenirken sirasiyla sagdan ve soldan tek tarafli limit alma islemlerinin yapildigi
gorilmektedir. Bu gorevin gergeklestirilmesinde, daha once tek tarafli limit alma gorev
tipi i¢in de kullanilmis olan, Sekil 5.41 lokal sitindeki ekolojik iliskilere ihtiyag duyulur.
Bir fonksiyonun ug¢ noktasi igin siirekliligi incelenirken fonksiyonun tanimli oldugu
araliga gore bu noktanin yalnizca sagindan veya yalnizca solundan limit alma islemi
yapilir. Bu durum limitin hangi yonden alinacagma karar verilmesinde komsuluk ve
tanimsizlik nesneleri arasinda ekolojik iligki kurulmasinin  6nem kazandigini
gostermektedir. Sekil 5.41 lokal siti, bu ekolojik iliskinin kurulmasinda her iki nesnenin
de ortak bag kurduklart aralik/esitsizlik nesnelerinden yararlanilabilecegini

gostermektedir. Sekil 5.47 incelendiginde f fonksiyonunun x=-4 ve x=1 ug

noktalart i¢in limitin yoniine karar verilmesinde bu ekolojik iliskiden yararlanilmadig:

goriilmektedir. Buna gore, ““ f fonksiyonunun tanim araligina gore, X =—4 noktasinin

solunda kalan biitiin komsuluklar i¢in fonksiyonun tanimsiz oldugu anlasilmaktadir. Bu
durum, x=-4 noktast i¢in yalnizca sagdan limit alinmasina neden olmaktadir.”’
seklindeki bir agiklamaya yer verilmesinin X =—4 noktasinda neden tek tarafli limitin
alindigia yonelik ekolojik boslugun giderilmesine katki saglayacagi soylenebilir.

BY 12. siif matematik ders kitabinda yer alan bir etkinlikte bir fonksiyonun ug

noktarindaki siirekliligi incelenmistir. Sekil 5.48’de bu etkinlik verilmistir.

Graflk: Araclann kiralandiklan gine gore

* Yandaki grafikte arag¢ kiralama girketine bagvuran
Gdenen lcret

kigilerin araclan kiraladiklan giin sayisina gére &de-

fi
diklen tGcret gsterilmektedir. i Fiyat {TL)

¢ lim ft), [[n11+j‘{l), f{1) deferlerini bularak 500,
1= X+

kargilagtinniz. Bu degerler arasinda nasil bir iligkivar- 490l o I
dir? Benzer iliski t=2, t=3 ve t=4 igin de var E E
> 800 et | i
midir? Agiklayiniz. oo
200—— | | ;
e f fonksiyonunun grafidini hangi araliklarda kale- i : i E

mi kaldirmadan ¢izebilirsiniz? Yukanda buldugunuz 0 1' é :lr A >t

Zaman {gin)
limitler ile bu durum arasinda nasil bir iligki gozlemli-

yorsunuz? DagOncelerinizi grafik Gzerinde aciklayinmz.

Sekil 5.48. U¢ noktadaki siirekliligin incelendigi bir etkinlik (BY 12. Sinif Matematik

Ders Kitabi, 5.31)
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o lm f(t)=f(0) lm_f(t)=f(1)ve Vte< [0,1] igin Jlim f(t)=f(to) oldugunu gésteri-

niz. Buna gore “f (1) fonksiyonu [0,1] arahi§indaki her noktada sireklidir.” diyebilir miyiz? Agiklayiniz.

¢ f(1) fonksiyonunun (1,2], (23] ve (3,4] araliklannda her noktada sirekli midir? Agiklayimz.

Sekil 5.48. (Devam) U¢ noktadaki siirekliligin incelendigi bir etkinlik (BY 12. Suif
Matematik Ders Kitabi, s.31)

Sekil 5.48°de verilen etkinlikte bir tam deger fonksiyonun grafigi lizerinden

stirekliliginin incelenmesi istenmistir. Etkinligin 4. maddesinde fonksiyonun x=0 ve

X =1 u¢ noktalar1 i¢in sirasiyla sagdan ve soldan limitlerin alinmas1 sonucunda elde

edilecek degerlerin fonksiyonun bu noktalardaki degerlerine esit olacaginin gosterilmesi

istenmistir. Ders kitabinin 6nceki boliimlerinde tek tarafli limit alma goérev tipine

yonelik herhangi bir aciklama veya ornege yer verilmemis olmasi, bu gorev tipinin

arkasindaki ekolojik iliskiler aciklanmadan 6grenciler tarafindan gergeklestirilmesinin

beklendigini gostermektedir. Ortaya c¢ikan bu ekolojik sorunun giderilebilmesi igin

etkinlikten Once u¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi goérev tipi igin gerekli olan

ekolojik iligkilerin agiklanmasi gerekmektedir. Ayrica, Sekil 5.48’de  siirekliligi

incelenen fonksiyonun denkleminin verilmedigi goriilmektedir. Bu durum

|irg1 f(t)=1(0) ve Iirp f(t)=f (@) esitliklerinin gosterilmesinde cebirsel teknigin

devre dis1 birakilmasina bagl olarak sezgisel bir yaklagimdan Gteye gidilememesine

neden olmaktadir. Bu durumun Oniine gegilebilmesi i¢in u¢ noktadaki siirekliligin

incelenmesi  gorev tipi gergeklestirilirken cebirsel teknige de yer verilmesi

gerekmektedir.

5.2.2.3. Fonksiyonun siirekliliginin incelenmesi

Bir fonksiyonun siirekliligi incelenirken, fonksiyonun tanimli oldugu biitiin

noktalarda stirekli olup olmadigina bakilir. Bu durumda, siireklilik fonksiyonun sadece

tanimli oldugu noktalarda incelenecegi i¢in fonksiyonda tanimsizliga neden olan

noktalarin belirlenmesi 6nem kazanir. Bu asamada tanimsizligin nedenine gore
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tanimsizlik veya belirsizlik nesnelerinin daha Once limit alma islemi yaparken de
devreye giren ekolojik iligkilerine ihtiyag duyulur. Ardindan, fonksiyonun taniml
oldugu kritik noktalarinin olup olmadigi belirlenir ve bu noktalardaki siirekliligi
incelenir. Bu asamada i¢ noktadaki ya da u¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi gorev

tiplerinde devreye giren ekolojik iliskilere ihtiya¢ duyulur.

) 1

Ornegin, f(x)= < fonksiyonunun stirekliligini inceleme gorevi gergeklesirilirken
ilk adimda fonksiyonun tanimsiz oldugu nokta belirlenir.

1
1.Adim: Xx=0 i¢in f(0) = 0 ¢ R olup fonksiyon tanimsizdir.

a
o Bu adimda yapilan islem daha once Tablo 5.2’°de 0 (a #0) tamimsizliginin

oldugu noktada limit alma gérev tipi i¢in yapilan prakseolojik analizin niimerik

teknik 1.adiminda yer almaktadir. Bu durumda niimerik teknik kullanilarak

. < R .
X =0 noktasindaki tammsizligin agiklanmasinda lim = limitini alma gorevinin
x—=>0 X

lokal sitindeki (Bkz. Sekil 5.19) tanimsizlik nesnesinin ekolojik iligkilerine ihtiyag
duyulur. Analitik teknigin kullamiminda ise tammsizligin fonksiyon grafigi ile
iliskilendirilebilmesi icin asimptot dogrusuna ihtiya¢ duyulur. Bu durumda ayni
lokal sitteki asimptot ve sonsuzluk nesnelerinin ekolojik iliskileri devreye girer.

Bir sonraki adimda fonksiyonun tanim kiimesinde yer alan her noktasi i¢in siirekli
1
oldugu belirlenir ve buna bagh olarak f(X)= % fonksiyonunun stirekli olduguna karar

verilir.
2., Adim: f  fonksiyonunun tanim kiimesinde ozel olarak siirekliligin

incelenmesini gerektirecek kritik bir nokta yoktur. Bu durumda,

VX, € R—{0} igin f(x,)=lim szi (5. 29)

X=X X 0

1
esitligi saglanacagi i¢in  f(X) = < stirekli bir fonksiyondur.

o Kritik noktalarin belirlenmesi ve bu noktalarda siirekliligin incelenmesine
yonelik ekolojik iliskiler daha énce i¢ noktadaki ve u¢ noktadaki siirekliligin

incelenmesi gorev tiplerinde aciklanmigtir. Bu bilgiler goz oniinde tutuldugunda,
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1
f(x)= % fonksiyonunun tamm kiimesinde stireksizlige neden olabilecek kritik

bir noktanin olmadigi gériiliir. Bu durumda, polinom fonksiyonlarda limit alma
gorev tipi icin ekolojik iliskilerin yer aldigi Sekil 5.1 lokal siti yardimiyla f
Sfonksiyonun tamm kiimesindeki her X, elemani i¢in (5. 29) esitliginin
saglandig belirlenir.

1 . . ..
Sekil 5.49°da f(X)=; fonksiyonunun siirekliliginin incelenmesi gorevinin

gergeklestirilmesine bagh olarak ihtiya¢ duyulacak ekolojik iligkilere yer verilmistir.

Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

r
Sonsuzluk \

]
Asimptot

Reel Say1
~— Oran

alama/

/ amlik

Tanimsizlik akinsaklik
L Komsuluk Aralik/ —
Esitsizlik

Kartezyen
Degisken Koordinat

Dogru Sistemi

\ Diizlem

Sekil 5.49. Fonksiyonun siirekliliginin incelenmesi gérev tipi i¢in analitik ve niimerik

Fonksiyon

f(x) =§ Analitik |

fonksiyonunun

stirekliligini

inceleme B i
Niimerik I

Nokta

teknigin kullanimina yénelik lokal sit

Sekil 5.49 lokal siti incelendiginde, lim 1 limitini alma goérevinin lokal sitinden

x—=0 ¥
farkli olarak, niimerik tekniginin kullaniminda sonsuzluk nesnesi ile ekolojik bag

1 :
kurulmadigi goriilmektedir. Bu farkligin nedeni f(X) =3 fonksiyonunun x=0

noktasinda tanimsiz olmasina bagli olarak bu noktada siireklilik incelenmesine ihtiyag

duyulmamasidir.
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5.2.2.3.1. Ders kitaplarinda bir fonksiyonun siirekliliginin incelenmesi
AY ders kitabi incelendiginde fonksiyonun siirekliliginin incelenmesi gorev tipine

yonelik 6rneklere bir noktadaki siirekliligin incelendigi 6rneklerin ardindan yer verildigi
gorilmistiir. Bu durumda, siireklilik konusuna yonelik gorev tiplerinin kitapta yer alis
sirasinin  ¢alismadaki gorev tipi sirast ile uyum gosterdigi sdylenebilir. AY ders
kitabinda fonksiyonun siirekliliginin incelenmesi gorev tipine yonelik 9 tane 6rnege yer
verildigi goriilmiistiir. Bu orneklerden 4 tanesinde niimerik teknigin, 5 tanesinde ise
analitik teknigin tek basina yer verilmistir.

Sekil 5.50°de analitik teknigin tek basina kullanildigr ilk 6rnek verilmistir.

3 y =1x)

2
1 \
0

X
-1 2 3 14
-

@ omek

Yanda y = f(x) in grafigi verilmistir. Bu fonk-

siyonun sirekli oldugu ve olmadi@i noktalan in-

celeyelim.

@ ) Coziim
Verilen fonksiyonun tanim kiimesi R - {3} cldugundan x = -3 te fonksiyonun strekliligine ba-

kilmaz.
x=2igin )!irnzf(x) = 2,f(2) = -2 oldugundan )!imzf(x) #1(2) dir.

Dolayisiyla y = f(x), x = 2 de surekli degildir.
x=3igin limf(x)=3 ve Ilim f(x) =2 oldugundan limf(x) yoktur.
Xx—3 x—+3* X—=3
Dolayisiyla y = f(x), x = 3 te slrekli degildir.
Bu noktalarin diginda y = f(x) fonksiyonu sireklidir.
Ornegin f(-1) = xlirrj1f(x) =-2, f(1) = )I(irn1f(x) = 0 oldugundan y = f(x), x = -1 ve x = 1 noktalarinda

sUreklidir.

Sekil 5.50. Fonksiyonun siirekliliginin incelenmesi gorev tipine yonelik analitik

teknigin kullanildigi bir 6rnek (AY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, 5.45-46)

Sekil 5.50’de yer alan Ornekte f fonksiyonun siirekliliginin analitik teknik

kullanilarak nasil incelendigine yonelik gerekli aciklanmalara yer verilmedigi

goriilmektedir. Ornegin ¢oziimiinde X =2 noktasinda limit degerinin fonksiyonun
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goriintlisiinden farkli olmasina ve X =3 noktasinda limitsizligin nasil ortaya ¢iktigina
yonelik ekolojik iligkilere deginilmemistir. Bu durum, fonksiyonun siireksizligine karar
verilirken grafige bagl olarak sezgisel bir yaklasim ile simirli kalinmasina neden
olmaktadir.

BY ders kitabimin Siireklilik konu bashigi altinda fonksiyonun siirekliliginin
incelenmesi gorev tipine yonelik herhangi bir agiklama veya Ornege yer verilmedigi
goriilmistiir. Analiz global sitinin temel araclari arasindaki ekolojik iligkiler
degerlendirildiginde tiirev temel aracinin siireklilikten beslendigi goriiliir. Bu durum, bir
fonksiyonun stirekliliginin incelenmesi gorev tipine yer verilmemesinin, bir fonksiyonun
tiirevlenebilirligini inceleme gorev tipinin aciklanmasinda ekolojik bosluklarin
olusmasina neden olabilecegini gostermektedir. Bu baglamda ortaya ¢ikan ekolojik
bosluklara calismanin Bir fonksiyonun tiirevienebilirliginin incelenmesi baslikli

boliimiinde deginilmistir.

5.3. Ders Kitaplarinin Tiirev Konusu Kapsaminda Analizi

Calismanin bu boliimiinde ilk olarak 12. siif matematik O6gretim programi
incelenerek tiirev konusu kapsaminda gorev tipleri belirlenmistir. Ardindan, belirlenen
gorev tipleri i¢in lokal sitler olusturulmus ve bu sitler temel alinarak ders kitaplarinda

bulunan 6rneklerin ¢oztimleri ekolojik a¢idan degerlendirilmistir.

5.3.1. Tiirev konusu i¢in gorev tiplerinin belirlenmesi

Ogretim programinda tiirev konusuna hazirlik yapilmasia yénelik ilk adimm 9.
smifta fonksiyonlar konusunda atildig1 goriilmiistiir. Ogretim programinda Fonksiyonlar
konusunun, Fonksiyon Kavrami ve Gésterimi alt basliginda yer alan 2.kazanim ve bu

kazanima yonelik yapilan a¢iklamalardan biri su sekildedir:
Fonksiyon kavramim aciklar.

o f(X)=ax+b seklindeki fonksiyonlarin grafigi ile ilgili uygulamalar yaptirilir.
Degisim hiz1 ve dogrunun egimi arasindaki iliski tizerinde durulur (MEB, 2013, s.7).
Kazanimin agiklamasma gore 9. smif diizeyinde degisim hizi ve dogrunun egimi
arasinda iliski kurulmasinin, 12. simifta anlik degisim oranindan hareketle tiirev
kavraminin agiklanmasina hazirlik niteliginde oldugu sdylenebilir.
Ortalama degisim ile egim iliskisine 10. smifta Fonksiyonlarla Islemler ve

Uygulamalar: bashgmn, Fonksiyonlarla Iigili Uygulamalar alt bashiginda da yer
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verilmistir. Bu alt baslikta yer alan ilk kazanim ve bu kazanima yonelik ac¢iklamalardan
biri su sekildedir:
iki miktar (nicelik) arasindaki iliskiyi fonksiyon kavramuyla agiklar; problem
¢oziimiinde fonksiyonun grafik ve tablo temsilini kullanir.

e Sembolik ifade, grafik veya tablo ile verilen bir fonksiyonun belirli bir araliktaki
f(b)-f(a)

b_a hesaplattirilir (MEB, 2013, 5.22).

ortalama degisim hizi (keseninin egimi),

f(b)—f(a)
b-—

Acgiklamada gecen orant ile degisim hizi ve dogrunun egimi

arasinda iliski kurulmus olmasi, degisim oranindan hareketle tiirev kavraminin
aciklanmasina hazirlik yapildiginin bir bagka gostergesidir.

12. sinif 6gretim programinda tiirev konusu ile ilgili kazanimlar, Tiirev ve Tiirevin
Uygulamalar: olmak tizere iki baglik altinda toplanmistir. Tiirev bashigr altinda 5 tane
kazanima yer verilmistir. Tiirev konusuna yonelik ilk kazanim ve bu kazanima yonelik
aciklamalar su sekildedir:

Fizik ve geometri modellerinden yararlanilarak degisim oram kavramim aciklar

Anlik degisim orani kavrami agiklanarak, anlik degisim oranimna tiirev denildigi

belirtilir.

Verilen bir fonksiyonun bir noktadaki tiirev degeri ile o noktadaki tegetinin egimi

arasindaki iligki incelenir.

f(x)=c, f(x)= x? fonksiyonlarinin tiirevleri, tiirev tanim kullamlarak hesaplatilir.

r e R olmak tizere,

f(x)=x", f(x)=¢", f(x)=\/§, f(xX)=Inx, f(x)=sinx, f(x)=cosx
fonksiyonlarinin tiirevleri kural olarak verilir.

e  Ters trigonometrik fonksiyonlarin tiirevleri verilmez (MEB, 2013, s.46).

Kazanimin ilk iki agiklamasinda tiirev kavraminin anlik de§isim oran1 ve egim ile
iliskilendirildigi goriilmektedir. Bir noktadaki tiirev degerinin egimdeki degisim ile
iligkilendirilmesi, tlirev kavraminin agiklanmasinda analitik teknigin kullanimina isaret

etmektedir. 3.agiklamada tiirev tammndan yararlanilarak f(x)=c ve f(x)=x
fonksiyonlariin tiirevlerinin tiirev tanimi kullanilarak hesaplatilmasi, fonksiyonun i¢
noktasinda tlirev alma islemi yapilacagina ve analitik teknikten cebirsel teknige gecisin
olacagini isaret etmektedir. 4. ve 5. agiklamalarda sirasiyla hangi tiir fonksiyonlarin

tiirevlerinin alinacagi ve hangilerinin kapsam disinda tutulacag belirtilmistir.
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Ogretim programinda tiirev konusu ilk kazanimna iliskin a¢iklamalarda belirtilen
tiirev alma islemlerinin gergeklestirilebilmesi i¢in asagida verilen gorev tiplerinin yerine

getirilmesi beklenir.

e Bir hareketlinin anlik hizin1 bulma
e Fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma
Tiirev konusuna yonelik 2.kazanim ve bu kazanima yonelik agiklamalar su

sekildedir:

Bir fonksiyonun bir noktada ve bir aralikta tiirevli olmasini inceler.
e Tanim kiimesi acikca belirtilmemis bir fonksiyonun tanim kiimesi olarak, fonksiyonun
kuralinin gegerli oldugu en genis kiime alinir.

e Fonksiyonun tiirevli olmadig1 noktalarla grafigi arasinda iliski kurulur (MEB, 2013,
5.46).

Kazanimdan, fonksiyonlarin bir noktadaki tiirevlerinin yam1 sira tanim
araliklarinda tiirevli olup olmadiklarinin incelenmesinin 6ngoriildiigii anlasilmaktadir.
Kazanimin aciklamalarindan, tiirevsizlige neden olabilecek durumlarin gorev tipi
olarak belirlenecegi anlasilmaktadir. Ayrica, fonksiyonun tiirevli olmadig1 noktalar ile
grafigi arasinda iliski kurulmasi, analitik teknigin kullanimina isaret etmektedir.

Bir fonksiyonun bir noktada tlirevinin olmasi i¢in fonksiyonun o noktada siirekli
olmas1 gerekir. Bu durum dikkate alinarak 3.gorev tipi,

e Fonksiyonun siireksizliginin oldugu noktalarda tiirevini inceleme
olarak belirlenmstir. Bu gorev tipine bagli olan 3 alt gorev tipinden bahsedilebilir. Bu
alt gorev tipleri,

a) Tanimsizligin oldugu noktada tiirev

b) Limitin olmadig1 noktada tiirev

c) Limitin oldugu, siirekliligin olmadigi noktada tiirev
seklinde ifade edilmistir.

Bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmast o noktada tiirevli olmasi igin gerekli
oldugu halde yeterli degildir. Bu tiir durumlara bagl olarak gergeklestirilebilecek tiirev
alma islemleri i¢in temel gorev tipi,

e Fonksiyonun siirekli oldugu noktalardaki tiirevini inceleme
olarak belirlenmistir. Bu gorev tipi i¢in 2 alt gorev tipinden bahsedilebilir. Bu alt gérev
tipleri sunlardir:

a) Kose noktada tiirev alma
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b) Fonksiyonun ug noktasinda tiirev alma

Tiirev konusuna yonelik 2.kazanimda bir fonksiyonun bir aralikta tiirevli
olmasinin incelenmesinin ongoriildiigli dikkate alinarak bu kazanima yonelik son gorev
tipi,

e Bir fonksiyonun tiirevlenebilirligini inceleme
seklinde ifade edilmistir. Bu gorev tipi fonksiyonun tanimli oldugu halde, siirekli
oldugu veya olmadigi noktalar1 fonksiyonun kose noktalarint ve u¢ noktalarin
kapsadigi i¢in diger gorev tiplerine gore daha genel bir gorev tipidir.

Tiirev konusuna yonelik 3.kazanim ve bu kazanimin agiklamasi su sekildedir:
Tiirevlenebilen iki fonksiyonun toplaminin, farkinin, ¢arpiminin ve béliimiiniin
tiirevine ait kurallar1 aciklar ve bunlarla ilgili uygulamalar yapar.

e Dogru boyunca hareket eden bir cismin t zamani iginde aldig1 yol ile t anindaki hizi;
t anindaki iz ile t anmindaki ivmesi arasindaki iliski érneklerle incelenir (MEB, 2013,
s.46).

Kazanimda geg¢en kurallar tiirevin taniminda kullanilan limit alma islemi
sonucunda elde edilebildigi i¢in tez calismasinda bu kurallar i¢in 6zel gorev tipleri
belirlenmesine gerek goriilmemistir. Ayrica, kazanimin agiklamasinda anlik hiz ve anlik
ivme ile tiirev kavraminin iligkilendirilecegi belirtilmistir.

Tirev konusunda zincir kurali ile iliskili olan 4. kazanim su sekilde ifade
edilmistir:

e Iki fonksiyonun bileskesinin tiirevine ait kurah (zincir kurah) olusturur ve bunu

kullanarak tiirev hesabi yapar (MEB, 2013, 5.46).

Zincir kuralmin kullanimi bileske fonksiyonda tiirev alma islemini gerektirdigi

icin ¢alismada bu kazanima yonelik gorev tipi su sekilde ifade edilmistir:
e Bileske fonksiyonun bir noktadaki tiirevini belirleme

Tiirev konusunda yiiksek mertebeden tiirev alma ile ilgili olan son kazanim su

sekilde ifade edilmistir:
¢ Bir fonksiyonun yiiksek mertebeden tiirevini agiklar ve bulur (MEB, 2013, 5.46).

Yiiksek mertebeden tiirev alma, ardisik tiirev alma islemi olarak da ifade
edilebilir. Tiirev alma islemi i¢in gerekli olan ekolojik iliskiler daha 6nce belirtilen
gorev tiplerinde incelenecegi i¢in c¢alismada bu kazanima yonelik 6zel gorev tipi

belirlenmesine ihtiya¢ goriilmemistir.
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5.3.2. Tiirev konusu lokal sitlerine gore ders kitaplarimin analizi

Bu boliimde limit alma ve siirekliligi inceleme gorev tipleri igin belirlenen

ekolojik iligkilerden de yararlanilarak, tiirev konusuna yonelik gorev tiplerinin

gerceklestirilmesinde hangi ekolojik iligkilerin ortaya ciktigi belirlenmistir. Sonrasinda

elde edilen verilerden yararlanilarak ders kitaplarinda tiirev konusuna ydnelik 6rnek

¢Ozlimlerinin ekolojik analizleri yapilmistir.

5.3.2.1. Bir hareketlinin anlik hizint bulma

Tiirev ile anlik degisim hizi arasindaki iliskinin incelendigi prakseolojik analiz

Tablo 5.10’da verilmistir.

Tablo 5.10. Bir hareketlinin anlik hizini bulma gorev tipi icin cebirsel, analitik ve

niimerik tekniklerin kullanimina yonelik prakseolojik analizler

2
X
Baslangictaki hiz1 O m/ sn olan ve baslangi¢ noktasina uzakligi f (X) = T

Gorev
fonksiyonu ile belirlenen bir hareketlinin 1.saniyedeki anlik hizini bulma.
1.Adim Hareketlinin [1, 1+ h] zaman araligindaki ortalama hizini veren fonksiyonu
bulmak.
Cebirsel _ f(L+h) - () _ o . .
Teknik 2.Adim Elde edilen f fonksiyonunda h — 0 limit alma islemi
yaparak, hareketlinin 1.saniyedeki anlik hizim1 1 m/ sn olarak bulmak.
1.Adim Anlik hiz, ortalama hiz fonksiyonundan elde edilebilecegi igin ortalama hiz
fonksiyonunun denklemi bulunur.
Teknoloji 2.Adim h— 0 ortalama hiz denklemindeki limit degeri fonksiyonun o noktadaki anlik
hiz1 olarak yorumlanur.
X2
1.Adm f(X)= Ty fonksiyonunun grafigine, anlik hizin hesaplanacagi noktadan
Analitik gececek sekilde A_i oranina bagh kirigler ¢izmek.
Teknik

2.Adim AX — 0O elde edilen teget dogrusunun egim degerini 1 olarak bulmak ve bu

degeri anlik hiz olarak belirlemek.
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Tablo 5.10. (Devam) Bir hareketlinin anlik hizint bulma gérev tipi icin cebirsel,

analitik ve niimerik tekniklerin kullanimina yonelik prakseolojik analizler

1.Adim Anlik hiz ortalama hizdan yararlanilarak belirlenebilir. Buna goe konum zaman
A
fonksiyonuna A_y oranina bagh olarak ¢izilen kirislerin egimleri AX zaman
X

. araligindaki ortalama hizi verir.
Teknoloji 2.Adim Bir hareketlinin belirli bir andaki hizi, konum zaman fonksiyonuna o

Ay

noktada ¢izilen teget dogrusunun egimine esittir. Teget dogrusunun egimi A_
X

degisim oranina bagli olarak AX — 0 limit islemi yapilarak belirlenebilir.

fl+h)—fQ

Niimerik f ortalama hiz fonksiyonunda h >a sifira gittik¢e yaklasan degerler

Teknik
vererek anlik hizi 1 m/ sn olarak belirlemek.

Teknoloji Anlik hiz ortalama hizin h— 0 limit degerine esittir.

Tablo 5.10°da verilen prakseolojik analizin cebirsel teknige yonelik
teknolojisinin ilk adiminda; [1, 1+ h] zaman aralig1 i¢in ortalama hizi veren fonksiyona

ithtiya¢ duyulmustur. Fonksiyondaki bagimsiz degiskenin degisime bagl olarak belirli
bir zaman araligindaki ortalama hizin elde ediliyor olmasi degisken nesnesinin, aralik/
esitsizlik nesneleri ile ekolojik iligkisi yardimiyla agiklanir. Ayrica, belirli bir zaman
araligindaki ortalama hiz degerinin belirlenmesi i¢in ortalama hizi veren fonksiyona
ithtiya¢ duyuluyor olmasi aralik/esitsizlik nesnelerinin fonksiyon ve reel say1 nesneleri
ile ekolojik bag kurdugunu gostermektedir. Konum-zaman fonksiyonuna gore belirli bir
zaman araliginda ortalama hiz hesaplanirken; bu zaman araliginda yoldaki degisim ile
zamandaki degisim oranlanir. Bu asamada diferansiyel nesnesi ile oran ve
aralik/esitsizlik nesneleri arasindaki ekolojik iliskiler devreye girer. Elde edilen oran
degerinin bir reel sayiya esit oldugu diisiiniildiiglinde; oran nesnesinin reel say1 nesnesi
ile ekolojik iliski kurdugu goriiliir.

Cebirsel teknige yonelik prakseolojik analizin teknoloji boliimii ikinci adminda
ortalama hizdan anlik hiza nasil gegcilebilecegi belirtilmistir. Buna gore ortalama hizin
hesaplandigr zaman araliginin (bagimsiz degisken) sifira yaklagmasina bagli olarak
ortaya ¢ikan,

lim

f(l+h)—f(l):1 (5. 30)
h—0 h '
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limit degeri hareketlinin 1.saniyedeki anlik hizin1 vermektedir. Ortalama hiz

fonksiyonunda h=0 i¢in % belirsizliginin ortaya ¢ikiyor olmasi (5. 30) limit isleminin

gerceklestirilmesinde % belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorev tipine bagh

olarak devreye giren ekolojik iliskilere ihtiya¢ duyulacagini gostermektedir.

Tablo 5.10°da verilen prakseolojik analizin cebirsel ve analitik teknige yonelik
teknolojileri karsilagtirildiginda, cebirsel teknigin kullaniminda anlik hizin belirlenmesi
amaciyla yapilan limit alma isleminin, analitik teknigin kullaniminda fonksiyon
grafigine ¢izilen kiris ve tegetlerin egimlerinden yola ¢ikilarak yapildig: goriillmektedir.
Bu durum, analitik teknigin kullaniminda, cebirsel teknigin kullanimina bagli olarak
devreye giren ekolojik iliskilerin yan1 sira nokta, kiris, teget gibi geometrik nesnelerin
ekolojik iligkilerine de ihtiyag duyuldugunu gostermektedir. Analitik teknigin teknoloji
boliimiinde, bir hareketlinin anlik hiz1 belirlenirken, konum-zaman grafigi tizerine anlik
hizin hesaplanacagi nokta ile bu noktanin komsulugunda bulunan noktalardan gececek
sekilde cizilebilecek kirislerin egim degerlerinden ve tegetin egiminden
yararlanilabilecegi belirtilmistir. Konum-zaman fonksiyonuna ¢izilebilecek teget ve
kirisler birer 6zel dogru olduklart i¢cin bu asamada kiris ve teget nesneleri ile dogru
nesnesi arasindaki ekolojik iligkiler devreye girer. Kiris dogrularinin ve teget
dogrusunun ¢izilebilmesi i¢in fonksiyon iizerinde bu dogrularin gececegi noktalarin
yerlerinin belirlenmesi gerekir. Bu durum nokta, dogru ve egri nesneleri arasindaki
ekolojik iligkiler yardimiyla agiklanir. Kiris dogrulan ¢izilirken, fonksiyonun tanimli
oldugu ve anlik hizin hesaplanacagi noktanin da iginde yer aldigr bir araligin
belirlenmesine ihtiya¢ duyulur. Komsulugun koordinat dogrusu iizerinde yer alan bir
aralik olarak belirlenmesi, bu nesnenin aralik/esitsizlik ve dogru nesneleri ile ekolojik
iligkileri yardimiyla agiklanir. Anlik hizin hesaplanacagi noktanin koordinat dogrusu
tizerinde belirlenen bir aralikta yer almasi ise nokta nesnesinin aralik/esitsizlik ve dogru
nesneleri ile ekolojik iliskileri yardimiyla agiklanir. Ayrica, araligin fonksiyonun tanim
kiimesine gore belirlenmesi ve reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelliklerinden
yararlanilarak olusturulmasi, aralik/esitsizlik nesneleri ile fonksiyon ve reel sayi
nesneleri arasindaki ekolojik iliskilerin devreye girdigini gosterir.

Kiris dogrularinin egimlerinin bulunmasinda hipoteniisleri kiris dogrularinin

tizerinde olacak sekilde ¢izilen dik tliggenlerden (diizlem pargalari) yararlanilir. Bu
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asamada kiris ve egim nesnelerinin diizlem pargasi nesnesi ile ekolojik iliskileri devreye
girer. Ucgenlerin, noktalarin bir araya gelmesi sonucunda cizilebiliyor olmasi, nokta ile
diizlem parcas1 nesnesi arasinda 6zelden genele bir ekolojik iliski oldugunu gosterir.
Ayrica, lUggenlerin koordinat diizleminde ¢iziliyor olmasi, kartezyen koordinat sistemi
ile diizlem nesnelerinin, diizlem pargas1 (iiggen) nesnesini ekolojik olarak besledigini
gosterir. Cizilen ticgenlerin dik kenarlari belirli bir zaman aralii ve bu zaman
araliginda alian yolu ifade eder. Kirislerin ve teget dogrusunun egimleri, licgenlerin
kars1 dik kenar uzunluklarinin komsu dik kenar uzunluklarma orami ile bulunur. Bu
asamada oran nesnesi kirig, teget ve egim nesnelerini ekolojik olarak beslemis olur.
Kiris dogrular1 degistikge liggenlerin dik kenar uzunluklar1 arasindaki oran degeri de
degismekte ve bu degisimle beraber diferansiyel nesnesi devreye girmektedir. Bu
durum, oran, dogru ve diizlem pargasi (iicgen) nesnelerinin diferansiyel nesnesini
ekolojik olarak besledigini gostermektedir. Buna gore, elde edilen oran degerleri anlik
hizin hesaplanacagi noktadan gecen tegetin egim degerine yaklasmakta ve bdylelikle
anlik hiz degeri olan reel say1 elde edilmektedir. Ortalama hizin hesaplandigi zaman
araligr daraldikca ¢izilen tliggenlerin kenar uzunluklar1 da kisalir. Zaman aralig sifir
oldugunda dik tiggenler artik bir noktaya doniisecegi i¢in egim degeri hesaplanamaz

f(L+h)— f (1)
h

olur. Bu durum h=0 degeri icin g(h)= oraninda elde edilen

belirsizligin analitik teknikteki karsiligini ifade eder. Boylelikle analitik teknik, cebir
bilgisine dayali ekolojik iligkiler ile geometri bilgisine dayali ekolojik iliskilerin
birbirleri ile entegre olmasina olanak saglamais olur.

Tablo 5.10’da verilen prakseolojik analizin niimerik teknige yonelik teknolojisi
bolimiinde, hareketlinin 1.saniyedeki hizin1 veren (5. 30) limit degerinin ortalama hiz
fonksiyonunda bagimsiz degiskene h=0 sayisinin komsulugunda degerler verilerek

belirlenebilecegi ifade edilmistir. Bu durum, anlik hiz bulma goérevinin niimerik teknik

kullanilarak gergeklestirilmesinde, % belirsizliginin oldugu noktada limit alma gorev

tipinin gerceklestirilmesine bagli olarak devreye giren ekolojik iliskilere ihtiyag
duyulacagini gostermektedir.

Bir hareketlinin anlik hizini bulma gorev tipi i¢in cebirsel, analitik ve niimerik
teknigin kullanimina bagli olarak ortaya ¢ikan ekolojik iliskiler Sekil 5.51°de

verilmistir.
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Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

5€ ' Fonksiyon
o0 \ Oran
Konum-zaman @I Reel Say1
fonksiyonu P ITeTansIye akinsaklik rralama/
x? Tamlik
fx)=—- o g \\ Aralik/
2 Analitik

olarak verilen
bir hareketlinin g \ Komsuluk
1.saniyedeki

N
lik h .
anlik hizim \ Deglsken
bulma

v Egim ‘ Ksitsizlik
) Egri
S
/3
X/ \Kartezyen

Koordinat
Sistemi

DYgru

Diizlem
Parcasi

Nokta / (Uggen) \

Diizlem

Sekil 5.51. Bir hareketlinin anlik hizini bulma gorev tipi igin cebirsel, analitik ve

niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit

Sekil 5.51 lokal siti incelendiginde analitik teknigin cebirsel ve niimerik
tekniklerin ekolojik iliskilerini de kapsayan zengin bir ekolojik yapiya sahip oldugu
sOylenebilir. Ayrica, Sekil 5.51 lokal sitinde yer alan ii¢ farkli teknikten yalnizca
analitik teknigin tiirev temel aracinin kiris, teget ve egim kritik nesneleri ile ekolojik
iligki kurabildigi goriilmektedir.

X2

Ornek 5.8’de f(x) =5 konum-zaman fonksiyonuna goére hareket eden bir

cismin X=1 amindaki hiz1 Sekil 5.51°de verilen ekolojik iliskiler yardimiyla cebirsel,
analitik ve nlimerik teknik bir arada kullanilarak belirlenmistir.
Ornek 5.8. Baslangigtaki hizi 0 m/sn olan ve baslangi¢ noktasmna uzakligi

X2

f(x)= - fonksiyonu ile belirlenen bir hareketlinin 1.saniyedeki anlik hizini bulma.

Coziim Sekil 5.52’de bu hareketlinin kartezyen koordinat sisteminde ¢izilen

konum-zaman grafigi verilmistir.
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mAy=fA+h)-fO

Sekil 5.52. Analitik teknik kullanilarak bir hareketlinin anlik hizinin belirlenmesi

Sekil 5.52°deki grafikte Ax ortalama hizin hesaplandigi zaman araliklarindaki
degisimi, AY ise bu zaman araliklarinda alinan yolu ifade etmektedir. Grafige gore
zaman araligl 1 degerine yaklasarak daraldik¢a alinan yolda f (1) degerine yaklasarak

kisalmaktadir. A, A, A,,...A ,...noktalarindan gecen kirislerin egimleri, dik liggenler

yardimiyla A—i degisim orani seklinde ifade edilir. Elde edilen oran degerleri ayni
zamanda hareketlinin belirlenen zaman araliklarindaki ortalama hizin verir.
A
Tablo 5.11°de bazt AX=h zaman araliklari i¢in k,K,,K;,... kirislerinin A—i egim

degerleri verilmistir.

2

Tablo 5.11. f(x)= TX fonksivonun grafigine ¢izilen bazi K ,K,,K,,... kirislerinin egim

degerlerinin t teget dogrusunun egimine yakinsamasi

h 1 3/4 1/2 1/4 1/8 1/16
ﬂ _fA+h)-1(1) 15 1,375 1,25 1,125 1,0625 ~ 1,031
AX h

h 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512 h—0

Ay f@+h)—f(@) ~1015 ~1,0078 ~10039 ~10019 ~1,0009 m =tand=1
AX h
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Tablo 5.11’¢ gére h—>0 egim degerlerinin 1’e yaklastigi goriilmektedir. Bu
deger aynt zamanda B noktasinda fonksiyona teget olan dogrunun egimi olup

hareketlinin 1.saniyedeki anlik hizina esittir. Egim degeri cebirsel teknik kullanilarak,

@xh
tand = lim w:"m 2 2 _lim (1+h-1).(1+h+1)
" h e h = 2h (5.31)
=lim M:Hm lem/sn
h—0 2.h h—0 2

seklinde bulunur.

5.3.2.1.1. Bir noktadaki tiirevin genel ifadesi
Bu boliimde Sekil 5.51 lokal sitindeki ekolojik iliskilerden yararlanilarak

tirevlenebilen bir f fonksiyonunun tanimli oldugu X, noktasindaki tiirevini veren

genel ifade analitik teknik kullanilarak elde edilmistir.

Sekil 5.53’te y=f(x) konum-zaman fonksiyonuna sahip bir hareketlinin x,
anindaki hizi, analitik diizlemde X, noktasindan gegecek sekilde gizilen kiris dogrulari

ve teget dogrusu yardimiyla ifade edilmistir.

S(x,+h)

—Ay=f(xo+h)_f(xo)

Sekil 5.53. Bir hareketlinin X=X, amndaki hizinin analitik teknik kullanilarak ifade

edilmesi
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Sekil 5.53’e gore, hareketlinin X =X, anindaki hizi, bu noktadan gegen teget
dogrusunun egimine esittir. Bu deger aym zamanda f fonksiyonunun x=x,

noktasindaki turevidir ve

f (%, +hr)|_ f(%,) 5. 32)

dy| .
£(x,) = d—i ~lim

h—0

X=Xo

seklinde ifade edilir.

5.3.2.1.2. Bir noktadaki tiirevin bulunmast icin alternatif limit ifadesi

Bu bolimde Sekil 5.51 lokal sitindeki ekolojik iligkilerden yararlanilarak

tirevlenebilir bir f fonksiyonunun tanimli oldugu bir X, noktasinda tiirevinin

bulunmasi i¢in kullanilan alternatif formiil elde edilmistir.

Sekil 5.54’te, y= f(x) fonksiyonunun x=Xx, noktasindaki tiirevi, analitik

diizlemde X, noktasindan gececek sekilde cizilen kiris dogrular1 ve teget dogrusu

yardimiyla ifade edilmistir.

mAY=S(x) S (%)

Sekil 5.54. y= f(x) fonksiyonunun X=X, noktasindaki tiirevinin analitik teknik

kullanilarak farkly bir alternatif ile gosterilmesi

Sekil 5.53°te verilen grafikte A noktasmin apsisi X olarak degistirildiginde;

Ax=h uzunlugu Xx-X,, Ay uzunlugu ise Ay= f(x)— f(x,) olarak degisir. Bu
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durumda Sekil 5.54’te verilen grafige gore Y= f(x) fonksiyonunun x=x,
noktasindaki tiirevi,

i 1= 1(x)
X—>Xg X_XO

dy
f'(x)=
(%) i

X=Xo

(5. 33)

olarak ifade edilir.

5.3.2.1.3. Tiirevin farkli notasyonlari ve diferansiyel nesnesi
y=f(x) fonksiyonunun tiirevlerini ifade etmek i¢in Ogretim programinda

kullanimi 6ngoriilen notasyonlar sunlardir (MEB, 2013, s.46) :

14 " d d2
f'(x), f <x),—§,d—XZ (5. 34)

d
Bu notasyonlarda kullanilan dy ve dx diferansiyeller olarak adlandirilir. d_i

diferansiyel orani, tiirevin en sik kullanilan notasyonlarindan birisidir. Tiirev konusunda

zincir kural ifade edilirken yazilan,

dy dy dt dz
d—i':d—i’a.d—x (5. 35)
esitliginde de bu notasyondan yararlanilir.

Tiirev alma isleminin ifade edilmesinde diferansiyel nesnesine ihtiya¢ duyulmast,
bu nesnenin tiirev konusuna yonelik matematiksel dilin gelistirilmesinde kritik bir
oneme sahip oldugunu gostermektedir. Ayrica, bir hareketlinin anlik hizini bulma gorev
tipi i¢in olusturulan Sekil 3.T.2 lokal siti incelendiginde biitiin tekniklerin kullaniminda
diferansiyel nesnesinin ekolojik olarak devreye girdigi de goriilmektedir. Caligmanin bu
boliimiinde diferansiyel nesnesi, tiirev konusu ic¢in kritik 6nemi dikkate alinarak,
Sekil 5.51 lokal sitindeki ekolojik iligkiler yardimiyla analitik teknik kullanilarak
aciklanmustir.

Sekil 5.55’te diferansiyel kavrami fonksiyonun koordinat diizleminde cizilen

grafigi lizerinde analitik teknik kullanilarak aciklanmistir.
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y
f(x+dx)I

S )1

Sekil 5.55. Analitik teknik kullanilarak tiirev-diferansiyel iligkisinin aciklanmasi

Sekil 5.55’te verilen dy ve dx diferansiyelleri y= f(x) fonksiyonunun belirli
araliklardaki degisimini ifade eden reel sayilardir. Buna gore dx uzunlugu fonksiyonun
(X, x+dx) araligindaki degisimini; dy uzunlugu ise k;K,,Ks,... kiris egimlerinin t
dogrusunun egim degerine yaklagmasi sonucunda Ay araliginda ortaya ¢ikan degisimi
ifade eder. Bu durumda t teget dogrusunun egimi,

dy
tan@=—== f'(x 5.36
™ (X) (5. 36)

seklinde ifade edilebilir. (5. 36) esitliginde igler-dislar c¢arpimi yapildiginda dy

diferansiyeli,
dy = f'(x)dx 5.37)

olarak bulunur.

Sekil 5.51 lokal siti incelendiginde gerek diferansiyel nesnesinin, gerekse
teget/egim nesnelerinin dogru ve diizlem parcasi (iicgen) nesneleri ile ekolojik bag
kurduklar1 goriilmektedir. Bu ekolojik iliskilerin diferansiyel nesnesinin agiklanmasinda
ne denli 6nemli oldugu, Sekil 5.55’te verilen grafik incelendiginde daha iyi

anlasilmaktadir. Buna gore diferansiyel, teget ve egim nesnelerinin dogru nesnesi ile

d
ekolojik iligkilerinden yararlanilarak d_i diferansiyel oraninin ayni zamanda t teget
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dogrusunun egimini ifade ettigi belirlenmektedir. Ayrica, dy ve OX uzunluklari ayni

A
zamanda CBH {iggeninin dik kenar uzunluklaridir. Bu durum diizlem pargasi (iiggen)
nesnesinin, diferansiyel nesnesi ile teget ve egim nesneleri arasinda ekolojik bag

kurulmasina aracilik ettgini gostermektedir.

5.3.2.1.4. Ders kitaplarinda bir hareketlinin anlik hizini bulma
AY matematik ders kitab1 incelendiginde, tiirev kavramina 6gretim programina

uygun bir bicimde anlik hiz ile iligkilendirilerek giris yapildigi goriilmiistiir. Ders
kitabinda bir hareketlinin anlik hizini bulma gorev tipine yonelik bir Ornege yer
verilmistir. Sekil 5.56’da cebirsel teknigin analitik teknik ile birlikte kullanildigi bu

ornek yer almaktadir.

12.1.2.1. TUREV KAVRAMI

X4 Konum (km)

. 300

Yanda bir hareketlinin konum — zaman grafigi 200
veriimektedir. Bu hareketlinin, zamana bagh konumu 120
x(f) = 1012 + 10t fonksiyonu ile verildigine gire bu &0 i
hareketlinin belirli zaman araliklarindaki ortalama hi- 20 A i i
zini bulalim. o 15345 Zaman (tsaat]

@) coziim
o X

Bu aracin 0 ile 5. saatler arasindaki ortalama hizi
300 E
V.= x(5%:3(0) = 3005_0 = 60km/saat olur.
o) 5 !
x
1 ile 5. saatler arasindaki ortalama hizi 300 E
V.= x(5%:;((1} = 3004_ 20 _ 70kmysaat olur.
20 fa
: 1
ol A1 5

Sekil 5.56. Bir hareketlinin anlik hizint bulma gérev tipine yonelik érnek (AY 12. Sinif
Matematik Ders Kitabi, $.55-57)
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e

2 ile 5. saatler arasindaki ortalama hizi

300 — E
V.= X(55}:;(2) = 3003_60 = 80km/saat olur. 60 g

x
300 E
3 ile 5. saatler arasindaki ortalama hizi
_ _ 120
Vm = x(5;_ ;(3} = 300 2120 = 90 km/saat olur. ¢
t
o] 3 5
X
300 E
. . 200
4 ile 5. saatler arasindaki ortalama hizi D
Vo= X(9)=x(4) _300-200 _ 100 km/saat olarak bulunur.
ort 5-4 1
1
0] 45

Ortalama hiz bulunurken konumdaki dedisim ile zamandaki dedisimin orani hesaplanmaktadir.

Simdi bu aracin tam 5. saatteki anlik hizini bulmaya gahgalim.

x(5)—x{t) _ 300—(10t2+ 101)
5-1 -1

_ —10t2-10t + 300

5_t elde edilir.

- 2 _
Burada Jin OC_TOLL 300 it gozinidiigiinde

10. {t+6
tIimﬁ—g);-’ﬂ;f-u=‘1 10km/saat bulunur. Bu deer tam t = 5 teki anlik degigim oran yani ara-
cin t = 5 teki anlik hizidir. Bu deder aym zamanda t = 5 te yani E noktasinda fonksiyonun grafidine
gizilen tedetin egimidir.

x

300

d dogrusunun edimi 110 dur.

Sekil 5.56. (Devam) Bir hareketlinin anlik hizint bulma gérev tipine yonelik érnek (AY
12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.55-57)
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Sekil 5.56 incelendiginde, ortalama hizdan hareket edilerek anlik hiz agiklanirken
analitik teknigin kullanimina bagli olarak kirig ve teget dogrularindan yararlanildig:
gorilmektedir. Tiirev kavramina giriste kritik nesne olarak belirlenen kiris ve teget
nesnelerinin ekolojik iliskilerine yer verilmis olmasi, tiirev kavraminin sezgisel bir
yaklasim ile aciklanmasina olanak saglamistir. Ornegin ¢oziimiinde cebirsel teknige de
yer verilmesi sezgisel yaklagim ile formel yaklasim arasinda gecis yapilmasina olanak
saglamistir. Ote yandan, Sekil 5.56°da grafige ¢izilen kirislerin ve tegetin egimlerinin
bulunmasinda dik tiggenlerden yararlanilmadigi goriilmektedir. Bu durum Sekil 5.51
lokal sitindeki diizlem pargasi (iiggen) nesnesinin devre digi birakilmasina bagli olarak
egim nesnesinin ekolojik iliskilerinde kopukluga neden olmustur. Buna gore, diizlem
pargasi (liggen) nesnesinin devre disi1 birakilmasina bagli olarak, ortalama hizdan anlik
hiza geciste egim degerlerindeki degisimin grafik {izerinden incelenmesi gii¢lesmistir.

BY matematik ders kitabi incelendiginde tiirev kavramina Bir Fonksiyonun
Degisim Orani baghgi altinda 6gretim programina uygun bir bicimde anlik hiz ile tiirev
kavramu iliskilendirilerek giris yapildigi gortilmistiir. Ders kitabinda bir hareketlinin
anhk hizimi bulma gérev tipine yonelik 3 tane 6rnege yer verildigi goriilmiistiir. Ik
ornegin ¢oziimiinde cebirsel teknik ile niimerik teknik bir arada kullanilmis ve ardindan
analitik teknigin kullanildig1 bilgilendirmeye yer verilmistir. 2. 6rnegin ¢dziimiinde
cebirsel teknik ile analitik teknik bir arada kullanilmistir. Son 6rnegin ¢oziimiinde ise
cebirsel teknigin tek basina kullanildig1 gortilmiistiir. Sekil 5.57°de ders kitabinda yer

alan ilk 6rnege ve sonrasinda yapilan bilgilendirmeye yer verilmistir.

1.2.1. Bir Fonksiyonun Degisim Orani

[ Srrok (/)

Bir dogru boyunca hareket eden bir pargacigin t saniyede aldig yol, s(t ) = 2+ 3t {metre) fonksiyo-

nu ile modelleniyor. Buna gore,

a) Parcacigin [5,6)[5. (5.5)][5.(5.3)].[5.(5.2)}.[5.(5.1)][5. (5.01}].[5.(5.001)] zaman aralikla-

rindaki ortalama hizlarini bularak t = 5 anindaki izini tahmin edelim.
b) Parcacigin [5, 5+ h] arah@indaki ortalama hizini bulup h — 0 igin limitini bulalim.
Sekil 5.57. Bir hareketlinin anlik hizin1 bulma gérev tipine yonelik érnek ve

bilgilendirme (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.34-36)

267



Gaziim (£

Alinan yol S(tn) — s(ta-
a) Ontalama hiz, Von = ¥ _ o8 _ M i

Gegentoplamsire ~ At~ ta—tns d.

Asagidaki tabloyu inceledigimizde, zaman arahgi azaldikga yani 5. saniyeye yaklastikca, ortalama

hizin 13 m/sn ye yaklagtd goralar.

[ts, t2) Vor =w

5.6] Vo= 62+3-66—_(:2 +35)

(5.(5.5)] Vo= (5,5)%3-;5;5_};(543-5} _13.50
(5.(5.3)] Vor (5,3)2+3-g553_);(52+3-5) 13,30
(5.(5.2)] Vo= (5,2)2+3-gséz_);(52+3-5) _13.20
(5.(5,1)] Vo= (5,1)2+3-§’5;1_);(52+3-5) 1310

(5. (5.01)] Voo (5,01)2+3'-5(=50,101_)5—(52+3-5) _13.01
[5.(5,001)] LD 35'!(55[:0_1 }5_ 435 _ 13,001

Tabloda t = 5 defjerine saddan yaklagtikga V, deferi de 13 e yaklagmaktadir. O hélde parcacigin

t = 5 saniye anindaki hizin1 da 13 m/sn olarak tahmin edebiliriz.
b) [5, 5+h]zaman aral@indaki ortalama hizi

_ s(xo+h)—s(x)

ot —

(Xo+h)—xo
_(5+hf+3-(5+h)—(52+3"5)
B (5+h)-5
_25+10n+h2+145+3h—25—15  h2+13h
- h T h
_ H(h+13)
_—H =h+13 olur.

Vo = hIEI."rlll}(h +13)=0+13=13 olur.

Bagka bir ifadeyle pargacigin t = 5 anindaki anlik hizi, 13 m/sn bulunur.

Sekil 5.57. (Devam) Bir hareketlinin anlik hizint bulma gérev tipine yonelik érnek ve
bilgilendirme (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.34-36)
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o ()

Yandaki grafikte

f(b)—f(a) e

b5  'adesine f fonksiyonunun [a,b] ndaki de-

gisim orani denir.

‘Yanda f fonksiyonunun [xg, X, + h] ndaki degigim oran
I(XQ+h)—f(X0}
Xo+h—Xg

fxa+h)—f(x) |
Tdm

flxo+h)— f(xe)

h degerine de f fonksiyonunun x = xo noktasindaki anlik

Burada h — 0 icin hlirr}:.

degisim crani denir.
. J

Sekil 5.57. (Devam) Bir hareketlinin anlik hizint bulma gérev tipine yonelik érnek ve
bilgilendirme (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.34-36)

Sekil 5.57 incelendiginde, Ornek ¢Oziimiiniin a) boliimiinde niimerik teknik
kullanilarak anlik hiz tahmininin yapildigi, b) bdliimiinde ise bu tahminin cebirsel
teknik kullanilarak dogrulandigi goriilmektedir. Bilgi boliimiinde ise analitik teknik
kullanilarak anlik degisim oranina iliskin genelleme yapilmistir. Ornegin ¢dziimiinde
analitik teknige yer verilmemesinin, kirig, teget ve egim nesnelerinin ekolojik
iliskilerinin yoksunluguna bagli olarak, anlik hiz hesabina fonksiyon grafigi lizerinde
somut bir yaklasim ile giris yapilmasini engelledigi sdylemek miimkiindiir. Ayrica,
Bilgi boliimiinde analitik teknik kullanilarak anlik degisim orami ifade edilirken kiris,
teget ve egim nesnelerinin ekolojik iligkilerinden yararlanilmadigr goriilmektedir. Bu
durum, yapilan bilgilendirmede analitik teknik kullanilmis olmasma ragmen, grafik
tizerinden degerlendirme yapilarak anlik degisim oraninin sezgisel bir yaklasimla
aciklanmasini engellemistir.

AY ve BY ders kitaplarinin tiirev ve integral konulari incelendiginde dx, dy,
d d
df (x) d_i ve ™ f(X) notasyonlar1 yaygin bir bigimde kullanildig1 halde dx, df (x)

veya dy ifadelerinin ne anlama geldigi, tiirev ve integral alma islemleri ile ilgisinin ne

oldugu veya diferansiyel alma isleminin nasil yapildig: ile ilgili herhangi bir agiklamaya

yer verilmedigi goriilmiistir. Ote yandan Sekil 5.51 lokal siti incelendiginde,
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diferansiyel nesnesinin biitiin tekniklerin kullaniminda devreye girdigi goriillmektedir.
Diferansiyel nesnesinin ekolojik iliskileri degerlendirildiginde, bu kavramin tiirev
konusu igerisinde agiklanmasina engel olusturabilecek bir durumun olmadig da
goriilmektedir. Bu durumda, ekolojik bir engel bulunmadigi halde, tiirev alma isleminde
kritik ekolojik gorevler iistlenen diferansiyel nesnesine ders kitaplarinda yer verilmemis

olmasinin énemli bir ekolojik sorun oldugunu séylemek miimkiindiir.

5.3.2.2. Fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma

Bir fonksiyonun kritik olmayan bir i¢ noktasinda tiirev alma islemi yapilirken,
sagdan ve soldan tiirevlerin birbirine esit bir reel say1 olmasina bagli olarak fonksiyonun
bu noktada tiirevli olduguna karar verilir. Buna gore, bir hareketlinin anlik hizint bulma
gorev tipinden farkli olarak iki tarafli tiirev alma islemi yapilir. Bu durum,
kullanilabilecek tekniklerin ekolojik iliskilerinde bir hareketlinin anlik hizini bulma
gorev tipine gore farkliliklarin ortaya ¢ikmasina neden olmayacaktir. Baska bir ifade ile
bir fonksiyonun kritik olmayan bir i¢ noktasinda tiirev alma isleminin yapilabilmesi
icin Sekil 5.51 lokal sitindeki ekolojik iliskilere ihtiyag duyulacagini sdylemek

miimkiindiir.

Bu bolimde 6rnek olarak y=\ﬁ fonksiyonunun cebirsel ve analitik teknik
kullanilarak bir i¢ noktasindaki tlirevi alinacaktir. Analitik teknigin daha sade ve
anlagilir ~ bir bigimde kullanilabilmesi i¢in sadece teget dogrusunun egimi ifade
edilirken diizlem pargas1 (dik iiggen) nesnesine yer verilecektir. Bu durumda, kirislerin
altina cizilen iicgenlerin kiigiilmelerine baglh olarak noktaya
doniismelerinden kaynaklanan belirsizlik durumu ortaya ¢ikmayacagi i¢in olusturulacak
lokal sitte analitik teknigin belirsizlik nesnesi ile iligkilendirilmesine ihtiyag
duyulmayacaktir.

Sekil 5.58’de, y=x/§ fonksiyonunun i¢ noktasinda tiirevini alma gorevi igin

cebirsel, analitik ve niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir. Ardindan

Ornek 5.9°da, Sekil 5.58'de verilen lokal sitten yararlanilarak Yy = Jx fonksiyonunun
1 .
X= 2 noktasi i¢in tiirevi, cebirsel ve analitik teknik bir arada kullanilarak

bulunmustur.
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Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

Fonksiyon

TBelirsialik | _, Oran

Reel Say1
Aralik/
Esitsizlik ralama/
y= Vx Tamlik
fonksiyonunun
i¢ noktasinda Analitik akinsaklik B
tirevini alma
Dogru
; O\ Kartezyen
AN} Diizl Koordinat
" Degisken uziem Sistemi
Parcasi

0
Nokta (7 Ueen) \\
Diizlem

Sekil 5.58. Fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma gérev tipi icin cebirsel, analitik ve

niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit

Ornek 5.9. y=ﬁ fonksiyonunun X=Z i¢in tiirevini bulma.

Coziim Sekil 5.59°da, Sekil 5.58’de verilen ekolojik iligkilerden yararlanilarak

y= Jx fonksiyonunun grafigi tizerinde X = 2 noktasindaki tiirevi incelenmistir.

Sekil 5.59 y= Jx fonksiyonunun i¢ noktada tiirevini alma
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Sekil 5.59°daki grafige gore f(x)= Jx fonksiyonunun [0, ) araliginda taniml

. 1 . .
oldugu goriilmektedir. f fonksiyonu Ze(a, b) olacak sekilde en az bir (a, b)
< . e 1 . .
araliginda tanimli ve siireklidir. Bu durumda X = 2 noktast fonksiyonun i¢ noktasidir.
. r .. . . , : .
Fonksiyonun X =1 icin tiirevli olabilmesi, sagdan ve soldan tiirevlerin esit olmasini

. 1 ) 1 .
gerektirir.  Grafige gore (Z, b) araliginda X degerleri azalarak " degerine
yaklastikca, K,,K,,... noktalarindan gegen sirastyla K;,K,,... kiris dogrularinin egim

: . d : : : .
degerleri de giderek t dogrusunun d_i egim degerine yaklasir. Benzer bir sekilde

1 1
(a, Z) araliginda X degerleri artarak 2 degerine yaklastik¢a, L, L,,... noktalarindan

gecen sirastyla |,l,,... kiris dogrularinin egim degerleri yine t dogrusunun egim

degerine yaklasir. Cebirsel teknik kullanarak t dogrusunun egimi,

Pl IV T — lim 4 _lim 2
4 dx x>t X_l x>t X_l x>t \/;_1 X 1
eva 4 p ‘ 4 : 2)\V 3] (5.38)
— lim ! <=1
X—= (\/;_'_Zj

, 1 .
olarak bulunur. Bu deger ayni zamanda f(X) = Jx fonksiyonunun x = 2 noktast igin

tirevidir.

5.3.2.2.1. Ders kitaplarinda fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma

AY ders kitab1 incelendiginde bir hareketlinin anlik hizini bulma goérev tipinin
ardindan bir fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma gorevine yonelik bir 6rnege yer
verildigi goriilmistiir. Cebirsel ve analitik teknigin bir arada kullanildig1 bu 6rnek Sekil

5.60’ta verilmistir.
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© omex

f(x) = ¥'x fonksiyonunun x = 4 noktasindaki tefjetinin egimini bulaim.

@j‘_‘-}fﬁ Z{m|

lﬂw limiti aradiimiz cevaptir.
lim ‘Ex: f =% belirsizligi vardir.

x - 4) = (Vx —2)('x + 2) olarak yazildiginda

N 0 ) I B |
AT (/x +2) - k2 - 4 DU

= x
) =vx d dogrusunun egimi % tiir.

Sekil 5.60. Fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma gorev tipine yonelik érnek (AY
12. Sinif Matematik Ders Kitab, s.57-58)

Sekil 5.60 incelendiginde cebirsel teknik kullanilarak yapilan tiirev alma isleminin
analitik teknik kullanilarak pekistirilmesinin amagclandigi soylenebilir. Ornegin
¢Ozlimiinde yer alan grafikte, kiris dogrularina yer verilmeden, sadece teget dogrusunun
egimi yardimiyla tiirev isleminin sonucunun belirlendigi goriilmektedir. Sekil 5.58

lokal sitinde yer alan kiris nesnesinin ekolojik iliskilerine yer verilmemesi f

fonksiyonunun siirekli oldugu X =4 noktasi i¢in sagdan ve soldan tiirev islemlerinin
birbirine esit olacaginin fonksiyon grafigi lizerinde incelenmesini engellemistir.

BY ders kitabi incelendiginde, bir hareketlinin anlik hizini bulma goérev tipine
yonelik 6rnegin ardindan bir fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma gorev tipine yonelik
bilgilendirme yapildigi goriilmiistiir. Bilgilendirme sonrasinda fonksiyonun i¢
noktasinda tiirev alma gorev tipine yonelik 6 tane 6rnege yer verilmistir. Bu 6rneklerin
tamaminda cebirsel teknigin tek basina kullanildig1 belirlenmistir. Sekil 5.61’de

bilgilendirmenin yer aldig1 boliim ve bu gorev tipine yonelik ilk rnek verilmistir.
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aior ()

Bir x; sayisini ve y = f(x) fonksiyonunu alalim. f fonksi- ij )
B x
yonunun X = X, noktasindaki anlik degigim oranini, flxo +h) el N3
(xo+h) = £( 190
Xo+h)—f(x =
hlimﬁ J“’T}fﬂ) olarak tanimlamigtik. i<
O] BV -
' =
Yandaki grafikte f(x) fonksiyonunun x = x, dan x =xc+h ~~l*, i - | ~
XD . h
noktasina kadar ortalama dedigim orani (x,, f(xo)) ve // Xt
Y
(xa +h, f(xo+h}) noktalarin birlegtiren dogrunun egimidir.
flxo+h)—f(xa) .
Mme =———————dan
BT K +h—x
I{XO + h)—_f[:):o) di
Me=———dir.
h Y
/'/ 2 1(x)
Yandaki grafikte h sifira yaklastikga yesil renkli dogrular  f (%0 +h)—-—7/7A
/ Hxo+h, flxa+h))
degigerek f fonksiyonunun xo noktasindaki tegeti durumuna / i
gelir. Foeal B
Buradan A(xe, f(%)) noktasindaki tegetin edimi - O/ﬁ | | %
J KD )(0+|'|
flxo+h)—f(x) _ i
m; = I;_rp‘J —_—Tr ile hesaplanir. ¥
\ J
Yandaki grafikte f fonksiyonunun x = x, noktasindaki tege- A
tinin egimi, flxa+h)
o 1)
m; = A E‘gn X— %o Ir.
% =¥, noktasindaki anlik dedisim oramina f fonksiyonunun f(xa)
df 94
X =Xo noktasindaki tiirevi denir ve f’(xo) veya 7 —(xo) sem- %
bollerinden biri ile gosterilir. Buradan f(x) fonksiyonunun x = xa rﬂ,
noktasindaki tarevi
i  f(xa+h)—f(xo) : - f(x)—f(xo) .
%)= Jlim ——————veya f (x0) = xILn;'n —x,  lle bulunur.
ACR ve f:A—— R fonksiyonunun X =X, € A noktasinda tarevinin olmasi icin yukandaki
limit degerlerinin var olmasi gerekir.

. vy

(Grnek (]

FR— R flx)=x*= f(-2), f(0) ve f(1)dederlerini bulaim

Sekil 5.61. Fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma gérev tipine yonelik bilgilendirme ve

ornek (BY 12. Sumif Matematik Ders Kitabi, s.37-38, 40)
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Gaziim (£
Flx)=xt = 1/(x) = ax*"
=43 tr.
f(-2)=4(-2) =4-(-8)
=—32 olur.
f(0)=4-0"=4-0
=0 olur.
ff(1)=4-1*=4-1

= 4 bulunur.

Sekil 5.61. (Devam) Fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma géorev tipine yonelik
bilgilendirme ve ornek (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitab, s.37-38, 40)

Sekil 5.61°de yer alan bilgilendirmede bir fonksiyonun kritik olmayan bir i¢
noktasinda tiirevinin nasil alindigi analitik teknik kullanilarak aciklanmistir.
Bilgilendirmede yer alan fonksiyon grafikleri incelendiginde, analitik teknik
kullanilarak X, noktas: i¢in yalmizca sagdan tlirev alma isleminin yapildig
goriilmektedir. Sekil 5.58 lokal siti incelendiginde bu durumun, kiris ve komsuluk
nesnelerinin dogru nesnesi ile ortak ekolojik iliskilerinin fonksiyon grafigi tizerine eksik
yansitilmasindan kaynaklandigi goriilmektedir. Buna gore, fonksiyon grafigine X,
noktasimin solundaki komsulugunda yer alan noktalardan gececek sekilde  kiris
dogrular: ¢izilmemesi, X, i¢ noktasina yalnizca sagindan yaklasilarak tiirev degerinin
belirlenebilecegi algisinin olusmasina neden olmaktadir. Ayrica, 6rnegin ¢dziimiinde
tirev degerlerinin sagdan ve soldan tiirev alma islemleri yapilmadan belirlendigi de
goriilmektedir. Gorev tipine yonelik diger drnekler incelendiginde de cebirsel teknigin
benzer sekilde kullanildigi goriilmiistiir. Bu durum, analitik teknigin kullaniminda

karsilasilan eksikligin cebirsel teknik kullanilarak giderilmesini engellemistir.

5.3.2.3. Tanimsizligin oldugu noktada tiirev

Bir fonksiyonun bir noktada tiirevli olabilmesi i¢in oncelikle bu noktada tanimli

olmasi1 gerekir. Bu boliimde bir noktadaki tanimsizligin o noktadaki tiirevsizlige nasil
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sin x

sebep oldugu, analitik teknik kullanilarak f(X)=——  fonksiyonu iizerinde
X
incelenmistir.
sin x . . -
f(x)=— fonksiyonunun x=0 noktasinda tiirevinin  olmadiginin
X

aciklanabilmesi i¢in fonksiyonun bu noktada tanimsiz oldugunun ifade edilmesi

gerekir. x=0 degeri f fonksiyonunda % belirsizligine bagli tanimsizlik durumu

ortaya ¢ikardigr i¢in bu asamada, daha 6nce % belirsizliginin oldugu noktada limit

alma gorev tipinde de devreye giren, belirsizlik nesnesinin ekolojik iliskilerine ihtiyag
duyulur. Ayrica fonksiyon egrisine X =0 noktasinda teget dogrusunun ¢izilemeyecegi;
teget, dogru ve egri nesneleri arasindaki ekolojik iliskiler yardimiyla agiklanir. Analitik
teknigin kullanimina bagl olarak devreye giren degisken ve nokta nesnelerinin ekolojik
iligkileri de dikkate alindiginda tanimsizligin oldugu noktada tiirev gorev tipi igin

Sekil 5.62 lokal siti elde edilir.

Gorev Teknik Kavram -1 Kavram - 2 Kavram -3
Fonksiyon
Tanimsizlik
= Reel Say1
O ran
_sinx Belirsizlik — Siralama/
X Tamlik
O
fonksiyonunun Analitik J Teget Aralik/
X =0 Esitsizlik Epri
noktasinda Degisken
tiirevini alma Dogru Kartezyen
Nokta — Koordinat
Sistemi
Diizlem

Sekil 5.62. Tanmimsizligin oldugu noktada tiirev gorev tipi icin analitik teknigin

kullanimina yénelik lokal sit
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sin x
Sekil 5.62 lokal sitindeki ekolojik iliskilerden yararlanilarak f(X):T

fonksiyonunun x=0 noktasinda tiirevsiz oldugu Sekil 5.63’te  analitik teknik

kullanilarak gdsterilmistir.

sin x

Sekil 5.63. f(x)=

fonksiyonunun tammsiz oldugu noktada tiirevinin incelenmesi

Sekil 5.62 lokal siti incelendiginde dogru nesnesinin, teget ve nokta nesnelerinin
ortak iist nesnesi oldugu goriilir. Noktalarin bir araya gelerek dogrular1 olusturmasi
nokta ile dogru arasindaki ekolojik iligkiyi; tegetin ayn1 zamanda 6zel bir dogru olmasi
ise teget ile dogru arasindaki ekolojik iliskiyi agiklar. Teget dogrusunu 6zel yapan
durumun ne oldugu ise nokta ile teget nesneleri arasindaki ekolojik iliskiye gore
belirlenir. Buna gore, t dogrusunu teget dogrusu yapacak 6zel durum, bu dogrunun

fonksiyon egrisinin yalnizca (0, 1) noktasindan gegiyor olmasidir. f fonksiyonu bu

noktada tanimsiz oldugu i¢in t’nin teget dogrusu olabilmesi i¢in gerekli olan sart
. - e sin x
gerceklesmemektedir. (0, 1) noktasinda egriye tegetin gizilemiyor olmasi f(X) = v

fonksiyonunun X =0 noktasinda tiirevsiz oldugu anlamina gelir.

5.3.2.3.1. Ders kitaplarinda tanimsizligin oldugu noktada tiirev
AY ders kitab1 incelendiginde tamimsizligin oldugu noktada tiirev gorev tipine,

calismadaki gorev tipi sirasma uygun bir bigimde, Tiirev Siireklilik Iliskisi bashg
alinda iki ornekle yer wverildigi goriilmiistir. Her iki Ornegin ¢dziimiinde
de analitik  teknigin kullanildigi  goriilmistiir. Sekil 5.64’te ilk Ornege yer

verilmistir.
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m ¥
@EE:

Yanda grafidi verilen f(x) fonksiyonunun tlirevsiz /_14,

oldugu noktalarin apsislerini bulalim. / -10

@ \CozAlim
Verilen grafik incelendiginde fonksiyon, x = 2 de tanimli olmadi§indan ve x = —1 de sireksiz

oldugundan bu noktalarda tlrevli degildir. Ayrica x = 1 noktasinda fonksiyon sivri bir ug yaptgindan

bu noktada tlrevli degildir.

Sekil 5.64. y= f(X) fonksiyonunun tanimsiz oldugu X =2 noktasinda tiirevinin

incelenmesi (AY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.63)

Sekil 5.64’te verilen fonksiyon grafigi ve grafigin altinda verilen agiklama
incelendiginde X=2 noktasinda tanimsizligin tiirevsizlige nasil yol agtigi
anlagilamamaktadir. Sekil 5.62 lokal siti incelendiginde ortaya ¢ikan bu ekolojik
boslugun teget nesnesinin ekolojik iligkilerine yer verilmemesinden kaynaklandigi
goriilmektedir. Bu durumda, teget nesnesinin ekolojik iligkilerinden yararlanilarak
fonksiyona x=2 apsisli noktadan gececek bigcimde teget ¢izilememesine bagli olarak
tirevsizlik durumunun agiklanmasinin ortaya ¢ikan ekolojik boslugun giderilmesinde
etkili olacag1 sdylenebilir.

BY ders kitab1 incelendiginde tanimsizligin oldugu noktada tiirev gorev tipine,
stireklilik ile tiirevlilik kavramlar1 arasindaki iliski agiklandiktan sonra bir 6rnekle yer
verildigi goriilmiistiir. Sekil 5.65’te yapilan agiklamaya ve cebirsel teknigin kullanildig:

Ornege yer verilmistir.

®

Bir fonksiyon bir noktada sdrekli dedilse, o noktada tirevli de degildir.

Bir fonksiyon bir noktada tarevli ise o noktada sareklidir. Bir fonksiyon bir noktada sarekli ise her

zaman tarevli olmayabilir.

Sekil 5.65. Tanimsizligin oldugu noktada tiirev gérev tipine yonelik yapilan a¢iklama
ve cebirsel teknigin kullanildigr 6rnek (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, 5.48)

278



 Grnek (4]

f(x)z Ix+4

x2—-3x+2

(Caziim (]

Paydayi sifir yapan dedgerler icin fonksiyon tanimsiz ve sdreksiz oldugundan bu noktalarda fonksi-

fonksiyonunun x = 1 ve x = 2 noktalanndaki tarevlenebilirligini bulahm.

yonun tarevi yoktur.
2_ = — — =
X 3-):_;;{2}1 0=(x-2)x-1)=0
Xx—2=0=x=2veya x—1=0=x=1dir
Buradan x = 1 ve x = 2 degerlen payday sifir yapan degerlerdir.
Fonksiyon bu noktalarda tamimeiz ve sireksiz oldugundan x = 1 ve x =2 noktalarinda fonksiyonun
tarevi yoktur

Ix+4

Bu nedenle f(x) = _ax12

fonksiyonu B —{1, 2} de tarevienebilirdir.

Sekil 5.65. (Devam) Tanimsizligin oldugu noktada tiirev gorev tipine yonelik yapilan
agiklama ve cebirsel teknigin kullanildigi ornek (BY 12. Simif Matematik Ders Kitabr,
5.48)

Sekil 5.65’te yer alan Bilgi boliimiinde bir noktadaki siireksizligin o noktada
tiirevsizlige neden olacagi belirtilmistir. Ders kitabinda bilgi boliimiiniin 6ncesindeki
boliimler incelendiginde siireksizligin tiirevsizligi ortaya ¢ikarma nedeni ile ilgili bir
aciklama yapilmadigr gorilmiistiir. Bu durum ders kitabinda yapilan bilgilendirmenin
teknolojilerine yer verilmedigini gostermektedir.

Sekil 5.65’te verilen 6rnegin ¢ézliimiinde f fonksiyonu carpanlarina ayrilmis ve

ardindan x=1 ve Xx=2 degerlerinin fonksiyonu tanimsiz yapmasina bagli olarak
ortaya c¢ikan siireksizligin tiirevsizlige neden oldugu belirtilmistir. Fakat, Bilgi
bolimiinde de oldugu gibi, siireksizligin tlirevsizligi ortaya c¢ikarma nedeni
aciklanmamistir. Ortaya cikan ekolojik boslugun giderilmesinde cebirsel teknigin
analitik teknik kullanilarak desteklenmesinin etkili olacagi sdylenebilir. Boylelikle teget
nesnesinin ekolojik iligkilerinden yararlanilarak bir noktadaki tanimsizligin o noktadaki
tirevsizlige neden olma durumu, Sekil 5.63’te de oldugu gibi, fonksiyon grafigi

tizerinde sezgisel bir yaklasim ile agiklanabilir.

4.3.2.4. Limitin olmadig1 noktada tiirev
Bir fonksiyonun bir noktada tiirevli olabilmesi i¢in bu noktada limitli olmas1

gerekir. Bu boliimde bir noktadaki limitsizligin o noktada tiirevsizlige nasil sebep
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e*, x<1

oldugu analitik, niimerik ve cebirsel teknik bir arada kullanilarak f(X) = {In < 1<x

fonksiyonunun kritik noktas1 {izerinde incelenmistir.

e, x<1 . o .
f(x)= parcali fonksiyonunun X=1 noktast i¢in tiirevi
Inx, 1<x

incelenirken, bu noktadaki sagdan ve soldan tiirevlerinin bir reel sayiya ve birbirlerine
esit olup olmadigina bakilir. Bu durumda fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma goérev
tipi i¢in gerekli olan ekolojik iliskilerin bu gorev tipi i¢in de gecerli olacagi sdylenebilir.
Burada farkli olarak analitik teknigin kullaniminda daha sade ve anlasilir bir grafik elde
edilebilmesi amaci ile diferansiyel nesnesinin ekolojik iliskilerine yer verilmemesi
uygun gorilmiistiir. Ayrica, X=1 noktasi i¢in sagdan tiirev degerinin belirlenmesi
amaciyla yapilacak limit igleminin sonucunun,

fay = tim W=D Indrh-e

h—0* h h—0*

(5. 39)

seklinde —oo’a raksanmasina bagli olarak sonsuzluk nesnesinin limit alma isleminde
devreye giren ekolojik iligkilerine de ihtiya¢ duyulacagi sdylenebilir. Buna gore cebirsel
ve nlimerik teknigin kullaniminda sonsuzluk nesnesinin oran nesnesi ile ekolojik
iligkisine ihtiya¢ duyulur. Analitik teknigin kullaniminda ise ¢izilecek teget dogrusu
egiminin —oo’a raksamasina bagli olarak sonsuzluk nesnesinin oran ve dogru nesnesi

ile ekolojik iligkileri devreye girer. (5. 39) esitliginde fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev
alma gorev tipinden farkli olarak h=0 degeri % (a#0) tanimsizlik durumunun ortaya

¢ikmasina neden olmaktadir. Bu durumda tanimsizlik nesnesinin limit alma islemine
bagli olarak devreye giren ekolojik iligkilerine de ihtiya¢ duyulur. Buna gore tanimsizlik
durumunun acgiklanmasinda bu nesnenin oran nesnesi ile ekolojik iligkileri devreye
girer. Fonksiyonun kritik noktasinda sagdan veya soldan limit alma islemleri i¢in hangi
parcasinin kullanilacagi belirlenirken tanimsizlik nesnesinin aralik/esitsizlik nesneleri
ile ekolojik iligkilerine ihtiya¢ duyulur. Analitik teknigin kullaniminda (5. 39)’de
yapilan limit isleminin sonucuna goére teget dogrusunun egiminin tanimsiz olacag ifade
edilirken de tanimsizlik nesnesinin dogru nesnesi ile ekolojik iligkileri devreye girer.
Sekil 5.66°da limitin olmadigi noktada tiirev gorev tipi i¢in cebirsel, analitik ve

niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir.
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Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

— \ Fonksiyon

Oran
an1msizii

eel Say1
o Aralik/
F(x) = { ooxsl i Q sitsizlik wralama/
In X, 1<X v, ‘ Tamllk
fonksiyonunun Analitik l
plteransiye
limitsiz oldugu é mnsaklik Egri

noktada

tlirevini alma

Dogru
N\ Kartezyen

{/,

o Koordinat
uziem - .
R Sistemi
— Parcasi
= Ucggen)
Letisen Diizlem
Nokta

Sekil 5.66. Limitin olmadig1 noktada tiirev gorev tipi icin analitik ve niimerik teknigin

kullanimina yénelik lokal sit

f parcali fonksiyonunun X =1 noktasinda limitsiz olmasinin bu noktadaki tiireve

etkisi Ornek 5.10 iizerinde analitik ve niimerik teknik kullanilarak incelenmistir.

X

e", Xx<1

fonksiyonunun X=1 noktasindaki tiirevini
Inx, 1<x

Ornek 5.10. f(x)= {

inceleme.
Coziim Sekil 5.67°de, Sekil 5.66 lokal sitindeki ekolojik iliskilerden

X

e’, x<1

fonksiyonunun X =1 noktasindaki tiirevi koordinat
Inx, 1<x

yararlanilarak f(X)= {

diizleminde incelenmistir.
Sekil 5.67deki grafige gore, f fonksiyonu 1€(a, b) olacak sekilde bir (a, b)

araliginda tamimhidir.  Bu durumda X=1 noktasinda tiirevin olabilmesi igin
fonksiyonun sagdan ve soldan tiirevli ve tiirev degerlerinin tek bir reel sayiya esit

olmasi gerekir.
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x<1

1<x

e, x<1
| 1 fonksiyonunun limitsiz oldugu noktada tiirevinin
nx, 1<x

Sekil 5.67. f(x) :{

incelenmesi

Grafige gore, (a,1) araliginda X degerleri artarak 1 degerine yaklastikga kiris
dogrularinin egim degerleri de giderek t, dogrusunun egim degeri olan € sayisina
yaklagmaktadir. Buna karsilik (L b) arahiginda X degerleri azalarak 1 degerine

yaklastikea, kiris dogrulariin egim degerleri de sinirsizca azalmaktadir.
f fonksiyonuna X=1 noktasina sagindan ve solundan c¢izilebilecek kirislerin
F(x) - f(x)
X=X

esitliginden hareketle niimerik teknik kullanilarak belirlenebilir. Bu durumda X =1

egimlerinin belirli bir reel sayiya yaklasip yaklagmadigr f'(x,)=lim
X=Xy

noktasina sagindan ¢izilebilecek kirislerin egimlerinin belirlenebilmesi i¢in

dx X1 x-1
x=1"

esitligine ihtiya¢ duyulur. Buna gore, X=1 degeri i¢in fonksiyonun y=e" pargasi
tamimli  oldugundan f(l)=e'=e olarak bulunur. Ayrica X>1 degerleri igin

fonksiyonun y =Inx pargasi tanimli oldugundan (5, 40) esitliginde f(x)=Inx olarak
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yazilir. Boylelikle niimerik teknik kullanilarak X =1 noktasina sagindan ¢izilebilecek
kiriglerin egim degerleri,

_Inx—e

] (5. 41)

esitligi ile belirlenebilir.

X =1 noktasina solundan gizilebilecek kirislerin egimlerinin belirlenebilmesi i¢in

(1) = % = lim % (5. 42)

esitligine ihtiya¢ duyulur. Buna gore X <1 degerleri ig¢in fonksiyonun y=e* pargasi
tanimli oldugundan (5. 42) esitliginde f(x)=e* olarak yazilir. Boylelikle niimerik

teknik kullanilarak X =1 noktasina solundan ¢izilebilecek kirislerin egim degerlerinin,

(5. 43)

esitligi ile bulunabilecegi goriiliir.
Tablo 5.12°de (5. 41) ve (5. 43) esitliklerinden yararlanilarak f fonksiyonuna

X=1 noktasindan gececek sekilde cizilebilecek bazi kiris dogrularinin egimleri

verilmistir.
e’ — Inx—e . . . _ .
Tablo5.12. y= 1 ve y= 1 ifadesinin sirasiyla X >1" ve X —>1 aldigi
X—= X—
bazi degerler
X 11 1,01 1,001 1,0001 1,00001 X —1"
_Inx _1e ~-262291 ~-271818 =~-271828 =~-27182,8 ~-271828  —0
X —
X 0,9 0,99 0,999 0,9999 0,99999 X—1
y= e¥_e ~ 24,7232 ~2,70473 =~2,71692 ~2,71821 =~2,71826 €
x-1

Tablo 5.12 incelendigind,e X —1" elde edilen egim degerlerinin —oo ’a iraksadigi

goriilmektedir. X -1 elde edilen egim degerleri ise € sayisina yaklasmaktadir. Bu

durumda tiirev degerleri,
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f'@) = ﬂ‘ =lim =—
dx w1t X=1 0 (5. 44)

x—1" X—

f(x)- Q) _lim Inx-e -e
1

x=1"

f'(l) = ﬂ =1lim M:Iim Eze
dx| s x-1 o1 X—1 (5. 45)
x=1"

olarak bulunur. Bu sonuglara gore, gerek —oo bir reel say1 olmadigi i¢in gerekse elde
edilen tiirev degerleri birbirine esit olmadigi i¢in f fonksiyonu X=1 noktasinda

tirevsizdir.

5.3.2.4.1. Ders kitaplarinda limitin olmadig1 noktada tiirev
AY matematik ders kitabinda limitin olmadigi noktaada tiirev gorev tipine Tiirev-

Siireklilik Iligkisi bashg altinda yapilan agiklamadan sonra 2 tane drnek ile yer verildigi
goriilmustiir. Her iki 6rnekte de analitik teknigin tek basina kullanildig belirlenmistir.
Gorev tipine yonelik ilk drnege daha once yer verildigi i¢in (Bkz. Sekil 5.64) burada
2.0rnegin ¢oziimii degerlendirilecektir.

Sekil 5.68’de AY ders kitabinda tiirev- siireklilik iligkisine yonelik yapilan

aciklama ve limitin olmadigi noktada tiirev gorev tipine yonelik 2.6rnek verilmistir.

Tiirev - Siireklilik lligkisi

Bir f() fonksiyonu X = x, noktasinda tlrevli ise bu noktada sUreklidir. Ancak f(x) fonk-

siyonunun x = x, noktasinda stirekli olmasi, bu noktada tlrevli oldugu anlamina gelmez.

f(x) fonksiyonu x = x, da sirekli degilse bu noktada tlrevli de dedildir.

Yanda grafigi verilen y = f(x} fonksiyo-

y=f(x)

|
|
|
nunun tirevli oldugu aralklari bulahim. i
|
|

2

]
15 3 2 -1 |o 1\'

|

Sekil 5.68. Tiirev- siireklilik iliskisinin yer aldigi boliim ve limitin olmadigr noktada
tiirev goreyv tipine yonelik érnek (AY 12. Sunif Matematik Ders kitabi, s.63-64)
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_ 11
@) cozim k
X = -3 ve x = —1 apsisli noktalarda f{x) fonksiyonu stirekli olmadi@indan, x = -2 apsisli noktada
sivri bir ug yaptigindan, x = 2 apsisli noktada ise tanimh olmadidindan y = f{x) fonksiyonu tarevli
dedildir.
Bu durumda fonksiyonun tlirevli oldugu araliklar {(—s=, =3), (-3, -2}, (-2, 1), (-1, 2) ve (2, =) dur.

Sekil 5.68. (Devam) Tiirev- siireklilik iliskisinin yer aldigi boliim ve limitin olmadigt
noktada tiirev gérev tipine yonelik érnek (AY 12. Sumif Matematik Ders kitabi, s.63-64)

Sekil 5.68’de yer alan agiklamada siirekliligin tiirevlilik i¢in neden gerekli
olduguna yénelik teknolojilere yer verilmedigi goriilmektedir. Ornegin ¢oziimiinde de
yapilan agiklamaya benzer bir sekilde X =-3 noktasindaki (limitsizlige bagli olarak
ortaya c¢ikan) siireksizligin bu noktadaki tiireve nasil etki ettigine yonelik gerekli olan
ekolojik iliskilere yer verilmedigi goriilmektedir. Sekil 5.66 lokal siti incelendiginde
ortaya ¢ikan bu ekolojik boslugun 6rnegin ¢ézlimiinde kiris, teget ve egim nesnelerinin
ekolojik iligkilerine yer verilmemesinden kaynaklandigi goriilmektedir. Buna gore,
fonksiyon grafigine g¢izilebilecek kiris ve teget dogrular1 yardimiyla X =—3 noktas1 igin
sagdan ve soldan tiirev degerlerinin birbirinden farkli olacaginin gosterilmesinin, ortaya
cikan ekolojik boslugun giderilmesinde etkili olabilecegi sdylenebilir.

BY matematik ders kitabinda /limitin olmadigi noktada tiirev gorev tipine bir
noktadaki siireksizligin o noktadaki tiireve etkisinin incelendigi ornekler arasinda yer
verildigi goriilmiistiir. Ders kitabinda bu gorev tipine yonelik 2 tane Ornege yer
verilmistir. Bu Orneklerden birinde analitik teknik ile cebirsel teknik bir arada
kullanilirken, diger ornekte analitik teknik tek basina kullanilmistir. Sekil 5.69°da

cebirsel teknigin analitik teknik kullanilarak desteklendigi ilk 6rnek verilmistir.

[ Ok (£
2x+4, x <2

FRE—R f(x)= Lz 3, x=2 fonksiyonunun varsa f'(2) degerini bulahm.

(Gazim (¢

f fonksiyonunun x = 2 nokiasindaki soldan tdrevi

Sekil 5.69. Limitin olmadig1 noktada tiirev gorev tipine yonelik érnek (BY 12. Sinif
Matematik Ders Kitabi, s.45)
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rr@)= jim_ h
o 22+n)+4—(2-2+4)
= lim
h—0- h
A+ Ph+ A A4
= lim
h—0- h
= [Lm_%=2 olur.

x = 2 noktasindaki sagdan tarevi

fr(2+)_ lim f(2+h|3_f(2)

" h-o+

(2+hf-3—(22-3)
= lim
h— 0+ h
. 4+4h+h2—-3—(4-3)
= lim
h -0+ h

. A+d4h+hi_ g
= lim —————
h— 0+ h

— lim Et4h
h— 0+ h

H(h+4)
= g W

= h[‘_"‘}+(h+4)=0+4=40|“'-

f(27)=2ve f(2%) =4 bulunur. Buradan f"(27) + f'(2*)

oldugundan f(x) fonksiyonunun x = 2 noktasinda trevi yoktur.

£ (x) fonksiyonunun grafigi yandaki gibidir. x = 2 noktasinda -+

fonksiyon grafigine iki farkh teget cizilebilir. Tegetler farkh oldu-

gundan egimleri de farkhdir. Dolayisiyla fonksiyonun x = 2 nok-

tasinda tdrevi yoktur.

Sekil 5.69. (Devam) Limitin olmadig1 noktada tiirev gérev tipine yonelik ornek (BY
12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.45)

Sekil 5.69°da fonksiyonun limitsiz oldugu X =2 noktasinda soldan tiirevinin hem
cebirsel, hem de analitik teknik kullamlarak incelendigi goriilmektedir. Ornegin
¢Oziimiinde verilen grafikte, Sekil 5.66 lokal sitinde yer alan nokta, teget, dogru
nesneleri arasindaki ekolojik iligkilerin hatali yorumlanmasi sonucunda teget dogrulari

yanlig ¢izilmistir. Buna gére X =2 noktasi i¢in soldan tiirev degerini veren tegetin
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egimi, teget dogrusu fonksiyonun tanimli oldugu (2, 1) noktasindan gegmesi gerektigi
yerde, fonksiyonun tanimsiz oldugu (2, 8) noktasindan gececek sekilde ¢izildigi igin
yanlis ifade edilmistir. Bu hata, teget dogrusunun y ekseni ile kesismesine bagli olarak
f'(27) tiirevinin bir reel sayiya esit olabilecegi algisina neden olmaktadir. Oysa ki teget
dogrusunun Y eksenine paralel olacak sekilde ¢izilmesi sonucunda f'(27) tiirevinin
—o0’a 1raksayacaginin belirlenmesi gerekmektedir. Diger teget dogrusu da benzer
sekilde (2, 1) noktasindan gegecegi yerde (2, 8) noktasindan gececek sekilde cizildigi
icin f'(2") tiirevi analitik teknik kullanilarak yanlis ifade edilmistir. Sekil 5.70’te,
kiris nesnesinin ekolojik iliskilerinden de yararlanilarak f fonksiyonuna tanimli oldugu

X =2 noktasindan gegecek sekilde teget dogrulari ¢izilmistir.

Sekil 5.70. f fonksiyonunun X =2 noktasindaki tiirevi i¢cin analitik teknigin kullanimi

Sekil 5.70 incelendiginde, f fonksiyonunun tanimli oldugu X=2 noktasina
sagindan gececek sekilde gizilebilecek |, I,, 1,, ... kiriglerinin egim degerlerinin bir reel
saylya yaklagmasma karsilik, solundan gececek sekilde cizilebilecek ki, k,, K, ...
kiriglerin egim degerlerinin —o0’a 1raksayacaglr goriilmektedir. Bu durumda f
fonksiyonunun x =2 noktasinda soldan tiirevi yoktur.
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Ornegin cebirsel teknik kullanilarak yapilan ¢dziimiinde, tegetlerin ciziminde
ortaya ¢ikan hatanin cebirsel yansimasi goriilmektedir. Cebirsel teknik kullanilarak
yapilan tlirev alma isleminde, degisken nesnesinin aralik/esitsizlik nesneleri ile ekolojik

iliskilerinin dikkate alinmamasina bagli olarak tiirev degerleri yanlis hesaplanmustir.

Buna gore, f(2) degeri fonksiyonun [2, oo) araliginda y = x*—3 pargasmin tanmiml

olmasma bagh olarak f(2)=2°-3=1 seklinde belirlenmesi gerektigi yerde,

fonksiyonun  x=2 i¢in tanimsiz oldugu pargasi kullanilarak f(2)=2.2+4=8
seklinde belirlenmistir. Bu hataya bagli olarak % durumu ortaya ¢ikmustir. Belirsizlik

nesnesinin ekolojik iliskilerinin de devreye girmesi ile birlikte f'(27)=2 olarak

bulunmustur. Yapilan hata giderildiginde, belirsizlik yerine tanimsizlik nesnesinin

ekolojik iligkilerinin de devreye girmesi ile birlikte dogru sonug,

F2) = lim 1@EM=T@) _ pp, 8+2h=1 o 20+7 5 i %:—oo (5. 46)

h—0" h h—0" h h—0" h h—0"

olarak bulunur.

5.3.2.5. Limitin oldugu, siirekliligin olmadig noktada tiirev

Bir fonksiyonun bir noktada tiirevli olabilmesi i¢in bu noktada siirekli olmasi
gerekir. Bu boliimde, bir noktadaki limit degerinin o noktadaki fonksiyon degerine esit
olmamasina bagli olarak ortaya ¢ikan siireksizligin bu noktadaki tiireve nasil etki ettigi
parcali bir fonksiyonun kritik noktasi lizerinde incelenmistir.

xX*+1,  x#1 , - :
f(x)= 3 (=1 pargali fonksiyonunun X=1 noktast i¢in tiirevi

incelenirken, bu noktadaki sagdan ve soldan tiirevlerin bir reel sayiya ve birbirlerine esit
olup olmadigina bakilir. Bu durumda, limitin olmadigi noktada tiirev gorev tipi igin
gerekli olan ekolojik iliskilerden biiyiik olgiide yararlanilacagi sdylenebilir. x=1
noktasi i¢in sagdan ve soldan tiirev degerinin belirlenmesi amaciyla yapilacak limit

islemleri,

)y =tim TEEM-F@ o @) 41-3 1

h—0* h h—0°* h 0" (5. 47)
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) mtim TN @ @13 1

h—0" h h—>0" h 0 (5. 48)

seklinde yapilir. (5. 47) ve (5. 48)’de limit alma islemi yapilirken, tanimsizligin ortaya
cikmasina bagl olarak, sifir sayisina sagindan ve solundan yaklasildigi goriillmektedir.
Baska bir ifadeyle, (5. 47) ve (5. 48)’de f fonksiyonunun kritik noktasinda tiirevsiz
oldugu niimerik teknik kullanilarak belirlenmistir. Ayrica, yapilan limit islemlerinin

sonuglarinin sonsuza iraksadigi goriillmektedir. Bu durumda f fonksiyonuna Kkritik
noktasindan gegecek bigimde cizilecek teget dogrusunun egimi (y eksenine paralel

olmasina bagl olarak) dik liggen yardimiyla ifade edilemeyecegi icin diizlem pargasi

(ticgen) nesnesinin ekolojik iliskilerinden yararlanilmayacaktir. (5. 47) ve (5. 48) limit
islemleri yapilirken sadece % (a#0) tamimsizlig ile karsilasildigr goriilmektedir. Bu

durumda limitin olmadigi noktada tiirev gorev tipinden farkli olarak belirsizlik
nesnesinin ekolojik iligkilerine ihtiya¢ duyulmayacagi sdylenebilir.
Sekil 5.71°de limitin oldugu, siirekliligin olmadigi noktada tiirev gorev tipi igin

analitik ve nlimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir.

Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3
O
Sonsuzluk Fonksiyon
—
Tanimsizlik
xX*+1, x#1 Reel Say1
f(x)= 3 (-1 (- : ? /
, Analitik | Diferansivel ralama/
fonksiyonunun naliti | & Tamlik
limitinin oldugu
stirekliliginin Egrj
olmadlgl. n.oktasmda Niimerik | pN -
tiirevini alma Komgulu Kartezyen
/" Koordinat
Degisken S Sistemi
Nokta .
Diizlem

Sekil 5.71. Limitin oldugu, siirekliligin olmadig: noktada tiirev gérev tipi i¢in analitik
ve niimerik teknigin kullanimina yénelik lokal sit
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Fonksiyonun bir noktada limitli oldugu halde siireksiz olmasinin o noktadaki
tiirevi nasil etkiledigi Ornek 5.11 iizerinde analitik ve niimerik teknik kullanilarak

incelenmistir.

N x> +1, x=1 _ ,
Ornek 5.11. f(x)= 3 <1 fonksiyonunun X=1 noktasindaki

tirevini belirleme.

Coziim Sekil 5.72’de, Sekil 5.71 lokal sitindeki ekolojik iliskilerden

X*+1, x=1 . o
yararlanilarak  f (X) = 3 1 fonksiyonunun X =1 noktasindaki tiirevi
, X =

koordinat diizleminde incelenmistir.

x#1

X +1,  x=1 gy
3 (=1 fonksiyonunun limitli olup stireksiz oldugu

Sekil 5.72.  f(X) :{

noktadaki tiirevinin analitik teknik kullanilarak incelenmesi

Sekil 5.72°de verilen grafige gore f fonksiyonu 1e€(a, b) olacak sekilde bir

(a, b) araliginda tanimlidir. Bu durumda X =1 noktasinda tiirevin olabilmesi icin

fonksiyonun sagdan ve soldan tiirevli ve tiirev degerlerinin tek bir reel sayiya esit
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olmasi gerekir. Grafige gore (a,1) araliginda X degerleri artarak 1’e yaklastik¢a Kiris
dogrularmin egimleri artarak oo’a iraksamaktadir. (1, b) araliginda X degerleri azalarak
I’e yaklastiginda ise kiris dogrularinin egim degerleri azalarak —oo’ a iraksamaktadir.
Sonug olarak —oo ve oo birer reel say1 belirtmedigi i¢in f fonksiyonu X =1 noktasinda

tiirevsizdir. Bu sonug, bir fonksiyonun bir noktada tiirevli olduguna karar verilmesinde
(egim degerinin bir reel say1 olmamasina bagl olarak) bu noktadan gegecek sekilde tek
bir teget dogrusu ¢izilebiliyor olmasinin yeterli olmayacagini gostermektedir.

f fonksiyonunun X=1 noktasinda sagdan ve soldan tiirevi Sekil 5.71 lokal

sitinde verilen ekolojik iligkiler yardimiyla elde edilebilen limit formiiliinden

yararlanilarak,
2 f— —
) = ﬂ‘ jim 1@y X218 L (5. 49)
dx wr o x=1 wr X=1 0"
x=1"
2 — —
)= ﬂ‘ Cjim JOO=T@ _jyy X8 L (5. 50)
dx X1 x-1 wi X—1 0
x=1"

seklinde de bulunabilir. (5. 49) ve (5. 50) esitliklerinde yer alan

_—01_=oo ifadeleri Xx=1 sayisinin sirasiyla sagindan ve solundan yaklasacak sekilde

nlimerik degerler verilmesi sonucunda elde edilen oran degerlerinin —o0 ve ©’a
iraksayacagint gostermektedir. Bu durum (5. 49) ve (5. 50)’de yapilan limit alma

islemlerinde niimerik teknigin kullanildigini1 géstermektedir.

Ders kitaplarinda limitin oldugu, siirekliligin olmadig1 noktada tiirev
AY ve BY ders kitaplart incelendiginde limitin oldugu, siirekliligin olmadigt

noktada tiirev gorev tipine yonelik bir aciklamaya veya Ornege yer verilmedigi
goriilmiistiir. BY ders kitabinda bu gorev tipine yer verilmemis olmasiin sonsuzluk
nesnesinin tiirev almadaki ekolojik iliskilerinin dikkate alinmamasindan kaynaklanan
hatal1 bir genelleme yapilmasina neden oldugu goriilmiistiir.

Sekil 5.73’te BY 12. sinif matematik ders kitabinda hatali genellemenin yapildig:

Ornege yer verilmistir.
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[Omek (4 y

Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi

verilmistir. Buna goére fonksiyonun

a)x=—1 b)x=0,

[o ] PSR ————_

¢) x=5 ¢) x=8 noktalarinda ti-

revleri olup olmadigini bulalim. Y ()

Emo

a) x =—1 noktasinda fonksiyon sireklidir.
X =—1 noktasinda fonksiyon grafigine bir tek
teget cizilebildiginden fonksiyonun x=-—1

noktasinda tlrevi vardir.

b) x = 0 noktasinda fonksiyon grafigine

bir tek tedet cizilebildiginden x =0 nokta-

sinda fonksiyon sireklidir. x = 0 noktasinda

tirevi vardir.

Sekil 5.73. Tek bir tegetin ¢izilebildigi her noktada fonksiyonun tiirevli oldugu dair
genelleme (BY 12. Suuif Matematik Ders Kitabi, s.46)

Sekil 5.73’te verilen 6rnegin ¢oziimiinde tek bir tegetin ¢izilebildigi her noktada
fonksiyonun tlirevli olabilecegi sonucuna varilabilen bir genelleme yapildigi
goriilmektedir. Oysa ki, Orek 5.11°de f fonksiyonuna X=1 noktasina sagindan ve
solundan yaklasilmasina bagl olarak elde edilen tegetlerin egimlerinin birbirine esit
olmasinin 6ncesinde, egim degerleri birer reel sayiya esit olmadig: i¢in fonksiyonun
X=1 noktasinda tlirevsiz olduguna Kkarar verilmistir. Sekil 5.71 lokal siti
incelendiginde, sonsuzluk nesnesi ile teget-egim nesnelerinin oran ve dogru nesneleri ile
kurdugu ortak ekolojik iliskilerinin bu asamada 6n plana ¢iktig1 goriilmektedir. Bu
ekolojik iligkiler, tiirevin incelendigi noktadan gegen tek bir teget ¢izilebiliyor olmasina
ragmen, teget dogrusunun egimini ifade eden oran degerinin sonsuza iraksanmasina

bagli olarak tiirevsizlik durumunun ortaya ¢ikabilecegini gostermektedir.

5.3.2.6. Kose noktada tiirev alma

Bir fonksiyonun bir noktada tiirevli olabilmesi ig¢in bu noktada siirekli olmasi
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gerekli oldugu halde yeterli degildir. Bu bdliimde bir fonksiyonun kose noktasinin,

fonksiyon bu noktada siirekli oldugu halde tiirevsizlige nasil neden oldugu

f(x)= ‘—XZ + X‘ fonksiyonunun kritik noktasi tizerinde incelenmistir.

f(x)=|-x*+x mutlak deger fonksiyonunun kése nokta olarak ifade edilen

X =1 noktasindaki tiirevi incelenirken, bu noktada sagdan ve soldan tiirevlerinin bir
reel sayiya ve birbirlerine esit olup olmadigina bakilir. Bu durumda fonksiyonun ig
noktasinda tiirev alma gorev tipi i¢in gerekli olan ekolojik iliskilerin bu gérev tipi i¢in
de gecerli olacag1 soylenebilir. Burada farkli olarak koordinat diizleminde daha sade ve
anlasilir bir sekil elde edilebilmesi amaciyla dik iiggenler yardimiyla diferansiyel oran
gosterilmeyecektir. Bu durumda analitik teknigin kullaniminda diferansiyel ve diizlem
pargasi (licgen) nesnelerinin ekolojik iliskilerine ihtiya¢c duyulmayacagi sdylenebilir.
Sekil 5.74°te kose noktada tiirev alma gorev tipi igin cebirsel, analitik ve niimerik

teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir.

Gorev Teknik Kavram -1 Kavram — 2 Kavram -3
Fonksiyon
(0/0)
eel Say1
_»_, Oran .

ama/

f(X)=|-x* +x| mlik

Aralik/
fonksiyonunun Esitsizlik

Analitik Egri

kose noktasinda

tlirevini alma

Kartezyen

I Koordinat
Sistemi

/
\ Diizlem

Sekil 5.74. Kose noktada tiirev alma gorev tipi icin cebirsel, analitik ve niimerik

\Y akinsakli

N .
TwiDegisken
Dogru

_—

Nokta

teknigin kullanimina yonelik lokal sit

Ornek 5.12°de bir fonksiyonun kose noktasinda tiirevsizligin nasil ortaya giktig
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Sekil 5.74 lokal sitindeki ekolojik iliskiler yardimiyla cebirsel ve analitik teknik bir

arada kullanilarak incelenmistir.

Ornek 5.12. f(x)= ‘—XZ + x‘ fonksiyonunun X =1 noktasinda tiirevlenebilirligini
inceleme.

Coziim Sekil 5.75°te  f fonksiyonunun X=1 noktasindaki tiirevi koordinat

diizleminde ¢izilen fonksiyon grafigi tizerinde analitik teknik kullanilarak incelenmistir.

» =

f(x)= ‘fxr‘) + x‘

Sekil 5.75. f(x)= ‘—XZ + X‘ fonksiyonunun koge noktadaki tiirevini analitik teknik

kullanarak inceleme

Sekil 5.75’teki grafige gore (L, b) araliginda X degerleri azalarak 1’e yaklastikga,
bu noktalardan gegen Kk, K,,... Kkiriglerinin egim degerleri giderek t, dogrusunun
egimine yaklasmaktadir. Ote yandan, (a, 1) araliginda X degerleri artarak 1’e
yaklastikca, bu noktalardan gegen sirasiyla |, 1,,... kiriglerinin egim degerleri giderek t,

dogrusunun egimine yaklagsmaktadir. X =1 noktasinda sagdan ve soldan tiirevi alinirken
egimleri farkli olan iki teget dogrusu elde edildigi igin f fonksiyonunun X=1 kose
noktasinda tiirevi yoktur.

Kose noktadaki tlirevszlik durumunun cebirsel teknik ile gosterilebilmesi

amaciyla f mutlak deger fonksiyonu,

-x*+x, 0<x<1
f(x) = (5.51)
x*—x, x=<0 veya x>1
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seklinde parcali fonksiyon olarak yazilabilir (Mutlak deger fonksiyonun pargali
fonksiyona doniistiiriilmesi asamasinda ortaya ¢ikan ekolojik iliskilerin incelenebilmesi
icin Erdogan (2006)’1n olusturdugu cebirsel ve fonksiyonel sitten yararlanilabilir).

Cebirsel teknik kullanilarak sirasiyla t, ve t, dogrularininn egimi,

_ X2+ x—(-1*+1 1—
/(1) = ﬂ‘ —lim Mznm ( )=Iim u=_1 (5.52)
dx X1 x—1 X1 x—1 wr X—1
x=1"
_ X2 —x—(-1"+1 -1
)= 9 ciim 1910y (£ i XD s e
dX x—1" X _1 x—1" X _1 x—1" X _1
x=1"

seklinde bulunur. Bu sonuglara gore, f'(17)# f'(1") oldugundan f fonksiyonunun

X =1 noktasi i¢in tiirevi yoktur.

Ders kitaplarinda kése noktada tiirev alma
AY matematik ders kitabinda kdse noktada tirev alma gorev tipine

Fonksiyonlarin Tiirevlenebilir Olmas: bash@ altinda 2 tane, Tiirev Siireklilik Iliskisi
baslig1 altinda bir tane olmak {iizere toplam 3 ornek ile yer verildigi goriilmiistiir. Bu
orneklerin ilk 2’sinde cebirsel ve analik teknigin bir arada, son Ornekte ise analitik
teknigin tek basma kullanildigi belirlenmistir. Sekil 5.76’da iki teknigin bir arada

kullanildig1 2.6rnege yer verilmistir.

() Omek e

2
f(x) = ][2)( « ’ ii:}‘ fonksiyonun x = 1 noktasinda tlrevli alup olmadidini bulalim ve f(x) in gra-

figini gizerek x = 1 noktasindaki tegetini inceleyelim.

@ @/u i

lim T —1(1) T X2 -1

f
Xx—-1" x-1

Sekil 5.76. Kéose noktada tiirev alma gorev tipi i¢in bir ornek (AY 12. Sinif Matematik
Ders Kitabi, 5.62-63)

295



-

= 2 oldugundan f' (17} = 2 dir.

_f)-f(1) . 2—x-1
AT M-
= lim =X
T oxrx =1

= -1 oldugundan f (1%} = =1 dir.

' (17) # ' (1) oldugundan f(x) fonksiyonu x = 1 nokiasinda turevli degildir.

4
b
Grafikte de gorlldugu gibi x = 1 noktasinda birden fazla AS /o
teget cizilebilmektedir. Bu noktada fonksiyonun grafidi sivri ; ,,:\) /’
bir ug yaptigindan tlrevi yoktur. /ﬁ\
F
o/ 1 2 X

Sekil 5.76. (Devam) Kdése noktada tiirev alma gorev tipi i¢in bir érnek (AY 12. Suuf
Matematik Ders Kitabi, s.62-63)

Sekil 5.76 incelendiginde, f fonksiyonunun kdse noktasinda cebirsel teknik

kullanilarak yapilan tiirev alma islemlerinin analitik geometrik teknik kullanilarak
desteklendigi goriilmektedir. Ornegin ¢dziimiinde yer alan grafik incelendiginde ise
X=1 kose noktasinda tiirev alma islemi yapilirken kiris nesnesinin ekolojik
iligkilerinden yararlanilmadig1 goriilmektedir Sekil 5.74 lokal siti incelendiginde kiris,
teget ve egim nesnelerinin oran ve dogru nesneleri ile ekolojik iligkilerinin oldugu
goriilmektedir. Bu ekolojik iligkiler yardimiyla kiris dogrularinin fonksiyon grafigi
tizerinde gegctikleri noktalarin, tegetin gectigi noktaya yaklasmasina bagli olarak kirig
dogrularinin egim degerleri te§et dogrusunun egim degerine yaklagsmaktadir. Kirig
nesnesi boylelikle teget dogrularinin fonksiyon grafigine nasil ¢izildiginin
aciklanmasina ekolojik katki saglamaktadir. Bu durumda Sekil 5.76’daki Ornegin

¢ozlimiinde yer verilen grafikte kiris dogrularinin ¢izilmesi, t, ve t, teget dogrularinin

egim degerlerinde ortaya ¢ikan farklilifin anlamlandirilmasina da ekolojik katki

saglamis olacaktir.
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BY 12. simif matematik ders kitab1 incelendiginde kose noktada tiirev alma gorev
tipine yonelik 2 tane 0rnegin yer aldig1 gortilmiistiir. Bu 6rneklerin ilkinde cebirsel ve
analitik teknik bir arada kullanilirken diger Ornekte sadece analitik teknige yer
verilmistir.

Sekil 5.77°de cebirsel ve analitik teknigin bir arada kullanildig1 ilk Ornek

verilmisgtir.

R E 2x+4'x<2f ksi 2 nokt daki tarevini bulal
fFFR—R, f(x)= W42, x =2 onksiyonunun x = 2 noktasindaki tarevini bulalim.

f fonksiyonunun x = 2 noktasinda tarevinin olmasi icin soldan ve sagdan tarevlerinin esit olmasi

gerekir.
, ~ f(2+h)=f(2) - 2(2+h)+4—(2-2+4)
11(@2)= i ———— =, Im. ;
_ i AE2htA A4
h—=0- h
= lim 2h _ 2 olur.
h-0- h
f(2+h)-f(2) 3(2+h)+2—(3-2+2)
oy i _
F2) h'L"3+ h h'L“S+ h
~ im Bt8h+2-f-2
h—0* h
— im 2h_
= hILn3+ h = 3 olur.

f(27)=2ve f/(27) = 3 bulunur. AY

fix)

Buradan f’(2-) # f'(2*) oldugundan fonksiyonun x =2 8
noktasinda tlrevi yoktur.

f(x) fonksiyonunun grafigi yandaki gibidir. x = 2 noktasinda /
fonksiyon grafigine cizilen tegetler dogrularin grafikleri ile ayni 4]
olur. ,r'J

24

Dogrularin egimleri my = 2 ve m; = 3 olup egimleri farkhidir. -

Fonksiyonun x = 2 noktasinda tirevi yoktur. = 3;" 0 3 » X
4
Y

Sekil 5.77. Kdése noktada tiirev alma gérev tipine yonelik cebirsel ve analitik teknigin

bir arada kullanildigi 6rnek (BY 12. Suif Matematik Ders Kitabi, s.43-44)
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Sekil 5.77 incelendiginde f fonksiyonunun kdse noktasinda cebirsel teknik

kullanilarak yapilan tiirev alma islemlerinin analitik geometrik teknik kullanilarak
desteklenmesinin hedefledigi anlasiimaktadir. Ornegin ¢6ziimiinde verilen grafik
incelendiginde, Sekil 5.74 lokal sitinde yer alan Kkiris, teget ve egim nesnelerinin
ekolojik iligkilerinin devre dis1 birakildig1 goriilmektedir. Kiris, teget ve egim
nesnelerinin yoksunlugundan kaynaklanan bu ekolojik bosluk, X =2 kdse noktasinda
teget dogrularinin  egim  degerlerinde ortaya ¢ikan farkliligin grafik
lizerinde incelenmesini engellemektedir. Bu durumun, analitik teknigin cebirsel
teknige olan  ekolojik  katkisinin  kisitlanmasina neden oldugunu soylemek
mimkiindiir.

Sekil 5.78°de kdse noktada tiirev alma gorev tipi ile ilgili BY ders kitabinda yer

alan 2.6rnek verilmistir.

[ Srmek (4] y

Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi

verilmistir. Buna gére fonksiyonun

a)x=—1 b)x=0,

[oe] P ———r_

c)x=5 ¢) x =28 noktalarinda ti-

revleri olup olmadidini bulahm. 4 f)

o=l L

¢) x = 8 noktasinda fonksiyon siireklidir. x = 8 noktasinda fonksiyonun grafidine birden fazla teget

cizilehildijinden x = 8 noktasinda tiirevi yoktur.

Sekil 5.78. Kdése noktada tiirev alma gérev tipi i¢in analitik teknigin kullanildigi bir
ornek (BY 12. Sunif Matematik Ders Kitabi, 5.46)
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Sekil 5.78’de yer alan 6rnegin ¢oziimii incelendiginde f fonksiyonunun X=8

kose noktasina tegetlerin olmasi gerekenden farkli egim acilann ile ¢izildigi
gorilmektedir. Sekil 5.74 lokal siti incelendiginde kiris nesnesinin ekolojik
iligkilerinden yararlanilarak bu hatanin giderilebilecegi sdylenebilir. Sekil 5.79°da, kiris

nesnesinin ekolojik iligskilerinden vyararlanilarak f fonksiyonuna ~ X=8 kose

noktasindan gegen teget dogrulari ¢izilmistir.

Sekil 5.79. f fonksiyonunun X =8 kdse noktasinda tiirevini alma gorevi i¢in analitik

teknigin kullanimi

Sekil 5.79 incelendiginde f fonksiyonunun X=8 kose noktasina sagindan
gececek sekilde gizilebilecek |, I, I, ... kirislerinin egim degerlerinin bir reel sayiya
yaklasmasia karsilik, solundan gegecek sekilde g¢izilebilecek ki, k,, K;, ... kirislerin
egim degerlerinin oo’a 1raksayacagi goriilmektedir. Bu durumda  f fonksiyonunun

X=8 noktasinda soldan tiirevi yoktur. Buna karsilik Sekil 5.78’de teget dogrusunun
egim degerinin bir reel sayiya yakinsamasina bagl olarak f fonksiyonunun Xx=38

noktasinda sagdan tiirevli oldugu gortilmektedir.

5.3.2.7. Fonksiyonun u¢ noktasinda tiirev alma

Bir fonksiyonun u¢ noktasinda tiirev alma islemi yapilirken, fonksiyonun i¢
noktasinda tiirev alma gorev tipinden farkli olarak, bu noktanin tanim araligina gore
yalnizca soldan veya yalnizca sagdan tiirevi alinir. Tiirev alma igleminin sonucu bir reel

saylya esit oluyor ise fonksiyonun bu noktada, tiirevinin alindig1 tarafa bagl olarak,

299



sagdan veya soldan tiirevli olduguna karar verilir. Fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev
alma gorev tipinde de oldugu gibi, bir fonksiyonun u¢ noktasinda siireksiz olmasi bu
noktada tiirevsiz oldugunu gosterir. Bir fonksiyonun u¢ noktasi kése nokta olamayacagi
icin fonksiyonlarin u¢ noktalar1 i¢in kose noktada tiirev alma  gorev tipinden
bahsedilmesi miimkiin degildir. I¢ noktada tiirev alma islemi ile u¢ noktada tiirev alma
islemi karsilastirildiginda her iki gorev tipinin gerceklestirilmesinde benzer adimlarin
atildig1 sOylenebilir. Bu durumda, bu iki gorev tipi gerceklestirilirken devreye giren

ekolojik iliskilerin de benzerlik gosterecegini sdylemek miimkiindiir.

Bu boliimde ornek olarak f(X) = NN fonksiyonunun u¢ noktasinda tiirev alma

islemi yapilmustir. f(X) =\/; fonksiyonunun u¢ noktasi i¢in tlirevinin ne taraftan

alinacagma karar verilmesinde fonksiyonun bu noktanin hangi tarafinda tanimsiz

oldugunun belirlenmesi O6nem kazanir. Bu asamada tanimsizlik nesnesinin
aralik/esitsizlik nesnesi ile ekolojik iliskilerine ihtiya¢ duyulur. Ayrica, f(X):\/;

fonksiyonunun tiirevi,

Jh-0 . 1

—lim XY im = =0 (5. 54)

h—0" h h—0* \/ﬁ

V@W=ﬁpfw+?_“®

seklinde alindiginda, limit alma islemi yapilirken %(a;tO) tanimsizliginin ortaya
ciktig1 goriilmektedir. Ortaya ¢ikan bu tanimsizlik durumunun agiklanmasinda bu

nesnenin % (@a#0) tammsiziigimin oldugu noktada limit alma gorev tipinde devreye

giren ekolojik iliskilerine ihtiyag duyulur. Analitik teknigin kullaniminda f(X) =Jx
fonksiyonunun (—oo, 0) araligindaki reel say1 degerleri i¢in tanimsiz oldugu ve buna

bagli olarak X=0 noktasi i¢in fonksiyona soldan yaklagilamayacagi tanimsizlik ve
degisken nesnelerinin komsuluk nesnesi ile ekolojik iligkileri yardimiyla agiklanir.
Niimerik teknik kullanilarak yapilan limit alma isleminin sonucunda elde edilen
sonsuzluk, analitik teknikte fonksiyon egrisine ¢izilen kirislerin ve tegetin egimleri ile
iliskilendirilir. Bu asamada kiris/teget/egim nesnelerinin oran ve dogru nesneleri ile
ekolojik iligkileri devreye girer. Cizilecek teget dogrusunun egim acisinin dik olmasina
bagl olarak egim degerinin tanimsiz olmasi, tanimsizlik nesnesi ile dogru nesnesi

arasindaki ekolojik iligkiler yardimiyla agiklanir. Kiris dogrularindan elde edilen egim
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degerlerinin bir reel sayiya yaklagsmak yerine sonsuza iraksiyor olmasi, sonsuzluk, oran
ve reel sayr nesneleri arasindaki ekolojik iligkilerle agiklanir. Bu gorev
geceklestirilirken teget dogrusunun egim agisinin dik olmasina bagh olarak dik liggen
yardimi ile dX ve dy uzunluklarmin ifade edilmesi miimkiin olmayacaktir. Bu nedenle,
lokal sitte diizlem pargasi (licgen) nesnesine ihtiya¢ duyulmayacaktir.

Sekil 5.80°de fonksiyonun ug¢ noktasinda tiirev alma gorev tipi igin analitik ve

nliimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir.

Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

Sonsuz'uk

Fonksiyon
Oran
) Tanimsizlik Reel Say1
y=x - \
fonksiyonunun Analitik Aralik/ iralama/
x=0 uc Esitsizlik Tamlik
noktasi igin .
tiirevini alma E Egri
\
Kartezyen

Degisken / i: Sistemi

Koordinat
Nokta Diizlem

Sekil 5.80. Fonksiyonun u¢ noktasinda tiirev alma gorev tipi igin analitik ve niimerik

teknigin kullanimina yonelik lokal sit

Ornek 5.13’te y= Jx fonksiyonunun ug¢ noktasindaki tiirevi Sekil 5.80 lokal

sitindeki ekolojik iliskiler yardimiyla analitik ve niimerik teknik bir arada kullanilarak

incelenmistir.

Ornek 5.13. y= Ix fonksiyonunun X = 0 noktas i¢in tiirevini inceleme.

Coziim  Sekil 5.81°de y=+/x fonksiyonunun X =0 noktasindaki tiirevi

fonksiyon grafigi lizerinde incelenmistir.
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Kok k ko S@=x

Sekil 5.81. y= Jx fonksiyonunun sol u¢ noktasinda tiirevini alma

Sekil 5.81°deki grafige gore f fonksiyonu [0, ) araliginda tanimh oldugu

halde (—o0, 0) araliginda tanimsizdir. Bu durumda X =0 apsisli nokta fonksiyonun sol
u¢ noktasi olup, fonksiyon herhangi bir (C, 0) araliginda tanimli olmadig1 igin X=0
noktasinda soldan tiirev incelenemez. Buna karsilik (0, d ) c [0, OO) olacak sekilde bir
(0, d) aralig1 mevcut oldugundan ayni deger i¢in sagdan tiirev incelenebilir.

Grafige gore (0,d) araliginda X degerleri azalarak sifira yaklagtikga,
K., K,,K,,... noktalarindan gegen sirasiyla K;,K,,K;,... kiriglerinin egim degerleri de
siirekli artarak sonsuza iraksamaktadir. Bu durumda f fonksiyonuna X=0 noktasinda
bir t teget dogrusu ¢izilebildigi halde, bu dogrunun egimi bir reel sayiya esit olmadigi
icin f fonksiyonunun X =0 noktasinda sagdan tiirev yoktur. Ortaya ¢ikan tiirevsizlik

durumu niimerik teknigin kullanimina bagl olarak,

0= Y] i fO=F@ o x=0_p 11
dx x—0* X—0 x—0* X x—0* \/; 0"

x=0"
seklinde ifade edilebilir. Burada %:oo ifadesi, sifira sagindan yaklasacak sekilde

niimerik degerler verilmesi sonucunda elde edilen oran degerlerinin o0’a 1raksayacagin

gostermektedir.
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5.3.2.7.1. Ders kitaplarinda fonksiyonun u¢ noktasinda tiirev alma
AY ders kitab1 incelendiginde fonksiyonun u¢ noktasinda tiirev alma gorev tipine

yonelik bir agiklama veya Ornege yer verilmedigi gorilmiisiir. BY ders kitabi
incelendiginde ise bu gorev tipine yonelik bilgilendirme yapildigi goériilmiistiir. Bir
Fonksiyonun Bir Aralikta Tiirevli Olmasi baslig altinda yer alan bilgilendirme boliimi

Sekil 5.82°de verilmistir.

®

Bir fonksiyon {a,b) nin her noktasinda tiirevli ise f fonksiyonu (a, b) nda tiirevlidir denir.

Bir fonksiyon (a, b) nin her noktasinda tiirevli, x=a noktasinda sagdan ve x=b noktasinda soldan

tiirevli ise “f fonksiyonu [a, b] nda tiirevlidir.” denir.

Sekil 5.82. Fonksiyonun u¢ noktasinda tiirev alma gorev tipine yonelik bilgilendirme

(BY 12. Sunif Matematik Ders Kitabi, s.50)

Bir fonksiyonun u¢ noktasinda tiirevli olabilmesi i¢in bu u¢ noktasinda tek tarafli

stirekliligin olmas1 gerekir. Buna gore Sekil 5.82°de belirtilen f fonksiyonunun x=a

noktasinda tiirevli olabilmesi i¢in bu noktada sagdan, Xx=Db noktasinda tiirevli
olabilmesi i¢in bu noktada soldan siirekli olmas1 gerekir. Sekil 5.82 incelendiginde,
fonksiyonun u¢ noktasinda tiirev alma gorev tipi aciklanirken siireklilik ile tiirev
kavramlar1 arasinda ekolojik bagin kurulmadig goriilmektedir. Ders kitabinin Siireklilik
konu baglikli boliimii incelendiginde, ortaya ¢ikan bu ekolojik kopuklugun u¢ noktadaki
stirekliligin incelenmesi gorev tipine yer verilmemesinden kaynaklandigi goriilmektedir.

Sekil 5.82 incelendiginde, f fonksiyonunun ug¢ noktalarindaki tiirevi belirlenirken
X=a noktasi i¢in neden yalnizca sagdan ya da X=Db noktasi igin neden yalnizca
soldan tiirev alindigina yonelik gerekli teknolojilere de yer verilmedigi goriilmektedir.
BY ders kitabinin ilerleyen boliimleri incelendiginde, bilgilendirmede ortaya ¢ikan bu
ekolojik boslugun giderilmesine yonelik bir 6rnege rastlanmamuistir. Ders kitaplarinda

fonksiyonun u¢ noktasinda tiirev alma gorev tipinin gerceklestirilmesine yonelik gerekli

teknolojilere yer verilmemis olmasinmn f(x) =+1—x* gibi kapali veya f(x)= Jx gibi
yar1 agik aralikta tanimli fonksiyonlarin tiirevlenebilirliginin incelenecegi gorevlerde

yukarida belirtilen ekolojik sorunlarin ortaya ¢ikmasina neden olabilecegi sdylenebilir.
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5.3.2.8. Bir fonksiyonun tiirevlenebilirligini inceleme

Bir fonksiyonun tiirvlenebilirligi incelenirken fonksiyonun tanimli oldugu biitiin
noktalarda tiirevli olup olmadigina bakilir. Tiirevlenebilirlie fonksiyonun tanimh
oldugu noktalara gore karar verilecegi degerlendirildiginde, fonksiyonda tanimsizliga
neden olan noktalarin belirlenmesinin 6nem kazanacagi soylenebilir. Bu asamada
tanimsizligin nedenine gore tanimsizlik veya belirsizlik nesnelerinin daha 6nce limit
alma iglemi yaparken de devreye giren ekolojik iliskilerine ihtiya¢ duyulur. Ardindan
fonksiyonun tanimli oldugu kritik noktalarinin olup olmadigt belirlenir ve bu
noktalardaki tiirevliligi incelenir. Bu asamada kritik noktanin &zelligine goére limitin
olmadig1 noktada tiirev, limitin oldugu, siirekliligin olmadigi noktada tiirev, kose
noktada tiirev alma, fonksiyonun u¢ noktasinda tiirev alma gorev tipleri igin devreye
giren ekolojik iligkilere ihtiya¢ duyulur.

x—x3
X —

Oregin, f(x)= fonksiyonunun tiirevienebilirligini inceleme gorevi

gerceklesirilirken ilk adimda fonksiyonun tanimsiz oldugu nokta belirlenir.

0
1.Adim: x=1 i¢in f()= 0 ¢ R olup fonksiyon tanimsizdir.

e Bu adimda yapilan islem daha once Tablo 5.5 te % belirsizliginin oldugu

noktada limit alma gorev tipi i¢in yapilan prakseolojik analizin cebirsel ve
niimerik teknikleri I.adimlarinda yer almaktadir. Bu durumda cebirsel veya

niimerik teknik kullanilarak X =1 noktasindaki tamimsiziigin agiklanmasinda

3

. X —
lim
-1 x—1

limitini alma gorevinin lokal sitindeki (Bkz. Sekil 5.24) belirsizlik ve

tammsizlk  nesnelerinin  ekolojik  iliskilerine ihtiva¢  duyulur. Analitik
teknigin kullamiminda  ise  aym  lokal  sitteki  ekolojik iligkilerden
vararlanilarak  tammsizligin -~ oldugu nokta  fonksiyon grafigi iizerinde
belirlenir.

2.Adim: f  fonksiyonunun tamim kiimesinde Ozel olarak tiirevliligin

incelenmesini gerektirecek kritik bir nokta yoktur. Bu durumda,
VXOER—{l} icin f'(x;)=f'(xy)=f'(x,) (5.56)
esitligi saglanacagi i¢in f tlirevlenebilir bir fonksiyondur.
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o Kritik noktalarin belirlenmesi ve bu noktalardaki tiirevierin incelenmesine

vonelik ekolojik iliskiler daha onceki gorev tiplerinde agiklanmistiv. Bu gérev

4 3
X —
tipleri goz oniinde tutuldugunda, f(x)=

fonksiyonunun tanim

kiimesinde tiirevsizlige neden olabilecek kritik bir noktanmin olmadig
goriilmektedir. Bu durumda, fonksiyonun i¢ noktasinda tiirev alma gorev tipi

icin ekolojik iligkilerin yer aldigi  Sekil 5.58 lokal siti yardimiyla f
fonksiyonun tanim kiimesindeki her X, elemam igin (5. 56) esitliginin

saglandig belirlenir.

4
. X .. I TP
Sekil 5.83'te f(x)= fonksiyonunun  tiirevlenebilirligini  inceleme

gorevinin gerceklestirilmesine bagli olarak ihtiya¢ duyulan ekolojik iliskilerin yer aldig:

cebirsel ve niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal site yer verilmistir.

Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

| an1ms1zl1!

Fonksiyon

Reel Say1

/ Slralama/ ‘
Y akinsaklik Tamhk
\ Degisken

Sekil 5.83. Bir fonksiyonun tiirevlenebilirligini inceleme gorev tipi icin cebirsel ve

fonksiyonunun

tiirevlenebilirligini

inceleme

niimerik teknigin kullanimina yonelik lokal sit

4
. X epe ge o
Sekil 5.84’te f(x)= fonksiyonunun  tiirevlenebilirligini  inceleme

gorevinin gergeklestirilmesine bagli olarak ihtiya¢ duyulan ekolojik iliskilerin yer aldig1

analitik teknigin kullanimina yonelik lokal sit verilmistir.
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Gorev Teknik Kavram -1 Kavram -2 Kavram -3

[ ] i
Tanimsizlhik ~4 Fonksiyon
Oran
Reel Say1
Aralik/ .
Esitsizlik Siralama/
x4 —x° Tamlik
f(x)=
x-=1
fonksiyonunun Analitik | Egri
tiirevlenebilirligini /
inceleme > Kartezyen
" Koordinat
uziem Sistemi

Parcas1

(Uggen) \
Diizlem

Degisken

Nokta

Sekil 5.84. Bir fonksiyonun tiirevienebilirligini inceleme gorev tipi i¢in analitik

teknigin kullanimina yonelik lokal sit

5.3.2.8.1. Ders kitaplarinda bir fonksiyonun tiirevlenebilirligini inceleme
AY ders kitab1 incelendiginde bir fonksiyonun tiirevienebilirligini inceleme gorev
tipine yonelik bir tane Ornegin bulundugu goriilmiistiir. Cebirsel teknigin tek basina

kullanildig1 bu 6rnek Sekil 5.85’te verilmistir.

() ormesk

ax? +2x+1, x<1

f{x) = {bx" Lo X1 fonksiyonu ¥x € R icin tiirevli clduguna gére a ve b sayilanni bulahm.

@L(‘C_}_‘-‘}u,lm
f(x) fonksiyonunun tlirevli olabilmesi icin &ncelikle sirekli olmas! gerekir.

ax? 4+ 2x +1 fonksiyonu ve bx® + 2 fonksiyonu, polinom fonksiyonlar oldugundan bu fonksiyonlar

her noktada siirekli ve tlrevlidir.

Sekil 5.85. Bir fonksiyonun tiirevienebilirligini inceleme gérev tipine yéonelik bir érnek
(AY 12. Suinif Matematik Ders Kitabi, s.63-64)
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Bu durumda tiirevliligin bozulabilecegi tek nokia x = 1 noktasi olur. Bu noktada da fonksiyonun
siirekli olmasi igin

xlil'g_[axg +2x+1)= x!i_n;|_{b:-:3 +2) = f{(1) olmalidir.

a+2+1=b+2=a+1=>b...() bulunur.

Fonksiyonun x = 1 de tlrevli clmasi igin (1) = f{1+) olmasi gerekir.

9 -f(1) ax?+2x+1-b-2 . ax?+2x+1-(a+1)-2 ~
M= =i X—1 = Jim: = b=a+1)

f()=

ax?4+2x-a-2 ax®-1)+2x-2

= lim

I
?

x—1" X— x—1" X—
_ Jln?-a(x_”{x;—qﬁz{x_” _ JL”;'M[;E;’- 1)+2]

lim [a(x+1) +2]=2a+2dir.

fl)—f(1) | bx+Z2-b-72
r7= xl_,";'-? - ,;“_1 o x—1
b{x*-1) bp—~1Tp2+x+1)
=xh—rn‘-l1' x=1 _xllr _;7"1' :lE-rT:II'b(XQ_I—x_'—-I}

=b-(1+1+1)=3bolur.

O hélde, 2a + 2 = 3b .... (ll) elde edilir.

(I) ve (Il) ortak goziilirse

2a+2=3@@+1)=2a+2=3a+3
= a=-1olur

Buradanda b=-1 + 1 = b =0 bulunur.

Sekil 5.85. (Devam) Bir fonksiyonun tiirevlenebilirligini inceleme gérev tipine yonelik
bir érnek (AY 12. Simif Matematik Ders Kitabi, s.63-64)

Sekil 5.85’teki ornekte f parcali fonksiyonunun ¥V xeR igin tiirevli olmasi

fonksiyonun tiirevlenebilir oldugunu gostermektedir. Ornegin ¢oziimiinde fonksiyonun
kritik noktasinda tiirevli olup olmadig1 ayrica incelenmistir. Bu asamada X =1noktasi
i¢in sagdan ve soldan tiirev alma islemleri yapilmistir. Ornegin ¢dziimiinde sagdan ve
soldan tiirev alma iglemlerinin fonksiyonun hangi pargalar: lizerinde yapilacagina nasil

karar verildigine yonelik bir agiklamaya yer verilmemistir. Bu durum,

2
tay= Y Cgim SOy @ +2x41) D=2 (5. 57)
dx X1 X—1 X1~ X—1
x=1"
3
iy Y i FO-F@ (06 +2) b2 (5.58)
dx x—)l* X—=1 X—>1+ x-1
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esitliklerinde yer alan f(x) fonksiyonu yerine birbirinden farkli olan ax®+2x+1 ve

bx®+2 ifadelerinin yazilma nedenine yonelik teknolojinin agiklanmasinda ekolojik
boslugun ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Bir parcali fonksiyonun kritik noktasinda
tiirevinin incelenmesi gorevine yonelik ekolojik iliskilerin yer aldig1 Sekil 5.66 lokal siti
incelendiginde, bu ekolojik boslugun ortaya c¢ikmasinda tanimsizlik ve komsuluk
nesneleri ile aralik/esitsizlik nesneleri arasindaki ekolojik kopuklugun onemli bir rol
oynadigin1 sdéylemek miimkiindiir. Bu nesneler arasindaki ekolojik iliskilerden

yararlanilarak; X =1noktasinda soldan tiirev alma islemi yaparken gerekli olan (X,, 1)

seklindeki bir komsuluk igin fonksiyonun y=Dbx®+2 pargasmin tanimsiz oldugu, bu

nedenle (5. 57)’de limit alma islemi gergeklestirilirken fonksiyonun en az bir (X,, 1)

araliginda tanimli olan y=ax’+2x+1 parcasinin kullanildig1 agiklanabilir. Benzer

aciklamalara X =1 noktasinda sagdan tiirev alma islemi i¢in de yer verilebilir.
Boylelikle ortaya cikan ekolojik boslugun giderilmesine yonelik etkili bir adim
atilmasina da imkan saglanmus olur. Ote yandan, cebirsel teknigin komsuluk nesnesi ile
ortiik ekolojik iligkisinin oldugu degerlendirildiginde, bu agiklamalarin Sekil 5.66 lokal
sitindeki ekolojik iligkiler yardimiyla fonksiyon grafigi iizerinde analitik teknik
kullanilarak desteklenmesinin faydali olacagini sdylemek miimkiindiir. Bdoylelikle
tanimsizlik ve komsuluk nesneleri ile aralik/esitsizlik nesneleri arasindaki ekolojik
iliskilerin grafik tizerinde somut bir yaklagim ile incelenmesine olanak saglanmis olur.
BY ders kitab1 incelendiginde bir fonksiyonun tiirevilenebilirligini inceleme gorev
tipine Fonksiyonun Bir Aralikta Tiirevli Olmas: bashigi altinda ¢alismadaki gorev tipi
sirasina uygun bir sekilde yer verildigi goriilmiistiir. Ders kitabinda bu gorev tipine
yonelik bilgilendirmenin ardindan 4 tane Ornege yer verilmistir. Sekil 5.86’da

bilgilendirme boliimii ve daha detayli agiklamalarin yapildig1 2.6rnege yer verilmistir.

Bir Fonksiyonun Bir Aralikta Tiirevli Olmasi

@

Bir fonksiyon (a,b) nin her noktasinda tiirevli ise f fonksiyonu (a, b) nda tiirevlidir denir.

Bir fonksiyon (a, b) nin her noktasinda tirevli, x=a noktasinda safdan ve x=b noktasinda soldan

tirevli ise “f fonksiyonu [a, b] nda tiirevlidir.” denir.

Sekil 5.86. Bir fonksiyonun tiirevienebilirligini inceleme gorev tipine yonelik

bilgilendirme ve ornek (BY 12. Suif Matematik Ders Kitabi, $.50)
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(Omek (£

FR—ER, f(x}={

Emo

2+1, x <1

x+1, x=1 fonksiyonunun tdrevii oldugu arahd bulalim.

x <1 igin
v fxER)=F(x)  (x+hFH1-(x"+1)
fr(x)= lim_ h = i h
X4 2xh+hP = A
= lim_
h—0 h
fim 2xh+h?
“h-o- h
_ H(Zx+h) _
= lim_ W —hILrLI_(2x+h)—2x+0—2xt|r_
x <2 1igin fonksiyon tarevlidir.
L ~ fx+h)—f(x) o (x+h)+H1=(x+1)
x > 1igin f'{x)= hIILrH+ H = hILT+ H
= lim xth+1-x-1_ lim £=1dir
h-0* h h-o+ J )

x > 1 icin de fonksiyon tareviidir. x = 1igin #7(17)# (1) oldugundan fonksiyon x = 1 noktasinda
tarevli degildir. Buna gore f (x) fonksiyonu (—eo, 1) ve (1, + =) nda tarevlidir.

Sekil 5.86. (Devam) Bir fonksiyonun tiirevlenebilirligini inceleme gorev tipine yonelik
bilgilendirme ve 6rnek (BY 12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.50)

Sekil 5.86’da yer alan Bilgi boliimiinde bir fonksiyonun bir agik aralikta veya bir
kapal1 araklikta tiirevli olabilmesi i¢in gerekli olan sartlar belirtilmistir. Buna karsilik,
Bilgi boliimiinde tiirevlenebilirlik ifadesine yer verilmedigi ve bir fonksiyonun
tiirevlenebilir olmas: i¢in gerekli olan sartlara deginilmedigi goriilmektedir. Ornegin,
yapilan bilgilendirmede bir fonksiyonun tanimsiz oldugu noktalarin tiirevlenebilirligine
etki etmeyecegine yonelik bir agiklama yer almamaktadir. Sekil 5.86’da yer alan
Ornegin ¢oziimii incelendiginde, bilgilendirmede tanimsizlik nesnesinin goézardi
edilmesinden kaynaklanan bu ekolojik boslugun giderilmesine yonelik bir adim
atilmadigy goriilmektedir. Ornegin ¢dziimiinde, “Bir fonksiyonun tiirevlenebilir olmas1

icin tanimli oldugu biitiin noktalarda tiirevli olmasi1 gerekir. f fonksiyonunun tanimsiz
oldugu bir reel say1 degerinin olmadig1 goriilmektedir. Bu durumda f fonksiyonunun
tirevlenebilir olmast1 V xeR i¢in tiirevli olmasmi gerektirmektedir.”” seklinde
yapilabilecek bir acgiklama ile bu ekolojik boslugun giderilebilecegini sdylemek

miimkiindiir. Ornegin ¢dziimiinde, AY ders kitabinda yer alan Sekil 5.85 6rneginde de
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oldugu gibi, f fonksiyonunun x =1 kritik noktasinda sagdan ve soldan tiirevi alinirken

kullanilacak fonksiyon parcalarina nasil karar verildigine yonelik bir agiklamaya yer
verilmedigi goriilmektedir. Coziimiin sonunda, Bilgi boliimiine benzer bir sekilde,
tiirevlenebilirlik ifadesi kullanilmadan yalnizca fonksiyonun hangi araliklarda tiirevli
oldugu belirtilmistir.

BY ders kitabinin ilerleyen boliimleri incelendiginde tiirevlenebilirlik kavramina
ve tiirevlenebilirlik i¢in gerekli olan ekolojik iliskilere yer verilmemesine bagli olarak
ortaya ¢ikan ekolojik bosluklarin bir sonraki konunun 6gretimine de etki edebilecegi
goriilmiistiir. Bir sonraki konuda fonksiyonlarin tiirevlenebirligine ihtiya¢ duyuldugu

boliimler Sekil 5.87°de verilmistir.

1.2.3. Tiirevlenebilen iki Fonksiyonun Toplaminin, Farkinin, Garpiminin ve Balimii-
niin Tlrevi
Toplamin ve Farkin Tiirevi

®

f:A— R, gcA—— R ve x € A gergek sayisi icin f ve g fonksiyonlari tiirevienebilir iki fonksi-

yon olmak izere, (f+g)(x)}=f (x)+g'(x) ve (f—g)(x)=f(x)—g'(x) tir.

Q

fa, f2,..., fa:R — R fonksiyonlar x € R sayisi igin tlirevlenebilir olsun.

(Ffrtfatotfa)(X)=F1(x)+ f2(x)+ ...+ fn(x) tir.

Carpimin Tiirevi

Seigi (D)

fA—R gA— R ve x € A gergek sayisi icin f ve g fonksiyonlari tirevlenebilir iki fonk-

siyon olmak iizere, (f-g)(x) = f'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x) tir.
A

f:R—— R, f tiirevlenebilen bir fonksiyon ve ¢ € R olmak lizere
[e- fO)=c f(x)+e f(x)=0-f(x)+c f'(x)

=c- f"(x) olur.

-

Sekil 5.87. Bir fonksiyonun tiirevienebilirliginin gectigi boliimler (BY 12. Sinif
Matematik Ders Kitabi, s.53 -55)
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Bollimin Tiirevi

@

. ¢:R— R, f ve g tiirevienebilir iki fonksiyon ve g(x) # 0 olmak lUzere

dir.

£V 0 800~ (0 9 ()
(§)e- oGO

J

Sekil 5.87. (Devam) Bir fonksiyonun tiirevienebilirliginin ge¢tigi béliimler (BY
12. Sinif Matematik Ders Kitabi, s.53 -55)

Sekil 5.87 incelendiginde, ders kitabinin 6nceki boliimlerinde bir fonksiyonun
tirevlenebilirligine yonelik gerekli ekolojik iliskilere yer verilmemesinin, iki
fonksiyonun toplaminin, farkinin, ¢arpiminin ve bdliimiinlin tiirevi incelenirken
tirevlenebilir fonksiyonlara ihtiya¢ duyulmasina bagli olarak, ekolojik bosluklarin

ortaya ¢ikmasina neden oldugu goriilmektedir.

5.3.2.9. Bileske fonksiyonun bir noktadaki tiirevini belirleme

Ogretim programinda bileske fonksiyonun bir noktadaki tiirevini belirleme gorev
tipine yonelik kazanim su sekildedir:

iki fonksiyonun bileskesinin tiirevine ait kurali (zincir kurah) olusturur ve bunu

Kkullanarak tiirev hesabi yapar. (MEB, 2013, 5.46).

Bu kazanimda iki fonksiyonun bileskesinin tlirevine ait kuralin zincir kural ile
iligkilendirilerek aciklanmasinin 6ngoriildiigli anlasilmaktadir. Calismada da tlirev
hesabinda etkili bir yaklasim saglayan zincir kuralinin, 6gretim programinda
ongoriildiigi sekilde, bileske fonksiyonlarin tiirevinde ise kosularak ekolojik olarak
islevselliginin saglanmasi amaglanmistir. Bu yaklasim dogrultusunda ortaya c¢ikan
ekolojik iliskilerin degerlendirilmesi amaciyla Ornek 5.14’te zincir kurali yardimiyla

bileske fonksiyonun tiirevi alinmstir.

Ornek 5.14. f(x)=x" ve g(x)=Inx olmak iizere (f og )' (X) tiirevini bulma.

Coziim f(x)=x*> ve g(x)=Inx fonksiyonlar1 degisken degistirme dzelligi

kullanilarak,

y=f(u)=u®ve u=g(x)=Inx (5. 59)
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seklinde yazilabilir. Bu durumda f ve g foksiyonlarinin bileskesi,

y=f(u)=T1(9(x) (5. 60)

olarak yazilabilir. y= f(u)= f(g(x)) fonksiyonunun tiirevi zincir kurali kullanilarak,

dy dy du
——=f' =—,— 5.61
i (9(x)) U ox (5. 61)

seklinde ifade edilebilir. Tiirev alma islemleri yapildiginda,

d_ f'(u)y=2u ve d—u:g'(x):l (5. 62)
du dx X

olarak bulunur. Tiirev islemlerinden elde edilen sonuglar (5. 61) esitligindeki yerlerine
yazildiginda,

Y _ tr(gx) =20t (5. 63)
dx X

elde edilir. (5. 59) esitlitligindeki U fonksiyonu (5 63)’teki yerine yazildiginda bileske
fonksiyonun tiirevi,

@ _ F1(g(x)) = 2In x. = (5.64)
dx X

olarak bulunmus olur.

Ornek 5.14’{in ¢oziimii incelendiginde, degisken degistirme teknigi kullanilarak
(5. 59) esitliginin elde edilmesi asamasinda cebir ve fonksiyon bilgisine ihtiyag
duyulacagi goriilmektedir. (5. 60) esitliginde (5. 59)’daki esitliklerden yararlanilarak
bileske fonksiyon elde edilmistir. Iki fonksiyonun bileskesi olusturulurken de yine cebir
ve fonksiyon bilgisine ihtiya¢ duyulur. Bu asamaya kadar atilan adimlarda devreye
giren ekolojik iliskilerin belirlenebilmesi i¢in Erdogan (2006)’1n olusturdugu cebirsel ve
fonksiyonel sitten yararlanilabilir.

Erdogan (2006)’ 1 cebirsel ve fonksiyonel siti degisken degistirme teknigi ile

bileske fonksiyon kavrami arasinda zengin ekolojik iliskiler kurulabilecegini

gostermektedir. Omegin bu ekolojik iliskilere gore h(x)=x*+4x+1 fonksiyonunun

grafigi, f(x)=x* referans fonksiyonunun grafiginden hareketle, degisken degistirme
teknigi kullanilip bileske fonksiyonlarin 6zelliklerinden yararlanilarak c¢izilebilmektedir.

Buna gore, h(x)=x*+4x+1 fonksiyonu cebirsel ve fonksiyonel sitteki ekolojik
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iliskiler yardimiyla h(x)=(x+2)*—-3 seklinde ifade edilebilmektedir. Ardindan
f(X)=x" referans fonksiyonunun grafiginin 3 birim asag1 &telenmesi sonucunda
g(x) = x> —3fonksiyonunun grafigi ¢izilmektedir. Degisken degistirme yOntemi
kullanilarak g fonksiyonu g(u)=u®-3 olarak ifade edilmektedir. Bu durumda
u=Kk(x)=x+2 olmak iizere h fonksiyonu da h(x)=g(k(x)) =(x+2)* -3 seklinde
bileske fonksiyon olarak ifade edilebilmektedir. Buna gore g(k(x)) bileske
fonksiyonunun grafigi, g fonksiyonunun grafigi 2 birim sola kaydirilarak
cizilebilmektedir.

(5. 61) esitliginde zincir kuralinin kullanilmasina bagl olarak hangi tiirevlerin
alinmasi gerektigi ifade edilmistir. (5. 62) esitliklerinde ise,

00— lim £~ 10%)

XX X=X,

(5. 65)

limit ifadesinden yararlanilarak elde edilebilen tiirev alma kurallar1 kullanilarak
(5. 59)’daki fonksiyonlarin tiirevleri alinmigtir. Bu adimlarin atilmasina bagli olarak

devreye giren ekolojik iligkilerin belirlenmesinde analiz global sitinden yararlanilabilir.

dy dy

Buna gore gerek (5. 61) esitliginde yer alan ax’ d—ve (;_u diferansiyel oranlarin,
X u X

gerekse (5. 65) ifadesinin elde edilmesinde, bir hareketlinin anlik hizini bulma gorev
tipi i¢in olusturulan Sekil 5.51 lokal sitindeki ekolojik iliskilere ihtiya¢ duyulur.

Ornek 5.14’{in ¢dziimii biitiiniiyle degerlendirildiginde; bileske fonksiyonun bir
noktadaki tiirevini belirleme gorev tipine yonelik ekolojik analizin yapilabilmesi i¢in
analiz global siti ile cebirsel ve fonksiyonel sitin bir arada kullanilmas1 gerektigi sonucu
ortaya c¢ikmaktadir. Cebirsel ve fonksiyonel sitten bu gorev tipi baglaminda
yararlanilabilmesi, 6gretim programinin cebir ve fonksiyonlar c¢alisma alani ile ilgili
amag, beklenti, kazanim ve kisitlamalarinin g6z oniinde tutuldugu bir degerlendirme
stirecini gerektirmektedir. Calismanin kapsami disina ¢ikilmamasi igin ders kitaplarinin

bu gorev tipi ile ilgili boliimleri degerlendirilmemistir.

5.4. Tiirev Uygulamalarina Yonelik Kazanimlarin Degerlendirilmesi

Ogretim programinda tiirevin uygulamalari konu bashigi altinda yer alan

kazanimlar sunlardir:
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Verilen bir fonksiyonun bir noktadaki teget ve normalinin denklemlerini bulur.

Bir fonksiyonun artan ve azalan oldugu araliklar tiirevinin isaretine gore belirler.
Bir fonksiyonun mutlak maksimum ve mutlak minimum, yerel maksimum,

yerel minimum noktalarim aciklar ve bir fonksiyonun ekstremum noktalarim tiirev
yardimiyla belirler.

Maksimum ve minimum problemlerinin modellenmesi ve ¢oziimiinde tiirevi
kullanir.

Bir fonksiyonun grafigi iizerinde biikeylik ve doniim noktas1 kavramlarim agiklar.

Fonksiyonlarin grafigini ¢izerken tiirevi kullamr (MEB, 2013, s46-47).

Bu kazanimlar; bir fonksiyonun bir noktadaki teget ve normalinin denklemlerinin
bulunmasinda, fonsiyonlarin artan veya azalan oldugu araliklarin belirlenmesinde,
maksimum ve minimum problemlerinin modellenmesinde ve ¢oziimiinde,
fonksiyonlarin ekstremum noktalarinin, i¢ biikey veya dis biikey olduklar: araliklarin ve
donlim noktalarinin belirlenmesinde, fonksiyon grafiklerinin ¢izilmesinde tiirev bilgisi
kullanimimin 6ngdriildigiinii  gdstermektedir. Analiz global siti tek basma bu
uygulamalardan herhangi birinin ekolojik analizinin yapilmasi ic¢in yeterli degildir.
Siralanan bu gorev tiplerinin ekolojik analizlerinin yapilabilmesi i¢in analiz global siti
ile beraber, analitik geometri ¢aligma alani igin olusturulabilecek global site ve Erdogan
(2006)’ 1 olusturdugu cebirsel ve fonksiyonel site ihtiya¢ duyulur. Ornegin, bir
fonksiyonun grafigine bir noktada teget olan dogrunun denkleminin bulunmasina
yonelik gorev tipinde teget denkleminin olusturulmasi igin tegetin egimine ihtiyag
duyulur. Egimin bulunmast asamasinda devreye giren ekolojik iligkilerin
belirlenebilmesi icin analiz calisma alani i¢in hazirlanan global sitten yararlanilabilir.
(Egim degerinin bulunmasi1 agamasinda devreye giren ekolojik iliskilerin belirlenmesi
amaciyla, calismada bir hareketlinin anlik hizint bulma gorev tipi icin de kullanilmig
olan, Sekil 5.51 lokal sitinden yararlanilabilir.) Ardindan bir noktas1 ve egimi bilinen
dogru denklemi yardimiyla teget dogrusunun denklemi elde edilir. Dogru denkleminin
elde edilmesi asamasinda analitik geometri ¢alisma alani i¢in olusturulabilecek global
site ihtiya¢ duyulur.

Tiirev bilgisi yardimiyla bir fonksiyonun artan veya azalan oldugu araliklarin
belirlenmesinde, oncelikle artanlik ve azalanlik kavramlarinin agiklanmasi gerekir. Bu
asamada esitsizlik kavrami ile fonksiyon kavraminin ekolojik iliskileri 6n plana ¢ikar.
Tiirev fonksiyonunun negatif degerler aldigi araliklarda fonksiyonun azalan, pozitif

degerler aldig1 araliklarda ise artan olduguna karar verilir. Bu teknolojinin yerine
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getirilmesinde de yine esitsizlik kavraminin fonksiyon kavramu ile ekolojik iliskilerine
ihtiya¢ duyulur. Bu ekolojik iliskilerin degerlendirilmesinde Erdogan (2006)’in
olusturdugu cebirsel ve fonksiyonel sitte yer alan ekolojik iliskilere ihtiya¢ duyulur.
Benzer sekilde, tiirev bilgisi yardimiyla bir fonksiyonun ekstremum veya doniim
noktalarinin bulunmasinda; oncelikle bu noktalarin tanimlanmasi, ardindan ekstremum
veya donliim noktalarinin fonksiyonun aldigi degerlerle iligkilendirilmesi gerekir. Bu
adimlarin atilabilmesi icin de yine cebirsel ve fonksiyonel sitte yer alan ekolojik
iliskilere ihtiya¢ duyulur. Tiirev bilgisi yardimiyla fonksiyon grafiklerinin ¢izilmesinde
ise tiirevin uygulamalar ile ilgili yukarida agiklanan ekolojik iliskilerden yararlanilir.
Buna gore bir fonksiynun koordinat diizleminde grafigi ¢izilirken fonksiyonun artan
veya azalan oldugu araliklarin, ekstremum veya doniim noktalarinin belirlenmesi
gerekir. Bu adimlar atilirken ortaya c¢ikan ekolojik iliskilerin incelenmesinde analiz
global siti ile birlikte cebirsel ve fonksiyonel site ihtiya¢ duyulur.

Sonug olarak, tiirevin uygulamalarina yonelik ekolojik iligkilerin incelenmesinde,
bileske fonksiyonun bir noktadaki tiirevini belirleme gorev tipinde de oldugu gibi, analiz
global siti tek basina yeterli olamayacagi i¢in tez ¢aligmasi kapsaminda bu alt baslikla

ilgili gorev tiplerine yer verilmemistir.

315



ALTINCI BOLUM
6. SONUC, TARTISMA VE ONERILER
6.1. Sonuc¢ ve Tartisma

Bu boliimde analiz global sitinden ve lokal sitlerden elde edilen sonuglara iki ayr1
bashik altinda yer verilmistir. Elde edilen sonuglara goére 6gretim programi ve ders

kitaplarinda ortaya ¢ikan ekolojik sorunlar tartisilmistir.

6.1.1. Analiz global siti ile ilgili sonugclar ve tartisma

Yapilan incelemeler, analizin temel ugrasinin reel sayilardaki degisim oldugunu
gostermis ve bu dogrultuda analiz global sitinin temel nesnesi degisim olarak
belirlenmistir. Analiz denilince akla her ne kadar limit, siireklilik, tiirev ve integral
kavramlar1 gelse de analiz global siti bu kavramlarin analizin ugras konular1 degil, reel
sayilardaki degisimlerin incelenmesinde devreye giren temel araglar oldugunu
gostermistir.

Bu sonu¢ fonksiyonlar iizerinde limit, tiirev ve integral hesabi yapma veya
stirekliligi inceleme becerisinin temel alindig1 bir 6gretim yaklasimi yerine, reel sayilar
ve fonksiyonlardaki degisimin iizerinde yogunlasildig1 ve degisimlerin hesaplanmasinda
limit, stireklilik, tiirev ve integral kavramlarinin birer ara¢ olarak ise kosuldugu bir
yaklasimin tercih edilmesinin analizin dogasiyla daha uyumlu olacagini gostermektedir.
Bu nedenle, ortaokul yillarindan itibaren reel sayilarin, denklemlerin, fonksiyonlarin ve
problem durumlarinin, niceliklerin degisimi odakli olarak ele alinmasi, ilerleyen yillarda
analizin Ogretimi i¢in saglam bir temelin olusturulmasi agisindan oldukca onemlidir.
2013 lise matematik 6gretim programi incelendiginde analiz 6gretiminde bu yaklasimin
bazi isaretleri goriilmektedir. Ornegin, 6gretim programinda 9. ve 10. siif diizeyindeki
kazanimlarin bazilarinda ortalama degisim hesabmna yer verildigi gorilmistiir.
Boylelikle, 12. sinif diizeyinde tiirev kavraminin ortalama degisimden anlik degisime
gecis yapilarak Ogretilmesi i¢in bir altyapr olusturulmustur. 12. sinif 6gretim
programinin analiz konularina yonelik kazanimlari incelendiginde gerek limit, tiirev ve
integral alma islemlerinde, gerekse siirekliligin incelenmesinde tablo ve grafik
kullamiminin tesvik edildigi goriilmiistir (MEB, 2013). Ogretim programinda tablo
kullanimina isaret edilmesi, reel sayilardaki degisimlerin niimerik degerler yardimiyla;

grafik kullanimma isaret edilmesi ise bu degisimlerin fonksiyon grafigi iizerinden
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incelenmesinin  6ngoriildiigiinii  gostermektedir.  Ayrica, Ogretim  programinda
Ogrencilerden limiti tiirevi anlamada bir arag¢ olarak kullanma davranigi géstermelerinin
beklendigi ifade edilmistir. Bu ifade, limite degisimin incelenmesinde bir arag¢ olarak
yer verilmesinin amaglandigim1 gostermektedir. Bununla birlikte, limit ve siireklilik
konularina iligkin kazanimlar degerlendirildiginde, bu kavramlarin reel sayilardaki
degisimin incelenmesinde birer ara¢ olarak nasil kullanilabilecegine odaklanilmasi
yerine, limit alma islemlerinin nasil yapilacagi ve bir fonksiyonun siirekliliginin nasil
incelenebilecegi lizerinde yogunlasildigr goriilmistiir. Bu durumda, analiz 6gretiminin
reel sayilardaki degisim {izerine insa edildigini sdylemek miimkiin degildir. Degisimin
incelenmesinde hayati bir 6neme sahip olan reel sayilarin siralama ve tamlik
ozelliklerine 12. sinif matematik 6gretim programinda yer verilmemis olmasi bunun bir
baska 6nemli gostergesidir.

2018-2019 egitim Ogretim yilindan itibaren uygulanmaya baslanan matematik
Ogretim programinda, tiirev ve integral alma kurallarinin smirlandirildigi ve buna
karsihlk  fonksiyonlardaki degisimlerin incelenmesine olanak saglayan analiz
problemlerine agirlik verildigi goriilmektedir. Bu durum, yenilenen Ggretim
programinda, analiz konularinin 6gretimi i¢in analizin dogasi ile daha uyumlu bir
yaklagimin benimsendigine isaret etmektedir. Buna karsilik, 2013 6gretim programinda
da oldugu gibi, reel sayilardaki ve fonksiyonlardaki degisimin incelenmesinde biiyiik bir
oneme sahip olan tamlik ve diferansiyel gibi kavramlarin yenilenen Ogretim
programinda da yer almadigi dikkat ¢ekmektedir (MEB, 2018). Bu durum, 2013
Ogretim programinda karsilagilmas1 muhtemel olan bazi ekolojik sorunlar ile yenilenen
Ogretim programinda da karsilagilabilecegini gostermektedir.

Limit konusunun 6gretimine yonelik yapilan ¢aligmalar, bu kavramin ne oldugu
ve fonksiyonlardaki degisimlerin incelenmesinde limit kavraminin nasil ise kosuldugu
yoniinde bir yaklasim benimsenmesi yerine, limit alma islemlerinin nasil yapilacagina
yogunlasilmasi sonucunda 6grenme eksikleri ve kavram yanilgilarinin ortaya ¢iktigin
gostermektedir (Williams, 1991; Brown, 2004; Ozmantar ve Yesildere, 2013). Brown
(2004) bu durumun ogrencilerde, limit alma konusuna yonelik islemsel becerilerin
gelismis olmasma bagl olarak, limiti anladiklar1 inancina sahip olmalarina neden
oldugunu, buna karsilik 6grencilerin limit kavraminin ne oldugu ve limit alma
islemlerine ne amacla bagvurulduguna yonelik gerekli bilgiye sahip olmadiklarini

belirtmistir. Yapilan caligmalar, limit degerine asla ulasilamayacagi algis1 ve bir
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noktadaki limitin fonksiyonun bu noktadaki goriintiisiinden ibaret oldugu yanilgisinin
ortaya ¢ikmasinda limit alma becerisinin temel alindig1 bir 6gretim yaklagiminin etkili
oldugunu géstermistir (Williams, 1991; Ozmantar ve Yesildere, 2013). Bingélbali
(2013) analizin fizik, kimya, biyoloji ve miihendislikte degisim ile ilgili olgulart
incelemedeki onemine dikkat ¢ekerek tlkemizde gerek lise, gerekse {iniversite
seviyesindeki ders kitaplarinda tiirevin degisim kavrami temel alinmadan 6gretilmesinin
tiirev kavraminin 6ziinden kopuk bir 6gretim yaklasiminin ortaya konulmasina neden
oldugunu belirtmistir. Bu durum, tez ¢alismasindan elde edilen sonuglara paralel bir
sekilde, analiz Ogretiminde reel sayilar ve fonksiyonlardaki degisim {iizerinde
yogunlasildigi ve degisimlerin hesaplanmasinda limit, siireklilik, tiirev ve integral
kavramlariin birer ara¢ olarak ise kosuldugu bir yaklagimin tercih edilmesinin uygun
olacagini gostermektedir.

Analiz global sitinde reel sayilardaki degisimlerin incelenmesi amaciyla
kullanilabilen teknikler; cebirsel teknik, analitik teknik, sentetik teknik, niimerik teknik
ve ¢—0 teknigi olarak belirlenmistir. Bu tekniklerin kullanimina bagli olarak devreye
giren ekolojik iligkiler niimerik, cebir ve geometri olmak tizere 3 farkli alan arasindaki
ekolojik iligkilerin etkilesiminin gdsterilmesi acisindan oldukca Onemlidir. Niimerik
alan, analiz sitindeki sayisal degerlerin anlaminin (¢ok kii¢iik ve ¢ok biiyiik sayilar ve
bu sayilarla yapilan islemler) agiklanmasinda devreye girmektedir. Cebirsel alan bir
yandan cebirsel islemler, denklemler, fonksiyonlar, fonksiyon-denklem iligkisi,
fonksiyonlar {izerinde yapilan islemlerde devreye girerken; diger yandan limit, tiirev ve
integral hesaplamalarinin teknikleri boyutunda devreye girmektedir. Geometrik alan ise
hem fonksiyon grafigi boyutunda analitik geometri olarak, hem de integral analizin baz1
tekniklerinde (Riemann toplami yardimiyla alan hesabinda oldugu gibi) Oklid
geometrisi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu baglamda degerlendirildiginde analiz
global siti hem analizin zenginligini ortaya koymakta, hem de analiz 6gretiminin bu li¢
alan arasindaki iligkilerin yapilandirilmasini gerektiren ne denli gii¢ bir siire¢ oldugunu
gostermektedir. Ayrica, niimerik, cebirsel ve geometrik alanlardaki etkilesim, bu alanlar
tizerindeki ekolojik iligkilerin onceki smf diizeylerinden itibaren birbirleri ile
iligkilendirilerek yapilandirilmas: gerektigini de gostermektedir.

Bergthold (1999) tez calismasinda fonksiyonlardaki degisimlerin fonksiyon
grafikleri ve niimerik deger tablolarindan yararlanilarak farkli yollarla birlikte

incelenmesinin limit kavraminin anlamlandirilmasinda biiyiik bir 6neme sahip oldugunu
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belirtmistir. Bergthold (1999)’un elde etmis oldugu bu sonug; niimerik, cebir ve
geometri arasinda etkilesim saglanarak zengin ekolojik iligkilerden yararlanilmasinin
limit kavraminin 6gretimi i¢in faydali olacagini gostermektedir. Porzio (1994) tez
calismasinda analiz 6gretiminde farkli temsil bigimlerine bir arada yer verilmesinin
analiz kavramlarinin daha genis bir bakis agist kazandirilarak o6gretilmesini
destekleyecegini ifade etmistir. Calismada, analiz Ogretiminde grafik, tablo ve
matematiksel sembollerin bir arada kullaniminin farkli temsiller arasinda doniisiimler
yapilmasina olanak saglayarak kavramlar arasindaki iligkilerin giiglendirilmesine olanak
saglayacagi belirtilmistir. Bingolbali (2013) ise ¢oklu temsillerin kullanimina en ¢ok
ihtiya¢ duyulan ve ayni zamanda en miisait olan kavramlardan birinin tiirev kavrami
olduguna dikkat ¢ekmistir. Bingdlbali bu calismasinda tlirev kavraminin; fonksiyon
grafigine cizilen teget dogrusu yardimiyla geometrik bir yaklasim kullanilarak,
fonksiyondaki degisim oraninin limitinin alinmasi ile cebirsel bir yaklasim kullanilarak
veya nimerik deger tablolar1 yardimiyla anlik degisim oram1 ifade edilerek
aciklanabilecegi belirtmistir. Bingdlbali (2013), 6grencilerin tiirevin ¢oklu gosterimleri
arasindaki baglant1 ve iligkileri kurmada yasadiklar1 giicliiklere isaret ederek, goklu
temsil kullaniminin tiirev kavraminin agiklanmasinda avantajlar saglamasinin yani sira
dezavantajlart da beraberinde getirdigini ifade etmistir. Elde edilen bu sonuglar, tez
calismasindan elde edilen sonuglara paralel bir sekilde, analiz ¢aligma alaninin niimerik,
cebir ve geometri alanlari ile etkilesim saglayan zengin ekolojik iliskiler barindirdigini,
buna karsilik bu alanlar arasinda etkilesim kurmanin ne denli gii¢ bir siire¢ oldugunu
gostermektedir.

Ogretim programi incelendiginde, Ogrencilerde matematiksel iletisim ve
iliskilendirme becerilerinin gelistirilmesine O6gretim programinin temel amagclari
arasinda yer verildigi gorilmiistiir. Analiz global sitinde yer alan tekniklerin
kullanimmna bagli olarak devreye giren ekolojik iliskiler degerlendirildiginde;
tanimsizlik, belirsizlik, sonsuzluk, asimptot, komsuluk, kiris, teget, egim, diferansiyel,
alan ve hacim nesnelerinin 6grencilerin analiz konularina yonelik matematiksel iletisim
ve iligskilendirme becerilerinin gelistirmelerinde kritik bir 6neme sahip oldugu goriilmiis
ve bu nesnelere kritik nesneler adi verilmistir. Bu nesnelerin ekolojik iligkileri, analiz
konularinin ne derece zengin bir kavram iligkisi iizerine insa edilmesi gerektigini
gostermistir. Analiz global siti ile 6gretim programinda yer alan kazanim ve agiklamalar

karsilastirildiginda kritik nesnelerden tamimsizlik, belirsizlik ve diferansiyele yer
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verilmedigi gorlilmiistiir. nesneleridir. Analiz global siti boylelikle analiz caligsma
alaninin nesnelerinin ve bu nesneler arasindaki ekolojik iligkilerin bir biitiin olarak
degerlendirilmesine olanak saglamistir. Bu baglamda analiz global sitinin analizin
amaci, araglar1 ve kavramlar1 hakkinda biitiinciil bir bakis acis1 sunan etkin bir arag

oldugu sonucuna varilmstir.

6.1.2. Lokal sitlerle ilgili sonuglar ve tartisma

Bu béliimde limit, siireklilik ve tiirev konularina yonelik lokal sitlerdeki ekolojik
iliskiler temel alinarak Ogretim programi ve ders kitaplarinda belirlenen ekolojik
sorunlar tartigilmigtir

6.1.2.1. Limit ve siireklilik konulart kapsaminda lokal sitlerle ilgili sonucglar ve

tartisma

Limit alma islemlerinin yapilmasina ve siirekliligin incelenmesine yonelik gorev
tiplerinin lokal sitlerinde bagimsiz degiskenin bir reel sayiya yaklastirilmasi agamasinda
reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelliklerinin kilit bir rol tistlendigi goriilmiistiir. Lokal
sitlere gore komsuluk nesnesinin yakinsaklik, aralik ve esitsizlik nesneleri ile gii¢lii bir
ekolojik bag kurabilmesi i¢in reel sayilarin siralama ve tamlik nesneleri ile ekolojik
iligkilerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Buna gore, bir reel sayiya bu reel sayinin komsulugu
olan aralikta yaklasilabilmesi i¢in reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelliklerine ihtiyag
duyulur. 12. simif matematik ders kitaplar1 incelendiginde limit konusuna, say1 dogrusu
tizerinde bir reel sayinin komsulugundaki say1 degerleri yardimiyla yaklagsma kavrami
aciklanarak girig yapildigi, yaklasma kavrami agiklanmadan 6nce reel sayilarin siralama
ve tamlik 6zelligine deginilmedigi, yaklagsma ve limit kavraminin neden reel sayilar
kiimesi tizerinde incelendigi iizerine herhangi bir agiklamaya yer verilmedigi
goriilmiistiir. 12. sinif d6gretim programi incelendiginde de ders kitaplarina benzer bir
sekilde reel sayilarin siralama ve tamlik 6zelliklerine yer verilmedigi ve bu 6zelliklerin
limit alma islemi i¢in 6nemi iizerinde durulmadigi goriilmiistir. Bu durumda, 6gretim
programinda ve ders kitaplarinda reel sayilarin siralama ve tamlik o6zelliklerine
deginilmemesinin, komsuluk kavraminin anlamlandirilmasi ve bu kavramin limit ve
stireklilik ile iligkilendirilmesinde ekolojik kopukluklarin ortaya ¢ikmasina neden

olabilecegini sdylemek miimkiindiir.

Limit alma ve siirekliligin incelenmesi gorev tiplerine yonelik lokal sitler

incelendiginde, cebirsel teknigin niimerik veya analitik teknik kullanilarak
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desteklenmesinin cebirsel teknigin komsuluk nesnesi ile ortiikk ekolojik iliskisinin
pekistirilmesi i¢in gerekli oldugu goriilmiistiir. 12. simif matematik 6gretim programi
incelendiginde, bu duruma paralel bir bigimde, limit ve siireklilik konularina yonelik
kazanimlarin agiklamalarinda niimerik ve analitik teknik kullaniminin 6n plana
cikarildigr goriilmiistiir. Buna karsilik 12. simif matematik ders kitaplarinda, 6gretim
programinda Ongoriilenin aksine, limit ve siireklilik konularna iligkin bazi gorev
tiplerinin biitiin 6rneklerinde cebirsel teknige tek basina yer verildigi belirlenmistir.
Ornegin, AY 12. siif matematik ders kitabinda i¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi
gorev tipine yonelik biitlin Orneklerin ¢oziimlerinde cebirsel teknigin tek basina
kullanildig1 belirlenmistir. Bu 6rneklerden bazilarinda fonksiyonlarin kritik noktalar
icin sagdan ve soldan limit degerlerinin birbirine esit olmadigi cebirsel teknik tek basina
kullanilarak bulunmus ve ortaya ¢ikan limitsizligin bu noktalarda siireksizlige neden
oldugu belirtilmistir. Ornek ¢dziimlerinde niimerik teknige yer verilmemesi,
limitsizligin stireklilige olan etkisinin reel sayilardaki degisim temel alinarak
incelenmesini engellemistir.  Analitik teknige yer verilmemesi ise limitsizligin
stireklilige olan etkisinin fonksiyondaki degisim temel alinarak geometrik nesnelerin
ekolojik iligkileri yardimiyla incelenmesini engellemistir. Bu durumda, ders
kitaplarindaki orneklerin ¢oziimlerinde cebirsel teknige tek basina yer verilmesinin,
komsuluk nesnesinin ekolojik iliskilerinin Ortiik kalmasina bagli olarak, limit ve
stireklilik arasindaki ekolojik iliskilerin degisim kavrami temel alinarak agiklanmasini
engelledigini sOylemek miimkiindiir.

Tanimsizlik ve belirsizlik durumlarinda limit alma gérev tipleri i¢in olusturulan
lokal sitler incelendiginde cebirsel ve nilimerik teknigin kullaniminda limit alma

islemlerini tanimsizlik ve belirsizlik nesnelerinin ekolojik iliskilerinin yonlendirdigi

gorilmiistiir. Buna gore, % (a#0) tanimsizligimin ortaya ¢ikmasi, limit alma iglemi

yapilirken tanimsizligin oldugu noktaya sagdan ve soldan niimerik degerler ile
yaklagma islemi yapilmasina neden olmustur. Belirsizlik durumlarinda limit alma
islemlerinin yapilabilmesi i¢in ¢arpanlara ayirma, paranteze alma, sadelestirme yapma
gibi cebirsel iglemler yapilarak belirsizligin kaldirilmasina ihtiyag duyulmustur.
Tanimsizlik ve belirsizlik nesnelerinin limit alma islemlerinde tistlenmis olduklar kritik
ekolojik gorevler dikkate alinarak limit alma islemlerine ge¢ilmeden once tanimsizlik

ve belirsizligin nasil ortaya ciktigi agiklanmistir. Buna karsilik, 12. smif 6gretim
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programi ve matematik ders kitaplari incelendiginde, tanimsizlik ve belirsizlik
kavramlar1 aciklanmadan tanimsizlik ve belirsizliginin oldugu durumlarda limit alma
islemlerine  gecildigi  goriilmiistiir. Ders kitaplarinda tanimsizlik kavraminin
aciklanmamis olmasi, tanimsizlik veya belirsizligin oldugu noktalarda limit alma
islemleri yapilirken uygulanan cebirsel iglemlerin gerekgelerinin agiklanmasinda
ekolojik bosluklarin olugsmasina neden olmaktadir. Bagka bir ifadeyle, ders kitaplarinda
tanimsizlik ve belirsizlik kavramlar1 agiklanmadan bu kavramlarin ekolojik
iliskilerinden yararlanilmasinin, tanimsizlik ve belirsizlik kavramlarinin devreye girdigi
gorev tiplerinin teknolojilerinin agiklanmasinda ekolojik bosluklarin ortaya ¢ikmasina

neden olabilecegini sdylemek miimkiindiir.

Limit konusunun 6gretimine yonelik yapilan c¢alismalar sonucunda, tanimsizlik
ve belirsizlik i¢eren limit durumlarinda 6grencilerin; tanimsizlik ve belirsizligin ne ifade
ettigi, belirsizligin kaldirilmasi icin yapilan cebirsel islemlerin gerekgelerinin neler
oldugu, tanimsizlik halinde fonksiyonun nasil hareket ettigi, tanimsizlik ve belirsizligin
ne anlama geldigi, tanimsizlik ve belirsizligin arasindaki farklarin neler olduguna
yonelik 6grenme giicliikleri ¢ektikleri belirlenmistir (Bergthold, 1999; Akbuluk ve Isik,
2005; Jordaan, 2005; Ozmantar ve Yesildere, 2013). Bu sonuglar, tanimsizlik ve
belirsizlik kavramlarinin agiklanmasinin  tanmimsizlik veya belirsizligin  oldugu
durumlarda limit alma gorev tiplerinin teknolojilerinin gerceklestirilmesinde ne denli
kritik bir 6neme sahip oldugunu gostermekte ve tez ¢alismada elde edilen sonuglar ile

ortlismektedir.
% (a#0) tanimsizhigmin ve oo/oo belirsizliginin oldugu durumlarda limit

alma gorev tipleri i¢in olusturulan lokal sitlerde analitik teknigin kullanimina bagh
olarak asimptot nesnesine ihtiya¢ duyulmustur. 12. smif ogretim programi
incelendiginde ise asimptot kavramina tlirev konusunun son kazaniminda, tiirev bilgisi
yardimiyla fonksiyon grafiklerinin ¢izilmesi amaciyla yer verildigi goriilmiistiir. Ders

kitaplar1 incelendiginde de dgretim programina paralel bir sekilde asimptot kavramina

. P VSV - <
sadece tiirev konusunda yer verildigi goriilmiistiir. o (a#0) tanimsizliginin ve oo/ o0

belirsizliginin oldugu durumlarda limit alma gorev tipleri i¢in olusturulan lokal sitlerde
asimptot nesnesinin, komsulugun ekolojik iliskilerinin de devreye girmesi ile birlikte,

sonsuzluk, belirsizlik ve tanimsizlik nesnelerinin fonksiyon grafigi iizerinde somut bir
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bi¢imde incelenmesine olanak sagladigi goriilmiistir. Bu durum, matematiksel
kavramlarin ekolojik gorevlerini tam olarak yerine getirebilmelerinde §gretim programi
ve ders kitaplarinda bulunduklar1 yerlerin de 6nemli oldugunu gostermektedir.

12. sinif matematik ders kitaplar1 incelendiginde limit ve siireklilik konularina
yonelik bazi gorev tiplerine yer verilmemesine bagli olarak tiirev konusuna yonelik bazi
gorev tiplerinde ekolojik bosluklarin ortaya ¢iktig1 goriilmiistiir. Ornegin, BY 12. siif
matematik ders kitabinin siireklilik konusunda u¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi
gorev tipine yer verilmedigi goriilmiistiir. Bu ekolojik bosluk, analiz global sitinin
stireklilik ve tiirev temel araglart arasindaki ekolojik iliskilerine yansiyarak Dbir

fonksiyonun tiirevlenebilirligini inceleme gorev tipinin gergeklestirilmesinde ekolojik

boslugun olusmasina neden olmustur. Buna gore, [a, b] araliginda taniml olan bir f

fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasi i¢in u¢ noktalarinda sirasiyla sagdan ve soldan
siirekli olmas1 gerekmektedir. Ders kitabinda wu¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi

gorev tipine yer verilmemesine bagli olarak f fonksiyonun u¢ noktalarindaki

tirevlenebilirligi agiklanirken siireklilik ile tiirev kavramlari arasinda ekolojik bag
kurulamamigtir. Bu durum, 6gretim programinda yer alacak kazanmimlar veya ders
kitaplarinda yer alacak gorev tipleri belirlenirken, ilerleyen konulara iliskin kazanim ve
gorev tiplerinin goz Onilinde tutulmasinin ekolojik biitlinliiglin saglanmasi agisindan

onemli oldugu gostermektedir.

6.1.2.2. Tiirev konusu kapsaminda lokal sitlerle ilgili sonuclar ve tartisma

Calismada bir hareketlinin anlik hizini bulma gorev tipi i¢in olusturulan lokal
sitteki ekolojik iligkiler degerlendirildiginde, niimerik teknik ve cebirsel teknigin
kullaniminda kritik nesnelerden komsuluk ve diferansiyel nesnelerinin ekolojik
iligkilerinin 6n plana ¢iktig1 belirlenmistir. Analitik teknigin kullaniminda ise bu
nesnelerin yani sira kirig, teget ve egim nesnelerinin ekolojik iligkileri de devreye
girmistir. Ug teknik karsilastinildiginda, analitik teknigin geometrik nesnelerin de
devreye girmesi ile birlikte, daha zengin ekolojik iligkilerin ortaya ¢ikmasina olanak
sagladigin1 sdylemek miimkiindiir. 12. sinif matematik ders kitaplar1 incelendiginde ise
BY matematik ders kitabinda ortalama hizlarin niimerik teknik tek basina kullanilarak
bulundugu, buna karsilik AY matematik ders kitabinda niimerik teknigin analitik teknik

ile bir arada kullanildig1r goriilmiistiir. Analitik teknigin kullaniminda kiris, teget ve
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egim nesnelerinin ekolojik iliskileri fonksiyon grafigi iizerinde somut bir yaklagim ile
ortalama hizdan anlik hiza gecis yapilmasina olanak saglamaktadir. Bu durumda, tiirev
kavramina kiris, teget ve efim nesneleri yardimiyla sezgisel bir yaklasim ile giris
yapilabilmesi i¢in AY 12. smif matematik ders kitabinda oldugu gibi cebirsel ve
niimerik teknigin analitik teknik kullanilarak desteklenmesi biiylik 6nem tagimaktadir.

Caligmada  tiirev  konusuna yonelik gorev tiplerinin  lokal  sitleri
degerlendirildiginde, diferansiyel nesnesine kritik ekolojik gorevler diistiigi
gorilmistiir. Cebirsel ve niimerik teknigin kullaniminda diferansiyel nesnesinin oran
nesnesi ile ekolojik iligkisi 6n plana cikmistir. Bdoylelikle tiirev kavraminin bir
fonksiyonun degiskenlerindeki degisim oranindan hareketle agiklanmasina olanak
saglanmistir. Analitik teknigin kullaniminda ise diferansiyel nesnesinin dogru nesnesi
ile ekolojik iliskisi 6n plana ¢ikmistir. Buna gore, kiris dogrular1 ve teget dogrusu
yardimiyla, bir fonksiyonun degiskenlerindeki degisimin fonksiyon grafigi tlizerinde
incelenmesine olanak saglanmistir. 12. smif 6gretim programinin tiirev ve integral
konularma iligkin kazanimlarinda diferansiyel kavramina ihtiya¢ duyuldugu halde, bu
kavramin ne oldugu, tiirev ve integral hesabi i¢in ne ifade ettiginin agiklanmasina
yonelik bir yonergeye rastlanmamustir. 12. sinif matematik ders kitaplar1 incelendiginde
ise tlirev ve integral notasyonlarinda, zincir kuralmin ifade edilmesinde, degisken
degistirme ve kismi integrasyon yontemleri ile integral hesab1 yapilmasinda diferansiyel
kavramina ihtiya¢ duyuldugu halde bu kavram ile ilgili herhangi bir a¢iklamaya yer
verilmedigi gorlilmiistiir. Diferansiyel kavramina integral hesabinda da ihtiyag
duyuluyor olmasi, tirev kavrami ile integral kavrami arasinda ekolojik bag
kurulmasinda diferansiyel nesnesinin ekolojik iligkilerine ihtiya¢ duyuldugunu
gostermektedir. Sonug olarak, Ogretim programi ve ders kitaplarinda diferansiyel
nesnesine yer verilmemis olmasmin gerek tiirev kavraminin agiklanmasinda, gerekse
tirev ile integral konular1 arasinda iletisim kurulmasinda ekolojik bosluklarin ortaya
¢tkmasina neden oldugu goriilmektedir.

Akkog ve Kurt (2013) integral 6gretimine yonelik bir ¢calismada, tiirev ve integral

kavramlarinin anlagilmasinda biiyiik bir 6neme sahip olan g—y notasyonuna iligkin
X

dy

yanilgilar yasandigina dikkat ¢ekmislerdir. Bu calismada 6grencilerin, — notasyonun
X

dy

anlamin1 bilmemelerine bagli olarak ax ifadesini bir kesir gibi diisiinerek sadelestirme
X
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yaptiklari, tiirev almada kullanilan % notasyonundaki dx ile integral kavrami igin
X

kullanilan J. f (x)dx notasyonundaki dx arasinda iliski kuramadiklari belirtilmistir. Elde

edilen bu sonuglar, tez ¢aligmasinda elde edilen sonuglara paralel bir bigimde, 6gretim
programinda ve ders kitaplarinda diferansiyel kavramina yer verilmemesinin tiirev
kavraminin agiklanmasinda ve tiirev ile integral konular1 arasinda iletisim kurulmasinda
ekolojik bosluklarin ortaya ¢ikmasina neden olabilecegini gostermektedir.

Tiirev konusuna yonelik gorev tiplerinin lokal sitleri incelendiginde, komsuluk
nesnesinin; aralik/esitsizlik, yakinsaklik ve reel say1 nesneleri ile ekolojik iliskilerinin
Oonemli bir yer tuttugu goriilmiistiir. Buna gore, bir fonksiyonun tanimli oldugu bir
noktadaki tiirevi incelenirken, fonksiyonun tiirevin hesaplanacagi noktanin ig¢inde yer
aldig1 en az bir aralikta tanimli olmasi gerektigi belirtilmistir. Sonrasinda, tiirevin
alindigi noktanin komsulugu olarak belirlenen aralikta bu noktaya giderek
yaklagilmasina bagli olarak ortalama degisimden anlik degisime gecis yapilmis ve
boylece tiirev degeri olan reel say1 belirlenmistir. Limit, siireklilik ve tiirev konularina
yonelik gorev tiplerinin lokal sitleri incelendiginde, komsuluk nesnesinin kritik ekolojik
gorevler tstlendigi goriilmiistiir. Bu durum, komsuluk nesnesine limit, siireklilik ve
tirev temel araclari arasinda ekolojik bag kurulmasinda kritik ekolojik gorevler
distiigiinii  gostermektedir. Buna karsilik 12. sinif ders kitaplar incelendiginde
komsuluk kavrami ile tlirev kavrami arasinda yukarida agiklanan bir sekilde
iliskilendirmeye yer verilmedigi goriilmistiir. Ortaya cikan bu ekolojik boslugun,
komsuluk nesnesinin limit, siireklilik ve tiirev temel araglar1 arasinda bag kurulmasina
yonelik ekolojik gorevlerini yerine getirmesine engel olacagini soylemek miimkiindiir.

Tiirev konusuna yonelik gorev tiplerinin lokal sitleri incelendiginde, analitik
teknigin kullaniminda kiris, teget ve egim nesneleri arasindaki ekolojik iligkilerin tiirev
kavraminin agiklanmasinda ve anlamlandirilmasinda biliylik bir 6nem tasidig
gorilmistiir. Buna gore kiris dogrulari, fonksiyonlardaki ortalama degisimin ifade
edilmesinde ve ortalama degisimden anlik degisime nasil gecildiginin grafik tizerinde
gosterilmesinde, teget dogrular1 ise anlik degisimin grafik iizerinde ifade edilmesinde
sezgisel bir yaklasim saglamistir. Ders kitaplarinda yer alan bazi Orneklerin
coziimlerinde kiris, teget ve egim nesnelerinin ekolojik iliskilerinden yararlanilmadigi
gorilmistir. Bu durum farkli gorev tiplerine yonelik 6rneklerin ¢oziimlerinde bazi
ekolojik bosluklarm ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Ornegin, AY 12. sinif matematik
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ders kitabinda yer alan bir 6rnekte, bir fonksiyonun grafiginden yararlanilarak siireksiz
oldugu baz1 noktalarda tiirevli olup olmadig1 incelenmistir. Ornegin ¢oziimiinde analitik
teknik kullaniliyor olmasma ragmen kiris ve teget dogrularindan yararlanilmadan
siireksizligin tiirevsizlige neden oldugu belirtilmistir. Ornegin ¢oziimiinde kiris, teget ve
egim nesnelerinin ekolojik iligkilerine yer verilmemesi, bir noktadaki limitsizligin veya
stireksizligin bu noktadaki tlirevi nasil etkilediginin fonksiyon grafigi tiizerinde
incelenmesini engellemistir. Ortaya ¢ikan bu sonug, farkli tekniklerin kullanimina baglh
olarak devreye giren kritik nesnelerin ekolojik iligkilerinden yararlanilmasinin, tiirev
konusuna yonelik gorev tiplerinin teknolojilerinin yerine getirilmesinde ne denli 6nemli
oldugunu gostermistir.

Orton (1983) Ogrencilerin  fonksiyonlardaki  degisimleri anlamlandirma
becerilerini arastirdigi bir calismasinda, analitik diizlemde fonksiyon grafigine
cizilebilecek kiris ve teget dogrularinin egim degerleri yardimiyla ortalama degisimden
anlik degisime gecis yapilmasinin, tiirev ile degisim kavramlar1 arasinda sezgisel bir
yaklagim kullanilarak iligkilendirme yapilmasina olanak saglayacagini ifade etmistir.
Calismada elde edilen sonug, Orton (1983)’un elde ettigi bu sonuca paralel bir sekilde,
kirig, teget ve egim nesneleri arasindaki ekolojik iligkilerin tlirev kavraminin
ogretiminde ne denli kritik bir rol oynadigin1 géstermektedir.

Tiirev temel araci ile ilgili baz1 gorev tipleri icin ders kitaplarinda yer alan bazi
orneklerin ¢oziimlerinde hatalar tespit edilmistir. Bu gorev tipleri i¢in olusturulan lokal
sitler degerlendirildiginde, bu hatalarin siti olusturan bazi nesneler arasindaki ekolojik
iliskilerin yanls yorumlanmasindan kaynaklandig1 goriilmiistiir. Ornegin, BY 12. sif
matematik ders kitabinda yer alan bir 6rnegin ¢dzliimiinde, grafigi verilen bir fonksiyona
tanimsiz oldugu noktadan gececek sekilde teget dogrulari ¢izilerek siireksizligin bu
noktada tiirevsizlige neden oldugu gosterilmistir. Bu gorev tipi i¢in hazirlanan lokal sit
incelendiginde; ornegin ¢éziimiinde nokta, teget, dogru nesneleri arasindaki ekolojik
iliskilerin yanlis yorumlanmasina bagl olarak hata yapildig: belirlenmistir. Buna gore,
nokta, teget, dogru nesneleri arasindaki ekolojik iliskiler geregi, bir fonksiyona
cizilebilecek teget dogrusu fonksiyonun tanimli oldugu tek bir noktadan ge¢melidir. Bu
ekolojik iliskilere gore bir fonksiyona tanimsiz oldugu noktadan gececek sekilde teget
cizilebilmesi miimkiin degildir. Bu hata, bir fonksiyonun tanimsiz oldugu bir noktada
tiirevinin olabilecegi seklinde yorumlanabilecek bagka bir hatanin ortaya ¢ikmasina

neden olmustur. BY 12. smif matematik ders kitabinda yer alan bir bagka O6rnegin

326



¢Oziimiinde teget, egim, oran ve reel say1 nesneleri arasindaki ekolojik iliskilerin dikkate
alinmamasindan kaynaklanan hatali bir genelleme yapildig1 belirlenmistir. Bu 6rnekte,
analitik diizlemde grafigi verilen bir fonksiyonunun kritik noktalarinda tiirevli olup
olmadig1 incelenmisir. Ornegin ¢dziimiinde fonksiyon grafigine tegetler ¢izilerek kritik
noktalarda fonksiyonun tiirevsiz olduguna karar verilmistir. Yapilan agiklamada, grafik
tizerinde tek tegetin cizilebildigi noktalarda fonksiyonun tiirevli, birden fazla tegetin
cizilebildigi noktalarda ise tiirevsiz olacagr sonucuna varilan hatali bir genelleme
yapildig: tespit edilmistir. Oysa ki, teget, egim, oran ve reel say1 nesneleri arasindaki
ekolojik iligkilere gore egim degerinin bir reel sayr olmadigi durumlarda, grafik
tizerinde tek tegetin ¢izilebildigi noktalar i¢cin de fonksiyon tiirevsiz olabilmektedir. Bu
durum, lokal sitlerde yer alan nesneler arasindaki ekolojik iligkilerin eksik veya yanlig
yorumlanmasinin, drneklerin ¢éziimlerinde karsilasilan hatalara kaynak olusturdugunu

gostermektedir.

6.2. Oneriler

Calismadan elde edilen sonuglar 1s1ginda Ogretim programlarinda ve ders
kitaplarinda asagida ifade edilen Onerilerin dikkate alinmasinin, analiz konularinin
O0grenimi ve Ogretiminde karsilasilabilen ekolojik sorunlarin azaltilmasinda etkili
olacagi diigiiniilmektedir.

e Opretim programinda reel sayilarin siralama ve tamlik Ozelliklerine yer
verilmesi ve ders kitaplarinda komsuluk nesnesi ile reel sayilarin siralama ve
tamlik 6zellikleri arasinda ekolojik iligski kurulmasi, komsuluk nesnesinin analiz
calisma alami icindeki ekolojik gorevlerini daha etkili bir bicimde yerine
getirmesine katki saglayacaktir.

e Opretim programinda ve ders kitaplarinda tiirev konusu igerisinde komsuluk
nesnesinin ekolojik iliskilerinden yararlanilmasi, limit, siireklilik ve tiirev
konulart arasinda iletisim kurulmasina katki saglayacaktir.

e Lokal sitlerden elde edilen sonuglar, ders kitaplarinda tanimsizlik ve belirsizligin
oldugu durumlarda limit alma islemleri yapilmadan once bu kavramlarin
aciklanmasimnin limit alma islemleri gerceklestirilirken atilan adimlarin
gerekcelerinin agiklanmasina ekolojik katki saglayacagini géstermistir.

e Asimptot kavraminin tanimsizlik ve belirsizligin oldugu durumlarda limit alma
gorev tiplerine ekolojik katki saglayabilmesi i¢in bu kavrama tiirev konusu
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yerine limit konusu igerisinde yer verilmesinin daha uygun olacagi goriilmiistiir.
Ogretim programinda yer alacak kazanimlar ve ders kitaplarinda yer alacak
gorev tiplerinin, ilerleyen konularda ihtiyag duyulabilecek ekolojik iliskiler
dikkate alinarak, ekolojik kopukluk olugmasina imkan vermeyecek sekilde
belirlenmesi bilyiik dnem tasimaktadir. Ornegin, tiirev konusunda fonksiyonun
u¢ noktasinda tirev alma gorev tipi gerceklestirilmeden Once siireklilik
konusunda u¢ noktadaki siirekliligin incelenmesi gorev tipine yer verilmesi,
tirev ile siireklilik konular1 arasindaki ekolojik bagin giiclendirilmesine olanak
saglayacaktir.

Calismada olusturulan lokal sitlerde cebirsel teknigin komsuluk nesnesi ile ortiik
ekolojik iligki kurabildigi goriilmiistir. Bu durumun neden oldugu ekolojik
boslugun giderilebilmesi icin cebirsel teknigin komsuluk nesnesi ile giicli
ekolojik bag kurabilen analitik teknik veya niimerik teknik ile desteklenmesi
biiyiik 6nem tagimaktadir. Buna gore, 6rneklerin ¢oziimlerinde oncelikle analitik
veya nlimerik teknigin kullanimina yer verilmesi ardindan cebirsel teknigin
kullanilmast uygun goriilmektedir. Boylelikle, fonksiyon grafikleri veya
niimerik degerler yardimiyla komsuluk nesnesinin ekolojik iliskilerinin
giiclendirilmesi saglanarak, cebirsel teknigin tek basina kullanimina bagli olarak
ortaya ¢ikabilecek ekolojik bosluk engellenmis olacaktir.

Ogretim programinda diferansiyel kavramia yer verilmesi, ders kitaplarinda bu
kavramin agiklanmas1 ve diferansiyel kavramimin ekolojik iligkilerinden
yararlanilmasi, tiirev kavraminin agiklanmasina ve tiirev ile integral kavramlari
arasindaki iletisim ve iligkilendirme becerilerinin  gelistirilmesine katki
saglayacaktir.

Tiirev konusuna yonelik gorev tiplerinin, analitik teknik kullanilarak yapilan
cozlimlerinde kiris, teget ve egim nesnelerinin ekolojik iliskilerinden
yararlanilmasi, fonksiyonlarda ortalama degisimden anlik degisime nasil
gecildiginin fonksiyon grafigi ilizerinde incelenmesine olanak saglamaktadir.
Boylelikle, tlirev konusuna yonelik gorev tiplerinde cebirsel veya niimerik
teknik kullanilarak yapilan tiirev alma islemlerinin sezgisel bir yaklasim ile
pekistirilmesine olanak saglanacaktir.

Limit, siireklilik ve tlirev temel araglarina yonelik ders kitaplarinda yer alacak

ornek ¢Oziimlerinin ¢alisma boyunca olusturulan lokal sitlerdeki ekolojik
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iliskilerden yararlanilarak yapilandirilmasi, bu ¢oziimlerde olusabilecek ekolojik
bosluklarin ve kavramsal hatalarin azaltilmasina olanak saglayacaktir.

Ogretim programinda analiz konularina Tiirev Ve Integral olmak iizere iki ana
baslik altinda yer verildigi goriilmiistiir. Tiirev baslig1 altinda Limit ve Siireklilik,
Tiirev ve Tiirevin Uygulamalari, integral basligi altinda Belirli ve Belirsiz
Integral ve Belirli Integralin Uygulamalar: konular1 yer almaktadir. Calismada
Tiirev ana baghgl altinda yer alacak biitiin gorev tipleri icin lokal sitlerin
olusturulmasi hedeflenmistir. Tiirevin Uygulamalar: alt baghiginda yer alan
gorev tipleri i¢in lokal sitler olusturulmak istenildiginde, analiz global sitinde
belirlenen ekolojik iligkilerin tek basma yeterli olmayacagi, cebirsel ve
fonksiyonel sitin yani sira analitik geometri ¢alisma alan1 i¢in olusturulabilecek
global site de ihtiya¢ duyulacagi goriilmistiir. Bu nedenle, ¢alismada lokal sitleri
olusturulan gorev tipleri Limit ve Siireklilik ve Tiirev konulan ile smurh
tutulmustur. Ders kitaplarinda Tiirevin Uygulamalar: alt baslhiginda yer alan
gorev tiplerine yonelik Orneklerin ekolojik analizlerinin yapilabilmesi igin
analitik geometri ¢alisma alanina yonelik global sit insa edilmesi 6nerilmektedir.
Boylelikle, analiz global siti, cebirsel ve fonksiyonel sit ve analitik geometri
global siti bir arada kullanilarak tlirev uygulamalari konusuna yonelik gorev
tipleri i¢in lokal sitlerinin olusturulmasi ve bu sitler yardimiyla ders kitaplarinin
degerlendirilmesine olanak saglanacaktir. Analitik geometri ¢calisma alani i¢in
olusturulabilecek global sit ayrica, lise 6gretim programinda yer alan analitik
geometri (noktanin, dogrunun, c¢emberin analitigi) konularmin ekolojik
yapilandirilmas1 amaciyla da kullanilabilecektir.

Ogretim programimin Integral ana bashig altinda yer alan Belirli ve Belirsiz
Integral ve Belirli Integralin Uygulamalar: konularma iliskin gorev tiplerinin
belirlenmesi, prakseolojik analizler yapilarak her bir gorev tipi i¢in devreye
giren ekolojik iliskilerin degerlendirilmesi ve her bir gorev tipinin lokal siti
yardimiyla ders kitaplarinda yer alan 6rneklerin analiz edilmesi 6nerilmektedir.
Boylelikle, bu calismada ders kitaplarinin incelenmesi sonucunda belirlenen
limit, stireklilik ve tiirev konularina yonelik ekolojik sorunlarin integral
konusunun dgretimine olan etkisinin degerlendirilmesine olanak saglanacaktir.
Bu calismada MS, analiz ¢alisma alani i¢in ekolojik iliskilerin incelenmesine

olanak saglayan bir model gelistirilmesi ve ders kitaplarmin tlirev konusu
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kapsaminda ekolojik agidan degerlendirilmesi amaciyla kullanilmistir. MS bu
amacglarin  yant sira Ogretim programlarmmin  yapilandirilmasi, 6gretim
faaliyetlerinin planlanmas1 veya Ogrenci davraniglarinin ekolojik acgidan
degerlendirilmesi gibi farkli amaglar i¢in de kullanilabilecek etkili bir modeldir.
Omegin, Erdogan (2006) cebir ve fonksiyonlar 6grenme alanma iliskin
Ogretmen ve Ogrenci davranislarinin degerlendirilmesi amaciyla MS modelini
kullanmis, 6grencilerde goriilen 6grenme eksikliklerinin altinda yatan ekolojik
nedenleri olusturdugu global sit ve lokal sitlerden yararlanarak ortaya
koymustur. Buna gore, analiz konularmin 6grenimi ve ogretimine yoOnelik
yapilabilecek farklt caligmalarda, bu c¢alismada olusturulan MS’lerden

yararlanilabilir.
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EKLER

EK-1. Reel Sayilarin, Tanimsizlik, Belirsizlik ve Sonsuzluk Kavramlarinin Tarihsel Gelisim Tablosu

1 Not: Kaynak siitununda yer alan kisaltmalar hakkinda bilgilendirme
e MOS: Diinya Matematik Tarihi Ansiklopedisi ‘’Matemetigin dykiisii ve seriiveni”> Matematik Sozliigii Cilt-1 (Yazar: A. Dénmez)
o MT: Matematik Tarihi (Yazar: F. Cajori)
e TTGMK :Tamimlar1 ve Tarihsel Gelisimleriyle Matematiksel Kavramlar (Editorler: i. O. Zembat, M. F. Ozmantar, E. Bingélbali, H. Sandir, A. Delice)
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EK-2. Analizin Tarihsel Gelisim Tablosu

) Ilk alan ve hacim hesaplamalarinin izlerine
Integral Misir’da kesik piramit iizerine yapilan
caligmalarda rastlanmistir.




Serilerden yararlanarak bir parabol kesmesinin




alanini hesaplamigtir. Archimedes, modern bir MOS

Seriler/integral sekilde limit, integral ve integral alma 409-410
yontemlerini kullanmadan bu hesaplamay1
yapmay1 bagarmusgtir.
Integral Ortagag doneminde bir cismin yiizol¢iimiiniin, dikdortgenlerin alanlarinin toplaminin limiti gibi diigiiniilmesi integral MOS

hesabi i¢in olumlu bir yaklagim olmustur. 410

Bir dogru ile simirlanmug bir paraboliin bu dogru
etrafinda dondiiriilmesinden olusan cismin
hacmini hesaplamistir. Yaptig1 hesap giiniimiizde TTGMK

Integral a 570
yapilan I (azXz)2 dx integral hesabina
—a
benzemektedir.
“Diinyada dikdortgenden bagka sekil yoktur .”
ifadesi Barzillai’ya aittir. Barzillai, bir katinin
Integral yiizeyinin dikdortgenimsi bolgelere boliinerek MOS
yiiz6l¢limiiniin bulunabilecegini sdyleyen 410

matematikgilerden biridir.



hesaplanmasidir.

402

Limit

Limit kavrami matematik analizde bilinen anlamda 17. yiizyildan itibaren kullanilmaya baglanmustir.

TTGMK

482

Analitik Geometri

Analiz/

Analitik geometrinin temelleri, bir noktanin ayni diizlemde kesigen iki dogrudan (eksenler ya da koordinatlar eksenleri)
uzakligi ile sirali gercek sayi giftleri arasindaki iligkinin 6nemini birbirlerinden bagimsiz olarak kavrayan René Descartes ve
Pierre de Fermat tarafindan 17. ylizyilda Fransa’ da atilmistir.

Descartes, bir yandan Eski Yunan’da gelismis geometri yontemlerini, 6biir yandan da kendi ¢aginin cebir bilgisini
derinlemesine incelemis ve matematigin bu iki dalin1 kendi amaglar1 acisindan yetersiz ve soyut bulmustur. Descartes,
geometrinin bicimlerle ugragirken kavrayisi gelistirecek yollar1 ihmal ettigini, cebirin ise kurallarin boyundurugunda
karanlik ve karmasik bir sanata doniistiigiinii diisiinerek analitik geometriyi kesfetmisir. Analitik geometri, bilgi yolunu
tikayan bu eksikliklerin giderilmesi amactyla bu iki dalin birlestirilmesinin {iriiniidiir. Descartes, bir diizlemdeki noktalari
birbirine dik iki eksene uzakliklariyla belirterek, geometride cebirsel yontemlerden, cebirde ise geometriden yararlanma
olanagini ortaya koymustur.

Fermat, René Descartes’tan bagimsiz olarak, analitik geometrinin temel ilkesini bulmustur. Fermat, 1629’ da Eski Yunanl
geometrici Pergeli Apollonios’un Plane Loci (Diizlemsel Geometrik Yerler) adli kayip yapitini yeniden diizenlmis ve
geometrik yerlerin (belirli bir niteligi olan noktalar kiimesi) , cebirin bir koordinat sistemi aracili§iyla geometriye
uygulanmasi yoluyla kolayca incelenebilecegini bulmustur. Descartes da ayni yillarda analitik geometrinin, iki degigkenli
denklemler diizlemsel egrileri tanimlar bi¢cimindeki temel ilkesini bulmugtur. Fermat’in Diizlemlerin ve Katilarin Geometrik
Yerlerine Giris adl kitab1 6liimiinden sonra 1679°da yayimlandigi i¢in 1637°de Descartes’in Geometri adli yapitinda ele
alinan bu bulusa dayali geometri, kartezyen geometri adiyla anilmaktadir.

Sonug olarak Descartes, Fermat ile birlikte cebiri geometri ile biitiinlestirmeyi basarmistir. Boylece, Greklerin geometri
yardimiyla aritmetigi kavramak istemelerinin tersine, analitik geometri, aritmetik ve cebir sistemlerinin sonucunda ortaya

koyulmustur.

Analitik geometri, sonraki yillarda Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz’in gelistirdigi matematiksel analizin de
temelini olusturmustur

Goker, L. (1997) Mat. Tarihi ve Tiirk Islam Matematik¢ilerinin Yeri

Dehn, M. (1943) Analitik Geometri

Gezegenlerle ilgili alan yasasini bulmus ve sonsuz

17 1609 Kepler Almanya Reel Sayilar/ Komsuluk  kiiciikler hesabina yaklagmistir. Alan yasasina MOS
gore, Giines ile gezegeni birlestiren vektor, esit 414
zamanlarda esit alanlar1 taramaktadir.

Stereometria Doliorum adli eserinde neredeyse
17 1615 Kepler Almanya Reel Sayilar/ Komsuluk/  unutulmus bir fikir olan sonsuz biiyiik ve sonsuz MT
Sonsuzluk kii¢iik cokluklar1 yeniden uygulamaya gegirmistir. 191




Integral

Kepler ayn1 zamanda integralde 2.basamak
donemi matematikgilerindendir.

Boliinmezler yontemi, antik Yunanlilarin tiikketme
metodu ile Newton ve Leibniz’in limit alma
metotlar1 arasinda bir yeri olan yontemdir. Bu
yonteme gore bir nokta bir dogrunun, bir dogruda
bir ylizeyin boliinmezidir. Ayrica her bolinmez
hareket ederek kendisinden bir sonraki ve bir
yiiksek mertebedeki siirekliligi
olusturabilmektedir (hareket eden bir noktanin bir
dogruyu olusturabilmesi gibi). Boylece iki cismin
ya da yiizeyin biiyiikligii , bir dizi diizlem ya da
dogrunun toplanmasi suretiyle bulunabilmektedir

(MT, 192) MOS
Integral/ Cavalieri, 1635 yilinda piyasaya siirdiigii eserinde 414
Sonsuz Toplamlar/ bolinmezler yontemini detayli bir sekilde izah
Sonsuz Kiigiikler etmis, sonsuz toplamlardan yararlanarak uzunluk, MT
alan ve hacim hesaplar1 yapmistir. Bu yontemi 192-193
kullanarak bir tiggenin alaninin ayni tabanli ve
yiikseklikli paralelkenarin alaninin yarisina esit
oldugunu bulmustur (MOS, 414). Béliinmezler
yontemi her ne kadar kullanish olsa da, yontemin
bilimsel bir dayanagi yoktur (MT, 192). Buna
ragmen bu yontem 50 yil boyunca integral hesabi
olarak kullanilmis ve bazi zor sorulara bu yontem
sayesinde ¢oziim bulunmustur (MT, 193).
Cavalieri, integralde 2.basamak donemi MOS
matematikg¢ilerinden olup, Kepler’den sonra 402- 414
integral hesabina en ¢ok yaklasanlardan biridir.
Integral Cavalieri y=x" (n dogal say:) egrisinin altinda TTGMK
570

kalan alanla ilgilenmis ve bu alan1
hesaplayabilmistir.




Torichelli bolinmezler yontemini kullanarak

sikloitin alaninin, dénen bir dairenin alaninin ti¢ MT
Integral/ kat1 oldugunun ispatini yapmistir (MT, 193). 193
Sonsuz kiigikler Torichelli, Cavalieri gibi, y=x" (n dogal say) TTGMK
egrisinin altinda kalan alanla ilgilenmis ve bu 570
alan1 hesaplamay1 bagaranlardan biri olmusgtur
(TTGMK, 570).
Integral/ Fransa’da geometrinin hizla ilerleme kaydettigi donemde Roberval, Fermat ve Pascal boliinmezler yontemini kullanmis ve MT

Sonsuz Kiigiikler gelistirmiglerdir.

Torichelli’nin yapmis oldugu karelestirme
ispatini (boliinmezler yontemini kullanarak
sikloitin alaninin, dénen bir dairenin alaninin ii¢

kat1 oldugunun ispati) ondan birkag y1l 6nce MT
Integral/ yapmustir (MT, 193). Roberval bu yontemle alan, 193-194
Sonsuz kiiciikler hacim ve agirlik merkezlerini hesaplamus; TTGMK
parabolii karesellestirmeyi bagsarmigtir (MT, 194). 570

Roberval y=x" (n dogal say1) egrisinin altinda

kalan alanla ilgilenmis ve bu alan1 hesaplamay1
basaranlardan biri olmustur (TTGMK, 570).



Integral

Sifirdan 77 ye kadar siniis fonksiyonunun
grafiginin altinda kalan alani yarim daireler
yardimiyla hesaplamaya ¢alismustir.

Integral/
Sonsuz Kiigiikler

Stireklilik

Pascal boliinmezler metodunda gegen diiz ¢izgiler
toplamimn aslinda sonsuz kii¢iik dikdortgenlerin
alanlari toplami anlamina geldigini belirtmistir.

Kepler’in siireklilik kanununu gelistirerek onu

-

saglam bir temele oturtmustur.




Integralin temel teoremini bulmustur. Bu teorem
soyledir:
f(x), [a,b] araliginda siirekli olsun.

Integral T . MOS
er bVXe[a,b] icin F'(x)=f(x) ise, 420
[ f()dx = F(b)~F (a) olur.
Integral Integralde 3. donem 17. yiizy1lda Newton’un yaptig1 calismalarla baslamustir. MOS
402

Integral Integral hesabina yonelik biiyiik buluslar1 vardir.







Leibniz 29 Ekim 1975 tarihinde integral ile ilgili
yeni notasyonu su sekilde tanitmistir:

©0mn yerine I ve OMN.l (yani I’lerin

MT

Integral )
toplam1 yerine de Il kullanmak daha yararl 243

olacaktir.”’
Sonrasinda da

‘[x=x7z, ‘[(x+ y)=Ix+Iy

gibi basit integralleri vermistir.

Integral Dairenin alanini integral yontemi ile




hesaplamiglardir. 419

1664-1690 yillar1 arasinda integral alma ile ilgili
bazi 6zellikleri (bunlar arasinda toplam seklinde
verilen fonksiyonlarin integrallerini ayr1 ayri

Integral integralleri alinarak toplama, bazi tistel TTGMK
fonksiyonlarin integralleri ile ilgili kurallar 570
bulunmaktadir.) agik bir sekilde genellestirerek
ifade etmistir.

1690 yilinda Acta Eruditorum bilimsel
Integral dergisindeki caligmasinda ilk kez integral MT

kelimesini kullanmistir. 256-257




Integral Integral hesabi Newton ve Leibniz’dan sonra hizla gelismistir. Ozellikle Hopital ve Bernoulli’ler bu konuda énemli
caligmalar yapmiglardir.




Analiz Euler analitik analizin sentetik geometriden ayrilmasini saglayarak onu bagimsiz bir bilim dal1 haline getirmistir.Lagrange
ve Laplace bu ayrima uyarak yiiksek analiz konusunda emek vermis ve onu fevkalde bir diizeye eristirmiglerdir.

Euler sonlu farklar ile ilgili analizi, Institutiones
Calculi Diferentialis isimli eserinin ilk
boliimlerinde gelistirmis ve diferansiyel analizi




olusturmustur.

Analiz Euler’in analitik mekanige sarfettigi emek
oldukg¢a 6nemlidir. Whewell, <> Analize simdi
gururu olan genellik ve simetriyi kazandiran kisi, MT
ayni zamanda mekanigi de analitik hale getiren 277

kisidir; Euler’i kastediyorum.’” diyerek Euler’in
yapmis oldugu ¢aligmalarin dnemini
vurgulamistir.

Sonsuz seriler konusu Euler sayesinde yeniden
canlanmustir. Euler integrali adi verilen

Integral/ Seriler integralin geligimi ile belirli integraller teorisinin MT
yaratilmasi Euler’in arastirmalari sayesinde 275
olmustur.

Integral 1766°da varyasyon hesabi terimini ortaya atmis

ve bu hesabi gelistirmeye ¢aligmustir.

Monge ¢i1gir agan Géométrie Descriptive adll
Analiz eserini yayimlamistir. Bu eser ile birlikte MT
geometrinin analizde diglanmasina son
verilmistir.




Varyasyon hesabinin yaratilmasina Euler gibi
katkida bulunmustur. Euler’in biraktig: sekliyle

Integral varyasyon hesabi analitik temelden yoksunken, bu
temel Lagrange tarafindan atilmustir.

Sonsuz seriler, diferansiyel ve integral hesabin bulundugu déonemde 6nem kazanmistir. Sonsuz seriler bu kadar popiiler MT
Integral/Seriler olmadan 6nce ¢ok az kisi tarafindan kullanilmistir. Polonyali Mengoli (1650) ve Mengoli bu alanda ¢alisma yapan 206
matematikg¢ilerdendir.




Siirekliligin ilk modern formiilasyonu ile

Bolzano’nun ¢alismalarinda karsilasilir. Bu

calismada siireklilik su sekilde ifade edilmistir:

«» X in herhangi bir degeri i¢in siirekli fonksiyon
Stireklilik sundan baskas1 degildir: X herhangi bir deger

olmak tizere, W istenildigi kadar kii¢iik secilerek,

f (x+w)— f (X) farki verilen herhangi bir
degerden kiigiik yapilabilir.”’

TTGMK
486







Integral kavran iizerinde ¢aligmistir.

Cauchy, integral kavramini karmagik
fonksiyonlara tagimustir.

Cauchy kompleks degiskenlerin 6nemini
anlayinca bu tip degiskenleri olan fonksiyonlari
derinlemesine ele almis ve boylelikle integrali
kompleks alana tagimustir.

Modern lineer siireklilik teorisi Cantor ve Dedekind tarafindan ortaya atilmistir.. Cantor ve Dedekind’in gelistirdikleri
Stireklilik modern siireklilik ile teorik analiz sadece sayilarla ilgilenen diizen olarak degerlendirilmistir. C.Méray, K.Weierstrass gibi MT
matematikgilerin de benimsedikleri bu donem matematigin aritmetiklestirme siireci olarak degerlendirilmektedir. 446




Komsuluk/Limit/
Stireklilik

Bugiin kullanilan sekliyle limit ve siirekliligin & — O tamimu ilk olarak Weierstrass tarafindan yapilmustir. Weierstrass, TTGMK
komsuluk, limit, siireklilik gibi analiz konular tizerine yapmis oldugu ¢aligmalarini Bolzano, Abel ve Cauchy tarafindan 486
yapilan 6nceki ¢aligsmalarin iizerine inga etmistir.

MT
Stireklilik Modern lineer siireklilik teorisi Cantor ve 446
Dedekind tarafindan gelistirilmistir.

o Bugiin kullanildig: haliyle siirekliligin € —0 TTGMK
Streklilik tanimu ilk olarak Weierstrass tarafindan 486
yapilmigtir.

Riemann’m belirli integral tanimi yeterince genel
degildir. Bu durumu Van Vleck kisaca su sekilde
agiklamigtir:
“’Riemann’1n integralinde sonlu, ancak sadece
belirli dar kisitlamalar altinda sonsuz sayida
stireksizlik noktas1 bulunmakta idi. Her noktada
stireksiz olan bir fonksiyonun, 6rnegin, integral
Siireklilik/Integral araliginin her yerinde yogun olan rasyonel
noktalarda sifira ve ayni sekilde her yerde yogun
olan rasyonel noktalarda 1’e esit olan bir
fonksiyonun, Riemann anlaminda integrali
alinamaz idi.”’
Lebesgue nokta kiimeleri teorisi ile Riemann’in
belirli integral taniminin genellestirilmesini
saglamistir.

https://projecteuclid.org/download/pdf
1/euclid.bams/1183423785




) Riemann’in klasik integrali Darboux tarafindan
Integral milkemmellestirilmis ve bu haliyle matematik
camiasinda nihai bir olgu olarak

degerlendirilmistir.




EK-3. Ogretim Programinda Tiirev Konusuna Iliskin Kazanimlar (MEB, 2013, s.46)

iD.12.1.2. Tiirev

Terimler: Degisim orani, anlik degisim orani, tiirev

dy

Sembol ve Gésterimler:  f'(x), ' (x), ﬁ  dn?

ID.12.1.2.1. Fizik ve geometri modellerinden yararlanarak degisim orani kavramini aciklar.
[M] Antik degisim orani kaviami aciklanarak, anlik degisim oranina tiirev denildigi
belirtilir.
[6a] Verilen bir fonksiyonun bir noktadaki tiirev degeri ile o noktadaki tegetinin egi-
mi arasindaki iliski incelenir.
[M] fix) = ¢, fix) =x? fonksiyonlarinin tirevleri, tirev tanimi kullanilarak hesaplatilir.
[M] reR olmak tizere, fix) =x", fix)=e* filx)= Vx, fix) =1nx, f(x) = siny,
f(x) = cosx fonksiyonlarinin tirevleri kural olarak verilir.
[Ba] Ters trigonometrik fonksiyonlann tiirevieri verilmez.

ID.12.1.2.2. Bir fonksiyonun bir noktada ve bir aralikta tiirevli olmasini inceler.
[0] Tanim kiimesi acikca belirtitmemis bir fonksiyonun tanim kiimesi olarak, fonk-
siyonun kuralimin gecerli oldugu en genis kiime alinir.
[M] Fonksiyonun tiirevli olmadigi noktalarla grafigi arasinda iliski kurulur.

ID.12.1.2.3. Tiirevlenebilen iki fonksiyonun toplaminin, farkinin, carpiminin ve bélimiiniin
tlrevine ait kurallari agiklar ve bunlarla ilgili uygulamalar yapar.
[61] Dogru boyunca hareket eden bir cismin, t zamani icinde aldigi yol ile t anindaki
hizi; t amndaki hizi ile t anindaki ivmesi arasindaki iliski drneklerle incelenir.

ID.12.1.2.4. iki fonksiyonun bilegkesinin tiirevine ait kurali (zincir kurali) olusturur ve bunu
kullanarak tiirev hesabi yapar.

ID.12.1.2.5. Bir fonksiyonun yiiksek mertebeden tiirevlerini aciklar ve bulur.



EK-4. Ogretim Programinda Limit ve Siireklilik Alt Basligina iliskin Kazanimlar
(MEB, 2013, s.45)

SAYILAR ve CEBIR

ID.12.1. Tiirev

ID.12.1. 1. Limitve Siireklilik
Terimler: Bir noktada limit, sagdan limit, soldan limit, sireklilik
Sembol ve Gosterimler: lim fx), lim#f(x), Tm f(x)

[D.12.1.1.1. Bir fonksiyonun bir noktadaki Limiti, soldan limiti ve sagdan limiti kavramlarini
tablo ve grafik kullanarak érmeklerle aciklar.
[ Limit kavram bir bagimsz degiskenin verilen bir sayiya yaklasmasindan yola
cikilarak agklanr,
[] Limit alma idemi asagrdaki duerumlarta sinirfandirlin
+ ceRigin lime =¢

s = 2 2
+ limx=a, limx =a
=z Iz

limi=— liml=
* =t X m‘;-.r:-' X o
2 2
e X —d
» ae=Ricin lim =g
= y—g
. iim£=1
=i X
2
gy —1
. 1@2'-;E-'==d

[ Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanarak fonksivonlann tablo ve grafik
gisterimleri yardimiyla limit uygulamalan yaptinlir,

ID.12.1.1.2. Bir fonksiyonun bir noktadaki siirekliligi kavramini agiklar,
[ Fonksivonun sirekliligi ancak tanim kimesindeki noktalarda arastirilir. Grmegin,
Jix) = Vx fonksiyonunun x = O noktasindaki sirekdiligini tartismak, x = 0 bu fonk-
siyonun tanim kimesinde yer almadrgindan anlamsizdir,
[E] Fonksyonun grafigi Gzerinde sirekli ve sireksiz oldugu noktalar buldurulur,
[] Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanarak fonksiyonlann tablo ve grafik
gasterimi yardimiyla sireklilik uygulamalan yaptinlir,
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