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Ozet
Limit, giliglii bir matematiksel diisiinme becerisi gerektiren, 6grencilerin 6grenmede
zorlandiklar1 bir kavramdir. Ogrencilerde limit kavramina yonelik, kavram imajlarmin
ve kavram tanimlarinin aragtirilmasinin, limit kavraminin 6grenilme siireglerinin
belirlenmesine katki getirecegi diisliniilmektedir. Bu ¢alismada, tek degiskenli reel
degerli fonksiyonlar i¢in limit kavramina yonelik 6grencilerin kavram imajlari, kavram
tanimlar1 ve Ogrencilerin kavram imajlart ile limitin formal tanimim iligskilendirme
durumlarinin belirlenmesi amaglanmistir. Calisma, Analiz I dersini almakta olan 31
ogrenci arasindan amacl 6rnekleme yontemlerinden biri olan 6l¢iit 6rnekleme yontemi
kullanilarak secilen 11 Ogrenci ile gerceklestirilmistir. Analiz I dersinde limit
konusunun 6gretimi tamamlandiktan sonra, acik uglu sorulardan olusan bir test 31
ogrenciye uygulanmistir. Ogrencilerin yanitlar1 arastirmacilar tarafindan nitel olarak
analiz edilmistir. Ogrencilerin kavram imajlar1, kavram tamimlari ve kavram imajlari ile
limitin formal tanimi arasinda kurduklar iligkiler 6l¢iit olarak alinarak 6grenciler sekiz
gruba ayrilmistir. Her gruptan grup biiyiikliigiine gore ogrenci secilerek 11 6grenciyle
klinik goriismeler gerceklestirilmistir. Yapilan goriismeler arastirmacilar tarafindan
nitel olarak analiz edilmistir. Calismanin sonucunda 6grencilerin hem limit kavramina

iliskin kavram imajlarinda hem de kavram tanimlarinda sag-sol limit esitligi teoremi ile

*Bu ¢alismanin bir bolimii 9. Ulusal Fen Bilimleri ve Matematik Egitimi Kongresi’nde, bir boliimii de 37. Uluslararas1 Matematik
Egitimi Psikolojisi Grubu Konferansi’'nda (PME 37) sozIii bildiri olarak sunulmustur.
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limitin dinamik formunun baskin oldugu goriilmiistiir. Ogrencilerin limitin formal
tanimini1 agiklama ve kullanmada zorlandigi tespit edilmistir. Ayrica 6grencilerin
uygulama sorularmi ¢6zmek i¢in kavram imajlarini kullandigr goriilmiistiir. Diger
yandan, 0grencilerin ¢ogunun kavram imajlari ile limitin formal tanimi arasinda iligki
kuramadig1 sonucuna ulasilmstir.

Anahtar sozciikler: Limit kavrami, Kavram tanimi, Kavram imaj1, Formal limit tanimi1

Abstract

Limit is the concept that students have difficulties and is required to powerful
mathematical thinking skill. To investigate students’ concept definitions and concept
images about limit concept is important to reveal learning processes of limit concept.
The purpose of the study is to determine students’ concept images, concept definitions
and relationships between students’ concept images and formal definition about limit
concept for one variable real valued functions. The study was conducted with 11
students who were selected from 31 students attending Analysis | course. Criterion
sampling method that is a purposive sampling method was used in selection of the
students. After teaching process of limit concept, a test which had open-ended questions
was carried out to 31 students. Responses of students were analyzed qualitatively by
researchers. With regard to analyses, the students were classified into eight groups using
their concept images, concept definitions and relationships between their concept
images and formal definition of limit as criterions. Eleven students were selected from
groups according to group sizes to carry out clinical interviews. The clinical interviews
were analyzed qualitatively by researchers. Consequently, it was found that both
students’ concept images and concept definitions focused on the theorem about equality
of right and left hand limits and dynamic form of limit. Moreover, the students had
difficulties in explaining and using the formal definition of limit. In addition, students
used their concept images to solve questions and most of them could not establish the
relationship between their concept images and formal definition of limit.

Keywords: Limit concept, Concept definition, Concept image, Formal definition of

limit
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Giris

Limit; stireklilik, tiirev, integral gibi pek ¢ok kavramin dayandigi, matematigin en dnemli ve temel
kavramlarindan birisidir. Limit kavrami, 6grencilerin cebir ve aritmetiksel metotlar kullanarak
kolaylikla sonuca ulagsmalarinin miimkiin olmadig1 bir matematiksel kavram olmasi agisindan da
son derece Onemlidir (Cornu, 1991). Bu nedenle limit kavrami, ileri diizey matematiksel
diisiinmeye gecisin bir gostergesi olarak ifade edilmektedir (Tall, 1992).

Limit kavrami iizerine yapilmis pek cok calisma vardir. Yapilan calismalarda c¢ogunlukla
ogrencilerin yasadiklar1 zorluklar ve bu zorluklarin kaynaklarina odaklanilirken (Bezuidenhout,
2001; Cornu, 1991; Sierpinska, 1987; Tall ve Vinner, 1981), kavramin 6grenilme siireci iizerine
yapilan ¢aligsmalara da rastlanilmaktadir (Cottrill ve ark., 1996; Mamona-Downs, 2001; Przeniosla,
2004; Roh, 2007).

Alan yazinda limitin, 6grenciler tarafindan dinamik (informal) ve formal (statik) olmak iizere iki

sekilde kavramsallastirildig: belirtilmektedir (Cornu, 1991; Tall ve Vinner, 1981). Bunlardan ilki

S~ C6

Tall ve Vinner’in (1981) dinamik form olarak tanimladig1 “x = a = f(x) — L ya da sozel olarak
“x’ler a’ya yaklasirken f(x)’ler L’ye yaklasir” ifadesine dayanmaktadir. Statik olarak ise

matematik otoritelerince kabul edilen formal limit tanimi kastedilmektedir:
“lim f(x) =L & Ve > 0i¢in 36 > 0 vardir 3 |x — xo| < § = |f(x) — L| < € olur”
xX—a

Alan yazinda 6grencilerin, limiti daha ¢ok dinamik olarak kavramsallastirdiklar: (Szydlik, 2000;
Tall ve Vinner, 1981; Williams, 1991) ifade edilmistir. Williams (1991) ve Szydlik (2000) limiti
dinamik form olarak ifade eden 6grencilerin bunu, limiti arastirilan noktaya yakin noktalarin
fonksiyondaki goriintiilerinin nereye yaklastigini arastirma ya da fonksiyonun grafigi araciligiyla

yaklagmalar1 inceleme seklinde yaptiklarini belirtmistir.
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Ogrencilerin formal olarak limiti kavramsallastirmada ise zorlandiklar1 (Tall ve Vinner, 1981) ve
limitin formal tanimin1 daha ¢ok bir formiil olarak yorumladiklar1 (Przenioslo, 2004) sdylenebilir.
Bazi arastirmacilara gore 6grencilerin limiti formal olarak kavramsallastirmada zorlanmalarinin
nedeni, limitin formal tanimindaki “her” ve “en az bir” niceleyicileridir (Cottrill ve ark., 1996; Tall
ve Vinner, 1981). Tall ve Vinner (1981), 6grencilerin limitin formal taniminda yer alan “her” ve
“en az bir” niceleyicilerini anlamlandiramadiklarini, bu nedenle limitin varligini ispat etmede
zorlandiklarini belirtmistir. Williams (1991), bir fonksiyonun bir noktadaki limitini dogrulamak
icin 6grencilerin fonksiyonun grafigini ¢izme ve limit aragtirmasi yapilan noktayir fonksiyonun
cebirsel ifadesinde yerine koyma egiliminde olabildiklerini ifade etmistir.

Tall (1980) ve Williams (1991) limitin dinamik formunun o&grencilerin formal tanimi
kavramsallastirmalarint zorlastirdigini ifade etmistir. Tall (1980), 6grencilerin limitin dinamik
formunu daha kolay bir sekilde kavradiklarin1 ve dgretim sirasinda dgrencilerin limiti formal
olarak kavramsallastirmalar1 saglanmaya calisilsa da Ogrencilerin limitin dinamik formunu
kullandiklarim belirtmistir. Przenioslo (2004) ise 6grencilerin bir fonksiyonun limiti kavramina
yonelik kurduklar iligkileri, bir fonksiyonun limitinin tanimi olarak verdiklerini ve 6grencilerin
bu tanimlari ile limitin formal tanim1 arasindaki ¢eliskiyi fark edemediklerini ifade etmistir.
Ogrencilerin limiti kavramsallastirmalarina engel olan pek ¢ok zorluk kaynagindan bahsetmek
mimkiindiir. Sierpinska (1987), ogrencilerin limit alma siirecinde yasadiklar1 zorluklarin,
ogrencilerin sonsuz kavramini algilamalar ile yakindan iligkili oldugunu ifade etmistir. Sonsuzluk,
ogrencilerin algilamakta zorlandiklar1 bir kavramdir (Cornu, 1991; Juter ve Grevholm, 2006; Tall,

2001). Tall (1992) 6grencilerin sonsuz kavramini, bir say1 olarak algilayabildiklerini belirtmistir.
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Ogrencilerin limit kavramina iliskin kavramsallastirmalarinin belirlenmesinin, limit kavraminin
Ogrenim siirecine 151k tutacagi diisiiniilmektedir. Bu baglamda, bu calismada Tall ve Vinner’in
(1981) kavram imaj1 ve kavram tanimi gercevesi kullanilmistir.

Teorik Cerceve

Kavram imaji; s6z konusu kavrama iliskin kisinin zihnindeki 6zellikler, islemler ve zihinsel
resimler gibi biligsel yapilarin tiimiinii agiklamak ic¢in kullanilirken kavram tanimi ise kavrami
anlatmak i¢in kullanilan kelimeler toplulugudur (Tall ve Vinner, 1981). Kavram tanimi, formal
yani matematik otoritelerince kabul edilen sekilde olabilecegi gibi informal yani o kavrama iliskin
kisinin kendi agiklamasi da olabilir. Vinner (1983), kiside her bir kavrama iligkin kavram tanimi
ve kavram imaj1 olmak iizere iki farkli hiicrenin var oldugunu sdyler. Bu hiicreler, s6z konusu
kavrama iliskin gérevlerde aktif hale gelen zihinsel yapilardir. Ogrenciler, verilen bir problemin
iistesinden gelmek igin bu iki hiicre arasinda iligki kurabilecekleri gibi sadece kavram tanimi
hiicresini ya da kavram imaj: hiicresini de kullanabilirler (Vinner, 1991). Ornegin birey fonksiyon
kavramina iliskin bir soruyu yanitlarken fonksiyonun formal tanimini kullanmadan sadece
fonksiyon kavramina yonelik imajin1 kullanabilir. Fakat 6grenme, kavram tanimi ve kavram imaji
hiicreleri arasinda iligki kurulmasi durumunda gergeklesir (Vinner, 1991, s.70).

Ayrica Tall ve Vinner (1981), birey tarafindan farkli durumlarda birbiri ile g¢elisen imajlarin
cagrilabilecegini belirtmistir. Tall ve Vinner (1981) kisinin kavram imaj1 ya da kavram taniminin,
kisinin kavram imaj1 ya da kavram taniminin belli bir kismi ile ¢elismesine “potansiyel ¢eliski
faktori”, es zamanl olarak ¢elisen faktorlerin ¢agrilmast durumuna da “bilissel celiski faktorii”
adin1 vermistir.

Alan yazinda 6grencilerin fonksiyonun limiti kavramina iligskin, f fonksiyonunun x, noktasindaki

limitinin f (x,) olmasi, yaklagmalarin grafik lizerinden yapilmasi (Przenioslo, 2004), fonksiyon
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grafik temsiliyle verildiginde limit ve siireklilik kavramlarinin karistirilarak grafikte stireksizlik
aranmasi gibi imajlara sahip olabildikleri ifade edilmistir (Tall ve Vinner, 1981).
Bu ¢alismanin amaci, 6grencilerin limit kavramina iliskin kavram imajlarinin, kavram tanimlarinin
ve Ogrencilerin kavram imajlar1 ile limitin formal tanimini iliskilendirme durumlarinin
belirlenmesidir. Vinner’in (1991) da belirttigi gibi 6grenme ancak kavram imaj1 ile kavram tanimi
arasinda iliski kurulmasi durumunda gergeklesebileceginden c¢alismanin, limit kavraminin
Ogrenilme siirecinin ortaya g¢ikarilmasi agisindan 6nemli oldugu diisiiniilmektedir. Calismada
asagidaki aragtirma sorularina yanit aranmaistir:

e Oprencilerin limit kavramina iliskin kavram imajlar1 nedir?

e Ogrencilerin sahip olduklari limit tanimlari nedir?

e Ogrencilerin limit kavramma iliskin sahip olduklar1 kavram imajlar1 ile limitin formal

tanimini iliskilendirme durumlari nasildir?
Yontem

Tiirkiye’deki bir devlet iiniversitesinin Egitim Fakiiltesi Ilkogretim Matematik Ogretmenligi
Programi’nda Analiz I dersi kapsaminda yiiriitiilen bu c¢aligmada nitel arastirma yontemi
benimsenmistir.
Katilimceilar
Calismanin katilimcilari, arastirmacilardan birinin 6gretim elemani oldugu Analiz 1 dersini
almakta olan 31 Ogrenci arasindan amagli 6rnekleme yontemlerinden biri olan 6l¢iit 6rnekleme
yontemi kullanilarak (Yildirnm ve Simsek, 2003) secilmistir. Olgiit 6rnekleme, 6nceden
belirlenmis bir dizi 6l¢iitii karsilayan biitiin durumlarin ¢alisiimasidir (Yildirim ve Simsek, 2003).
Katilimcilarin se¢imi i¢in ¢alismanin amacina yonelik agik uglu bir test (Ek 1) gelistirilmis ve 31

Ogrenciye uygulanmistir. Bu testten elde edilen sonuglar dogrultusunda 6grencilerin kavram
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imajlari, kavram tanimlar1 ve 6grencilerin kavram imajlari ile limitin formal tanimi arasinda iliski
kurma durumlarn 6l¢iit olarak kullanilarak 6grenciler sekiz gruba ayrilmistir. Olusan bu sekiz
grubun her birinden grubun biiyiikliigline gore en az bir katilime1 olmak tizere 11 katilimce1 klinik
goriisme yapilmak {izere calismanin katilimeilar olarak belirlenmistir.

Veri Toplama Araclar ve Islem

Calismanin verileri acik uglu test ve klinik goriisme yolu ile elde edilmistir. Calismanin basinda,
arastirmacilar tarafindan 6grencilerin limit kavramiyla ilgili kavram imajlari, kavram tanimlar1 ve
ogrencilerin kavram imajlari ile limitin formal tanimi arasinda iliski kurma durumlar1 hakkinda
bilgi edinmek amaciyla 10 agik uglu sorudan olusan bir test gelistirilmistir (Ek 1). Hazirlanan testin
kapsam gecerliginin saglanmasi i¢in alan uzmanmin goriislerine basvurulmustur. Testin
giivenirligini saglamak i¢in 6gretim elemaninin ¢aligmanin aragtirmacisi olmadigi Analiz I dersi
gruplarindan biriyle pilot c¢aligmasi yapilmistir. Testten elde edilen veriler, calismanin
aragtirmacilar1 olan iki alan uzmani tarafindan kodlamayla nitel olarak analiz edilmistir.
Arastirmanin iki aragtirmacisinin yapmis olduklart kodlamalar igin “goriis birligi” ve “goriis
ayriligr” durumlariin sayist belirlenmis ve asagidaki sekilde yapilan hesaplama sonucunda
kodlamalarin %93 oraninda birbiriyle tutarli oldugu bulunmustur.

Giivenirlik = (Goriis Birligi)/[(Gorts Birligi) + (Goriis Ayrilig)]
Arastirmacilarin yaptiklar1 kodlamalarin biiyiik 6l¢iide birbiriyle tutarli oldugu goriilmiis (%93)
ve testin giivenirligi saglanmistir (Miles ve Huberman, 1994). Hazirlanan test, ¢alismanin
aragtirmacist olan Analiz 1 dersi grubunun Ogretim elemanmi tarafindan tek degiskenli
fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi konular1 islendikten sonra 31 6grenciye uygulanmistir. Testten
elde edilen verilerin kodlama yoluyla nitel olarak analizinin sonucunda olusan sekiz gruptan

secilen 11 6grenci ile klinik goriismeler yapilmistir. Klinik goriigme yontemi, matematik egitimi
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arastirmalarinda siklikla kullanilan veri toplama tekniklerinden biridir. Klinik gériismelerde amag,
goriisiilen kisinin bilgi yapilarin1 ve muhakeme siire¢lerini ortaya ¢ikartmaktir (Clement, 2000).
Arastirmacilar tarafindan limit kavramina iligkin klinik gériisme sorular1 hazirlanmis ve hazirlanan
sorular alan uzmaninin goriisleri alinarak son haline getirilmistir. Analiz I dersini almakta olan bir
ogrenciyle klinik goriisme yapilarak pilot calisma yapilmistir. Katilimcilar ile yapilan klinik
goriismeler yaklasik yarim saat siirmiis ve dersin 6gretim eleman1 olmayan arastirmaci tarafindan
gerceklestirilmistir. Klinik goriigmelere baslamadan once katilimcilardan gerekli izinler alinmis ve
yapilan klinik goriismeler video kamera kullanilarak kayit altina alinmistir. Gorlismenin basinda
katilimcilardan, sorulart yanitlarken sesli diisiinmeleri istenmistir. GoOriisme esnasinda
katilimcilara, goriigmecinin sorularini yazabilmesi ve katilimeilarin sorulan sorulart yanitlarken
yazili vermek istedigi yanitlar1 kaydedebilmesi i¢in kagit verilmistir. Katilimcilardan ¢alisma
kagitlarina hatali yazimda bulunduklarinda yazdiklarint silmemeleri ve bir alt satira gecerek
yazmaya devam etmeleri istenmistir. Gorlismelerin sonunda katilimcilarin kullandigi kagitlar
toplanmis ve goriisme dokiimleri yapilirken her bir katilme1 O1, O2, ..., O11; goriismeci ise G
olarak kodlanmustir.

On bir 6grenciyle yapilan klinik goriismeler sonucunda katilimcilarin kavram imajlari, kavram
tanimlar1 ve kavram imajlar ile limitin formal tanim1 arasinda kurduklari iligkiler; “tanim”, “imaj”
ve “iliski” kategorileri altinda analiz edilmistir. Katilimcilarin tanimlari, goriismede sorulan “Limit
deyince ilk aklina gelen nedir?”, “Bir fonksiyonun bir noktadaki limitini nasil tanimlarsin?” gibi
sorulara verdikleri yanitlar ve uygulama sorularinda yaptiklar1 agiklamalar g6z Oniinde
bulundurularak analiz edilmistir. Katilimcilarin imajlari, gériisme boyunca katilimeilarin limit
kavramina iliskin siklikla kullandiklar1 kelime ya da ifadeler, yaklagsma kavramina iliskin bilgileri

ve grafik temsili ile verilen fonksiyonlarin sonsuzda limit aragtirmalarin1 yapmalarinin istendigi
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uygulama sorularinda yansittiklart gdz oniinde bulundurularak analiz edilmistir. 1liski
kategorisinde ise katilimcilarin komsuluk bilgileri, yaklagsma ile komsuluk, komsuluk ile formal
tanimda yer alan “|x — x| < 6” ve “|f(x) — L| < €” esitsizlikleri arasinda iliski kurma durumlari
ve formal tanimdaki niceleyicileri anlamlandirma durumlar1 gz 6niinde bulundurularak analiz
edilmistir. Her ne kadar analiz; “tanim”, “imaj” ve “iliski” olmak iizere {i¢ temel kategori altinda
yapilmis olsa da katilimcilarla yapilan klinik goriismeler biitiinciil olarak ele alinmistir.
Katilimeilarin kavram tanimlari, kavram imajlar1 ve katilimcilarin kavram imajlart ile limitin
formal tanimi arasinda iliski kurma durumlari, gériismenin tamamina bakilarak analiz edilmistir.
Bulgular
Yapilan gortismeler analiz edildiginde, 6grencilerin imajlarinda limitin dinamik formu ile sag-sol
limit esitligi teoreminin baskin oldugu, 6grencilerin limitin kavram tanimi olarak da genellikle
limitin dinamik formu ya da sag-sol limit esitligi teoremini verdigi ve 6grencilerin limitin formal
tanimin1 vermekten kagindig1 goriilmiistiir. Ogrenciler, kavram imajlar1 ile limitin formal tanimi
arasinda ise iliski kuramamstir. Ogrencilerin sonsuzda limit arastirmalarinda zorlandiklar1 ve limit
kavramiyla stireklilik kavramini karistirdiklart goriilmuistiir.
Ogrencilerin limit kavramina iliskin ilk ¢cagirdiklari, genel olarak limitin dinamik formu olmustur.
Ogrencilerden sadece bir tanesi limiti ilk olarak limitin formal tanimu ile ifade ederken, besi limitin
dinamik formu, {i¢li yaklagma, biri sinir, biri ise fonksiyonun o noktadaki goriintiisii olarak ifade
etmistir. Asagida limit dendiginde ilk aklina gelenin “yaklasma” oldugu goriilen bir 6grencinin
ifadesi verilmistir:
OI: “Limit" deyince aklima ilk yaklasim geliyor yani bir fonksiyon iizerindeki herhangi bir noktaya

sagdan ve soldan ya da herhangi bir yerden sayilarin gelmesi ya da yaklasmasu.
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Ogrencilerin kavram tanimi olarak ise limitin dinamik formunu, sag-sol limit esitligi teoremini ya
da yaklagsma kavramina iligkin bazi agiklamalar1 verdikleri goriilmiistiir. Sadece bir 6grenci
kavram tanimi olarak limitin formal tanimin1 vermistir. Ogrencilerin altis1 limitin dinamik formunu,
ticli sag-sol limit esitligi teoremini, bir 6grenci de sadece yaklagsmadan bahsettigi bir aciklamay1
kavram tanimi olarak vermistir. Asagida bu 6grencinin goriismesinden bir kesit verilmistir:

OI: (Yaziyor)... Fonksiyonun bir noktasina sayilarin yaklasmasi

Ogrencilerin goriisme boyunca limitin formal tanimmi yapmaktan kagindiklari, formal tanimi
yapmaya c¢alisan 0grencilerin tanimlarinin ise hatali ya da eksik oldugu goriilmiistiir. Sadece dort
ogrenci limitin formal tanimin1 dogru bir sekilde vermistir. Tanim yapmalari istendiginde limitin
formal tanimini vermeyen 0grencilerin limitin formal tanimina sahip olup olmadiklarin1 anlamak
icin limit kavramini baska bir bigimde tanimlayip tanimlayamayacaklari ya da matematiksel olarak
bir fonksiyonun bir noktadaki limitini nasil tanimlayabilecekleri seklinde sorular sorularak
yonlendirmeler yapilmistir. Yapilan yonlendirmelere ragmen 11 6grenciden ikisi goriisme boyunca
limitin formal tanimin1 veremezken, dgrencilerden biri limitin formal tanimimi “|f(x) — L| = ¢
iken |x — xo| = 6 olmali” seklinde yanhis bir bigimde, dordii ise niceleyicileri eksik olarak
vermistir. Asagida bir 6grencinin niceleyicileri eksik bir sekilde yaptigi limitin formal tanimm
verilmistir:

OI: (vaziyor)... € > 0 olmak iizere § > 0 olacak sekilde |x — x| < & |f(x) — y| < € olmasidir.
Calismada, 6grencilerin limitin formal tanimin1 anlamlandirma durumlarini ortaya ¢ikarmak i¢in

ogrencilere, lin%(2x+ 1) =57 esitligini ispatlamalart istense nasil bir yol izleyecekleri
xX—

sorulmustur. Bu soruya verdikleri yanitlar incelendiginde, 6grencilerin limitin varligini ispatlamak
icin limitin formal tanimimi kullanamadiklar1 goriilmiistiir. Gorligme boyunca limitin formal

tanimin1 verememis olan iki 6grenciden biri, verilen limit esitligini ispatlamak icin fonksiyonun
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grafigini cizerek grafik {izerinde sag ve sol limitin esit oldugunu agiklamaya c¢aligmis, diger
ogrenci ise verilen limit esitligini sag-sol limit esitligi teoremini kullanarak cebirsel olarak
ispatlamistir. Bir 0grenci ise herhangi bir ispat yapmaksizin sadece € ve § arasinda bir iligki
bulunmasi gerektigini ifade etmistir. Kalan sekiz 6grenci, ispatlarinda niceleyicileri anlamli bir
sekilde kullanmaksizin limitin formal taniminda yer alan € ve § komsuluklarinin ayni anda
ikisinin de varhigmi kabul edip “|x — xo| < 8” ve “|f(x) — L| < €” esitsizliklerini agarak §’y1
¢dzmek amaciyla € ile § arasinda cebirsel bir iliski kurmaya ¢alismustir. Ogrencilerin yapmis
olduklar1 bu ispat, ¢alismada “rutin € — § ispat1” olarak adlandirilmistir. Ogrenciler “rutin € — §
ispati”nda, § icin bir ¢dziime ulasmis olsalar da yapilan sorgulamalarda, 6grencilerin neden & icin
bir ¢oziim aradiklarinin bilincinde olmadiklar1 goriilmiistiir. Ogrencilerin yaptiklar1 “rutin € — &
ispat1”nin bir 6rnegi asagida Sekil 2°de verilmistir:

Sekil 2

O3 tarafindan yapilan “rutin € — 8 ispatr”
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Ogrencilerin limiti tanimlama ve agiklamalarinda siirekli ifade ettikleri limitin dinamik formu ya
da sag-sol limit esitligi teoremi ile limitin formal tanim1 arasinda nasil bir iliski kurduklarini ortaya
cikarmak i¢in Ogrencilerden limit kavramina yonelik yapmis olduklari tanimlama ya da
aciklamalari, vermis olduklar1 limitin formal tanimi ile iliskilendirmeleri istenmistir. Bunu
yaparken de Ogrencilerin komsuluk ve yaklasma kavramlarini nasil algiladiklari, komsuluk ile

yaklagma, komsuluk ile formal tanimda yer alan “|x — x| < 67 ve “|f(x) — L| < €” esitsizlikleri
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arasinda iliski kurma ve formal tanimda yer alan niceleyicileri kullanma durumlart ortaya
c¢ikarilmaya calisilmistir. Ogrencilerin hepsinin komsuluk kavramimi dogru bir sekilde ifade
ettikleri goriilmiistiir. Ogrencilerin yaklasmadan ne anladiklarini ortaya ¢ikartmak icin goriisme
boyunca dgrencilerin yaklasma derken neyi kastetmis olduklar1 sorgulanmistir. Ogrencilerin tiimii,
bir noktaya yaklasmay1 noktasal olarak dogru bir sekilde gostermistir. Ornegin 6grencilerden O3,
3 noktasina yaklagmay1 noktasal olarak, “mesela burada atryorum 3 olsun (reel eksen modelinde
3 noktasini isaretliyor). Burada 2,80 olur mesela x degerim 2,90 olur, boyle boyle yavas yavas
gelir yaklasir (Reel eksen modeli iizerinde 3 e yakin noktalart isaretliyor)” seklinde ifade etmistir.
Ogrenciler bir fonksiyonun bir noktadaki limiti arastirmasinda x ’lerin yaklagmasmi limit
aragtirmasi yapilan noktanin bir komsulugunu alip bu komsuluk i¢inde limit arastirmasi yapilan
noktaya yakin noktalar alarak, f(x) yaklagsmasini da x’lerin goriintiilerini limit degerinin bir
komsulugunun i¢inde limit degerine yakin noktalar alarak ifade etmistir. Caligmada bes 6grenci x
ve f(x) yaklagsmalarini, Sekil 3’te goriildiigi gibi reel eksen modelleri lizerinde gostermistir.

Sekil 3

O3’iin ¢izmis oldugu reel eksen modelleri

- £ (. Lo &
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Alt1 6grencinin ise x ve f(x) yaklagsmalarini, Sekil 4’te goriildiigii gibi koordinat diizlemi modeli

lizerinde gosterdigi belirlenmistir.
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Sekil 4

09 un ¢izmis oldugu koordinat diizlemi modeli

Ogrenciler her iki modelde de limit arastirmasi yapilan noktanin komsulugundaki noktalarin
goriintiilerini limit degerinin komsuluguna diisiirmiis olmasina ragmen, 6grencilerin genel olarak
komsulukla yaklasma iliskisini kuramadigi goriilmistiir. On bir 6grenciden sadece ikisi
komsulukla yaklasma iliskisini kurabilmistir. Bu 6grenciler yaklasmanin komsulugu kiiciiltme ile
saglanacagini ifade edebilmistir. Asagida bu 6grencilerden birinin goriisme dokiimiinden bir kesit
verilmistir:

O09: ... yani bu komsuluklar arasindaki yaklasmalarin ayni noktaya gitmesi.

G: Komsuluklar arasinda yaklagma ne demek?

09: Yani aldigimiz o araligin bu sectigimiz noktaya yaklasmast iste (x ekseni iizerindeki bir nokta
icin aldig1 araligi kiiciiltiiyor)

Komsuluk ile limitin formal taniminda yer alan “|x — x,| < §” ve |f(x) — L| < &” esitsizlikleri
arasindaki iligkiyi ise sadece ili¢ Ogrenci kurabilmistir. Bu 6grencilerden birinin yaklasmayla
komsuluk iligkisini de kurabildigi goriilmiistiir. Asagida komsulukla yaklasma iligskisini kurabilen
ogrencilerden birinin gériismesinden bir kesit sunulmustur:

O3: Buradaki x degerlerim x’a yaklasirken zaten buradan da goriildiigii gibi (“|x — x| < 8"

ifadesini gosteriyor) x degerlerim xy 'a yaklasiyorken nereden, epsilon delta uzunluklu
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komgsulugunda yaklasirken acaba iste bu f (x) lerin y degerlerim de delta gibi bir sabit noktaya
yaklastyor mu belli bir aralikta (‘| f (x) — L| < €” ifadesini gosteriyor) o aralikta epsilon aralikta

keyfi yaklasiyor mu
Ayrica Ogrencilerin  hepsinin € ile 5 ’y1, niceleyicileri anlamli bir sekilde kullanarak
iliskilendiremedigi goriilmiistiir. € ile 0 arasinda iliski kurmaya calisan 6grenciler genel olarak

her € i¢in en az bir S bulunmast gerektigini ifade etmesine ragmen, € ’nun mu yoksa S nin m
keyfi oldugu konusunda karmasa yasamistir. Bu karmasayir yasayan ogrencilerden birinin
goriismesinden bir kesit asagida verilmistir:

O4: In (Yaziyor)... 318 > 0 komsulugunda hatirlayamiyorum tam su anda komsuluguna karsilik
yok herhangi bir delta biiyiik sonugta yalniz bir tane olmasina gerek yok (deltanin éniindeki en az
bir semboliinii karaliyor) 3le > 0 ...

Ogrencilerin epsilonu nigin keyfi aldiklar1 sorgulandiginda ise kendilerince bu durumu gesitli
sekillerde agiklamaya calistiklart goriilmiistiir. Asagida Ogrencilerden birinin, € *nun keyfi
secilmesine yonelik agiklamasi verilmistir:

Ol: ... limitte zaten burada islemler yapildiginda ayni degeri buluyoruz yani burada epsilonun ve
deltamin aslinda burada bana gore keyfi ve belli bir sayida keyfi olmamasin sebebi bu ne kadar
farkly yerlerden alabilirsem alayim ben yine ayni seyi degeri bulacagim ben bu yani bu bir tiir
tanmimlama gibi geliyor ...

Ogrencilerin limit arastirmalari incelendiginde ise 6grencilerin hem sonlu bir noktada hem de
sonsuzda limit aragtirmalarinda sag-sol limit esitligi teoremini kullanma egiliminde oldugu
goriilmiistiir. Ogrenciler 6zellikle bir fonksiyonun sonsuzdaki limitini arastirirken zorlanmistir.
Calismada, dgrencilerin sonsuzu bir say1 olarak algiladiklar1 goriilmiistiir. Ogrencilerin sonsuzu

say1 olarak algilamalariyla calismada iki sekilde karsilasilmistir. Bunlardan ilki, 6grencilerin
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fonksiyonun sonsuzda goriintiisiinii almaya calismasidir. Ikincisi ise &grencilerin sonsuza
yaklasirken sagdan ve soldan yaklasmaya calismasidir. Ogrenciler sonsuza sagdan ve soldan
yaklagmak i¢in genel olarak sonsuzu, sonsuza sagdan yaklasabilmek i¢in art1 sonsuz, sonsuza
soldan yaklasabilmek i¢in eksi sonsuz olarak almistir.

Yapilan goriismelerde 6grencilerin x’in sonsuza yaklagsmasini nasil yaptiklar1 sorgulandiginda,
ogrencilerin tlimiinlin sonsuzun bir reel sayr olmadigini belirttigi ve sonsuza yaklasimi dogru
olarak ifade ettigi gériilmiistiir. Ogrenciler x’in sonsuza yaklasmasini, ... x lerin sonsuza gitmesi
demek bu tarafa dogru gitmesi demek (x-ekseninde soldan saga dogru bir ok koyuyor)” seklinde
dogru bir sekilde ifade etmistir. Fakat 6grenciler sonsuza yaklasimi dogru olarak ifade etmesine
ragmen, limit alma siirecinde bu yaklasimi kullanmada zorlanmaistir. On bir 6grenciden sadece iigii
sonsuzda limit arastirmasini dogru bir sekilde yapabilmistir. Kalan sekiz 6grencinin sonsuzda limit
arastirmalarinda ya fonksiyonun sonsuzda goriintiisiinii almaya calistig1 ya da sonsuza sagdan ve
soldan yaklagmaya ¢alistig1 goriilmiistiir. Bu sekiz 6grencinin sonsuzda limit aragtirmasini nasil
yaptig1 incelendiginde, iki 6grencinin fonksiyonun sonsuzda goriintiisiinii almaya calistig1, dort
ogrencinin sonsuza sagdan ve soldan yaklagabilmek i¢in sonsuzu sirasiyla arti sonsuz ve eksi
sonsuz olarak aldigi, iki 6grencinin ise bu iki durumu da yansittig1 goriilmiistiir.

Ogrencilerin sonsuzda limit arastirmasi yaparken fonksiyonun sonsuzda goriintiisiinii almaya
caligmasina 6rnek olarak asagida bir 6grencinin gériismesinden bir kesit verilmistir:

G: lim sinx nedir?

X—00

O3: Burada da sey yapiyoruz x degiskenim sonsuza gidiyor x degiskenim sonsuza giderken
diigiiniiyorum acaba y degiskenim nereye gidiyor? Yani ben y yerine sin sonsuz yazsam (“sinco”

yaziyor). Aslinda boyle bir sey tam olarak saghkl bir sey degil. Ama ben biliyorum ki sinx, -1 ile
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1 araliginda (“—1 < sinx < 1” yaziyor) o yiizden sin sonsuzu da bu araliga dahil edebilirim
(“—=1 < sinoo < 17 yaziyor).

Burada 6grenci, sonsuzda fonksiyonun goriintiisiinii bulmaya c¢aligmasinin hatali oldugunu fark
etmesine ragmen, yine de fonksiyonun sonsuzda goriintiisiinii almistir. Sonsuzda fonksiyonun
gorlintiisiinii almaya c¢alisan baska bir Ogrencinin ise sonsuzda komsuluk almaya calisarak
sonsuzun komsulugundaki noktalarin goriintiilerini bulma egiliminde oldugu goriilmiistiir. Bu
Ogrenci goriisme boyunca bir fonksiyonun bir noktada limitini arastirirken, o noktanin bir
komgulugunu almis ve aldigi komsuluktaki noktalarin goriintiilerinin yaklagimini incelemistir.
Ogrenci, sonsuz i¢in komsuluk belirleyemediginden sonsuzda limitin olmadigini ifade etmistir. Bu
ogrencinin Sekil 5’te verilen fonksiyona iliskin goriisme dokiimiinden bir kesit asagida
sunulmustur:

O4: ... Yine aymi sekilde x’ler sonsuza gittigi zaman mutlaka fonksiyon iizerinde bir deger alacatk,
¢linkii bu fonksiyonda sonsuza gidiyor. Sonsuzda bir noktanin gériintiisii olacak. Ama sonsuzdaki
o noktanin hangi nokta oldugunu bilmiyoruz biz. ... O sonsuzdaki noktanin hangi nokta oldugunu
bilmedigimiz igin o nokta icin bir komsuluk belirlememiz de miimkiin degil. O belirleyemedigimiz
komsuluktaki x’lerin goriintiilerinin nereye gittigini bilmemiz de miimkiin degil, o yiizden bu

fonksiyonda sonsuza giderken limit yoktur.

Ay
y & f(x)

v
>

Sekil 5. Ogrencilere sonsuzda limit arastirmasi yapmast igin gizilen bir fonksiyon grafigi
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Ogrencilerin sonsuzda limit arastirmalarinda, sonsuzu sayr gibi ele algilamalarma yonelik
karsilasilan bir diger durum da sonsuzun, sonsuza sagdan yaklagabilmek i¢in art1 sonsuz, sonsuza
soldan yaklasabilmek icin eksi sonsuz olarak almmasidir. Ogrencilerden yedisi, bir fonksiyonun
sonsuzda limitini arastirirken sonsuza sagdan yaklagsmak i¢in artt sonsuza, sonsuza soldan
yaklagsmak i¢in eksi sonsuza yaklasmistir. Fakat bu yedi 6grenciden ikisinin, sag-sol limit esitligi
teoremine iligkin imajlar ile x-ekseninde saga dogru yaklagma seklinde ifade ettikleri sonsuza
yaklagma imajlarin1 es zamanli olarak ¢agirarak ¢eliski yasadigi goriilmiistiir. Asagida bu duruma
iliskin bir 6grencinin goriismesinden bir kesit sunulmustur:

O7: x sonsuza giderken f(x) limiti x sonsuza giderken f(x) (Sekil 6’daki grafigin en ucuna
geliyor) ... Hocam burada sadece direkt sag sey sol limit var galiba. Sol taraftan yaklastyoruz
(grafik iizerinde soldan saga yaklasiyor) yani x’ler sonsuzda orada da a degerini alir ama sag
limitten bahsedemeyiz ¢iinkii sag tarafta grafik yok. Sonsuza kadar gidiyor mu sonsuzda esitmis

gibi kabul ediyorum. Valla limitinin olup olmadigini sonsuzun bir sey diyemeyecegim.

Ay

/\y = f(®)
SN

Sekil 6. Ogrencilerin sonsuzda limit arastirmas1 yapmasi igin gizilen bir diger fonksiyon grafigi

Yedi 6grenciden besinin ise sag-sol limit esitligi teoremine iliskin imajlar1 ile x-ekseninde saga
dogru yaklagsma seklinde ifade ettikleri sonsuza yaklagma imajlarin1 es zamanl ¢agirmayarak bir
celiski yagamadigi tespit edilmistir. Asagida bu duruma iligkin bir 6grencinin yapmis oldugu limit

arastirmasina iliskin ¢izimi verilmistir.
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Sekil 7
O6 'min sonsuzda limit arastirmasi yaparken sonsuza sagdan yaklasmak icin arti sonsuza, sonsuza

soldan yaklasma icin eksi sonsuza yaklasimi

\) O (ﬂw

Sekil 7°den de goriildiigii gibi 6grenci, sonsuza sagdan yaklasmak i¢in artt sonsuza, soldan
yaklagmak icin ise eksi sonsuza yaklasmistir. Fakat 6grenci, ayr1 ayri arti sonsuzda ve eksi
sonsuzda limit arastirmasini dogru bir sekilde yapmuistir.

Calismada Ogrencilerin hem sonlu noktalarda hem de sonsuzda limit arastirmasi yaparken,
fonksiyonun gorlintiisiinii grafik {izerinde aldigr ve yaklagsmalar1 grafik {izerinden yaptigi
goriilmiistiir. Ogrenciler limit arastirmalarinda yaklasmay grafik iizerinden yaparak dogru sonuca
ulasabilmistir. Ogrencilerden biri, fonksiyonun gériintiilerinin y-ekseninde oldugunu sdylemesine
ragmen bazi limit arastirmalarinda yaklasmay: fonksiyonun grafigini takip ederek yaparken, alti
ogrenci fonksiyonun goriintiilerini fonksiyonun grafigi lizerinde alip yaklagsmayi grafik iizerinden
yapmustir. Asagida bu duruma 6rnek bir 6grencinin goriismesinden bir kesit verilmistir:

O2: Bu fonksiyon siirekli gidiyor. Ilerliyor siirekli (Fonksiyonun grafigini eliyle devam ettiriyor)
Ama sonsuzda nerede oldugunu bilemeyecegimiz icin yaklasma yapamayacagimiz igin limit yok
derim

G: Peki x’ler sonsuza giderken neyin nereye gittigini arastiriyorsun?

O2: f(x)’in L gibi bir degere gittigini
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G: O f(x) ler nerede?

O2: Bu grafigin iistiinde (Eliyle grafigin iizerindeki noktalari gésteriyor).

Ogrenciler goriisme boyunca zaman zaman limit kavramini siireklilik kavramu ile karistirmistar.
Ogrencilerin hem bir noktada hem de sonsuzda limit arastirmalarinda, fonksiyonun gériintiisiinii
almaya calistig1 ve fonksiyonu tanimsiz yapan bir deger olup olmadigina baktigr goriilmiistiir.
Aslinda goriisme boyunca 6grencilerin tiimii, bir fonksiyonun bir noktada limitinin varligi i¢in o
noktada fonksiyonun tanimli olmasi gerekmedigini ifade etmistir. Fakat yine de 6grencilerin limit
kavramina iliskin agiklamalarinda ve limit arastirmalarinda, limit kavramini siireklilik kavrami ile
karistirdign goriilmiistii. Ogrencilerden biri hari¢ hepsi, limit kavramim siireklilik kavramu ile
karigtirmigtir. Asagida bu 6grencilerden birinin gériismesinden bir kesit verilmistir:

OI: Arada kesinti olmadigi igin limiti olmuyor diyemiyorum. Surada bos bir kesinti ya da bosluk
olmadig icin (grafik iizerinde gosteriyor) ya da orada fonksiyon tanmimli olmadigt igin taniml
olmadigi bir nokta olmadigi icin limitin oldugunu séyleyebiliyorum

G: Kesintiden tanimli olmayr mi kastediyorsun?

S: Evet.

Sonug olarak 6grencilerle yapilan goriismeler biitiinciil olarak degerlendirildiginde, 6grencilerin
imajlarinda sag-sol limit esitligi teoreminin ve limitin dinamik formunun baskin oldugu
goriilmiistiir. Ogrenciler limitin formal tanimini vermekten uzak durmus, kavram tanimi olarak
limitin dinamik formunu ya da sag-sol limit esitligi teoremini vermistir. Limitin formal tanimini
vermekten uzak duran 6grenciler, kavram imajlar1 ile limitin formal tanimi arasinda ise iligki
kuramamustir.

Tartisma ve Sonug¢
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Calismada Ogrencilerin kavram imajlarinda, sag-sol limit esitligi teoremi ile limitin dinamik
formunun baskin oldugu sonucuna ulagilmistir. Ogrencilerin kavram imajlarinda limitin dinamik
formunun baskin olmasi sonucunun, Williams (1991) ve Szydlik’in (2000) ¢aligmalarinda ulastigi
sonuglarla tutarli oldugu goriilmiistiir. Ogrenciler kavram tanimi olarak ise sag-sol limit esitligi
teoremini, Tall ve Vinner (1981)’1n ¢alismasinda belirttigi gibi limitin dinamik formunu, ya da
Przenioslo (2004)’nun c¢alismasinda ifade ettigi gibi kavram imajlarinda yer alan yaklagma
kavramma iliskin bazi agiklamalar1 vermistir. Ogrencilerin hem kavram imajlarinin hem de
kavram tanimlarinin genel olarak sag-sol limit esitligi teoremi ile limitin dinamik formuna
dayandigi sonucuna ulasilmistir. Fakat 6grencilerin limitin formal tanimin1 vermekten kagindigi
gorilmiuistir.

Ogrencilerin kavram imajlari ile limitin formal tanimi arasinda ise iliski kuramadig sonucuna
ulasilmistir. Ogrenciler limit aragtirmalarinda x ve f(x)’lerin yaklasimmi, reel eksen ya da
koordinat diizlemi modelleri iizerinde, limit arastirmasi yapilan noktanin bir komsulugundaki
x’lerin goriintiilerini limit degerinin bir komsuluguna diisiirerek gostermistir. Ogrencilerin bu
sekilde limit arastirmasi yapilan noktaya yakin noktalar alarak bunlarin goriintiilerinin nereye
yaklastigini incelemesi, Williams (1991) ve Szydlik’in (2000) calismalarinda ulastigi sonuca
paraleldir. Bunun yan1 sira, Przenioslo’nun (2004) da ¢alismasinda ifade ettigi gibi 6grencilerin
limit aragtirmalarinda fonksiyonun goriintiilerini grafik iizerinde alip fonksiyon goriintiilerinin
yaklagimini grafik iizerinden yaptiklar1 da gortilmiistiir.

Ogrencilerin kavram imajlar1 ile limitin formal taminmi arasinda iliski kuramamasinin
nedenlerinden birinin, alan yazinda ifade edildigi gibi (Cottrill ve ark., 1996; Tall ve Vinner, 1981),
ogrencilerin formal tanimda yer alan niceleyicileri anlamli bir sekilde kullanamamast oldugu

goriilmiistiir. Diger bir nedenin ise; dinamik yaklasma bilgisi, komsuluk ve formal taniminda yer
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alan “|x — xo| < 8” ve |f(x) — L| < €” esitsizlikleri aralarinda iliski kurulamamasinin oldugu
sOylenebilir.

Calismada, Tall (1992) ve Juter ve Grevholm’un (2006) da c¢alismalarinda belirttigi gibi
dgrencilerin sonsuzda limit almada zorlandig1 gériilmiistiir. Ogrenciler, Tall’un (1992) ifade ettigi
gibi fonksiyonun sonsuzda goriintiisiinii almaya calisarak sonsuzu sayr olarak algiladiklarini
gostermislerdir. Ayrica 6grenciler sonsuzda limit arastirmasi yaparken de sag-sol limit esitligi
teoremini kullanmaya c¢alisarak sonsuza sagdan yaklasabilmek i¢in arti sonsuz, soldan
yaklagabilmek i¢in eksi sonsuz kullanmiglardir. Bu durum sag-sol limit esitligi teoremi ile
Ogrencilerin sonsuz kavramina yonelik imajlarinin ¢elismesi olarak yorumlanmis ve Tall ve
Vinner’in (1981) tanimladig1 bigimiyle bilissel ¢eliski faktorii olarak diisiiniilmiistiir. Sonug olarak
Sierpinska’nin (1987) da belirttigi gibi sonsuz kavraminin, limit kavraminin 6grenilmesinde
olduk¢a 6nemli oldugu ortaya ¢ikmustir.

Calismada, Ogrencilerin limit kavramini siireklilik kavrami ile karistirdigi sonucuna ulagilmaistir.
Ogrencilerin hepsi goriismelerde bir fonksiyonun bir noktada limitinin varlig1 i¢in o noktada
fonksiyonun tanimli olmasi gerekmedigini ifade etmistir Buna ragmen &grencilerin
aciklamalarinda ve limit arastirmalarinda, limit kavramini siireklilik kavrami ile karistirmaktan
kurtulamadig1 gorilmiistiir. Przenioslo’nun (2004) calismasiyla tutarli olarak 6grencilerin limit
arastirmalarinda fonksiyonun goriintiisiinii almaya calismas1 ve Tall ve Vinner’n (1981)
caligmasinda ulastig1 sonuca paralel olarak 6grencilerin limit arastirmalarinda fonksiyonu tanimsiz
yapan bir deger olup olmadigina bakmasi, 6grencilerin limit kavramim siireklilik kavrami ile
karistirdigmin en 6nemli gostergelerindendir. Ogrencilerin limit kavramim siireklilik kavrami ile
karistirmasinda, 6grencilerin siirekli ya da kaldirilabilir siireksiz fonksiyonlarin bir noktadaki

limiti arastirmalarina iliskin deneyimlerinin etkisi oldugu diisiiniilmektedir. Clinkii 6grenciler limit
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kavramina iligkin agiklamalarinda ve hem bir noktada hem de sonsuzda limit arastirmalarinda sag-
sol limit esitligi teoremini kullanmis ya da fonksiyonun goriintiisiinii almaya ¢aligmistir. Bunun
icin limit ve siireklilik kavramlarinin 6gretimi sirasinda verilecek orneklerin ¢esitliligine dikkat
edilmelidir. Verilecek 6rneklerin se¢imi, 6grencide sadece geometrik bir imajin olugmasini ve
Ogrencinin limit aragtirmasini siireklilik arastirmasiyla baslatmasini engelleyecek bicimde
yapilmalidir.

Sonug olarak ¢alismada, katilimcilar kavram imajlari ile limitin formal tanimi arasinda bir iliski
kuramamug, fakat Vinner’in (1991) da belirttigi gibi kavram imajlar1 ile uygulama sorularin
¢cOzebilmistir.

EK 1. Limit Testi

1) xlirPl(Zx + 3) =1 oldugunu € — § ile kanitlayiniz.

2) Bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin varligini,
a) Kendinize gore sozel ifade ediniz. b) Matematik dilinde ifade ediniz.

3) Bir fonksiyonun bir noktadaki limitini tanimlayiniz.

4) “x - x, iken f(x) — L” ifadesinin ne anlama geldigini agiklayiniz.

5) Bir fonksiyonun bir noktadaki limitini “komsuluk” kullanarak sozel ifade ediniz ve bu
ifadenizi, yaptiginiz limit tanimu ile karsilastiriniz.

6) Asagida verilen fonksiyonlarin x, noktasinda limitleri var midir, varsa nedir, neden?

2 . b) .y
b—e
ar------ E
j\ T
Xo =X )ICO =X
C) Ay d) AY
Y \
fl)| B
Xo > X ';CO =X
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7) lirr}}(xz + 4x + 3) ifadesini hesaplayimiz.
X—>
3_
8) lim == ifadesini hesaplayiniz.
x-1 x—1
9) lim [x] ifadesini hesaplayiniz.
X—00

10) lim cosx nedir, neden?

X—00
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EXTENDED ABSTRACT

Limit is one of the most important concepts in mathematics. Existing research on limit has found
that students generally define and explain limit concept by dynamic limit form and cannot
understand formal definition of limit (Tall and Vinner, 1981; Williams, 1991). In addition, students
have some difficulties with infinity (Tall, 1992). Tall (1992) states that students can take infinity
as a number. Students also confuse the concepts of limit and continuity in the limit investigations
(Przenioslo, 2004; Tall and Vinner, 1981). The purpose of the study is to determine the students’
concept definitions, concept images (Tall and Vinner, 1981) and relationships between students’
concept images and formal definition of limit for one variable real valued functions.

Method

Qualitative research method was used in the study. Eleven students were selected from 31 students
attending Analysis I course by criterion sampling method. In the first stage, a test about limit
concept was carried out to 31 students. Responses of the students were analyzed qualitatively by

researchers. Students’ concept images, concept definitions and relationship between students’
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concept images and formal definition of limit were taken as criterions. Depending on results of the
analyses, the students were classified into eight groups. Eleven students were selected from groups
by criterion sampling method to carry out clinical interviews. The clinical interviews were
analyzed qualitatively by the researchers.

Results

The results of the study revealed that seven students’ concept images focused on theorem about
the equality of right and left hand limits and four students’ concept images focused on dynamic
form of limit. When students’ concept definitions were analyzed, it was seen that six out of eleven
students defined limit of a function at a point by dynamic form of limit, three of them by theorem
about the equality of right and left hand limits but only one student by formal definition of limit.
It was observed that students had difficulties to explain and use the formal definition of limit and
could not understand the quantifiers in the formal definition. Moreover, none of the students could
establish the relationship between their concept images and formal definition of limit. However,
the students’ images about infinity and concept images based on theorem about the equality of
right and left hand limits conflicted with each other.

The results also revealed that eight students took infinity as a number in different ways. Two of
the students tried to find the image of function at infinity. While four of the students approached
to positive infinity in order to find right hand limit and approached to negative infinity in order to
find left hand limit, two of them reflected both ways. Ten students also confused the concepts of
limit and continuity.

Discussion and Conclusion

The results of the study indicated that students’ both concept images and concept definitions

focused on theorem about the equality of right and left hand limits and dynamic form of limit.
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Moreover, it was found that students had difficulties in defining and using formal definition of
limit. The results of the current study validate the results of the studies conducted by Tall and
Vinner (1981) and Williams (1991).

In the study, main reason of students’ difficulties about limit of a function at infinity was to take
infinity as a number. This reason was stated in Tall’s (1992) study. In addition, students confused
the concepts of limit and continuity as indicated in the literature (Przenioslo, 2004; Tall and Vinner,
1981). Consequently, students could not establish the relationship between their concept images

and formal definition of limit but they could use their concept images in order to solve questions.
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