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OZET

HEMEN HEMEN KONTAK METRIK MANIFOLDLARIN BIR
SINIFLANDIRILMASI

Murat EFE

Matematik Anabilim Dal

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Temmuz, 2018
Danigman : Prof. Dr. Niilifer OZDEMIR

Bu calismada hemen hemen kontak metrik manifoldlar ele alinmigtir. Bir hemen
hemen kontak metrik manifold R ile ¢arpildiginda bu ¢arpim manifoldu tizerinde bir
hemen hemen Hermit yapi ingaa edilebilir. Carpim manifoldu iizerinde elde edilen
hemen hemen Hermit yapinin simmiflandirmasi kullanilarak hemen hemen kontak
metrik manifold i¢in Oubina tarafindan tanimlanan siniflar incelenerek bu simiflar

i¢in gerek ve yeter kosgullar ifade edilmistir.

Anahtar Sozciikler: Vektor alani, Levi-civita kovaryant tiirev,

dig tirev, kotiirev.

111



ABSTRACT

A CLASSIFICATION FOR ALMOST CONTACT STRUCTURES

Murat EFE

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, July, 2018

Supervisor: Prof. Dr. Niilifer OZDEMIR

In this thesis, almost contact metric manifolds are studied. The product of an almost
contact metric manifold with the real line R has an almost Hermitian structure.
Several classes of almost contact metric structures defined by Oubina by using the
classification of almost Hermitian structures on the product manifold are studied

and defining relations of several almost contact metric structures are written.

Keywords: Vector field, Levi-civita covariant derivative,

exterior derivative, coderivation.
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ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 0zgiin bir ¢aligma oldugunu; ¢aligmamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim agsamalarinda bilimsel etik ilke ve ku-
rallara uygun davrandigimi; bu calisma kapsaminda elde edilemeyen tiim veri ve
bilgiler i¢in kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu
calismanim Anadolu Universitesi tarafindan kullamlan “bilimsel intihal tespit prog-
rami1” yla tarandiginmi ve higbir sekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi
bir zamanda, caligmamla ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi

durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglara razi oldugumu bildiririm.

Murat EFE
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1 GIRIS

Hemen hemen kontak metrik manifoldlar ve 6zellikleri hakkinda pek ¢ok caligma
vardir [1-3]. Ozellikle Sasakian ve Kenmotsu en cok cahsilan manifold simflaridir

[4-6]. Bir (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak metrik manifoldu {izerinde
O(X,Y) := g(X, ¢(Y))

olarak tanimlanan 2-forma yapinin temel 2-formu denir. g metriginin Levi-Civita
kovaryant tirevi V olmak iizere; ® temel 2-formunun kovaryant tiirevi V& nin

sagladigr ozellikler kullanilarak V® nin ait oldugu bir
C={ae®TM: a(X,Y,2)0—a(X,Z,Y) =—a(X,¢(Y),¢(2))}

uzayl ingaa edilir. Bu uzay hemen hemen kontak metrik yapinin ozellikleri kul-

lanmilarak 11 alt uzayimn direk toplami olarak
C=0C®---dCn

ifade edilebilir. Bu direk toplamdaki C; alt uzaylarinin tanimlama bagintilar1 ve
ornekleri [3]’de verilmigtir.

Boylece V® nin hangi C;, @- - - €, alt uzayima ait olduguna gore bir simflama elde
edilmis olur [3]. Ornegin Cy smufi nearly-K-kosimplektik manifoldlar, Cy @ Cy siufi
hemen hemen kosimplektik manifoldlar, C & Cs & Cjg sinifi nearly-trans-Sasakian
manifoldlarin siifidir.

Baska bir simflama ise Oubina tarafindan yapilmigtir [1]. Oubina’nin ¢aligmasin-
da bir M hemen hemen kontak metrik manifoldu R ile carpilarak M xR ¢arpim man-
ifoldu iizerinde bir hemen hemen Hermit yapi elde edilmistir. Yine aym calismada
Gray [7] tarafinda yapilan hemen hemen Hermit yapilarin simiflamasi kullanilarak
M hemen hemen kontak metrik manifoldun siniflamasi elde edilmistir.

Bu caligmada, Oubina’nin ¢aligmasi incelenerek Oubina tarafindan tanimlanan

G1-Sasakian sinifinin hangi C; sitmiflarini igerdigi gosterilmigtir.



2 ON BILGILER

Tanim 2.1. M, (2n + 1)-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve bu manifold
tzerindeki vektor alanlarman uzayr x (M) olmak tzere;

o X(M) — x(M) endomorfizmi , n 1-formu ve & vektor alani her X € x(M)
vektor alany i¢cin

nE) =1, @*(X)=-X+n(X)g, (2.1)

kosullarin saglyor ise (p,n, &) uglisine M manifoldu tizerinde bir hemen hemen

kontak yapr ve M manifolduna hemen hemen kontak manifold denir.

Tanimdan
() =0, nopw=0 (2.2)

oldugu su sekilde gosterilebilir:

P(E) = —E+n(§)=—-E+E=0

~
=1

olur. Tekrar ¢ doniigiimii uygulanirsa

bulunur. ¢(&) =1 ((&)) € esitligi (2.3) ifadesinde yerine yazildiginda

0= (n(e(&))*¢ (2.4)

esitliginden n(¢(€)) = 0 ve buradan ¢(&) = n(¢(£))€ =0 - & = 0 bulunur.
Herhangi bir X vektor alan igin ¢*(X) = —X +n(X)¢ esitliginin her iki tarafina

tekrar ¢ dontigimii uygulandiginda

P (*(X)) = —p(X) + n(X) g = —p(X) (2.5)



ve

P (X) = ¢ (p(X)) = —p(X) + n(p(X))¢ (2.6)

esitliklerinden
—o(X) +n(p(X)) = ¢’ (X) = —p(X), (2.7)
n(p(X)) =0 (2.8)

elde edilir.

Tanim 2.2. (M, p, &, n) bir hemen hemen kontak manifold ve g bu manifold tizerinde

bir Riemann metrik olsun. Eger her X,Y € x(M) vektor alanlar igin

9(e(X),0(Y)) = g(X,Y) = n(X)n((Y) (2.9)

kosulu saglanwyorsa (¢,&,n,g) dortlisine M manifoldu tizerinde bir hemen hemen
kontak metrik yapr ve M manifolduna hemen hemen kontak metrik manifold

denir.

Hemen hemen kontakt metrik manifold tanimindaki (2.9) esitliginde Y = ¢

olarak alindiginda

0= g(p(X),¢(§)) = 9(X, &) —n(X)n(§)

ve
9(X,€) = n(X)
elde edilir.
1. Ornek:
M = {(z,y,2) € R3 2 # 0} uzay lizerinde lineer bagimsiz
0 0 0

e1 = 2 €y = 2 €a = 2
! ox Jy s 0z
vektor alanlar: ele alinsin. Bu vektor alanlar:

dx? + dy? + dz?
9= 2

metrigine gore ortanormaldir. £ = e3 ve

S0(€1) = —€2 @(62) =€ 90(63) =0



lineer doniigiimii alindiginda (¢, &,n, g) dortlissit M iizerinde bir hemen hemen kon-
takt metrik yapidir.
2.0rnek:

R?"*! {izerinde (z1, 2, , Tn, Y1, Y2, * Yn, 2) koordinatlarina gore

0 0 0 0 0 0 0
{ ay17 33/27 ) ayna (81‘1 +ylaz) ) (ax2 +y282) ) )

0 2\ 0
2 <8xn * y"az> ’ 8,2}

g=nn+ i Z ((d%‘)2 + (dyz‘)Q)

vektor alanlarinin kiimesi

metrigine gore ortanormal bir ¢atidir.

ve ¢ doniigimi

0 0 0
2 =2 ; 1< <
QO( ayz) (al’z +y28z)’ =t=n

olarak alindiginda (p,&,7n,g) dortlisii R**! {izerinde bir hemen hemen kontak
metrik yapidir.
M manifoldu iizerinde

(X, Y) = g(X, o(Y)) (2.10)

seklinde tanimlanan dontigiim bir 2-formdur ve bu 2-forma hemen hemen kontak
metrik yapimin temel 2- formu denir. ¢ doniisiimiiniin anti-simetrik oldugu su

sekilde goriilebilir:

q)(X> Y) = g(X’ QO(Y))

= g(p(X), =Y +n(Y)E)
= —9(p(X),Y) +n(p(X)) ¢

~
=0

= (Y. p(X)) = ~B(V. X).



M manifoldu tizerindeki g metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi V olmak

tizere; n 1-formunun kovaryant tiirevi

(Van)(Y) = X[n()] = n(VxY)
= X[g(Y, 9] —n(VxY)
= g9(VxY, ) +9(Y,Vx§) — g(VxY,§)
= g(Vx¢§Y)
olur. Buradan,

Vx(=0 & Vxn=0
elde edilir. ® temel 2-formunun kovaryant tiirevi

(Vx®)(Y,Z) = X[®(Y,Z)] — ®(VyY,Z) - B(Y,VxZ)
= X[g(Y,0(2))] —9(VxY,p(Z)) = g(Y,0(Vx Z))
= g9(VxY,0(Z2)) +g(Y,Vxp(Z)) — 9(VxY,0(Z))
—9(Y,¢o(VxZ))
= 9(Y,Vxp(Z)) — g(Y,0(VxZ))
= 9(Y,(Vxp)(2))

olarak hesaplanir. Ayrica

(Vx®)(Y,Z) = XI[®(Y,2)] - ®(VxY.Z) - &(Y,VxZ)
= —X[®(Z,Y)]+D(Z,VyY)+B(VxZ,Y)
= —{X[@(Z,Y)] - 2(Z, VxY) - ®(VxZ,Y)}
= —9(Z,(Vxp)(Y))

esitligi de saglanir. Bunlara ek olarak, bu adimda ¢aligmanin sonrasinda kullanilacak

olan

(Vx®)(Y,0(2)) = (Vx®)(p(Y), Z2) = n(Y)(Vxn)(2) + n(Z2)(Vxn)(Y), (2.11)

(Vx®)(Y,Z) = (VxP)(p(Y),p(Z2)) =n(Z)(Vxn)e(Y) —n(Y)(Vxn)p(Z), (2.12)

(Vxn)Y = (Vx®) (&, ¢(Y)), (2.13)



(Vxn) o(Y) = (Vx®) (Y, ), (2.14)

esitlikleri ispatlanacaktir:
(Vx@)(Y, ¢(2))
—(Vx®)(e(Y),Z2) = g(Y,(Vx@)(@(2))) — gle(Y), (Vxp)(Z))
= 9(Y,Vx¢*(2)) = 9(Y.o((Vx9)(2)))
—9(e(Y), Vxo(Z)) + g(o(Y), p(Vx Z))
= g(Y,Vx(=Z+n(2)¢)) + 9(Y,VxZ)
—n(Y)n(VxZ2)
= X(Z2)n(Y) +n(Z)g(Y,VxE) —n(Y)n(VxZ)
= n(Y)9(Vx& 2) +n(2)g(Y, V)
= n(Y)(Vxm)(Z) +n(Z)(Vxn)(Y)

= g(Y.(Vx)(Z)) + g(e(Y), (Vx9)((2)))

= gY.Vxe(2)) = g(Y,p(VxZ))
+9(p(Y), Vx¢*(2)) = 9(p(Y), (Vxp(2)))

= gV, Vxe(2)) = g(Y,o(VxZ)) + g(Y,0(VxZ))
+9(e(Y), Vxn(Z)§) — (Y, Vxp(Z))
+n(Y)n(Vxe(2))

= g(e(Y), X[n(2)I&) + g(p(Y),n(Z2)VxE)
+n(Y)n(Vxe(Z))
= n(2)g(e(Y), Vx&) +n(Y)n(Vxe(Z))
= n(2)(Vxn)(e(Y)) = n(Y)(Vxn)(e(Z))
Ozel olarak (2.11) ve (2.12) esitliklerinde Z = ¢ almdiginda (2.13) ve (2.14)

esitlikleri elde edilir.

n 1-formu ve ® 2-formunun dig tiirevleri asagidaki sekildedir [8].

2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vyn)X,



3dD(X,Y, Z) = (Vx®)(Y, Z) + (Vy®)(Z, X) + (V®)(X,Y).

M nin bir agik alt kiimesi tizerinde lokal bir ortanormal taban

(B, By, By (B, 0(Eo) -+ o(Er), €}

olarak alinabilir [9]. Bu tabana gore n 1-formu ve ® 2-formunu kotiirevleri su

sekildedir: .
=2 AVEME) + (Vomm) (#(E)}

- Z {(VE2)(Ei, X) + (Vo) @) (9(E:), X))} — (Ve@)(€, X).

M hemen hemen kontak metrik manifold kullanilarak M x R manifoldu tizerinde
bir hemen hemen kompleks yapi olugturulabilir. M x R manifoldu tizerindeki her-

hangi bir vektor alani [10]
d
(X,adt) ex(MxR), a:MxR—=R, X e x(M)

olarak alindiginda M x R iizerinde

J (X,ajt) - (¢(X) - af,n(X)(jt) (2.15)

olarak tammlanan doniigiim bir hemen hemen kompleks yapidir [1]. J2 = —]

oldugu su sekilde gosterilebilir:

J(X,ald) = J(e(X)—a&nX)5)
= (p(p(X) = a&) —=n(X)&n (p(X) —a&) 3)
= (¢*(X) = n(X)¢, —a)
= (X’a“dt)

M x R ¢arpim manifoldu tizerinde Riemann metrik

(o) (102)) s

olarak tanimlamir. Bu metrik

(7 (Xag) T (Vb)) = h((p(X)=a&n(X)g), (#(Y) = 0&n(Y) ;)

= g(p(X) —a oY) =€) + n(X)n(Y)

= g((X), (22 n(X)n(Y) +ab
=g(X,Y)

= g(X,Y)+ab

= n((X.a). (v:b2))

7t 7 dt



ozelligini saglar. (M x R, J, h) hemen hemen Hermityen manifoldu tizerinde Kaehler

form su sekilde tanmimhidir:

P(Coni) (o)) =0 () 2 (700

M x R manifoldu iizerindeki F' 2-formu, M almost kontak metrik manifoldunun

ogeleri kullanilarak

F((X,a3),(Ybg) = h((X,ag), 7 (Y.b3))
= h((X,ag), (p(Y) —b&n(Y) )
= g(X,0(Y) = bg) +an(Y)
= g(X,o(Y)) —bg (X, &) + an(Y)
= O(X,Y) - bn(X) +an(Y)

olarak hesaplanir. M x R carpim manifoldu tizerindeki A metriginin Levi-civita

kovaryant tiirevi agagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 2.3. Herhangi X,Y € x(M) vektor alanlar: ve
a,b € C°(M x R) fonksiyonlar: i¢in M x R manifoldu tizerindeki h metriginin

Levi-Clivita kovaryant tiurevi asaqidaki sekildedir:

Vixas (ij) (VXY, <X[b]+a§l;) i) (2.16)

Kanat. Carpim manifoldlar tizerindeki Lie braket

(X, (05 )] = (P69 060 - Vi + oy 0504

seklindedir [1]. Kozsul formiilii kullamldiginda

o (Vi (V0. (Zied)) = (Xoad) [h((V2b2). (Zued)]



esitliginden

V(Xvaddt)(}/, bdt) =

elde edilir.

(X,ag)[9(Y.Z) +b]

+(Y,bg) [9(X, Z) + ac]
~(Z,c ) [9(X,Y) + ab]
+9([X, Y] Z)
( dt bda)
+9(Z, ] )
+b (Z[a] o+ ey —af)
+9((2.Y], )
+a (Z[)] = Y] + gy —b%)

29(VxY,Z) 4+ 2cX[b] + 2acdb
21 (VY. (X[ +a5)3)  (Z.ef)

d 2y
dt’ dt

(vXY, (XT[b] +

(2.17)

M x R garpim manifoldu iizerindeki J kompleks yapinin kovaryant tiirevi hesap-

landiginda

(V(X,ajt)J) (

Y,b

by) =

- V(X@;t) (b€7 0)

(Vxel¥), X[n(¥)]4)

— (X[BE + bV xE + a®é,0)

— (@ (VxY) -
(Vxo)(Y) = bV (Vxn)(Y)5)

(X[0] +a®)e,n(VxY) L)

bulunur. Her X, Y € x(M) ve a,b € C*°(M xR) igin F Kaehler 2-formun kovaryant



tirevi agagidaki iglemler yapildiginda

(Vixa )y PI(Y05),(Zcg)) = (X,ag)[F((Y,0g),(Z,cj))]
_F(V(Xa (K bdt) (Z,Cdt>>

—F((Y.08),Vixat)(Zocd))

= (X,ag)[®(Y,2) cn(Y) +bn(Z)]
F((VxY, (X[B] +a3) ), (Z,cg,))
—F((Ybg), (VxZ, (X[ +ag) 3))
= X[®(Y,Z)] = X[cn(Y) — cX[n(Y)]
—agn(Y) + X [BIn(Z) + bX[n(Z)]
+a%n(Z)
—d(VxY,Z)+en(VxY)
— (X[b] 4+ a®)n(2)
—® (Y, VxZ) — (X[d +a%) n(Y)
—n(VxZ2)
= (Vx®)(Y, Z) — c(Vxn)(Y) +b(Vxn)(Z))

bulunur. F' Kaehler 2-formun tiirevi ise agagidaki teoremle verilmistir:

Teorem 2.4. Her X,Y,7Z € x(M) ve a,b,c € C®(M x R) i¢in asagidaki ézellik

saglanar.

d

d

),(C’,zjt)) = 3d®(X,Y,Z) (2.18)
—2{edn(X,Y) + adn(Y, Z) + bdn(Z, X )}

Kamit. Yukarida ispatlanan ozellikler kullanildiginda

BdF (X ag,),(Y.03) (C.24)) = (Vixaa F)(Y:b3),(Z,cj,))
(V<Yb (Z,eg,), (X agy))
H(Vizea) F)(X,ag), (Y,0g))
= (qu))(YZ) «(Vxn)(Y)
+b(Vxn)(2)) + (Vy®)(Z, X)
—a(Vyn)(Z) + c(Vyn)(X))
+(Vz2)(X,Y) = b(Vzn)(X)
+a(Vzn)(Y))

10



a[(Vyn)(Z) = (Vzn)(Y)

b[(Vxn)(Z) = (Vzn)(X)

= 3dO(X,Y,Z) — 2[cdy(X,Y)
+adn(Y, Z) + bdn(Z, X)]

= 3d®(X,Y, Z) — c[(Vxn)(Y) — (Vyn)(X)]
(Vyn)(Z
(Z

e

elde edilir.

Teorem 2.5. M x R manifoldu tizerinde h metriginin kotiirevi § ile gosterildiginde,

her X € x(M) ve a € C*°(M x R) i¢in

§F (X, ajt) =6®(X) — adn (2.19)
olur.

Kamit. M manifoldunun acik bir U altkiimesi tizerinde lokal ortanormal taban
{Ey,..En, o(EY), ...0(E,), &} olsun. Bu taban kullanildiginda M x R nin U x R acik

alt kiimesi tizerinde h metrigine gore

{<E1,o>, (B 0), (2(E1). ). - (9(E). 0). (6. 0). (O’ ;i>}

ortanormal bir taban olur. Bu tabana gore F' Kaehler 2- formunun kotiirevi
. d
0F(X,a3) = — Z(v@i,mF) (E:,0), (X,a )

—Z wgoP) ((6(B).0. (X0 )
~(Vieo PI(E0), (X,a5)) ~ (Vo ) PO, ), (X.a %)

= —Z{ Vi ®)(E, X) — a(Ven)(E:)}
- Z{ o) ®) (P(E:), X) — a(Vpmyn) (9(E:) }

—(Vgcb)(& X)
= - Z {(VE,®)(Ei, X) + (Vo) @) (@(Ei), X) + (V@) (£, X) }
—GZ {(Ven)(E) + (Vem)n)e(E:)}

= 0P(X)—adn

olarak bulunur.

11



3 NORMAL HEMEN HEMEN KONTAK METRIK
MANIFOLDLAR

M x R manifoldu tizerindeki J hemen hemen kopmleks yapi kullanilarak M
manifoldu tizerindeki (¢, 7, £) hemen hemen kontakt yap i¢in gesitli tamimlar verilir

[1,6]:

Tanim 3.1. J kompleks yapisi Hermit yapr ise hemen hemen kontak yapiya nor-

maldir denir.
Tanim 3.2. V& = 0 ise hemen hemen kontak yapiya kosimplektik denir.

Tanim 3.3. Her X, Y wvektor alan i¢in
(Vxo)(Y) + (Vyp)(X) =0
1se hemen hemen kontak yapiya nearly-kosimplektik denir.
Tanim 3.4.
(Vxo)(Y) + (Vyp)(X) = 29(X,Y) = n(X)Y —n(Y)X
esitligi saglaniyorsa hemen hemen kontak yapiya nearly-Sasaki yapr denir.

Tanim 3.5. M hemen hemen kontak manifold normal ve d® = 0 ise bu yapwya

quasi-Sasaki yapr denir.

Tanim 3.6. M manifoldu dizerindeki (p,&,1n,9) hemen hemen kontak metrik yapis
® = dn kosulunu saglhyorsa bu yaprya kontak metrik yaptr denir.

Bu adimda M x R carpim manifoldu iizerindeki kompleks yapimin integral-
lenebilir olmas1 kullanilarak M hemen hemen kontak metrik manifoldun normal
olmasi tamimlanacak ve bu bolimde normal hemen hemen kontak metrik yapilar
incelenecektir.

M x R manifoldu iizerindeki J kompleks yapisi

(v(Xﬂddt)J) ((Y, bjt)) - (vJ(X,a;t)J) <J(Y, bjt)) —0 (3.20)

kogulunu saghyorsa J kompleks yapisina Hermit yap: (integrallenebilir) denir.
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Herhangi X,Y € x(M) vektor alanlar i¢in ¢ endomorfizminin  Nijenhuis

tensorii [p, ¢| su sekilde tanimhidir:

[0, (X, V) = *([X, Y]) + @ ([0(X), o(V)]) = ¢ ([9(X), Y]) — ¢ (X, o(Y)]).

Bir hemen hemen Hermit manifoldun integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul J endomorfizminin Nijenhuis tensoriiniin sifir olmasidir. Bu denklik agagidaki

teoremde ispatlanmigtir.

Teorem 3.7. (N, J,g) bir hemen hemen Hermit maifold olsun. Asagqidaki ifadeler

birbirine denktir.

e Her X, Y wektor alam i¢in
(Vx)Y = (Vyx)J) J(Y) =0 (3.21)
esitligi saglanar.
e Her X, Y wektor alani i¢cin
[, J(X,Y)=0 (3.22)
olur.
Kanat. (3.21) esitligi saglansin. Bu esitlige J dontisiimii uygulandiginda
VxY +J(VxJY))+J (VJ(X)Y) -~ Vi JY)=0
elde edilir. Esitlikte X ve Y vektor alanlarinin rolleri degistirilip farklar: alindiginda

Vy X —VxY — J(ij(Y)) +J (VJ(y)X)
~J (VoY) + T (Vy J(X)) + Vi) J(Y) = V) J(X) =0
ve

=X Y] = J(X J(Y)]) = J([J(X), Y]) + [J(X), J(Y)] = 0

elde edilir. J? = —I oldugundan
[/, JI(X,Y) =0
bulunur. Tersine [J, J](X,Y) = 0 olsun. Bu esitlik kullamlarak

AX,Y,Z) = g(VxY + J(VxJ(Y)+ J (Vax)Y) = Vaux)J(Y), Z)
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dontisiimi tanimlandiginda J dontigiimiintin Nijenhuis torsiyon tensori sifir oldugundan
A(X,Y.Z) = A(Y, X, 2)

olur. J endomorfizmi ¢(J(X),J(Y)) = g(X,Y) ve g(J(X),Y) = —g(X,J(Y))

esitliklerini sagladigindan

AX,Y,Z)+ AX,Z2,Y) = g(VxY +J(VxJ(Y))

+I (VixY) = Vax J(Y), 2)
9(VxZ +J (VxJ(2))+
T (Vo Z) = Vi) J(2),Y)

= 9(VxY,Z2) +9(VxZ,y)
—9(VxJ(Y),J(2)) = 9(VxJ(Z), J(Y))
—9 (Vux)Y, J(2)) =9 (Vax)Z,J(Y))
—9 (Vo) J(V), Z) — 9 (Vax)J(Z),Y)

=0

bulunur. Bu ozellikler kullanildiginda

AX,Y,Z) = A(YY,X,Z) = —A(Y,Z,X)=—AZ,Y,X)

esitliginden
AX,)Y,Z)=0
elde edilir. g metriginin non-dejenere olmasindan
VxY+J(VxJY))+J (VJ(X)Y) -~ Vix)J(Y) =0
esitligi ve bu egitligi J endomorfizmi uygulandiginda (3.21) esitligi elde edilir.
Teorem 3.8. Asagidaki ifadeler denktir.
1. M manifoldu tizerindeki (p,&,n, g) hemen hemen kontak metrik yapisi normaldir.

2. M x R manifoldu tizerindeki yapr bir Hermit yapidar.

3. M manifoldunda
[0, 0] +2dn ® =0 (3.23)

saglanar.
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4. Her X,Y € x(M) igin

(Vxe)(Y) = (Vo)) (e(Y)) +0(Y)Vex)§ =0 (3.24)
esitligi saglanar.

5. Her X|Y,Z € x(M) i¢in asaqidaki esitlik saglanar.
(Vx®)(Y, Z) = (Vo) @) (e(Y), Z) = 0(Y)(Vpxyn)(Z) = 0

Kamit. Bir M manifoldu tizerindeki hemen hemen kontak yapinin normal olmasi
M xR manifoldu tizerindeki hemen hemen Hermit yapinin Hermit yap1 olmasi olarak
tanimlandigindan teoremdeki 1. ve 2. ifadelerinin denkligi aciktir.

Bu adimda 2. ve 4. ifadelerinin denkligi ispat edilecektir: (M x R, J, h) yapist
bir Hermit yap1 olsun. Bu durumda J hemen hemen kompleks yapi (3.20) esitligini
saglar. Bu esitlik her a,b € C*°(M x R) fonksiyonu i¢in saglanacagindan a =b =0

alindiginda

(0,04) = (Vixond) (Y,0) = (Vaxoed) (J(Y,0))
= (Vx) ), (Tx) (V) 8) = (Vipeomen 2)7) (000 4)
= ((Vxo)(Y),(Vxn)(Y)3)
— (Vo) ((Y)) = n(Y) V€, (Voxym ((Y)) &)
= ((Vx@)(Y) = (Vo) (@(Y) + 1Y) Vex)€)
(Vxm)(Y) = n(Y) Vo)) 5)

olur. Bu esitlikten

(Vxe)(Y) = (Vo)) (0(Y)) +n(Y)Vex)§ =0

ve
(Vxn)(Y) =n(Y)Vyx)§ =0
bulunur.

Tersine (3.24) esitliginin saglandigi kabul edilsin. Bu egitlikte X = £ alindiginda
Vep = 0 bulunur. Boylece

0= (Vep) (€) = —(Ves)
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esitliginden V€ = 0 elde edilir. Herhangi bir Y vektor alani icin (Vep) (Y) = 0
saglandigindan Vep(Y) = ¢(V¢Y) olur. Bu esitlik kullanilarak

(Ven) (o(Y)) = &n(e(Y)] = n(Vep(Y))
= —9(& Vep(Y))
= —9(5¢(VeY)) =0

ifadesi elde edilir. (3.24) esitliginde Y = ¢ alindiginda

(Vx) (§) + V)€ =0 (3.25)

ve bu esitlik diizenlendiginde

Vxé€ = (Vox)yp) €

bulunur. (3.24) esitliginin ¢ ile garpimi alindiginda

=9 (Vxo)(Y) = (Ve ) (0(Y) + 0(Y) V06, €)

=9 ((Vxe) (V),6) =g (Vo6 Y) (326)
elde edilir. Ayrica (3.24) ve (3.26) esitlikleri kullamldiginda

(Ven) oY) = g (Ve e(Y))
= ((szO) (5)790( )
= g(e(Vx& ) =g(Vx&Y) = (Vxn) (Y)

olur. Bu egitlikler gbz 6niine alindiginda

(Voag)?) (T0002) = (Vipoomagmng)?) ((20V) =66 n(¥) 5))
= [(Vox)—ae?) (@(Y) = 08) = n(Y)V (o(x)-ae)§
(Vw(x)_aw)(sﬁ(y) —b€) 3]
= [{ (Vo 0)e(Y) =n(Y) V€ )
+b ¢ (Vexé) — a(Ver) oY), (Vo) ¢(Y)]
= ((Vxg) (Y) —bVXE, (Vxn) (V) 4)
= (Vixas)) ((V:02)

olur. Boylece (3.24) esitligi saglandiginda (3.20) esitligi saglanmig olur.
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(3.24) esitliginin herhangi bir Z vektor alani ile ¢arpimi alindiginda

((VX<P)(Y) (Vo) (@(Y)) +n(Y)Vex)é, Z)
(Vxo)(Y), Z) = g((Vox)9) (0(Y)), )+77(Y) (Vo6 Z)
= —(Vx®)(Y.Z) + (Vo) @) (oY), Z) + n(Y)(Vuxyn)(Z)

0 =g )
9 (
olur. Boylece 4. ve 5. ifadelerinin denk olduklar1 goriiliir.

Son olarak 2. ve 3. ifadelerinin denk olduklar1 goriilecektir: M x R

manifoldu tizerindeki yapi bir Hermit yapi ise her (X , ac‘ft) ve (Y, bi) vektor alanlar:

(e, (va2)) =0 o

olur. Ozel olarak (X,0) ve (Y,0) vektor alanlari alindiginda

icin

[/, J1((X,0),(Y,0)) =0

esitligi hesaplandiginda

0,0) = [J,J]((X,0),(¥,0))
= J((X,0),(Y,0)]) + [J(X,0), J(Y, 0)]
—J([J(X,0), (Y, 0)]) = J[(X,0), (Y, 0)]

(
= —(X Y]>0)+[(90(X)>77(X)$) (90
—J([( (X) n(X) &),
= — 1,0) + ([p(X
—( ([ ( )Y])+Y[77(X)]§ U
— (X, o(Y)]) = X[n(Y)]E,m

(Y,
);

= (=X, Y]+ [p(X), o(Y)] = ¢ ([p(X), Y]) = o ([X,(Y)])
—YIn(X)JE + Xn(Y)lE,
[(Vecoyn) (V) = (Vo) (X) = (Vyn) (X)) + (Vxn) (9(Y))] 4)
= (o, el(X,Y) + 2dn(X, Y)E, 2dn(0(X), Y) + 2dn(X, ¢(Y))) ,
(3.23) esitligi elde edilir.
Tersine (3.23) esitliginin saglandigi kabul edilsin. (3.23) esitliginde YV = ¢
alindiginda

—[X, €] = 9(VeX, )€ — p(Vux)6) + 0(Vep(X)) — g(Vel, X)E=0  (3.28)
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elde edilir. (3.23) esitliginden
0 =g (=[X,&] = 9(VeX, )€ = o(Vix)6) + o(Vep(X)) = g(Vet, X))
ve bu esitlikten
Ve =0 (3.29)
bulunur. (3.28) esitligine ¢ doniigimi uygulandiginda
—o([X, €]) + [p(X), ] = 0 (3.30)

olur. Ayrica V¢£ = 0 oldugundan

dn(&, o(X)) = (Ven) (e(X)) = (Vo) (€)

= £n(e(X))] —n(Vep(X)) (3.31)
—p(X) ()] + n(Vex)f)
= 0
EMX)] —n([€, X]) =0 (3.32)

bulunur. (3.23) esitliginde X = ¢(X) alindiginda ve n 1-formu uygulandiginda

0= g([, pl(p(X),Y), &) + 2dn(p(X),Y)

olur. Bu egitlik diizenlendiginde

2dn(p(X),Y) = =g(Vx& oY) + 9(Vom&, X) = =2dn(X,o(Y))  (3.33)
bulunur. Bir énceki adimdan, (3.23) ve (3.33) esitliklerinden ise
[/, J]((X,0), (Y, 0))
= ([0, Pl(X,Y) + 2dn(X, V), 2dn(p(X), Y) + 2dn(X, p(Y)))
= (0,0)
elde edilir. (3.30) ve (3.32) esitliklerinden

[, 71 ((X,0), (0, &)

= —(X,0), (0, )] + [((X), n(X) ) - (=€,0)]

=J ([(e(X),n(X) &) (0, 3)]) + J([(X,0), (£, 0)))
= ([& e(X)] = @([X, €], {emX)] = n(le, XD} &)
= (0,0)
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olur. Ttm bu esitlikler uygulandiginda ve [J, J] ((0, jt) , (0, jt)) = 0 oldugundan

[ ((X,ag,), (Y,03))
= [J,J]((X,0),(Y,0)) + [, J] ((X,0), (0, £))

—alJ, J] ((Y,0), (0, &) +ab[T, J] (0, §,) - (0. &)
= (070)

elde edilir.
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4 HEMEN HEMEN KOSIMPLEKTIK MANIFOLDLAR

(M x R, J,h) hemen hemen Hermit manifoldu W5 smmfindan (dFF = 0) ise
(M x R, J,h) manifolduna hemen hemen Kaehler manifold denir. Carpim
manifoldunun hemen hemen Kahler manifoldu olmasi kullanilarak M manifoldunun

hemen hemen kosimplektik olmasi tanimlanabilir.

Tanmim 4.1. Eger (M x R, J, h) hemen hemen Hermit manifoldu Wy sinifindan
(dF =0) ise (M, p,n,&, g) manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold

denir.

Teorem 4.2. (M xR, J, h) manifoldunun hemen hemen-kosimplektik manifoldu ol-

mast i¢in gerek ve yeter kosul
d® =0 vedn=20
olmasuidar.

Kamt. (M x R, J, h) manifoldu hemen hemen-Kaehler manifoldu ise her (X,aj),

(Y,bd), (Z,cl) € x(M x R) vektor alanlar icin

d d d
dF ((X,adt), (Vb ). (Z,cdt)) =0

olur. Ozel olarak a = b = ¢ = 0 alimrsa ve (2.18) esitligi kullanilirsa

0 =3dF ((X,0),(Y,0),(Z,0))
= 3d®(X,Y, Z) + 2{0dn(Y, Z) + 0dn(Z, X ) + 0dn(X,Y)} = d®(X,Y, Z)

elde edilir. a = 1,0 = ¢ = 0 segilirse

0 =3dF ((X, jt), (Y,0),(Z, O))
= 3de(X.Y. Z) +2dy(Y, Z) = dn(Y, 2)

=0
bulunur. Tersine d® = 0 ve dn = 0 ise (2.18) esitliginden dF' = 0 oldugu hemen

goriiliir.

M x R manifoldu iizerindeki J hemen hemen kompleks yapimin kovaryant tiirevi

d
(V(Xﬁagt)J) (¥.b) =0 (4.34)
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ise (M x R, J, h) manifolduna Kaehler manifold denir. Bu simif ve kosimplektik

manifoldlar arasindaki iligki agagidaki teoremde ifade edilmistir.
Teorem 4.3. Asagidaki ifadeler denktir.

1. M manifoldu tizerindeki (¢,&,1n,g) hemen hemen kontak metrik yapr kosimp-
lektiktar.

2. (M xR, J, h) Kaehler manifoldudur.
3. Her X € x(M) i¢in Vxp =0 dur.

Kanat. M manifoldu tizerindeki (¢, &, n,g) hemen hemen kontak metrik yapi ko-

simplektik ise her X, Y ve Z vektor alanlar: igin
0=(Vx®) (Y. Z) = =g ((Vxp)(Y), 2Z)

oldugundan ve g metrigi non-dejenereliginden (Vx¢)(Y') = 0 olur. Boylece 1. ve 3.

ifadelerin denkligi goriiliir. Diger taraftan,

ifadesinde a = b = 0 alindiginda V x¢ = 0 elde edilir.
Terisne Vx¢ = 0 ise (Vxp)(§) = 0 olacagindan Vx& = 0 bulunur. Buradan

(V(X,ajt)‘]> (Y, bjt) =

( VXSD
= ( Vxp)(Y) — bvxf,g(vxf,y)jt)
— (0,0)

- IVE (V)

oldugundan (M x R, J, h) manifoldu Kaehler manifoldudur.

Eger M x R manifoldu tizerindeki J hemen hemen Hermit yap1

d d

(Vixagy Db )+ (T (X0 ) =0 (4.35)

kogulunu saghyorsa M x R manifolduna W; smifindan ya da nearly Kaehler
manifold denir. Bu tanmim kullanilarak neraly-K-kosimplektik manifold tanimi

asagidaki gibi verilir:
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Tanim 4.4. Eger hemen hemen Hermit (M x R, J, h) manifoldu nearly Kaehler
manifold ise (M, p,n, &, g) manifolduna nearly- K-kosimplektik manifold denir.

Teorem 4.5. (M, p,n, &, g) manifoldunun nearly-K-kosimplektik olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul
(Vxo)(Y) + (Vye)(X) =0 ve Vx£=0

esitliklerinin saglanmasidar.

Kamit. (M, p,n,£, g) manifoldu nearly-K-kosimplektik olsun. Nearly-K-kosimplek-
tik manifold tamimindan (M x R, J, h) manifoldu nearly Kaehler manifoldudur. Bu
durumda (4.35) esitligi 6zel olarak (X, 0) ve (Y,0) vektor alanlar i¢in de saglanaca-
gindan
0,0) = (Vixo)Y;0) + (Vygd)(X,0)
= (Vxo)(Y) + (Vye)(X), (Vxn)(Y) + (Vyn) (X)) 3,)

elde edilir. Bu egitlikten

(Vxo)(Y) + (Vyp)(X) =0
(Vxn)(Y) 4+ (Vyn)(X) =0

bulunur. Boylece (Vxn)(Y) + (Vyn)(X) = 0 esitliginden

9(Vx&Y) = —g(X, Vy{)

ve bu esitlikte Y = ¢ alinirsa V& = 0 elde edilir. (4.35) esitligi (X, jt) ve (Y,0)

vektor alanlarina uygulandiginda
Vx£=0
bulunur. Tersine (Vx¢)(Y) + (Vyp)(X) =0 ve Vx& = 0 ise (4.35) esitligi

(Vxaa )Y, 0g)
+(Vypa N(X,ag) = ((Vxe)(Y) = 0VxE (Vxn)(Y) 3)
+ ((Vye)(X) = aVy&, (Vyn)(X) 3)
= [(Vxo)(Y) + (Vy)(X) = bVxE — aVy¢,
(Vxm)(Y) + (Vyn)(X)) 4]
= (0,0)

oldugundan istenen saglanmaig olur.
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Hemen hemen Hermit (M x R, J, h) manifoldu

d d
(Vixad)DY0 )+ (Viag) /)0 ) =0 (4.36)

esitligini sagliyorsa bu manifolda W; & W, smifindandir yada quasi-Kaehler

manifold denir.

Tanim 4.6. (M xR, J, h) manifoldu quasi-Kaehler manifold ise (M, p,&,n, g) man-

ifolduna quasi- K-kosimplektik manzifold denir.

Teorem 4.7. (M, p,&,n,g) manifoldu quasi-K-kosimplektik manifold olmasu i¢in
gerek ve yeter kosul her X, Y € x(M) ig¢in

(Vxo)(Y) + (Vox)@)(@(Y)) = n(Y)Vex)é (4.37)
olur.

Kanit. (M, ,€&,n,g) manifoldu quasi-K-kosimplektik ise (4.36) esitligi her vektor
alani igin saglanacagindan 6zel olarak (X, 0) ve (Y, 0) vektor alanlar igin de saglanir.

Buradan
0 = <V<X 0>J> (Y,0) + (Vsix0 ) (I (Y; 0))
+ (V«o(X),n(X);t)J) ((¥),n(¥) §,)

+ ((Vga X)sO) p(Y) —n(Y ¢<X>€ (Vo) oY) )
= ((Vxp) (V) + (Vo) oY) = n(Y)Verx)&,
{(Vxm) (V) + (V) SO(Y)} )
ve boylece (4.37) esitligi elde edilir. Tersine (4.37) esitligi saglansin. (4.37) esitliginde
Y = ¢ alimirsa
(Vxp) (§) = Vuxé
ve
(Vorop) (€ = —¢ (Vo)
= —e((Vx¥)(©))
— V&
olur. (4.37) esitliginde X =Y = ¢ alindiginda

(Vep) (§) =0, V=0

23



elde edilir. Yine (4.37) esitliginde X = ¢ alindiginda

(Vep) (Y) =0
bulunur. Bunlara ek olarak

(Vo) (V) = g (Ve e(Y))
= g((Vxp) (£, ¢(Y))
= —g9(p(Vx§), p(Y))
= —g9(Vx&Y)=—(Vxn)(Y)

olur. Yukarida elde edilen egitlikler kullanildiginda
(Vixai))Vbg) + (Vixady NI (Y b))

(Ve (V) = Ve ,(Vxn)( ) )
+<v(<ﬂ aénX)éit)‘]) (oY )—bfn Va)

= ({ (Vxe) ( (vs@ 90) p(Y) - @(X)é}
—a (Vep) p(Y), {(Vxn) (V) + (Vap(X)n) p(Y) —a(Ven)p(Y)} 4)
= (070)

bulunur ki boylece ispat tamamlanmaig olur.

(M x R, J,h) hemen hemen Hermit manifoldu icin 6F = 0 ise bu manifolda
Wy & Wy & W3 smifindan  ya da semi-Kaehler manifold denir. Bu tamm

kullanilarak agagida semi-kosimplektik manifold tanimi verilecektir.

Tanim 4.8. (M x R, J, h) manifoldu semi-Kaehler manifold ise (M, ¢,&,1,g)

manifolduna semi-kosymplektik manifold denir.

Teorem 4.9. (M, p,&,n,9) manifoldunun semi-kosimplektik olmasu i¢in gerek ve
yetere kosul
0d=0, =0 (4.38)

esitliklerinin saglanmasidar.

Kanat. (M, @, &, n, g) manifoldu semi-kosimplektik ise tammdan (M xR, J, h) carpim

manifoldu semi-Kaehler manifold olur. Bu durumda her (X a ) vektor alani igin

’ N dt
=0|X,a = (5CI)(X) — aon
’ dt
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olacagindan 6zel olarak a = 0 alindiginda 0 = 6(X) elde edilir. Diger yandan

- d
0—5(0, dt> = —0n

oldugundan d7 = 0 elde edilir. Tersine eger on = 0 ve 0® = 0 ise
- d
o (X,a ) =0P(X)—aén=0
dt
olur.

Bir hemen hemen Hermit manifoldu semi-Kaehler ve Hermit manifold ise bu
manifolda W3 smifindandir [1]. Bu tamm kullanilarak semi-kosimplektik normal

manifold tanimi gu sekilde verilir:

Tanim 4.10. Bir hemen hemen Hermityen (M x R, J, h) manifoldu W3 sinifindan

ise (M, p,&,m,g) manifolduna semi-cosimplektik normal manifold denir.
Teorem 4.11. (M, p, &, n, g) manifoldu semi-cosimplektik normaldir ancak ve ancak
0p =0, don=0,

(Vx)Y = (Vo) @) oY) +n(Y) V)€ =0

esitliklery saglanar.

Kanat. Manifoldun semi-kosimplektik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
dp=0, on=0
ve manifoldun normal olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
(Vxp)Y = (Vop) ¢(Y) +0(Y) Ve =0

oldugundan manifoldun semi-kosimplektik normal olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

verilen egitliklerin ayni1 anda saglanmasidir.
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5 SASAKI MANIFOLDLAR

M manifoldu tizerindeki (¢,&,7n,9) hemen hemen kontak metrik yapi normal
ve kontak ise bu manifolda Sasaki manifold denir. Ilk olarak Teorem 5.2 nin

ispatinda kullanilacak olan asagidaki onerme ifade ve ispat edilecektir:

Onerme 5.1. (M, p,&,n,q) bir hemen hemen kontak metrik manifold olsun. ¢

endomorfizminin Levi-Civita kovaryant tirevi asaqidaki esitligi saglar.

29((Vxp)Y, Z) = 3d®(X,¢(Y),9(Z)) — 3d®(X,Y, Z)
)

+9(lp, @Y, 2) + 2dn(Y, 2)¢, p(X) (5.39)
+e(Y)[n(2)In(X) = n([e(Y), Z])n(X)
—p(Z)[n(Y)In(X) +n(le(2), Y])n(X)
+2dn(e(Y), X)n(Z) = 2dn(e(Z), X)n(Y).
Kanit. Kozsul formiilii
29(VxY,Z) = X[g(Y,2)]+Y[9(X, Z)] = Z[g(X,Y)]
+9([X, Y], 2) + 9([Z, X],Y) — g([Y, Z], X])
ve ® temel 2-formunu derivasyonu [11]
3dO(X,Y,Z) = X[0(Y,Z)] +Y[®(Z,X)] + Z[®(X,Y)]
—9([X,Y],Z2) - (|2, X],Y) — ®(]Y, Z], X)
oldugundan asagidaki hesaplarla (5.39) esitligi elde edilmig olur.
29(Vxp) Y, Z) = 29(Vx(p(Y)), Z) +29 (VxY,(Z2))
= X[g(e(Y), 2)] + o(Y)lg(X, 2)] = Z[g(X, o(Y))]
+9([X, (V)] Z2) + 9(12, X], 0(Y)) = 9([p(Y), Z], X)

Z))]

[
+X[g(Y, 0(2))] = o(2)[g(X, Y)] + Y]g(X,
Y, 0(2)], X) + 9([X, Y], (2)) + 9([#(2), X],Y)

—9(
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: ) @
—Z[2(X.Y)] = @([z, o(Y)], o(Z)) + n([X, (Y))n(Z)
+@([Z, X],Y) = g(e([e(Y), Z]), (X)) = n(X)n([e(Y), Z])
+X[2(p(Y), 0(2))] + Y[R(X, Z)] 4+ o(2)[2(X, o(Y))]
+o(Z2)[2(X, (V)] — o(Z)In(X)n(Y)]

+O([X, Y], Z) + ©([X, ¢(2)], 0(Y))

—n(Y)n([X, ¢(2)) — g(e(X), o([Y: 0(2)])) = n(X)n([Y, ¢(2)])
+[2([Y, Z), X) — g([Y, Z], p(X))]

—[2([p(Y), ¢(2)], X) — g([p(Y), p(Z)], p(X))]

+2g (dn(Y, Z)§, (X))

Sasaki manifoldlarin taniminda en ¢ok kullanilan esitlik agagidaki teoremde ve-

rilmigtir:

Teorem 5.2. (M, p,&,n,9) hemen hemen kontak metrik manifoldunun Sasaki ma-

nifoldu olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her X, Y € x(M) i¢in
(Vxe)(Y) = g(X,Y)§ = n(Y)X (5.40)
esitliginin saglanmasidar.
Kanat. (5.40) esitligi saglansin. (5.40) egitliginde Y = £ alindiginda
Vx§ = —p(X)
elde edilir. Bu egitlik kullanilarak

dn(X,Y) = J{(Vxn)(Y)— (Vyn)(X)}
= L {9(VxEY) —g(VyvE, X)}
= L {9(=p(X),Y) + g(p(Y), X)}
= 9(X,p(Y)) = 0(X,Y)
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bulunur. Normallik kogulu igin, (5.40) esitliginden

V)€ = —¢*(X)

oldugundan

(Vxe) (Y) = (Vexye) (0(Y)) + n(Y) V)&
= g(X,Y)E=n(YV)X — g(p(X),0(Y))E = n(Y)e*(X)
— 0

olur. Boylece normallik kogulu saglanmig olur.
Tersine hemen hemen kontak metrik manifold normal ve ® = dn olsun. ® = dn
e(Y)[n(Z)In(X) = n([e(Y), Z])n(X) — o(Z)[n(Y)]n(X) + n(le(Z), Y])n(X)
= 9(Vem&, Zn(X) + g(Vzo(Y),On(X) — 9(Vu2)& YIn(X) + 9(Vye(2), En(X)
= dn(e(Y), Z) — dn(p(Z),Y)
= O(p(Y), 2) - @(0(2),Y)
=0

bulunur. Bu durumda (5.39) esitligi kullanildiginda

29((Vxe)(Y), Z) = o(Y)[n(Z)In(X) = n([e(Y), Z])n(X)
—p(Z)[n(Y)In(X) +n(lp(2), Y])n(X)
+20(p(Y), X)n(Z) = 22(p(2), X)n(Y)
= 29(X,Y)n(Z) —29(X, Z)n(Y')
= 29(9(X,Y)E —n(Y)X, Z)
esitliginden (5.40) esitligi elde edilir.
Tanim 5.3. Eger M x R manifoldu tzerindeki J hemen hemen Hermit yapr Wy

simfindan ise (M, p,n,&, g) manifolduna trans-Sasaki manifold denir.

Teorem 5.4. (M, ¢, n,&, g) manifoldunun trans-Sasaki manifold olmasu igin gerek

ve yeter kosul
(Vi) (Y.Z) = —21n (9(X,Y)50(Z) — g(X, Z)50(Y) (5.41)
+9 (X, oY) n(Z2)on — g (X, p(Z2)) n(Y)on}

ifadesinin saglanmasuidar.
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Kanit. (M, p,n,&, g) manifoldu trans-Sasaki manifold olsun. Trans-Sasaki manifol-
dun tanimindan M x R manifoldu tizerindeki J hemen hemen Hermit yap1 agagidaki

kosulu saglar.

(Vi) (05 2eg) = = {n(Cag <ijt>) SF(Z.c ")
—h ((X,ajt) (7, )SF(Y,bgt) (5.42)

)
;) <<X7 515) J(Y, b; )) OF (J(Z,cjt))
h ((Xﬂjt)’ J(Z,cjt)> 5F (J(Y,bi))}

Bu kosul 6zel olarak (0, &), (0, %) ve (¢(Y),0) vektor alanlar igin de saglanaca-

gindan

(Vi02)F) (0.5 ) - 00:00) = = 3F0(1).0) =, 30(p(1)

’dt

bulunur. Diger taraftan

(Voa)F) (04 ) 012.0)) = (u) 0.1 =0

rdt

oldugundan

(VixoF) ((Y,0).(2,0)) = {h (X,0),( ))5F(Z, 0)

elde edilir. 6®(p(Y)) =0 ve
(VixoF) ((Y,0),(2,0)) = (Vx) (Y, Z)

oldugundan (5.41) esitligi saglanmig olur.
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Tersine (5.41) esitligi saglaniyor ise bu esitlikte Y = £ ve Z = p(Y) alinirsa

(Vx®) (oY) = —g {n(X)o2(p(Y)) — g(X, o(Y))dD(¢)
—g(X, *(Y))on}
= — 0, In(X)0P(p(Y)) — g(X, (Y)d®(¢)

+9(X,Y)on — n(X)n(Y)on}

bulunur ve (Vx®) (&, ¢(Y) = (Vxn) (V) oldugundan

(Vxn) (Y) = — ;n {n(X)00((Y)) — 9(X, o(Y))o®(§) + g(X, Y)dn — n(X)n(Y)on}

(5.43)
elde edilir. {Ey, Es, -+, Eo,,&} M manifoldu i¢in ortanormal lokal bir gat1 olsun.
(5.41) esitligi uygulandiginda

1
(Ve ®) (B, 0(2)) = =, 102(p(Z)) = g(Ei,0(2))02(p(E1))}
ve ,
0D(p(Z)) = = (Vu®) (Bi, (Z)) — (Ved) (€, 0(2))
i=1
oldugundan
1
02(p(2)) = 00(p(2)) -, 0®(¢(Z))
esitliginden
00(p(Z)) =0 (5.44)
elde edilir. Bu esitlikte Z = ¢(Z) alindiginda ise
—0P(Z) +n(Z2)6P(&) =0 (5.45)

bulunur. (5.41), (5.44) ve (5.45) esitlikleri kullanildiginda

- {h (@mjt), v, b;ﬂ) F(Zcy)
—h ((X,a;i), (Z7C$)> F(Y.D Y
) ((X"‘;s)’ J(y,bjt)> OF (J(Z,c;i))

" ((X,ai)J(Z’Ci)) 5F <J(Y,bjt))}
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= — {@(X,Y) +ab) (69(Z) — con) — (9(X, Z) + ac) (6D(Y) — bon)
+ (9(X, 0(Y)) = n(X) + an(Y)) (cd®(§) +n(Z)dn
— (9(X,9(Z)) = en(X) + an(Z)) (b6® (&) + n(Y)dn
= = 19(X,Y)0P(Z) — g(X, Z)62(Y) + g (X, (Y)) n(Z)dn
—9 (X, (2))n(Y)én}
+2n {9(X,Y)on — g(X, o(Y))o® (&) — n(X)n(Y)on}
o 19(X, Z)on — 9(X, 9(2))5® () — n(X)n(Z)on}
—2nab{5‘b( ) = n(Z)0®(§)}
— 5, ac{0®(Y) = n(Y)oP(€)}
= (Vx®) (Y, 2) —c(Vxn) (Y) +b(Vxn) (2)
= (Vexag)F) (V). (Zec)
oldugundan (5.42) esitligi elde edilir.

) +an(Y )
) + an( )

—

Eger (M x R, J, h) manifoldu {izerindeki hemen hemen Hermit yapi

(Vixas)?) (X,ajt> + ((vj(x,a;t)J) (X,ajt» —0  (5.46)

kogulunu sagliyorsa M manifolduna G manifold ya da (W;&W3;&W, simifindandir)

denir.

Tanim 5.5. Eger hemen hemen (M x R, J, h) Hermit manifoldu G, manifold ise
(M, p,n,&, g) manifolduna G,- Sasaki manifold denir.

Teorem 5.6. (M, p,n, &, g) manifoldunun G1-Sasaki manifold olmasu i¢in gerek ve

yeter kosul her X wvektor alant i¢in
(Vxp) X = (Vox)9) (X) +n(X) V)€ =0 (5.47)
esitliginin saglanmasidar.

Kamit. (M,¢,n,&, g) manifoldu G;-Sasaki manifold ise her (X, a }) vektor alam icin

(5.46) esitligi saglanir. Ozel olarak bu esitlikte a = 0 alindiginda

<O7 Oddt> = (V(Xvo)J)(Xv 0) +J ((vJ(Xvo)'])(X? 0))
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= ((Vxo)(X),(Vxn)(X) )
+<<w<v¢<X)so><X>> (v Xm>< )é.n (( xP)(X)) L)

= [(Vx@)(X) + ¢ (Vo)) (X)) = (Ve (X)E,
(Vxm)(X) + 1 (Vo) X)))ﬂ
Buradan;
(Vxe)(X) + o(Vex) @) (X)) = (Vem(X)E =0 (5.48)

elde edilir. Bu esitlik diizenlendiginde

0 = (Vxo)(X) + o(Vex)9) (X)) = (V) (X)E
= (Vx@)(X) + o(Vonp(X)) = 9* (Ve X)
—p(X)[(X)]E + 0V X)E
= (Vx@)(X) + e(Vox) (X)) + Vo) X = (Ve X)E
—p(X) (X)) + 0V X)E
= (Vx@)(X) + o(Vox)e(X)) + Ve X — o(X)[n(X)]E
= (Vx9)(X) + @(Vex)o(X)) + Vo) X
—o(X)I(X)]E + n(X)Vex)§ = n(X) Ve
= (Vx9)(X) +n(X)Vux)€
FVe0X = o(X)[(X)]E = n(X) Vi€

~
=—(Vox)p)(p(X))

= (Vxp)(X) = (Vo)) (p(X)) + n(X) V)€ = 0

)(X) +
)(X) +

olur. Boylece (5.47) esitligi saglanmig olur.
Tersine (5.47) egitligi saglansin. Bu egitlikte X = ¢ alindiginda

0= (Vep)(§) = —(Ved)

ve

= ¢*(Ved) = =Vel +n(Vel) € = =Vl
=0
elde edilir. V¢ = 0 olmas: kullanilarak

n((Vep)(X)) = g(Vep(X) — o(VEX),E)
= g(Vep(X),8) = —g(Vel, 0(X)) =0

bulunur. Herhangi bir Y vektor alani igin (5.47) esitliginden

0=9g(0,Y)=g(Vxe)(X).Y)+ g (¢ (Vo©)(X)),Y) = (Voxn) (X)g(€,Y)
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0=(Vx®) (Y, X) = (Vox)®) (oY), X) = 0(Y) (Vyixyn) (X)

elde edilir. Bu esitlikte Y = £ alindiginda
(Vxn) o(X) + (Vo) X =0

bulunur. Son esitlikte X yerine X + ¢(X) yazildiginda

(Vxn) X — (Vipn) p(X) =0

olur. (5.47) esitliginde X yerine X + £ alinirsa

(Vixto®) (X +8) + o (Vorxrop) (X +8) = (Vorxron) (X +6) €=

esitliginden
(Vxe) €+ (Vep) (X) + ¢ (Vo) (€) =0 (5.49)

bulunur ve bu esitlige ¢ endomorfizmi uygulanirsa

Vx€+ ¢ ((Vep) (X)) + @ (Vog) = {(Ven) (X)}€=0 (5.50)
elde edilir. Yukarida bulunan esitlikler kullanildiginda

(Vicagy DX al) + T ((Vypeasy X al)
= ((Vx@)(X) = aVx&, (Vxn)(X) &) + I (Vg agmi) 1)) (X a )
= ((Vx9)(X) = aVx&, (Vxn)(X) §)

T (Ve -ae)9) (X) = aV(ex)-ae)6s (Vie-agn) (X) )

= ((Vx9)(X) = aVx€, (Vxn)(X) 3)
+ [0 (Ve -ae9) (X) = aVpx0-a9)€) — (Vipn-agn) (X) €,
1 (Vipo-a0) (X)) ]
= [{(Vxo)(X)+ ¢ ((Voxye) (X)) = (Voen) (X) £}
—a{Vx&+ ¢ ((Vep) (X)) + ¢ (Vo€) — {(Ven) (X)} €}
a*p (Ve€),
{(Vxm) (X) +1 (Verw) (X))} 4 — an(Vep) (X)) 4]
= (0,0)
elde edilmig olur. Boylece (5.46) esitligi saglandigindan (M, p,n, &, g) manifoldu

(G1-Sasaki manifold olur.
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Eger (M x R, J, h) manifoldu iizerindeki hemen hemen Hermit yapi

d d d
dF <(X,ad ), J(Y, bdt), J(Z’Cdt))
d d

+dF <J (X, a (Vb)) I(Z, Cdt))
+dF <J J(Y, bj) z cc‘;t)) (5.51)

—dF(Xad) (ij) (Z,cjt)) =0

kogulunu saghyorsa M x R manifolduna W, & W3 & W, sinifindandir ya da G,

manifold denir.

Tanmim 5.7. Eger hemen hemen Hermit (M x R, J, h) manifoldu Gy manifold ise
(M, p,n,&, g) manifolduna Gy-Sasaki manifold denir.

Teorem 5.8. Asagidaki ifadeler denktur.

1. (M, ¢,n,&, g) manifoldu Go-Sasaki manifoldudur.

2. Her X,Y, Z vektor alani i¢in asaqidaki esitlik saglanar.

3d0(X, p(Y),0(Z)) + 3dP(p(X), Y, 0(2))

+3dD(p(X), p(Y), Z) — 3d®(X,Y, Z)
(

(
=2n(Z) [dn(X, p(Y)) + dn(e(X),Y)] (5.52)
=2n(Y) [dn(Z, p(X)) + dn(p(Z), X)]

(
—2n(X) [dn(Y, ¢(Z)) + dn(e(Y), Z)] =
3. Herhangi X, Y, Z vektor alanlary i¢in
Gxy,z {(Vx®)(Y.Z) — (Vo) @) (0(Y), Z) = n(Y) (Vo) (Z) } =0 (5.53)
olur.

Kanmit. (M, ¢,n,&, g) manifoldu Gy-Sasaki manifoldu olsun. Bu durumda (5.51)
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esitligi saglanacagindan, ozel olarak a = b = ¢ = 0 alindiginda

0 = 3dF ((X,0),J(Y,0),J(Z,0)) + 3dF (J(X,0), (Y, 0), J(Z,0))
13dF (J(X,0), J(Y,0), (Z,0)) — 3dF ((X,0), (Y,0), (Z,0))

?

(
= 3dF ((X,0), (p(Y),n(Y) ), (¢(2).0(Z) 1))
+3dF ((p(X),n(X) 3), (Y0, (¢(2),n(Z) 3,))
+3dF ((0(X),1(X) 3,), (p(Y),n(Y) ), (Z,0))
—3dF ((X,0),(Y,0),(Z,0))
= 3d®(X,o(Y),p(2)) = 2{n(Z)dn(X, ¢(Y)) + n(Y)dn(p(Z), X)}
+3d®(p(X), Y, p(2)) — 2{n(Z)dn(p(X),Y) + n(X)dn(Y,¢(Z))}

) )
+3dP(p(X), oY), Z) = 2{n(X)dn(p(Y), Z) +n(Y)dn(Z, (X))}
—3dF(X,Y, Z)

= 3dP(X,p(Y),p(2)) + 3dP(¢(X),Y, p(2))

+3dD(p(X), oY), Z) — 3d(X,Y, Z)
=2n(Z) (dn(X, p(Y)) + dn(p(X),Y)
=2n(y) (dn(p(Z), X) + dn(Z, p(X)))
=2n(X) (dn(Y, ¢(Z)) + dn(v(Y), Z))

)

oldugundan (5.52) esitligi elde edilir.

Tersine (5.52) esitligi saglaniyor ise

d d d d d d
3dF ((X,adt), IV, J(Z,cdt)> +3dF (J(X,adt), (Vb ). J(Z,cdt))

d d d
dF X Y, b A
#30 (J08a ). I ). (2 )

= aar (X ). (61Y) ~Be.0(Y) ). (o(2) — () )
d d d
134 () = a€n(X) §). (V0 ). (o(2) = c60(2) ) )

#3408 (LX) = a0 ), (o) = 16.0(Y) ). (Zicy) )
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3dR(X, o(Y) = b€, o(Z) — c€) — 2n(Z)dn(X, o(Y) — bS)
—2adn(p(Y) — b€, o(Z2) — &) — 2n(Z)dn(p(Z) — &, X)
+3dP(p(X) — a&, Y, p(Z) — c€) — 2n(Z)dn(p(X) — a&,Y)
=2n(X)dn(Y,(Z) — c€) — 2bdn(p(Z) — c€, ¢(X) — ag)
+3dP(p(X) — ag, (V) = b8, Z) = 2cdn(p(X) — a&, o(Y) — bS)
—2n(X)dn(p(Y) — b8, Z) — 2n(Y)dn(Z, o(X) — af)

= 3d‘1>(X7 QO(Y)7 QO(Z» - Sd(I)(Xa QO(Y)7 Cﬁ)
—3d®(X, b, 0(2)) + éd@(X, bE, Cﬁl

=0

—2n(Z)dn(X, p(Y)) + 2n(Z)dn(X, b§)
—2adn(p(Y), 9(Z)) + 2adn(p(Y), c§)

(Y )dn(o(2). X) + 20(Y )dn(ct, X)
13dB(p(X), Y, o(2)) - 3dB((X), Y c6)
—3dP(a&,Y,0(Z)) + éd@(a{, Y, CQ

=0

—2n(Z)dn(p(X),Y) + 2n(Z)dn(ag,Y)
—2n(X)dn(Y, p(Z)) + 2n(X)dn(Y, c§)
—2bdn(p(Z), o(X)) + 2bdn((Z), ag)
+2bdip(c€, p(X)) — 2bdn (<€, a&)

~ d
=0

+3d®(p(X), p(Y), Z) — 3dP(p(X), b8, Z)
—3d(ag, p(Y), Z) + 3dP(at, b¢. Z)

—2cdn(p(X), p(Y)) + 2cdn(p(X), bE)
+2cdn(ag, p(Y)) = 2edn(ag, b§)

~ i
=0

=2n(X)dn(p(Y), Z) + 2n(X)dn(b¢, Z)
=2n(Y)dn(Z, p(X)) + 2n(Y)dn(Z, a§)
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olur ve burada gerekli diizenlemeler yapildiginda ve (5.52) esitligi kabul edildiginden

= 3d®(X,(Y),9(2)) — 2n0(Z)dn(X, ¢(Y)) = 2n(Y)dn((Z), X)
+3d0(p(X), Y, 9(2)) = 2n(Z)dn((X),Y) = 2n(X)dn(Y, ¢(2))
+3d0(p(X), oY), Z) — 2n(X)dn(e(Y), Z) — 2n(Y )dn(Z, p(X))
=3dP(X, oY), c€) + 2n(Y)dn(c§, X) = 3dP(p(X), Y, c€)
+2n(X)dn(Y, c§) — 2cdn(p(X), p(Y))

—3d®(X, b¢, p(Z)) + 2n(Z)dn(X, bE) — 2bdn(p(Z), (X))
—3d®(a, p(Y), Z) + 2n(X)dn(b€, Z)

—2adn(p(Y) — 3d®(a, Y, p(2)) + 2n(Z)dn(a,Y)
=3d®(a&, o(Y), Z) + 2n(Y)dn(Z, af)

—  3dD(X,Y,Z) — 2edn(X,Y) — 2bdy(Z, X) — 2adn(Y, Z)
=  3dd(X,Y,Z)—2(adn(Y,Z) + bdn(Z, X) + cdn(X,Y))

= 3dF ((X’ajt)’(}/’bjt)’(z7cjt)>

elde edlilir. Béylece (5.51) esitligi elde edilmig olur. Eger (5.52) esitligi saglaniyor
0 = 3de(X,o(Y),¢(2)) + 3dP(p(X),Y, p(Z))
+3de(0(X), ¢
—20(Z) (dn(X, p(Y)) + dn(p(X),
=2n(Y) (dn(Z, o(X)) + dn(e(Z),
—2n(X) (dn(Y,¢(Z)) + dn(e(Y), Z))

V), Z) — 3d®(X,Y, Z)

Y))
X))

= (Vx®)(p(Y), 9(2)) + (Vo @)(9(2), X) + (Vi 2)@) (X, (V)
(Vo) @)Y, 0(2)) + (Vy®)(9(2), p(X)) + (Vi) @) (p(X), V)
(Ve ®)((Y), Z) + (Vo) @)(Z, p(X)) + (V22) (0(X), p(Y))
—(Vx®)(Y, 2) = (Vy®)(Z, X) = (V22)(X,Y)
=n(2) {(Vxn)(@(Y)) = (Voaym(X) + (Voeom(Y) = (Vyn)(e(X)) }
(V) {(Vezyn)(X) = (Vxn)(e(2)) + (Vzn)(0(X)) = (Veom)(X) §
=n(X) {(Vyn)(¢(Z)) = (Vo) (V) + (Veun)(Z) — (Vzn)(e(Y)) }
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—(Vx®)(Y, Z) + n(Z)(Vxn)(e(Y)) = n(Y)(Vxn)(p(Z))

(Ve @) ((2), X) + (Vo) 2) (X, oY) + (Vo) @)Y, 0(2))
—(Vy®)(Z, X)+77(X)(Vyn)(90(2)) 1(Z)(Vyn)(e(X))

+H(Ve2) ) (p(X), Y) + (Vo) 2)(p(Y), 2) + (Vo) @) (2, 9(X))
—(VzP)(X,Y) +n(Y )(Vzn)(so(X))—n( J(Vzn)(p(Y))
—(Vx®)(Y, Z) = (Vy®)(Z, X) — (V22)(X,Y)

=1(Z) {(Vxm((Y)) = (Vorym(X) + (Veeom (YY) + (Vyn)(e(X)) §
1Y) {(Vezym(X) = (Vxn)(¢(2)) + (Vzn) (9(X) = (Vo) (X) }

=n(X) {(Vyn)((2)) = (Vezym(Y) + (Verym(Z) = (Vzn)(o(Y)) §

= —2((Vx®)(Y, 2) + (Vy®)(Z, X) + (V22)(X,Y))
(Vo) @) ((2), X) + (Vo) @)X, 0(2)) + («J(X)@)
+(Vo2)®)(0(X),Y) + (Vo) @) (0 (Y),
+1(Z2)(Verrym)(X) = n(Z)(Vexyn)
1Y) (Ve(zyn)(X) + n(X) (Vo) (V) —

= “2((Vx®)(Y, 2) + (Vy®)(Z,X) + (V22)(X,Y))
+H(Ve) @) (0 (Y), Z) + (Vo) @)((2), X) + (Vip2)@) (0(X), Y)
(Vo)) (9(X),Y) +n(X) (Vo) (V) + (Y ) (Vz)n)(X)
(Ve @) (p(Y), Z) + n(Y) (Vo) (Z) + n(2)(Veon)(Y)
+H(Vem) @) (0(2), X) +n(2)(V Y)??)(X) (X)) (Vern)(Z)

+0(Z) (VoM (X) = n(Z) (Vo) (V) + 1Y) (Vexyn)(2)
1Y) (V) (X) + n(X) (Ve m) (V) = n(X)(Veryn)(2)

= —2((Vx®)(Y, 2) + (Vy®)(Z, X) + (V22)(X,Y))
+2 (Vo 2)(0(Y), Z) + (Vo) 2)(9(£), X) + (V2 @) (9(X), V)
+2 (N(X) (Ve (V) + 1Y) (Veam(2) + n(Z2) (V) (X))

= —26xyz {(Vx®)(Y. 2) = (Vo) @) (0(Y), Z) = n(Y)(Vexm)(£) }

oldugundan (5.53) esitligi elde edilmig olur. Islemler tersten yapildigida ise (5.53)
esitliginden (5.52) esitligi kolayca elde edilir.
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Bir hemen hemen Hermit manifoldu semi-Kaehler ve G; manifold ise bu mani-

folda (W, @ W3) smifindandir  denir [7].

Tanim 5.9. (M x R, J, h) manifoldu (Wy & W3) simfindan ise (M, ¢,&,n,9) mani-
folduna G1-semi-kosimplektik manifold denir [1].

Teorem 5.10. (M, ¢, &, n,g) manifoldunun G1-semi-kosimplektik olmasu i¢in gerek
ve yeter kosul

0P =0, on=0

(Vxe)(X) = (Vox) @) (9(X)) +n(X)Vex)§ = 0

esitliklerinin saglanmasidar.

Kamt. (M, p, €&, n,g) manifoldunun Gi-Sasaki manifold olmasi icin gerek ve yeter
kogul (5.38) esitliginin saglanmasidir. Diger yandan (M, ¢, &, n, g) manifoldunun
semi-kosimplektik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul 6® = 0 ve on = 0 olmasidir.
Boylece (M, p,&,n,g) manifoldu G;-semi-kosimplektik olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul bu ii¢ kogulun ayni anda saglanmasidir.

Bir hemen hemen Hermit manifold semi-Kaehler ve G5 manifold ise bu manifolda

Wy & W5 stmifindandir  denir [1].

Tanmim 5.11. (M x R, J, h) mnifoldu Wy @& W3 sinifindan ise (M, p,&,n,g) mani-
folduna Gy-semi-kosimplektik manifold denir [1].

Teorem 5.12. (M, ¢,&,n,g) manifoldunun Go-semi-kosimplektik olmasu i¢in gerek
ve yeter kosul

0d=0, on=0
Sxyz{(VxP)(Y,Z) = (Vox)®)(0(Y), Z) = n(Y)(Vexym(Z)} =0
esitliklerinin saglanmsaudar.
Kanat. (M, @, &, m,g) manifoldunun Go-Sasaki manifold olmasi igin gerek ve yeter
kogul (5.44) esitliginin saglanmasidir. Diger yandan (M, ¢, &, n, g) manifoldunun
semi-kosimplektik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul 6® = 0 ve dn = 0 olmasidir.

Boylece (M, p,&,n,g) manifoldu Gy-semi-kosimplektik olmasi icin gerek ve yeter

kosul bu ii¢ kogulun ayni anda saglanmasidir.
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Bir hemen hemen Hermit (M x R, J, h) manifoldu

Voot DX Mg ) = 5 (X ), (Xoa g IOV )
—h((X,aCZ),(Y,bjt))SF(X,a;i) (5.54)
h(I(Xa ), (VD )P, a;li))}

kosulunu sagliyorsa bu manifold (W, & W,) simifindandir denir [7].

Tanim 5.13. (M x R, J, h) hemen hemen Hermit manifoldu (W1 & Wy) sinfindan
ise (M, @,&,m, g) manifolduna nearly-trans-Sasaki manifold denir [1].

Teorem 5.14. (M, ¢,&,n,g) manifoldu nearly-trans-Sasaki manifoldu olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul her X,Y € x(M) i¢in

(Vx@)(X,Y) = —;n {9(X, X)62(Y) = g(X,Y)0P(X) + g((X),Y)n(X)dn}
(5.55)

ve
1

(Vxn)(Y) = — o

{9(0(X), (Y))dn + g(e(X),Y)0®(&)} (5.56)

kosullarini saglamasidar.

Kanit. (M, @, €&, n, g) manifoldu nearly-trans-Sasaki manifold ise (5.54) esitligi her

vektor alani igin saglandigindan 6zel olarak a = b = 0 alindiginda

(VixoF)((X,0),(Y,0)) = —21n{h((X7 0), (X,0))0F((Y,0))
—h((X,0),(Y,0)F((X,0))
—h(J(X,0),(Y,0)0F(J(X,0))}

_ _zln (9(X, X)50(Y) — g(X,Y)5B(X)
—g(p(X),Y) (6@(p(X)) — n(X)dn) }

ve (Vix,0F)((X,0),(Y,0)) = (Vx¢)(X,Y) oldugundan

(Vx®)(X,Y) = — ) {g(X, X)5B(Y) ~ g(X,V)60(X)

—9(p(X),Y) (08(p(X)) = n(X)dn)} (5.57)
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bulunur. (5.54) esitligi (X, %) ve (Y,0) vektor alanlarmma uygulandiginda

(Ve gy PG S0 000 = = (((X, ), (X, S )0F((Y,0)
d d
_h<(X7 dt)’(Y’ O))5F<<X7 dt))
d d
I . (V0)FUICX, §)))
(Vx®)(XY) + (Txn)(¥Y) = {(g(X, X) + D(62(Y) - 03)

—9(X,Y)(6%(X) — dn)
—9(p(X) = &£, Y)(6(p(X) — &) —n(X)dn)}

olur ve bu esitlikte (5.57) esitligi yerine yazilirsa

1

(Vxn)(Y) = o

(9(6(X), £(¥))3 + g(5(X), YI6R(E) + (Y )5B(p(X))) (5.58)
elde edilir. (5.58) esitliginde X = ¢ almirsa
(Ven) (¥) =0 (559)
olur. Ayrica (5.59) esitligi kullanilarak, (5.57) esitliginde X = ¢ almrsa
(Ve@)(6,Y) =~ {50(Y) — n(V)62(0)}
ve (Ve®)(£,Y) = — (Ven) (Y) = 0 oldugundan

0O(Y) —n(Y)o®(§) = 0

ve Y = p(Y) alindiginda
00(p(Y)) =0

bulunur. Bu ifade (5.57) ve (5.58) esitliklerinde yerine yazildiginda (5.55) ve (5.56)
esitlikleri bulunmusg olur.

Tersine (5.55) ve (5.56) esitlikleri saglansin. (5.56) esitliginde X = ¢ alindiginda
Vel =0
ve (5.55) esitliginde X = £ alindiginda

00(Y) = n(Y)o®(¢) =0
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bulunur. Ayrica son esitlikte Y = ¢(Y) alindiginda
6P (p(Y)) =0

elde edilir. Bu egitlikler kullanildiginda

d d
)

= (Vx®)(X,Y) = b(Vxn)(X) + a(Vxn)(Y)

(v(X,a(;lt)F)((X7 a

= —2‘;{9()@ X)6D(Y) — g(X,Y)6D(X) + g(o(X),Y)n(X)dn}

+21nb{g(¢(X), (X))o + g(p(X), X)6®(€)}
_2171@{9(90()(), p(Y))on + g(p(X),Y)5®(£)}

= 100 X)(Y) — (X, Y)5R(X) + g(p(X), Y )n(X)5n)
— o A=bg(X, X)dn + n(X)n(X)dn — 9(o(X), X)5(0)}
~ 5y 1ag(X, Y)on — an(X)n(¥)5y + ag(p(X), V)5(€)}

= —2171 (9(X, X) +a®) (6®(Y) — bon) + ;n (9(X,Y) + ab) (6B(X) — adn)

_ (9(p(X),Y) —an(Y) + n(X)) (62(p(X)) — ad®(§) — n(X)on)

2n
d d d

1
- {h((X’adt)’(X’&dt at))
d d

)
d
Y
g ) (Y0, m)
d

—h(J(X, dt),(Y,bS))gF(J(X,ajt))}

)SF((Y,b
—h((X,a ))OF((X,

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Bir hemen hemen Hermityen manifoldu (M x R, .J, h)'nun Kaehler 2-formu F

olmak lizere 6 Lee 1-formu

d 1 d 1
I(X,al) = SFU(X,a')) = (58(px)) —n(X)0n —asB(€))  (560)
olarak tanimhdir. Eger
dF = F A6 (5.61)

ise (M xR, J, h) hemen hemen Hermit manifolduna (W, @ W) sinifindandir denir

[7]. Ayrica M {lizerindeki w 1-formu

w(X) =0(X,0) = (06(p(x)) —n(X)dn) (5.62)

1
n
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olarak tamimlanir.

Tamim 5.15. (M x R, J, h) hemen hemen Hermit manifoldu (Wy @ W) sinifindan

ise (M, ¢,&,n,g) manifolduna hemen hemen -trans-Sasaki manifold denir [1].

Teorem 5.16. (M, ¢,£,n,9) manifoldu hemen hemen-trans-Sasaki manifoldu ol-

mast i¢in gerek ve yeter kosul

AP = d Aw (5.63)

ve

1
=, (3B(©)® — 20 A (50} (5.64)
esitliklering saglamasidar.

Kamit. (M, p,€&,n,g) manifoldu hemen hemen-trans-Sasaki manifold olsun. (5.61)
esitligi her vektor alan i¢in saglanacagindan, (5.61) esitligi (X,0), (Y,0) ve (Z,0)

vektor alanlarina uygulanirsa
dF ((X,0),(Y,0),(2,0)) = (FA0) ((X,0),(Y,0),(2,0))
esitliginden

do(X,Y,Z) = dF((X,0),(Y;0),(Z,0))
= (FA0)((X,0),(Y,0),(2,0))
= F((X,0),(Y,0)0(Z,0) — F((X,0),(,0))0(Y,0)
+F((Y,0),(£,0))0(X,0)
= O(X,YV)w(Z) — B(X, Z)w(Y) + B(Y, Z)w(X)
= (PAW)X,Y, Z)

elde edilir. (5.61) esitligi (X,0), (Y,0) ve (0, &) vektér alanlarma uygulandiginda

d

3dF ((X, 0), (Y, 0), (0, i

)) = 3d®(X,Y,0) — 2dn(X,Y) = —2dn(X,Y)

(FA6)((X,0),(Y,0),(0, 3)) = —,0@(O)P(X,Y)
0 (X5 (p(Y)) = n(Y)6(2(X))}

= — 1 0D()P(X,Y)
+12(nAp(09)) (X,Y)
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bulunur. Bu durumda (5.64) esitligi saglanmig olur.

Tersine (5.63) ve (5.64) esitlikleri saglansin.

BdF ((X,ag), (Ybgy) . (Z,¢4,))
= 3dD(X,Y, Z) — 2{cdn(X,Y) + adn(Y, Z) + bdn(Z, X )}

= 3(PAw)(X,Y,Z) — 12c{5<1>( )O(X,Y)—2(nAp(dP))(X,Y)}
on 20 {0Q()P(Y, Z) — 2 (n A p(69)) (Y, Z)}
5, 20{02()D(Z, X) —2(n A p(0®)) (Z,X)}
= <I>( YVw(Z) = @(X, Z)w(Y) + (Y, Z)w(X)
JO(X,Y) —2(nAp(6®)) (X,Y)}
12a{5<1>(€)<1>(Y,Z) 2(n A p(6®)) (Y, 2)}
(Z,X)—=2(n A p(6®)) (Z,X)}

= ié(X,Y){&I)(w(Z)) n(Z)on} — ,@(X, Z) {0@(p(Y)) — n(Y)on}

+,2(Y, Z2) {62(p(X)) — n(X)on}
+21n2c{5<1>(6)<1>(X, Y)=2(nAe(d®)) (X,Y)}
2, 20 {0D(E)D(Y, Z) — 2 (n A p(6)) (Y, Z)}
2 20{6P(&)P(Z,X) —2(n A p(69)) (Z,
)

LO(X,Y) = n(X) + an(Y)] [69(p(Z)) — n(Z)on — cd®(§)]
— 1 [®(X, Z) — en(X) + an(2)] [6®(e(Y)) — n(Y)dn — bdD(€)]
+ (@Y, Z) — en(X) + n(Y)] [0@(p(X)) — n(X)dn — adP(£)]

—~

(‘3

- (v (a8)) o)
o ((s0)- () ()
((02) () (58

- ran(se)-(02) (521)

oldugundan (5.61) esitligi saglanmig ve (M, ¢, £, n, g) manifoldu

hemen hemen -trans-Sasaki manifold olur.
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Bir hemen hemen Hermit (M x R, J, h) manifoldu

d d d d
df})’ (Zacdt» + (VJ(X,agt)F)(J(Y7bdt)a (Zacdt))

1 d d .. < d
SR ANy A

(Vixad)y F)(Y,0

dt

)

— h((X,aCZ), (Z’C;lt))gF«Y’bjt)) (5.65)

d d d
)T Y0b L)) )

d d.. - d
+ h((X,a ),J(Z,cdt))éF(J(Y,b }

— h((X,a SF(J(Z,c

dt dt>>

kogulunu saghyorsa (M x R, J, h) hemen hemen Hermit manifoldu (W, & Wy @& W))

smifindandir denir [7].

Tanim 5.17. (M x R, J,h) hemen hemen Hermit manifoldu (W, & Wy & W)
siafindan ise (M, @, &, 1, g) manifolduna quasi-trans-Sasaki manifold

denir.

Teorem 5.18. (M, p,&,n,9) manifoldu quasi-trans-Sasaki manifoldu olmasu i¢in

gerek ve yeter kosul her X,Y € x(M) igin

(VxB)Y.2) + (oo @)(oY), 2) +n(¥) (Vo) (Z) =
— 190X Y)00(2) - g(X, Z)50(Y)
~g(X, Y )) (5 (6(2)) ~ n(Z)on) (5.66)

+9(X,9(2))(02(2(Y)) = n(Y)dn)}
esitligini saglamasidar.

Kanat. (M, @, €&, m,g) manifoldu quasi-trans-Sasaki manifold ise (5.65) esitligi 6zel
olarak (X,0), (Y,0) ve (Z,0) vektor alanlari i¢in de saglanir: (5.65) esitliginin sol
taraf
(Vixo F)((Y;0),(2,0)) + (VixoF)(J(Y,0),(£,0))
d
= (Vx?)(V,Z2) + (V@(X),n()();t)F)((SO(Y)’U(Y)dt)> (Z,0))

= (Vx®)(Y, Z) + (Vo) @) (0(Y), Z2) + n(Y)(Vex)n)(£)

olarak hesaplanir. (X,0), (Y,0) ve (Z,0) vektor alanlar1 igin (5.65) esitliginin sag
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tarafl ise

—an{h((X’ 0), (¥,0))F'((2,0)) — h((X,0), (Z,0))sF((Y0))

~~

—h((X,0),J(Y,0))0F(J(Z,0)) + h((X,0), J(Z,0))6F(J(Y,0))}

_ _2171{9()(, Y)d®(Z) — (X, Z)50(Y)
—h((X,0), (p(Y),n(Y)

+h((X,0), (p(Z),n(Z

~—

_ —an{g(X, Y)6®(Z) — g(X, Z)60(Y)

—9(X, 0(Y))(0@(¢(2)) —n(Z)dn) + g(X, p(Z))(0®(p(Y)) — n(Y)on)}

oldugundan (5.66) esitligi elde edilmis olur.
Tersine (5.66) esitligi saglansin. (5.66) esitliginde Y = p(Y') ve Z = £ alindiginda

(Vxn) (V) + (Vooom @YD) = =y {9(X,¥)on = g(X, o ))36(6)
+n(X)op(p(Y)) = n(X)n(Y)on},
(5.67)

(5.66) esitliginde Y = o(Y) ve X = ¢ almdigimda
(Vo) (oY), Z2)4n(V)(Ven)(2)) =~ {(1(V)66(e(2)) ~n(Z)50(o(Y))}, (5.68)
(5.68) esitliginde Y = (Y) ve Z = ¢ almdigmda
(Ven(p(V)) = = {=00(¥) +n(¥)50(€)} (5.69)
ve (5.66) esitliginde X = Y = ¢ almirsa
~(Ven) (9(2)) = (Ve®)(€,2) = — ) {58(2) ~n(Z)02()}  (5.10)
bulunur. (5.66) esitligi kullamldiginda (5.65) esitliginin sol taraf

(Vix.a ) EN(Y, bi),(Z,ci))+ (Vixaa) F)IY, bi),(Z,ci))
= (Vx®)(Y, Z) — c(Vxn)(Y) +b(Vxn)(Z)
+(Vipx)—aemx) ) F)(((Y) — b8, n(Y)4),(Z.ci))
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= (Vx®)(Y, Z) = c«(Vxn)(Y) +b(Vxn)(Z)
H(V o)) @) (0 (Y) = b8, Z) = e(V o(x)agyn) (9 (V) = bE)
(YY) (Vier0-an)(2)

= (Vx®)(Y, Z) ( xn)(Y) + b(Vxﬁ)( )
HVen @) (e = b (Von) ¢(Z) — a(Ve@)(¢(Y), Z)
—ab(Ven) p(Z ) + GC(VW)( (Y)) + (Y)(Vso(X)n)(Z)
—c(Voen) ¢(Y) —an(Y)(Ven)(2)

olur. (5.66)-(5.70) esitlikleri kullanmildiginda (5.65) esitliginin sag tarafi

1 d d. < d d d. < d
—y (B((Xoa ) (Vb S DOF((Zie 1)) = h((X,a ). (Ze s DEF((Y:b)

d d.. - d d d.. - d
—h((Xsa ), J(Y.b D)OF(I(Zoe )+ h((Xoa ), J(Ze  )OF(I(Yob )}

= — L {(g(X.Y) + ab)(00(Z) — edn) — (9(X, Z) + ac) (60 (Y) — bdy)

2n
h((X.a ). (p(¥) b n(Y) R (o(2) — cEn(Z) )

F((X,a %), (p(2) — c&.0(Z) NFF(p(¥) e, n(¥) )}

_ _2171{(9()(, Y)50(Z) — cg(X,Y)on + abd®(Z) — abesy
—g(X, Z)50(Y) + bg(X, Z)0n — acs®(Y) + abedn
—g(X,p(Y) = bE) + an(Y)) (00(p(2) — c€) — n(2)om)
+9(X, p(2) = c€) + an(Z))(6D((Y) — b) — (¥ )om)}

= (X, Y)60(2) ~ g(X, Z)50(Y)
—g(X, p(Y)(OD((2)) = n(Z2)50) + 9(X, (2)) (00(p(Y)) — (¥ )dm)}

+,, {9(X.Y)dn = g(X, 9(Y))5D(€) + n(X)3®(o(Y)) = n(X)n(Y o}

+ ol [(Y)60(p(2)) — 0(2)58(4(Y)))

— o {=00(Y) +1(Y)52(6))

~ P 50(2) ~ n(2)50(0))

—;;{g(X, Z)on — g(X, 9(2))0®(€) + n(X)6®(¢(Z)) — n(Z)n(X)dn}
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= (Vx®)(Y, 2) + (Vo) @) (0(Y), Z) + n(Y)(V)n)(Z2)
—c((Vxn)(Y) + (Ve (e(Y)))
—a((Vxn)(Y) + (Veyn)(e(Y)))
+ac((Ven)((Y)) — ((Vsn)( (%))
+o((Vxn)(Z) = (Vexyn)(#(2)))
bulunur. Béylece (5.66) esitliginden (5.65) esitligi elde edilmig olur.
Herhangi bir hemen hemen kontak metrik manifoldun ® temel 2-formunun ko-
varyant tiirevinin sagladigi ozelliklere gore bir siniflamasi vardir. Bu siniflama ve bu

tiim smiflarin tanimlama bagmtilar: [3]'de verilmistir.

5.1 (G-Sasaki Manifoldlar

Caligmanin son adiminda, [3]’de verilen simflardan hangilerinin G1-Sasaki mani-

fold oldugu belirlenecektir.

Teorem 5.2. (', C3,Cy, Cs5, Cg, Cr, Cg sinaflarinda yer alan hemen hemen kontak

metrik manifoldlar G,-Sasaki manifold olurlar.

Kamit. Herbir C; simifinin (G;-Sasaki manifoldu olmasi i¢in gerekli olan

(Vxe) (X) = (Vox)®) o(X) +n(X)Ve(X)E =0 (5.71)

kosulunu saglayip saglamadig1 gosterilecektir.
Cy smifi: Cy simfinda her X, Y vektor alam i¢in (Vx®) (X,Y)=0ve Vnp=0
oldugundan (Vxp) (X) =0 ve Vx& = 0 olur. Ayrica (Vxp) (X) = 0 esitligi her X

vektor alan i¢in saglandigindan (X)) vektor alan igin de

(Vorxe) (9(X)) =0

olur. Bu egitlikler (5.71) de yerine yazilirsa egitlik saglanir. Boylece C) siifindan
herhangi bir hemen hemen kontak metrik manifold G;-Sasaki manifold olur.

C5 smift: 5 Smifindan bir hemen hemen kontak metrik manifold

(Vx®) (Y, Z) = (Vo) @) (9(Y), 2) =0, V=0 (5.72)
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esitliklerini saglar. Ozel olarak X =Y alindiginda

0=(Vx®)(X,Z) — (Vo)®) (p(X), Z2) = —g((Vxp)(X),Z)
+9 (Vo) ¥) (9(X)), Z)

ve g metrigi non-dejenere oldugundan

(Vxe) (X) = (Vo @) (X))

bulunur. Ayrica C5 smifinin tanim egitliginde Y = € ve X = ¢(X) alinirsa

(Vox)®) (&, 2) = —g (Vo) (€),Z2) =0

ve
P (Vox)€) =0, V=0

bulunur. Sonuglar (5.71) esitliginde yerine yazilirsa bu esitlik saglandigindan Cj
smifindan bir hemen hemen kontak metrik manifold G-Sasaki manifold olur.
(M, p,&,n,g) bir hemen hemen kontak metrik manifold olsun. Eger bu manifold

normal ise her X, Y vektor alani i¢in

(Vxe) (V) = (Voe) (0(Y)) +0(Y) V)6 =0

esitligi saglanir. Bu esitlikte X = Y alindiginda G;-Sasakian olma kosulu elde edilir.
Boylece her normal hemen hemen kontak metrik manifold G;1-Sasaki manifold olur.

Normal hemen hemen kontak metrik manifoldlarin simifi [3]
03@04@05@06@07@08

oldugundan bu smiflarda bulunan manifoldlar G;-Sasaki manifold olurlar.
Sonug olarak C @ C3® Cy b C5 & Cg b C7 @ Cy smiafinda yer alan herhangi

bir hemen hemen kontak metrik manifold G;-Sasaki manifoldu olur.
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