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Matematik tarihi ile ilgili eserlerde, Ebu’l-Vefd'min onuncu yiizyilda astronomi ile ilgili ¢aligmalarinin
yaninda diizlemsel ve kiiresel trigonometri konusunda da énemli ¢aligmalari oldugu ve 15’ aralikla siniis
cetveli hazirladigi ve bu degerleri bugiinkli yazum tarzina gore sekiz basamaga kadar dogru hesapladif
ifade edilir. Ancak bu eserlerde Ebu’l-Vefa’'mn (940-998) bu hesaplar nasil yaptigina dair bir aciklama
bulunmamaktadir. Bu galigmada, bu konuya bir agiklik getirmek amaciyla, Sali Zeki Bey’in (1864-1921)
Asar Bakiye isimli iinlii eserlerinin I.cild’inin "Ebu’l-Vefd 'nin Cedavel-i Misellesatiyesi” (Ebu’l-Vefd’nin
Trigonometri Cetvelleri) isimli boliimi bugiinkil yaziya cevrilip sadelestirildikten sonra Ebu’l-Vefd’nin sin 30/
ve sin 1° ye ait hesaplarinin bir degerlendirilmesi yapilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Ebu’l-Vefa, Salih Zeki, Trigonometri cetvelleri

ABU’L-WAFA’s TRIGONOMETRIC TABLES
ABSTRACT

In the works dealing with history of mathematics it is noted that in X. century Abu’l-Wafa al-Buzjani
[940-998] besides of astronomical studies had also important studies about plane and spherical trigonometry
and also made up new sine table for angles differing by 15, using the equivalent of eight decimal places. But
in these works there is no explanation how had Abu’l-Wafa calculated them. In this article, to explain this
subject, we have transcribed chapter named "Ebu’l-Vefa’ nin Cedavel-i Miisellesatiyesi” in Asar1 Bakiye I
written by Salih Zeki (1864-1921) and have simplified to todays Turkish and then have criticized Abu’l-Wafa’s
computing sin 30’ and sin 1°.

Key Words: Abu’l-Wafa al-Buzjani, Salih Zeki, Trigonometric tables

1. GiRig 2. EBU’L-VEFA 'NIN CEDAVEL-i i
MUSELLESATIYESI[2] (EBU'L-VEFA'NIN

Salih Zeki Bey, Asart Bakiye'nin birinci TRIGONOMETRI CETVELLERI)

cildinin "Ebu’l-Vefd’'nin Trigonometri Cetvelleri”
isimli boliimiinde 6nce Ebu’l-Vefd’'nin sin 30’ y1 nasil

hesapladigim1 , Ebu’l-Vefa'nin ”Kitabii'l Mecisti”
isimli eserinin Paris Milli Kiitliphanesinin ”Eski
Arap Eserleri” boliimiinde 1138 numara ile kayith
bulunan niishasina dayanarak, bugiinki dille ve
kisaltilmig bicimiyle, s6yle agiklamaktadar:

! Anadolu Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik B8liimii
E-posta: mureyen@anadolu.edu.tr

Gelig: 28 Mart 2002; Kabul: 08 Kasim 2002.

Ebu’l - Vefd oncelikle bir giris olmak lizere
”toplamlari ile farklar: doksan dereceden kiictik olan
iki yayin toplamlarinin siniisi ile blyiigiiniin siniisii
arasindaki farkin, yine biiyiigiiniin siniisii ile fark-
larinin siniisi arasindaki farkdan kiiciiktiir” teore-
mini tesis etmisdir. Diger bir deyigle toplamlan ile
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farklar1 doksan dereceden kii¢iik olan iki yay u, v ile
gosterildigine ve v < u olduguna gére Ebu’l - Vefd

sin(u + v) ~ sinu < 'sinu — sin(u — v)

oldugunu isbat etmigtir. Iste Ebu’l - Vefad’ nin
hesaplarina esas olan i¢deger formiili bundan
ibaretttir. Ebu’l - Vefa bu i¢ deger formiiliinii
agagidaki postiilata dayandirmistar.

'Baglangiclan ortak ve farklarn birbirine egit ve
herbiri ¢eyrek daireden kiigiik olan yani

u—v=v—1% t<v<u<9I0°

bulunan ¢ yaydan bitim noktalart baglangica
gbre daha uzakta bulunan u,v yaylarimin sinisleri
arasindaki fark, bitim noktalari baglangica daha
yakin olan v,t yaylarinin siniisleri arasmdaki fark-
dan kiiciik olur. Diger bir deyigle

sinu — sinv < sinv —sint

bulunur’

Ikinci olarak daire icine ¢izilmig diizgilin altigenin
kenar uzunlugu dairenin yaricapina esit oldugundan
bunu Ebu’l - Vefd 60 ciiz ile ifade etmis ve diizgiin
ongenin kenar uzunlugu da yangapm i (V5 — 1)
katina egit bulundugundan onu da hesapla

hamisec 37,41 55,20,129, 39

ile gGstermigtir.

Ebu'l-Vefa , 30 ve 18 derecelik yaylarn
siniislerini dogrudan dogruya bulmus ve bir yayin
siniisii bilindigine gére yarisinin siniistinii veren
formiil vasitasiyla da asagidaki yaylarin sintislerini
hesaplamigtir.

) () () ()
ORCRGRGE
@) () (2)

i§te bu yaylardan son ikisinin siniisleri Ebu’l
Vefd’ya gore agsagidadir:

. (15\°

Sin (-3—2> =

sin<—1—§)o =
32

dir.
Ugiincii olarak, herkesce bilinen fark formiilii
yardimiyla

(8- () (2

hamise® 0129127, 734119 (1)

hamise®® 0 351200 321 27,:29(2)

Anadolu Universitesi Bilim ve Teknoloji Dergisi, 3 (3)

= hamise‘%0,23,33,42,23,56

bulmugtur.

Dordiincii olarak asil maksad 30 dakikalik veya é—g—
derecelik yayin siniislinii belirlemek oldugu ve fakat
yukanida siniisleri hesab edilmis olan yaylar arasimnda
da farklar 12 ye esit iki yay bulunmadig icin bu
usulde dogal olarak devam edememis ve zorunlu
olarak ilk boéliimdeki i¢deger formiiliine miiracaat
etmigtir. Diger bir deyisle sin (35)°yi simirlayacak
ve miimkiin oldugunca birbirine yakin bulunacak
gekilde iki sinir aramigtir. Bu amacla once:

i lg0>' EO-{-—I— sin EO—sinlﬁo
S 32 S\ 32 3 [P\ 32 32

oldugunu, ikinci olarak da

sin (l(—j>o < sin (E)U + 1 [sin (1—5>0 — sin (12) 0}
32 32 3 32 32
bulundugunu gostermigtir
Iste Ebu’l - Vefs 30 dakika veya %—g derecelik yayin
sinlisiini bu suretle birbirine yakin iki sinir arasina
sikigtirdiktan sonra 30 dakikalik yayin siniisliniin

bir yaklagik degeri olmak iizere bu simirlarin orta-
lamasim almigdir ki bu da :

sin (1—(2)0 = sin (§>0 + 1 [sin <—1§)0 ~ sin (—1—2-)0]
32 32 6 32 32
den ibarettir.
Adi gegen zaten 33, 35
siniislerini evvelce hesaplamig oldugundan son
formiil vasitasiyla —;;g derecelik veya 30 dakikalik
yayin siniisii olarak asagidaki degeri bulmugtur:

18 12 (derecelik yaylarn

sin 30" =°%* 0,31/ 24,55/, 54,55

sin 30'nin altmig tabamna goére yazilmis bﬁ degeri
yarigap birim alindiginda ondalik kesirli degeri:

0,008726536672

dir ki ayn1 ondalik hanesine kadar olan gercek
degerinden :

0,000 000 001 174

kadar fazladir.

Bununla beraber Ebu’l - Vefa’'nin bu yontem ile
buldugu sin30’ nin degeri kendi zamamnda kul-
lamlan degerine gore daha ¢ok gergege yakindir.
Gergekten gerek Habeg el - Hasib ve gerek Bat-
tani’'nin  kullandigr cedvellerde yarim derecenin
siniisit %20, k231, ™¥¢ 24 olarak yazilmgdir
ki bu degerin gercek degerinden fazlasi on mi-
lyonda ikiden biiyiiktiir. Igte hicri dokuzuncu asir
baglangicinda yasamig olan Giyaseddin Cemgid’in
zamanina kadar garkda kullamlan trigonometri



Anadolu University Journal of Science and Technology, 3 (3) 379

cetvelleri Ebu’l - Vefd’min bu hesib: iizerine te’sis
edilmig idi. Ebu’l - Vefa kitabii’l - mecistisinin bir-
inci makalesinin beginci béliimiiniin sonunda , hesap
tarzim gostermeksizin dogrudan dogruya bir dere-
celik yayn siniisliniin degerini de yazmgdir ki adi
gegen deger :

Sinl° =% 1,,2,49,43,17,35

den ibaretttir.

sin 1° nin hesap tarzina gelince %

Bunun icin Ebu’l - Vefd Once ana kirigler adi
verilen 180°,120°,90°,72°,60°,45°,36° lik yaylarin
kiriglerini geometri yoluyla yaricapin kesirleri cinsin-
den hesidb etmigtir. Bundan sonra evvela siniisii
ve dogal olarak kosiniisii bilinen yaylarin siniisiinii
veren formiil vasitasiyla: 9° ve 15° icin

clizg,, 32,09, 00
ciz15,,32,44, 55

sin9° =
sin 15°

degerlerini bulmugtur.

Ikinci olarak siniisleri ve kosiniisleri bilinen iki
yayin toplami veya farkuun siniislinii veren formiil
ile:

sin(18° — 15°) = sin 3° =°¥* 2,,08,24, 34

degerini hesdb etmigdir.

Asil bir derecelik yayn siniisiinii ta’yine gelince
yukariki i¢ deger formiiliinii kullanabilmek igin
bir dereceye miimkiin mertebe yakin ve fark-
lar1 birbirine egit ii¢ yayin siniisiinii ta’yin etmek
gerektiginden evvela 3 derecenin siniisii vasitasiyla
bunun yarisi olan 1°30’ ik yayin ve ondan sonra
bunun da yansi bulunan 45’ mn siniisiinii hesab
etmigdir ve :

\ 4\° )
sin 45’ = sin <10 - (E) ) —ouz 0:47,07,21.,09: 30
bulmusgtur.

Uciincii olarak 9 derecelik yayin bilinen siniisii
vasitasiyla yarisi olan 4°30'min ve ondan sonra

bunun yarsi olan 2°15' min ve nihayet bunun da
yarist bulunan 1°7'30" nin :

(- (3))

= ciiz 1H 10// 40// 52// 24/! 00

sin(1°7'30")

sinlistinii bulmusgtur.
Dérdiincii olarak 15 derecenin siniisti vasitasiyla
7°30'" min ve ondan sonra 3°45' ve daha sonra

1°52’30" nin sinlisiinii ve nihayet

1 o
H Oo 11511 — : 10 - e
sin(0°56'15") sin ( (16) )
= °¥2(, 58,547,591
bulmugtur. Bu li¢ yaymn sinlisiinii bulduktan ve

bu ii¢ yaym aralarmdaki farki da (Z)° geklinde
birbirine egit isabet etdirdikten sonra bir derecelik
yayin siniisiinii hesab etmigtir.

Soyleki: evveld (Sekil 1) bir ¢ember iizerinde M
noktasindan itibaren :

MH=45=u , MZ=5615"=nu,

MC =1°7'30" = s

alinacak olur ise dogal olarak:

c
I
e
s
L L
ud Y
VBT S P M

olur.

Iste birbirine egit bulunan bu HZ, ZC yaylarim
U, L,ve N, D noktalariyla ii¢ egit pargaya boliinmiig
farz edelim. Bu halde parcalardan her biri ]—% dere-
celik bir yay olacagindan :

— —~ — 1 o 1 o

MN=MZ+ZN=1°—-| — — ] =1°

izean=r- (i) + () -
bulunur ve bundan dolay: bunun siniisii olan |NT|
uzunlugu da aramlan sinlisden ibaret olur. Simdi
gekilde goriildigu tizere boliim noktalarindan, M

noktasindan gegen cap ile CV iizerine birer dikme
inilecek olur ise

|ZS| - |HP| = |H'Z'|

2Giyaseddin Cemsid- zic-i hakani der-tekmil-i zic-i ilhani, Mirim Celebi, Diistirii’l-amel ve tashihii’l-cedvel
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farki, i¢ deger teoremi geregince DB dogrusu
tzerinde, birbirinden farkl li¢ kisma bolinmiig bu-
lunur ki bunun en biiylgi |H'U'| ve en kiigligi
|Z'L'| dir.Bu halde :

1
|Z'L'| < §|H’Z'|

olur. Diger bir deyigle:

|Z'B| + = |HZ|>|NB|

veya

|Z'B| + = IH’Z’I > sin1° (1)
ve bundan dolay: |Z’ B| veya |ZS| mikdarna
L |H'Z'| mikdan eklenince hasi] olan toplam |Z'B|+
|Z'L'| den ve haydi haydi |N'B| den biiyiik olur.
Benzer gekilde :

CV|~ 28] = |CD|

fark: da ii¢ farklh kisma boliinmiig olur ki bunun da
en blyiligi |Z'N'| veya |D'V’| ve en kii¢iigh {T'C|
dir. Bu halde :

VD] > %ICD’I

veya
1
Z'N'| > 3 1CD|

ve bundan dolay:

|2'B| +|2'N'| > |2'B| + 5 |CD|
veya )
3 |CD'|+|Z'B| < sin1° (2)

olur. i§te sin1° igin bir lst simr ve bir alt sinr
bulduktan sonra agagidaki hesdba devam olunabilir:

|Z'B| = sin(56'15") =** 015854, 07,/59,01

|H'B| = sin(45") ="** 047,07, 21,09, 30
|Z'B| - |H'B| = |Z'H'| =% 01114646, 49,31
ve

|Z H'| =% 0103551351 36130
ve
1
12'B| + 3 |2'H'| = 1:02,49.43:35,31 (1)

diger taraftan:

|CV’ = sin(107130”) —ciz 141040/ 521 34,00
|Z'B| = sin(56'15") =% 0,58/ 54,071 59,01
ICV|—|Z'B| = |CD'| =% 041146, 44, 34,59

Anadolu Universitesi Bilim ve Teknoloji Dergisi, 8 (3)

ve
ICD 1 =ciz 0”0311551134//51,,39

ve

]Z B|+ [CD | = =°4% 1,,021,49,/ 421 50,40 (2)

bulunacagindan (1) ve (2) geregince:

¢i21,,02,149, 43,35/ 31
ciz1,,02,49, 42, 50,40

sinl? <
sinl® >
ve bundan dolayr bu iki sinir arasindaki fark
¢%2(0),, 00,0000~ 44,51
ve yarst:
¢%20,,00. 00 00+ 221/ 25,30

olur ki bu fark iist simrdan gikarilir veya alt sinira
eklenirse:

sin 10 =Cﬁz 1//02/149//43/113/105:/30

veya yarigap birim olduguna gore:
sin1° = 0,017 452 406
bulunur.” 2]

3. DEGERLENDIRME

1) Salih Zeki Bey’in bu agiklamasinda dikkat
¢eken Gnemli bir nokta Ebu’l-Vefd’'min i¢ deger
formiiliini bir postiilata dayandirmasidir.  Siniis
ile ilgili toplam ve fark formiilleriyle kolayca ispat
edilebilen bu esitsizligi Ebu’l-Vefa neden postiilata
dayandirmigtir? sorusu akla gelmektedir.Eger
Ebu’l-Vefd’'nmin hesaplarini nakledenlerin bir hatasi
yoksa Ebu’l-Vefd’'nin bu formilii bir postiilata
dayandirmasinmin nedeni gu olabilir:

Toplam ve fark formiilleri bugiin sembollerle
ifade edilebildiginden ispat i¢in gerekli iligkiler ko-
layca goriilebilmektedir, buna karsiik daha cok
sozel galisan Ebu’l-Vefd ispat icin gerekli iligkileri
zihninde gbrememis ve dolayisiyla egitsizligi is-
patlayamadigindan postiilata dayandirmak zorunda
kalmugtir.

2) Ebu'l-Vefd'mn sin(3§)° 1§1n buldugu alt
sur, siniis egrisi fizerinde 5 (= (2£)°) ve
s (= (38)°) apsisli noktalarin belirledigi lineer
interpolasyon fonksiyonu olan

f(z) =1920 (sm (320) sin (37;4)) z+

30 (5sm (378r4) ésin (&))
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fonksiyonunun 3% (= (3£)°) noktasmdaki degeri

olan

T 2 .7 1.,

f3gg) = 3sin(ggy) +3einl5p)
= Sm(3g4) %(Sin(éﬁ)_sn@gi))
- (3] -l
dir.

r x
480 384 360 320

Benzer gekilde Ebw’l-Vefd'nin buldugu iist sinir da
siniis egrisi iizerinde apsisleri % (= ()°) ve
55 (= (3)°) olan noktalann belirledigi lineer in-

terpolasyon fonksiyonu olan

g(z) = 1920 (sin (384) _ sin (4’;0)) o4+

20 (4 sin (420) %Sin (3%2))

fonksiyonunun % (= (18)°) noktasindaki degeri
olan
w 4 o« 1, =«
g(géﬁ) = §Sm(f{8_4) - gsm(@)
1/, m . T
= sin (384) 5 (sm (—3-@) ~ sin (Zé'(—)))

15\° 1 12
= sin <£> + 3 <sin(l;13—g)° - sin(é—é)°>
dir. Ebu’l-Vefd’'nin buldugu deger bu iki interpo-
lasyon fonksiyonunun g% (veya(is)°) noktasinda

aldig1 degerlerin ortalamasidir.
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3) Simdi de Ebu’l-Vefd’min buldugu degerle 5,
555 Ve 335 noktalarinin belirledigi quadratik inter-
polasyon fonksiyonunun 5% noktasinda aldig degeri
kargilagtiralim:

Bu ii¢ noktamin belirledigi quadratik interpo-
lasyon fonksiyonu

322.602 m T, , T
hz) = — 5[ - 5= - 355) S0(ggg)
T T, ,T
2~ 590 (@ ~ 330) Sz
T T, .,
(z— 18—0)(13 - @) Sm(:‘ﬁ‘o)}
dir.
Bu fonksiyonun 5% noktasindaki degeri,
w 1 . 2 w
(360) = “§Sm(480) + 9 (384) g n(355)
=0, 00,,31,,24”55,,47”10
= 0,008 726 526 706
dir.
Bu yaklagik hesabin hatas::
h(ﬁ) gercek deger =~ 0,00 00 00,00, 06, 50
~ 0,000000008788
dir. Bu hata Ebul-Vefa’'min hatas1 ile

kargilagtirildiginda Ebu’l-Vefa’nin hatasinin daha
kiiciik oldugu goriiliir. Bu nedenle sin 30’
nin hesabinda Ebu’l-Vefd’min kullandigly yontem
quadratik interpolasyondan daha iyi bir yaklasik
deger vermektedir diyebiliriz.

4) Salih Zeki Bey, sin30’ i¢in Ebu’l-Vefd’nin
buldugu alt ve iist sinirlar1 dipnotta bugiinkii ce-
bir yardimiyla gostermektedir. Ancak giiniindeki
geometriyi iyi bilen Ebu’l-Vefad'nin hem sin 1° yi ve
hem de sin30’ y1 aym yontemle bulmus olmahdir.
Ciinkii Salih Zeki Bey’in agiklamasindaki iglemleri
yapabilen Ebu’l-Vefa'min i¢ deger formiliini ko-
laylikla ispatlamasi gerekirdi. Bu nedenle Ebu’l-
Vefd'nin her iki hesabi da geometrik yontemle
bulmug olmasi akla daha yakin gbriinmektedir.
Ciinkii sin 30" y1 hesaplamak igin , sin 1° de izledigi
yontemde sin 30’ igin yukanda buldugu agilari al-
mas1 yeterlidir.

5) sin30’ da oldugu gibi, Ebul-Vefd’'nin sin1°
igin buldugu alt sinir sinils egrisi {izerinde apsis-
leri 55 (= 56'15") ve %5 (= 1°7'30") olan nokta-
larin belirledigi lineeer interpolasyon fonksiyonunun

185 (= 1°) apsisili noktadaki degeridir.Gergekten s6z
konusu lineer interpolasyon fonksiyonu,
(T ‘
k(z) = sin (TSQ) +
16.60 w o 0
7 sin (160) o (@)] @~ 159)
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dir. Bu fonksiyonun 155 noktasindaki degeri ise,
™ . i
k(o) = o)+
16.60 s

Tr 121516 [Sin (116%) ~sin (ﬁi)]
1 . .
- () o () o0 ()
— €1 9 49 42 50,40

dir.
Ebu’l-Vefd'nin buldugu st smur da ben-

zer gekilde, siniis egrisi lizerinde 53'6(: 45") ve
&5 (= 56'15") apsisli noktalarin belirledigi lineer

interpolasyon fonksiyonu olan
{z) = sin (%6) +
=2 in (55) - o (335)] @ - 29
fonksiyonunun 55 (= 1°) noktasindaki degeri olan,
(555) === (55) *
16.60 . .
— 1w [ () - (2]

=4z 1 9 49 43 35 31

dir.

6) Salih Zeki Bey, Ebu’l-Vefd’nin sin 30’ y1 nasil
hesapladigimi agikladiktan sonra sin 1° nin yaklagik
hesabimi acgiklamaktadir. Bu anlatig sirasina goére
Ebu’l-Vefa sin 30’ nmin degeri yardimyla cos 30’ y1
hesaplayip, yarnim ac¢t formiiliinii bildigi igin, bunun
yardimiyla da sin1° yi hesaplayabilirdi.  Ben-
zer sekilde sin1° yi hesapladiktan sonra bunun
yardimiyla sin 30° yi hesaplayabilirdi. Ebu’l-Vefa bu
degerlerden birisini bulduktan sonra digerini yarim
aq formiliinii kullanarak veya kosiniis i¢in i¢ deger
formiilii yazarak bulabilirdi ve bazilarinda hatas
daha da kiiglik olabilirdi. Ancak metinden Ebu’l-
Vefd’nin bu yollar tercih etmedigi goriilmektedir.
Burada dogal olarak Ebu’l-Vefa neden bu yollar-
dan birisini izlememigtir sorusu akla gelmektedir.
Bu soruya cevap olarak gu sOylenebilir. Bu yol-
lart uygulamg olsayd: altmighk sistemde ¢ok sayida
kare ve karekok alma iglemi yapmak zorunda kala-
cakti, bu iglemlerin zorlugu yaninda bu iglemlerde
hassasiyet kaybolacaktt bu nedenle bu yollar ter-
cih etmemigtir denilebilir. Ancak Ebu’l-Vefd diger
hesaplarinda bu iglemleri sik sik kullanmakta ve
buldugu sonuclara glivenmektedir. Bu nedenle bu
diigiince dogru olamaz. Burada akla daha yakin ge-
len neden, iyi bir geometrici olan Vefd'nin geometri
agirlikh olan i¢ deger formiiliine hakim olmasi ve bu
formiilde sinirlar1 ¢ok iyi belirleyebilmesinin izledigi
yonteme kazandirdigy giizellik ve hassasiyettir.
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Ebu’l-Vefa alt ve iist sinirlar: belirleyebilmek icin
altmighk sistemde ¢ok sayida kare ve karekdk alma
iglemleri yapmig olmalidir. Bundan bagka sonuglarin
alt1 basamaga kadar dogru olmasi igin ilk degerlerin
cok fazla basamakla bulunmasi gerekmektedir.
Vefa’nin hangi basamakla hesaplamaya basladig ve
buldugu sonuglara hangi nedenle giivendigi merak
edilmeye deger bir konudur.
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