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ARASTIRMA MAKALES I /RESEARCH ARTICLE

OGRENCI BASARI NOTLARI ICIN ROBUST FAKTOR ANALIZI UYGULAMASI
Fikret ER', Harun SONMEZ?

(o4

Faktor analizi, yaygin kullanilan ¢ok ggkenli bir analiz tekrgidir. Faktor analizinin temelinde varyans-
kovaryans matrisi ve korelasyon matrisi hesaplanmasnasi bulunmaktadir. Asal hiEnler analizi, faktor analizi
icin ¢ok faydali sonuglar ortaya cikarmaktadir. Aykirgeterin bulundgu veri setlerinde, varyans-kovaryans
matrisi tahmini bulunurken aykiri gerlerden meydana gelen sapmalar, faktor analizini de etkilemektedir. Bu ¢a-
lismada varyans-kovaryans matrisi hesabinda kullanilan robust élciler ingelenguk dgiskenli bir veriye uy-
gulanan faktor analizine katkisi anallmistir.

Anahtar Kelimeler : MKD, Donoho-Stahel, Faktor analizi, Robust kovaryans matrisi, Asakebiler

AN APPLICATION OF ROBUST FACTOR ANALYSISTO STUDENT COURSE SCORES
ABSTRACT

Factor analysis is a frequently used multivariate analysis technique. The variance-covariance and correlatic
matrix play a fundamental role in factor analysis. Also principal components analysis provide useful information
for factor analysis. In the presence of outlying observations in a data set may influence the factor anaysis resu
since they may influence the estimation of variance covariance matrix. In this study, robust measures used for t
estimation of variance-covariance matrix is reviewed and a factor analysis problem, for a real life data set, is inve
tigated using these estimated matrices.
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1. GIRIS faktériin modeli olgturmasi séz konusudur. Faktor
analizi yaygin olarak bir ¢cok agermada kullaniimak-
Cok degiskenli istatistik analizlerinde asal bile- tadir. %, X, Xs,..., % degiskenlerinin m tane olasi
senlerin kullanimina siklikla rastlanmaktadir. Asal Fi,F,...,R, faktorleri ile izleyen istatistik modeli yar-
bilesenler analizinin temeli Karl Pearson ve Hotel- dimiyla iliskilendirildikleri varsaylimaktadir. Bu
ling’in yaptigi calsmalara dayanmaktadir. Genel model X=a:Fi+a:F:+....+anFnte, i=1,...,p, olarak
olarak asal bilgenler analizi, verinin 6zetlenmesi icin Yyazilmaktadir. Modelde yer alan;,X'inci degisken
kullanilabilecek bir kac dgusal kombinasyonun i¢in standartlgtirilmis puan, k,F,,...,F, m tane ortak
arsstirlmasi glemidir. Asal bilgenlerin bir baka fay- faktor, &,ap,...am faktor yikleri ve ger de Vinci
dasi da faktor analizinde gangic faktor yikleri  degiskene Ozgu faktor olarak ele alinmaktadir. Bu
olarak kullanima olanak vermesidir. Dolayislyla asal model i¢in gagidaki varsayimlar kabul edilmektedir.
bilesenler analizi hesaplamalarinda meydana gelen gel-
ismeler paralel olarak faktor analizini etkilemektedir. @) F,F,...,Fn ortak faktorleri ve her dgskene 6zgu
Ozellikle varyans-kovaryans matrisi tahmini hem asalfaktorler g,e,...,g'lerin hepsi birbirinden bamsizdir.
bilesenler hem de faktor analizi icin buyik bir 6nem b) Fi,F,...,Ry, ortak faktorleri sifir(0) ortalama ve bir(1)
tasimaktadir. Aykiri dgerler iceren veri setlerinde en standart sapmaya sahiptir.
kolay etkilenebilecek 6lgli birimleri aritmetik ortalama c) Degiskenlere 6zgu 6zel faktorlery,e,,...,8, sifir (0)
ve varyanstir. Yapilmasi gerekettem 6zellikle aykiri  ortalamaya sahiptir.
degerlerin bulundgu veri setlerinde bu gerlere kagi d) F,F,... R faktorlerinin  ortak dailimi  ¢ok
daha duyarli olabilecek tekniklerin kullaniimasidir. degiskenli Normal dgilimdir.
Son yillarda varyans-kovaryans matrisi tahmininde
kullaniimak Uzere bazi robust teknikler 6neritini Faktor analizi modeli icin daha ayrintili bilgiler
Manly (1994), Mardia vd., (1994), Everitt ve Dunn
Calsmada bu teknikler kisaca ele alinacak ve yeni(1999), Tatldil (1996) ve Johnson ve Wichern
teknikler kullanarak elde edilen varyans-kovaryans (2002)'den elde edilebilir. Daha 6nce de belirgildi
matrislerinin gercek bir veri set izerinde faktor analizi gibi faktor analizi modelinin temelinde yer alan vary-
bakimindan ne tir etkiler yaraitincelenecektir. Fak- ans-kovaryans matrisi i¢in kullanilabilecek robust tek-
tor analizinde bgangi¢c katsayilarinin hesabinda asal nikler izleyen bolimde ele alingtir. Robust faktor

bilesenler analizi tekrgi kullaniimistir. analizi bu teknikler yardimiyla hesaplanan varyans-
kovaryans matrislerinin kullaniimasi ile uygulanabilir

Temel olarak asal bgenler analizinde x X, (Pison vd., 2003, Croux ve Haesbroeck, 2003). Son
Xs,..., X% degiskenleri izleyen ozellikleri tayacak se- bolimde @renci bagari notlari Gzerinde faktor analizi
kilde yeni bir ¥, ¥, V3,...., } Setine dongturilir, bu argtirmasinda robust varyans-kovaryans matrisi
Ozellikler, hesaplamalarinin etkileri faktor yutk grafikleri kul-

lanilarak yorumlanngtir.
a) Her bir y, xlerin dgrusal kombinasyonlaridir,

YimaiXi+aXot. .. +8pXp. 2. ROBUST VARYANSKOVARYANS
b) a katsayilarinin kareleri toplami (j=1,2,...,p) bire MATRISI HESABI
esittir, Za§ =1.

Robust kovaryans matrisinin elde edilmesi icin ¢e-
sitli teknikler bulunmaktadirizleyen tg¢ alt bolimde
siraslyla Donoho-Stahel, Minimum Kovaryans Deter-
minant (MKD) ve M tahmini teknikleri kisaca acik-
lanmstir.

C) Y1, - ile korelasyonsuz, olasi butiingosal kom-
binasyonlar en yiksek varyansa sahiptir.

Yeni olwturulan p adet dgsken orijinal
degsiskenlerin birbirleri ile ilgkisiz ve azalan varyansa
gore siralanmgidénigimleridir. Bu ¢ok genel bir tek- .
niktir ve ilgilenilen deiskenlerin analizle ikkili 2.1 Donoho-Stahel Teknigi
degsiskenler olmasi varsayimi ginda bir varsayimi L
gerektirmez dolayisiyla test edilebilecek herhangi bir  Donoho-Stahel tahmincisi bir tartortalama ve
hipotezde bulunmamaktadir. Temel olarakigkenler ~ tartili kovaryans matrisi olarak tanimlanir. Her nok-
grubunun daha farkli, daha kolay bikilde yeniden ~t@nin tartisi bir aykirilik olggnin fonksiyonudur.
sunulmasislemidir (Johnson ve Wichern, 2002). Aykirilik dlcegi r, eger bir nokta cok déiskenli aykiri

deger ise bu noktanin tek gigkenli bir aykiri dgerde

Genel faktor analizi modeli, p tane gitgenin olacazini gosteren, verinin tek-boyutlu bir projeksi-
daha az sayida indisler ya da faktorler ile temsil edil-Yonununda  bulund  fikrine  dayanmaktadir
mesidir. Bu konu ile ilgili ilk gelmeler Charles (MaronnaveYohai,1995). X=(xl,x2,...,xn)T,D”‘de
Spearman’a aittir. Ogsik tipteki test sonuclari arasin- . . .
daki korelasyonlar Uzerinde g@n Spearman, gézlem- N tanenoktakiumesi oldugu varsayilsinHer x; noktasi
lenen korelasyonlarin sonuclar icin verilecek basit bir jcin aykirilik r deseri Az{aDD P |||aj|=]} iken aldA
model ile tanimlanabilegai gostermgtir (Spearman, T o : B
1904). Faktér analizi modelinde korelasyon matrisi Yonunun asagidakigibi hesaplannsiile elde edilir :
kullanilabilecgi gibi varyans-kovaryans matrisi de
kullanilabilir. Faktoér analizinde az sayida birka¢ ortak
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w; tarti (weight) dgeri Eslﬂlk (2)'de verilen aykirilik
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aj = —19.71879

Fonksiyondaa2 = 82.30453
a3 = -105.45267
a4 = 42.86694

olmaktadir. Duzeltme katsaypserbestlik dereceli ki-

kare dagiliminin 0.95’inci kantilinin kare kokuduir.

Konum ve sacilim i¢in {(X),V(X))) Donoho-Stahel

tahmincisi izleyen formallerdeki gibi tanimlanir (In-
sightful, 2002).

i=1 , (3)

iwi (Xi _t)(xi _t)‘

V=V(X)=
> w
E (4)

Donoho-Stahel Tekpi ile iIinIi daha ayrintili
bilgi (Maronna ve Yohai, 1995)'den elde edilebilir.

2.2 Minimum Kovaryans Determinant Teknigi
(MKD)

Konum ve kovaryans icin en ki¢ik kovaryans de-
terminant tahmincisi Rousseeuw ve Van Driessen

(1999)'in gerceklgtirdikleri algoritma yardimi ile
argstirilabilir. Bu algoritma temel olarak bir C-

Adimina ihtiya¢ duymaktadir. Bu adimda MKD Tek-

nigi icin yaklasik bir dezer verildiginde daha kuguk
determinanta sahip bir e yaklgima ulgmak
mumkun olmaktadir.

Algoritmanin C adimisu sekilde gerceklgirebilir.

X = (X, %,+,X,,) ", OP’de n tane nokta kiimesi
olsun. H, D{l...,r} ‘Hj‘zh, ve

olarak ele alinggnda, g¢er det(S) # 0 olarak ortaya
cikiyor ise

d,0)=y(x -7, ) s -)) (7)

uzaklgl hesaplanir. Daha sonra daflye en kugik
uzakliklara sahif tane nokta yardimiyla

yeni bir Hy, alt kiimesi olgturulur. Bu glemden sonra
det(S.1) < det(S) olacaktir. Bu gitli gin gecerliligi ise
Tj+1= T; ve §1 =S olmasina bgidir.

Veri setinin ve dgisken sayisinin fazla olgu du-
rumlarda MKD Tekngi, Donoho-Stahel Tekpgine
tercih edilir. MKD Tekngi ile ilgili daha ayrintili bilgi
Rousseeuw ve Van Driesen (1999), Insightful
(2002)'dan elde edilebilir.

2.3 M Tahmini Teknigi

X = (X, %,,++,X,)", OP’de n tane nokta kiimesi
olsun. Cok dglskenll konum vesekil parametresi icin
bir S-tahmini sirasiyled vektori veC'nin 8§agldakl

esitli ge dayali olarak determinantini en kugukle;(ém
pozitif tanimh simetrik matristir (Huber,1981).

nli/{kx -

Esitlikteki O :[( -t)'C "t]% ve pda
[O,oo) aralginda azalmayan bir fonksiyondur. Fonk-
siyonu c,’da maksimum bire ulan bir fonksiyondur.
b, katsayisi 0.45’esé olarak seilen r kirllma noktasi-
na goreb, =rp{c olarak secilir.c katsayisiC 'nin
tahmini é’yl cok desiskenli normal dgilim var-
sayimi altinda tutarli yapacagekilde segilir, bunun
anlami E(o(d/c))=b, olmasidir.ifadedeki beklenen
deser p serbestlik derecesi ile ki kare glaminda

hesaplanmaktadir. Burad&j =d;/c olarak tanim-

landginda, istenen S-tahmini ayni zamanda, (

C)nin tartih ortalama ve varyans kovaryans it-
erasyonlari

-

(9)
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icin  bir ¢6zim olur. Etliklerdew(a)zw(a)/a,

(10)

w(&)zp’(a),u(a)zaw(a) olacaktir. M Tahmini
Teknigi ile ilgili daha ayrintili bilgi Rocke
(1996)’den elde edilebilir.

3. UYGULAMA

Istatistik Boliminde grenimini tamamlany
29 @srenci icin belirli derslerdeki bari notlari -
zerinde bir uygulama yapilgtir. Ilgilenilen dersler
3 balik altinda toplanmaktadir. Bunlar secikmni
bazi temel istatistik dersleri, matematik dersleri ve
bilgisayar dersleridirIlgilenilen dersler konu ba
liklar1 sirasina goére, Olasilik, Ornekleme, Deney
Tasarimi, Temelstatistik, Matematikselstatistik,
Bilgisayar 1, Bilgisayar 2, Bilgisayar 3, Calculus,
Analiz ve Matrisler Kurami’dir.

Analizin ilk asamasi olarak Donoho-Stahel,
MKD ve M teknikleri kullanilarak varyans-
kovaryans matrisleri okturulmustur. Hesaplama-
larda R For Windows 1.2.0 kullanilgtir. Daha
sonra elde edilen bu matrisler kullanilarak faktor
analizi modellemesi gerceklgrilmistir. Ayrica
klasik varyans-kovaryans matrisi yardimiyla da
faktor analizi uygulamasi gercekteilmistir. Bas-
langi¢ faktor yuklerinin belirlenmesinde asal bile-
senler analizi kullaniimgtir. Genel olarak 3 faktor
elde etmeye c¢ahlmistir. Csitli varyans-kovaryans
matrislerine gore elde edilen faktor katsayi yukleri
Tablo 1'de verilmgtir. Ayrica kolaylik olmasi
amaci ile bu gamada veri Uzerinde herhangi bir
faktor doéndurmesisilemi uygulanmansgtir. Ihtiyag
goruldiginde bu dondirme de kolaylikla uygu-
lanabilir. Butln teknikler 1. faktor bakimindan top-

lam varyansin aciklanmasina yuksek katkida bu-

lunmaktadir. Fakat Tablo 1'e bakigdnda her bir
teknige gore 1. faktor icinde yer alanglgkenlerin
katkilar1 farkli ortaya cikmaktadir. Bu da, veri
setinin d@al yapisinda bulunan géi aykiri de-
gerlerle tekniklerin bga ¢ikma gucund ortaya
koymaktadir.

Tablo 2'de hesaplanan faktorler icin agiklanan
varyans oranlari sunulngtur. Bu oranlara bakarak
Ozellikle 1. faktor icin Donoho-Stahel telgmin
varyans aciklanma oranini gér tekniklere goére
daha yuksek verdini gormek mumkuandur.

Bu iki tablodan sonra her bir teknik i¢in faktor
yuk grafikleri de cizdirilebilir. Grafikler yukaridaki
tablolardaki siraya gorgekil 1, Sekil 2, Sekil 3 ve
Sekil 4’'te verilmigtir.

4. SONUG

Uygulama bélumunde verilen sonuglarin genel
bir deserlendirmesi yapilirsa, varyans-kovaryans
matrisi hesabinin faktér analizine uygulanmasinin
¢cok da zor olmadgu kolaylikla gorulebilir. Ayrica
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kullanilan veri seti analizi sonucuna godre de
Donoho-Stahel Tekgi ile hesaplanan varyans-
kovaryans matrisine dayali olarak glurulan g
faktorin genel daéskenligin %75'ni olusturdugu
gorulebilir. Oysa ki bu deer klasik analizde %61,
MKD Tekniginde %65 ve M tahmini Tekpinde
%60 olarak gercekimistir. Calismada elde edilen
sonuclar bu ardirmada kullanilan veri i¢in geger-
lidir. Baska aratirmalarda ve veri yapilarinda fark-
[ sonucglara ulgglmasi mumkunddr. Onemli olan,
bu argtirmada da oldgu gibi, hesaplamalari ko-
laylikla yapabilecek ¢ok daha modern tekniklerin,
faktor analizinde kullaniimasiyla farkli, belki de
argtirmanin yapisina daha uygun sonuclar elde
edilebilecginin gosterilmesidir. Argtirmacilarin
veri analizi tekniklerini uygularken, gunimiz
degisen dunyasinin hareketliliklerinin veri Gizerinde
yapacg&! olumlu ve olumsuz etkileri géz o©nune
alarak, faktor analizi ya da asal Bigmler analizi
gibi ¢ok deiskenli analiz tekniklerinde robust
olarak siniflanan varyans-kovaryans matrislerini
kullanmalari faydali olabilir.

KAYNAKLAR

Croux, C. ve Haesbroeck, G. (2003). Principal Com-
ponent Analysis Based on Robust Estimators of
the Covariance or Correlation Matrix: Influence
Functions and Efficiencies.
http://ideas.repec.org/p/fth/gemame/9908.html.

Everitt, B.S. ve Dunn, G. (199%ypplied Multivariate
Data AnalysisEdward Arnold, Great Britain.

Huber, P. J. (1981Robust StatisticdiNew York, John
Wiley & Sons.

Insightful Corporation (2002)5-Plus 6 Robust Library
User’s Guide Seattle, United States.

Johnson, R.A. ve Wichern, D.W. (2002pplied Mul-
tivariate Statistical Analysis Fifth Edition,
Pearson Education Int., New Jersey.

Manly, Bryan F. J. (1994)Multivariate Statistical
Methods : A Primer2nd ed., Chapman & Hall,
London.

Mardia, K.V., Kent, J.T. ve Bibby, J.M. (199Multi-
variate Analysis Nineth Printing, Academic
Press Limited, Great Britain.

Maronna, R. A. ve Yohai, V.J., (1995). The Behavior
of the Stahel-Donoho Robust Multivariate Esti-
mator.Journal of American Statistical Associa-
tion 90, 330-341.

Pison, G., Rousseeuw, P.J., Filzmoser, P ve Croux, C.
(2003). Robust Factor Analysidournal of Mul-
tivariate Analysis34 (1), 145-172.

Rocke, D.M. (1996). Robustness Proporties of S-
Estimators of Multivariate Location and Shape
in High DimensionAnnals of Statistic24 (3),
1327-1345.



Anadolu University Journal of Science and Technology, 7 (1)

Tablo 1. Tekniklere Gére Faktor Katsayi Yukleri

15¢

Klasik

e Al Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3
Olasilik 0.652 -0.103

Ornekleme 0.599 -0.337 -0.460
Deney Tasarimi G816 -0.183 0.574
Bilgisayar | 0.583 0.350

Bilgisayar |l 0.427 0.598 -0.162
Bilgisayar |l 0.712 0.414 0.139
Calculus 0.813 0.150

Analiz 0.860 -0.220 0.153
Matrisler Kurami 0.497 -0.471 -0.213
Temellstatistik 0.803 -0.243 0.158
Matematik.Istatistik 0.788 -0.204
Donoho-Stahd Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3
Olasilik 0.758 0.321 0.275
Ornekleme 0.539 0.201 0.350
Deney Tasarimi 656 -0.392

Bilgisayar | 0.716 0.302 -0.494
Bilgisayar |l 0.524 0.562 0.119
Bilgisayar lll 0.810 -0.164 -0.258
Calculus 0.941 0.221 -0.100
Analiz 0.920

Matrisler Kurami 0.608

Temellstatistik 0.877 -0.515

Matematik.Istatistik 0.922 0.395 0.222
MKD Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3
Olasilik 0.649 0.290 -0.130
Ornekleme 0.468 0.179 0.668
Deney Tasarimi Q75 0.548 -0.309
Bilgisayar | 0.453 -0.354

Bilgisayar |l 0.632 -0.522 0.244
Bilgisayar Il 0.712 -0.254
Calculus 0.764 -0.111 -0.251
Analiz 0.876 0.150 -0.110
Matrisler Kurami 0.483 0.406 0.530
Temellstatistik 0.766 0.343

Matematik.Istatistik 0.886 -0.420

M Tahmincisi Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3
Olasilik 0.656 0.103
Ornekleme 0.591 -0.339 -0.451
Deney Tasarimi G856 -0.164 0.545
Bilgisayar | 0.588 0.356

Bilgisayar |l 0.442 0.592 -0.190
Bilgisayar Il 0.715 0.400 0.163
Calculus 0.817 0.156

Analiz 0.862 -0.214 0.128
Matrisler Kurami 0.496 -0.478 -0.219
Temellstatistik 0.818 -0.240 0.207
MatematiklIstatistik 0.789 -0.219
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Tablo 2. Tekniklere Gore Faktorlegin Aciklanan Varyans
Oranlari
Klask
Faktor Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3
Analiz
Varyans
Orani 0.4387606 0.1062439 0.0670315
Donoho- N . n
Stahel Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3
Vg%?]’l‘s 0.5871936 | 0.1100427  0.0530953
MKD Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3
Varyans
Orani 0.4356942 0.1196164 0.0962089
M Tah- N . n
s Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3
Varyans
Orani 0.4460105 0.1044274 0.0665384

08

00 04

analiz

04 00 04

04 00 04

deney

Sekil 1. Klasik Faktor Analizi Varyans Kovaryans Matrisine Sekil 4.
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Sekil 2. Donoho-Stahel Varyans Kovaryans Matrisine Gore
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Sekil 3. MKD Varyans Kovaryans Matrisine Gore Faktor
Analizi I¢in Faktor YUk Grafii
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