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KAYIP GOZLEM OLDUGUNDA KiTLE ORTALAMASININ TAHMINi
Esra SATICI !, Cem KADILAR

0z

Bu ¢alismada, kayip gozlem olmasi durumunda kitle ortalamasina iliskin, Singh ve Horn (2000),
Singh ve Deo (2003) ve Rueda vd. (2005) tarafindan sunulan tahmin ediciler incelenmis ve bunlara
alternatif iki yeni tahmin edici Onerilmistir. Onerilen tahmin edicilerin Hata Kareler Ortalamalari
(HKO) bulunarak onerilen tahmin ediciler Singh ve Horn (2000), Singh ve Deo (2003) tahmin edicil-
eriyle karsilastirilmistir. Elde edilen kosullar altinda onerilen tahmin edicilerin daha etkin oldugu
gdzlenmistir.

Anahtar Kelimeler : Kayip gozlem, Hata kareler ortalamasi, Yardimei degisken bilgisi.

ESTIMATION OF THE POPULATION MEAN WHEN SOME OBSERVATIONS
ARE MISSING

ABSTRACT

In this paper, the estimators in Singh and Horn (2000), Singh and Deo (2003) and Rueda et al.
(2005) are investigated in the case of missing data and two new estimators alternative to these estima-
tors are proposed. The mean squared error expressions (MSE) for the proposed estimators are obtained
and compared analytically with MSE of the estimators in Singh and Horn (2000) and Singh and Deo

(2003). By this way, we show the efficient condition for the proposed estimators.

Keywords: Missing data, Mean square error, Auxiliary information.

1. GIRIS

Kayip gozlem 1970’lerden bu yana tartigi-
lan bir problemdir. Cesitli alternatif yaklagimlar
gelistirilmesine ragmen, bircok ¢alismada kayip
gozlemler silinmekte ve geriye kalan eksiksiz
gozlemler iizerinden istatistiksel analizler uygu-
lanmaktadir. Bu yontem, bazi arastirmalarda
“amputasyon” olarak adlandirilmaktadir. Bu du-
rum sadece dnemli bilgilerin kaybina degil, ayni
zamanda Orneklem biiyiikligiiniin kii¢iilmesine
neden oldugundan tahminlerin giivenilirliginin
azalmasina, yanin artmasina neden olmaktadir.

Kayip gozleme yaklasim 4 ana basglk
altinda toplanabilir (Little ve Rubin, 2002): Yu-
karida bahsedilen amputasyon ydnteminin

yaninda, agirliklandirilmis yontem, imputasyon
ve model tabanli ¢oziimlemeler de mevcuttur.
Agirliklandirilmis  yontem, cevapsiz  birimin
agirliginin degistirilmesi esasina dayanir. Model
tabanli ¢oziimler de, gozlenen veriler {izerinden
olusturulan modele gore kayip gozlemlerin ta-
mamlanmasidir. Buna karsilik, imputasyon tek-
nikleri, kayip gozlemin tahmini ile tam veri
kiimesi olusturarak bilinen klasik istatistiksel
yontemlerin uygulanmasina olanak saglamakta-
dir. Cok sayida imputasyon yontemi Oner-
ilmistir: Orneklemdeki diger gézlem degerlerini
kullanan “hot-deck imputasyonu”, cevaplilarin
olusturdugu alt 6rneklem ortalamasini kullanan
ortalama imputasyonu ve regresyon modelinden
tahmin degerleri elde eden regresyon impu-
tasyonu bunlardan baglicalaridir. Ayrica bu tekli
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imputasyon yontemlerine karsilik, herbir kayip
deger icin birden fazla deger iireterek alternatif
tam veri kiimesini olusturma esasina dayanan
coklu imputasyon yontemi de mevcuttur.

Bu calismanin 2. boliimiinde son yillarda
Singh ve Horn (2000), Singh ve Deo (2003) ve
Rueda vd. (2005) tarafindan literatiire kazandiri-
lan tahmin ediciler incelenmis; 3. boélimiinde
onerilen tahmin ediciler tanitilarak literatiirdeki
tahmin edicilerle etkinlik yoniinden karsilagtir-
mis ve 4. boliimiinde ise yapilabilecek yeni ¢al-
1smalar i¢in 6neride bulunulmustur.

2. LITERATURDEKI TAHMIN
EDICILER

Ornekleme kuraminda, ilgilenilen degisken
ile ilgili kitle Kkarakteristikleri tahmininde,
ilgilenilen degisken ile iliskili bir baska
degisken (yardimci degisken) bilgisini kullan-
mak tahmin giivenilirligini artirmaktadir. Kayip
gbzlem olmast durumunda kitle ortalamasi tah-
mini ile ilgili literatiirde yer alan calismalari,
yardime1 degisken kullanma ve kullanmama,
yardimc1 degiskende de kayip gozlem olmasi
veya olmamasi seklinde smiflandirmak mim-
kiindlir. Bu siniflandirmada yardimci degisken
bilgisi kullanilmadan kitle ortalamas1 tahminine
iligkin ¢alismaya Gamrot (2007) 6rnek verile-
bilir. Singh ve Horn (2000), Singh ve Deo
(2003) ve Rueda vd. (2005) tarafindan yapilan
caligmalar ise kayip gdézlem olmasi durumunda
yardime1 degisken bilgisi kullanilarak kitle orta-
lamasi tahmin edicisi elde etmeye yonelik ¢al-
igsmalardan bazilaridir. Fakat Singh ve Horn
(2000), Singh ve Deo (2003) yardimct
degiskende kayip gozlem olmadigin1 var-
sayarken, Rueda vd. (2005) yardimci degiskende
de kayip gozlem olmast durumunu dikkate alm-
stir.

Sonlu N birimli kitleden, yerine koymadan
basit rasgele ornekleme ile »# birimlik drneklem
¢ekilsin. Cevapli birimlerin yer aldig1 kiime 4 ve
cevapsizlarin kiimesi 4 olsun. Buna gore ele-

man sayisi 7 olan A4 kiimesinde, her i€4 i¢in y;

degeri gozlenmektedir. Bununla birlikte, i€A4”
birimi i¢in y; degeri kayiptir ve bu birimler i¢in
imputasyon yontemine bagvurulabilir.

Ortalama imputasyon ve oransal impu-

tasyon yontemlerine gore kitle ortalamasi tah-
min edicileri sirasiyla asagida verilmistir:

1 r
Vu ==V (1)
roiz
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Burada, X, = (l/n)Zx. , X, = (l/r)Zx

1 r
i=1 i=1

ve y, =(1/ r)zr: », gostermektedir.

i=1

X yardimecr degisken bilgisini kullanan
Singh ve Horn (2000) ve Singh ve Deo (2003),
ortalama ve oransal imputasyon yontemlerinden
faydalanarak, sirasiyla asagidaki imputasyon
yontemini ve buna baghi olarak ilgilenilen
degiskenin kitle ortalamasi (Y ) tahmin edici-
lerini 6nermislerdir:

my;

—+(1—y)l3xi, ied
Y= r 3)
(1-7v)bx,, ie A°
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Yo =YY, +(1=7)y, = )
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Burada y,, cevapli birimlerin olusturdugu 4
kiimesindeki ilgilenilen degiskenin Orneklem
ortalamasini, X, A kiimesindeki yardimci
degiskeninin o6rneklem ortalamasmi; X, , yar-
dimci1 degiskenin # birimli 6rnekleminin ortala-
masint; l;:)_/r /)_Cr; a ve vy, tahmin edicilerin,
Hata Kareler Ortalamalarini (HKO) en kiiglik-
leyen sabitleri gostermektedir.

Singh-Horn ve Singh-Deo tahmin edicil-
erini (Y Ve Ygp ) en kiigikleyen sirasiyla v, ,

o, degerleri ve bunlara bagli olarak en kiigiik
HKO esitlikleri asagida verilmistir:
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C, _ 11
Yopt =1_pC_:>HK0mm(ySH): ;__ o

X
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G =P = HKO,,,(¥gp) = TN

X

c o,
Burada C_=-—= ve C,6 =—, sirasiyla yar-
X Y ey
dimci1 degiskene ve ilgilenilen degiskene ait kitle
e L2 2
degisim katsayilarini; 6. ve G, swrasiyla yar-
dimci degiskene ve ilgilenilen degiskene ait kitle

varyanslarmi; p = kitle i¢in yardimeci

GO
x>y
degisken ve ilgilenilen degisken arasindaki iligki

ny . .
katsayisini ve B =-—- Kkitleye ait regresyon

X

katsayisini gostermektedir.

Bu iki tahmin edicinin etkinlik yoniinden
birbirlerine gore {stiinliikkleri yoktur, HKO
ifadeleri esittir. Fakat bu iki tahmin edici de, (1)
ve (2) de sirasiyla verilen ortalama ve oransal
tahmin edicilerine gore daha etkin tahmin edi-
cilerdir (Kadilar ve Cingi, 2008).

Uygulamada  her zaman ilgilenilen
degiskene iligkin tam gdzlem yapilamadigi gibi
yardimci degiskene iligkin de tam gozlem yapi-
lamayabilir. Yardimci degiskende kayip gozlem
olmasi durumunda, ¢ekilen s 6rneklemini, s;, s,
ve s3 olmak iizere ii¢ pargada inceleyebiliriz.
Buna gore, (n-p-r) birimli s; 6rneklem parcas-
inda, tam gozlemin elde edilebildigi varsayil-
maktadir. p birimli s, 6rneklem parcasinda yar-
dimc1 degiskene ait gozlemler elde edilebilir.
Fakat ilgilenilen degiskende buna karsilik gelen
gozlemler kayiptir. Ayni sekilde, s; 6rneklem
parcgasinda, ilgilenilen degiskene ait » gozlem
bilgisi mevcut iken yardime1 degiskende bunlara
karsilik degerler kayiptir. Yukarida bahsedilen s
orneklem birimlerinin goriintiisii, asagida goster-
ildigi gibidir:

s1={i €s/x;, y; elde edilebilir} > n-p-r birimli,
s={i € s/x; elde edilebilir, y; kayip}—> p birimli,
s3={i € s/y; elde edilebilir, x; kayip}=> r birimli.

p ve r’nin 0<p, r<n/2 kosullarini saglayan tam-
sayl olduklar1 varsaymmi altinda Rueda vd.
(2005), yardimer degiskende de kayip gozlem

olmasi durumunda, Y Xkitle ortalamas1 tahmini
icin agagidaki tahmin ediciyi 6nermislerdir:

- (l —lJpzci : (7
ron

t.1 jBny- (8)

Vrweda =K1V + kY5 + k3B X, )

Burada y,,
ilgilenilen degiskene ait drneklem ortalamasini;
Vs, 83 Orneklem parcasinda  ilgilenilen
degiskene ait Orneklem ortalamasmni; Xx,, $
orneklem pargasinda yilrdlmc1 degiskene ait

orneklem pargasinda

orneklem ortalamasini; B, 6rnekleme ait regre-
—p—r(N—
syon katsayisini, k, :w
N(n—-p)
N-—
k, :u ve k, = ﬁ, sabitleri goster-
N(n—p) N

mektedir. y, .. tahmin edicisinin HKO esitligi
ise agsagida verildigi gibidir:

b

HKO(3,,.,) = 0, (kla+k;b+ 2k k,c)

(10)
+B’kjold +2kBo,, (ke+k,f)
Burada a, b, ¢, d, e, f katsayilari, N Kkitle
birimine ve yukarida ifade edilen n, p ve r

orneklem birimlerine bagli olarak asagidaki esit-
liklerden elde edilmektedir:

! -, r<m—p-r
n—-p-r
C:
l—lg r>n—p-r
r N
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e =

l—l, p>n—p-r

p N

L
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r N

3. ONERILEN TAHMIN EDIiCILER

Bu c¢alisma kapsaminda kitle ortalamasi
tahmini i¢in, yardimei degiskende kayip gozlem
olmadig1 varsayilmistir. Buna gore, ilgilenilen
degiskende p gozlem kayiptir. Daha oOnceki
tanimlamalar 15181nda, » birim cevapli olmakta-
dir. Bu durumda, n-p=r esitligi olacag1 agiktir.
Yardimc1 degiskene iliskin kitle ortalamasinin
bilindigi durumda, (6)’da verilen tahmin edici
diizenlenerek, basit rasgele orneklemede asagi-
daki tahmin edici onerilmistir:

_ (xY
yéneril :yr(—_j (11)
xV
N
Z Xi
Burada X = i:;\f , yardimc1 degiskene ait kitle

ortalamasini gostermektedir. o, HKO(Y ..;)
esitligini en kiiciik yapan sabittir.

Teorem 1: (11)’de verilen tahmin edicinin, o,
i¢in en kiiciik HKOesitligi asagida verilmistir:

C, _
aopt = p? = HKOmin (y{'ineril)
' (12)

(-

n—-p N

Tanit: Birinci dereceden Taylor serisi yaklasimi
kullanilarak,
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1 1
HKO(V,,,.,) = -— o’
(yonenl) (n_p Nj y

N S D
e n—p_N ?Gx (13)

yazilabilir (Ayrintilar EK 1°de verilmistir).

a[_II<O(.)_/(')'neril )

oo
asagidaki gibi elde edilir:

=0 esitliginden a,, degeri

Cy
Uome =P~ (14)
(14), (13)’de yerine yazildiginda (12)’de verilen
HKO esitligine ulasilir (Ayrintilar EK 2°de ve-
rilmistir).

(9)’da verilen tahmin edici, yardimci degiskende
kaylp gozlem olmadigi varsaymmi altinda
diizenlenerek asagidaki ikinci tahmin edici Oner-
ilmistir:

)_/6neri2 :fi.)_/sl +f2B‘f32 (15)

Burada, yardimci degiskende kayip gbzlem ol-
madig1 durumda 6rneklem iki parcada incelen-
mektedir. Gozlenen ilgili degisken birimlerinin
olusturdugu 1. drneklem parcgasi, n-p elemanli,
gozlenmeyen ilgili degisken birimlerinin olus-
turdugu 2. 6rneklem pargasi p elemanhdir. y,,
1. orneklem pargasindaki ilgilenilen degisken-
inin ortalamasmi, X, ise 2. 6rneklem pargasin-

daki  yardimct  degiskenin  ortalamasini,

N-p
fi = N

ve f, = % gostermektedir.

Teorem 2: (15)’de verilen tahmin edicinin,
HKO esitligi asagida verilmistir:

HKO(yiiner/Q) = f.12/uo-i + f222’B2o-§ + Zf.lf.ZTBO-xy

(16)

Burada o, ilgilenilen degisken ile yardimeci

xy b
degisken arasindaki kitle kovaryansini goster-
mekte ve L, A, T katsayilar1 da asagidaki gibi
tanimlanmaktadir:
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(11
[ n—p N,
A= L_Lj,

p N

L1 ,p<n/2

n-p N
T=

1.1 ,p>n/2

p N

_ 1 1),

Tanit: V = -—— o7,
ni (ysl) [n_p Nj y

,p<n/2

(l _IJGW ,p>n/2
p N)~
olmak {izere birinci dereceden Taylor serisi yak-
lagim yontemi kullanilarak,

HKO(3,,,,,) = V(7 )+ F2BV(X,)+ 21, f,BCoV(3,,.%., )

yazilabilir. Burada varyans ve kovaryans ifadel-
eri yerine yazildiginda (16)’da verilen HKO
esitligi elde edilir.

4. ETKINLIK KARSILASTIRMASI

Burada, (11) ve (15)’de oOnerilen tahmin
ediciler (6)’da verilen Singh ve Deo (2003) tah-
min edicisi ile karsilagtirilmistir: (11)’de Oneri-
len birinci tahmin edicinin, (6)’da verilen Singh
ve Deo (2003) tahmin edicisinden dolayisiyla
aynt zamanda (4)’de verilen Singh ve Horn
(2000) tahmin edicisinden her zaman daha etkin
oldugu, (12)’de verilen HKO esitliginin (8)’de
verilen HKO esitligi ile teorik karsilastirmasi
yapilarak goriilmiistiir (Ayrintilar Ek 3°de ver-
ilmistir).

Teorem 3: (15)’de onerilen ikinci tahmin edici,
p<n/2 varsayimi altinda asagida verilen kosulda,
(6)’da verilen Singh ve Deo (2003) tahmin
edicisinden daha etkindir:

) n[N = (n- p)][2N - p]

17
P <np(n—p)+NlN2+n(2N—n—P)J (47

Tani: HKO(?éneriZ ) < HKO(?SD ) e$it‘
sizliginde (16) ve (8) yazilarak,

N-p¥( 1 1), p*(1 1)ol
N? n-p N) ' NI \p N)o’
2
SN-pp( 1 119
N N\n-p N)o!
1

+

elde edilir. Daha sonra gerekli sadelestirmeler
yapildiktan sonra,

P’ [N3 +2N’n—Nn’ —an+np(n—p)]
< n[N—(n—p)](2N—p)
ve buradan

ot o nN=(n=p)l2N - p]
np(n—p)+ N[N2 +n(2N—n—p)J

bi¢ciminde bulunur.
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5. SONUC

Bu galigmada, Singh ve Horn (2000), Singh
ve Deo (2003), Rueda vd. (2005) tarafindan
sunulan tahmin ediciler incelenerek, kayip
gbzlem olmasi durumunda kitle ortalamasina
iligkin alternatif iki yeni tahmin edici Oner-
ilmistir. Onerilen tahmin edicilere ait HKO esit-
likleri elde edilerek, bu tahmin ediciler teorik
olarak Singh ve Horn (2000), Singh ve Deo
(2003) tahmin edicileri ile karsilagtirilmustir.
(11)’de verilen birinci 6nerilen tahmin edici her
zaman i¢in daha etkin bir tahmin edici olarak
bulunurken, (15)’de verilen ikinci tahmin edici,
(17) kosulu altinda literatiirdeki tahmin ediciler-
den daha etkin oldugu Teorem 3 ile gosteril-
meye calisilmigtir. Bu ¢alisma 15181 altinda bun-
dan sonra yapilabilecek c¢alismalar, kayip
gozlem olmast durumunda farkli Grnekleme
yontemleri igin daha etkin kitle ortalamasi tah-
min edicileri elde etmeye yonelik olabilir.

EK 1

Taylor serisi a¢ilimi

Y, )+ Zd (7, -v,)+R(7.7)

bigiminde tan1m1anmaktad1r Burada p, parame-

WP, %y ¥ )= 1Y, Y, Y

tre sayisidir ve R(Y Y ) kalan1 gostermekte olup
birinci dereceden Taylor serisi yaklasiminda ih-
mal edilir. Onerilen tahmin edici i¢in p=2 ol-
maktadir ve

Oh(t) o ()
dj aY |t T’ zh(yr’xr)zy[ineril :yr(er ’
?l =yr5 YAZ =E’,.

Buna gore,

Oh(t) x\"

d A :[f_j ‘;?,? =1

Oh(r) o — O Y
=% "_er o | X7 T O

o7, $o IX. e

Anadolu Universitesi Bilim ve Teknoloji Dergisi, 10 (2)

Vinern =Y E(yr —Y)—OL%( _)?)

olur ve her iki tarafin karesi alinarak beklenen
deger alindiginda,

- . Y’
E(y()'neril _Y)2 ;V( ;)+QZ?V( ) Z(XiCOV( r’y;)

bi¢ciminde elde edilir. Burada,

n—-p N
V()?):( 1 —L}Sive
n—p
1 1
COV( r’yr) (n_p_ﬁjcxy

esitlikleri yerine yazildiginda,

X
~
&
=
7\
|
==
K<:q|\)

elde edilir.

EK 2

HKOZ.)_}éneril) ifadesinde Y * ortak parantezine

alinirsa,
1 3 1
n-p N)Y 2

)=Y? +a

(=
= J":zz

HKO(7

oneril
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n—-p N
1 1
—2a -— |pC.C,
n—-p N
C - )
biciminde elde edili. Burada C = )_g ,
c, c
C,==vep= gostermektedir.
Y c
Xy
Optimal o degeri igin,
_ Za( ! —L] C?
a]_[I<O(-y(3neril) — }72 n—p N _ O
oa 1 1
-2 -—|pcc,
[ n-p N ) ’

esitligi ¢ozlldiiglinde,
C

A

C

X

Aot = P

olarak bulunur. Bu ifade HKO(fdngm)’de yer-
ine yazilirsa,

n—-p N
C: y?
pat L
C. X"\n-p N
c 7
L,0T (1 1),
C. X\n-p N) 7V

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda

: —i}fi(l—pz)

n-p N

HKOmin (yﬁneril) = (

bigiminde elde edilir.

EK 3

HKOmin (yi)'neril ) < HKOmin (ySD) esit'
sizliginde (12) ve (8) yerine yazilarak,

elde edilir. Yardimci1 degiskende kayip gozlem
olmadig1 varsaymmi altinda, tanimlamalara gore
n-p=r olmaktadir. Buna gore,

! —l Bo < ! —i o’
-p n " \n-p N) 7
1

ve buradan,
n<N

kosulu elde edilir. Bu kosul her zaman
saglandigindan, teorik olarak her zaman igin

Vs tahmin edicisinin ), tahmin edicisinden
daha etkin oldugu sdylenebilir.
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