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KRUSKAL-WALLIS iSTATISTIGININ BAGIMSIZ PARCALARINA AYRILMASINDA
YENi BiR DONUSUM YONTEMiI

Adil KORKMAZ!, Siileyman GUNAY2

0z
k kitleden ¢ekilen orneklem biiyiikliikleri ny,ny,...,n; ve &rneklem sira sayilar1 toplamlar1 Ry,R,,...,Ry oldugu-
na gore bu gostergelere dayali olarak tanimlanan Kruskal-Wallis H istatistigi asimptotik olarak k-1 serbestlik dere-
cesinde ki-kare dagilimli olacaktir. Bu teorem Kruskal tarafindan tamitlanmistir. Bu tamtlamada n=n;+n,+...+ny ol-

mak lizere (n+1)-H/n istatistigi kullanimistir. Bu istatistigin bir doniisiim sonucunda standart normal raslanti degis-
kenlerinin bir karesel bi¢imi olarak yazilabilecegi ve dolayisiyla da asimptotik olarak k-1 serbestlik derecesinde ki-
kare dagilimli olacag gosterilmistir. Buradan da (n+1)-H/n istatistiginin asimptotik olarak H istatistigine esitlene-
cegini gbz oniinde bulundurularak H istatistiginin dahi k-1 serbestlik derecesinde ki-kare dagilimli oldugu sonucu
cikarilmustir. Bu ¢aligmada farkli bir doniigiim uygulanarak dogrudan dogruya H istatistiginin k-1 sayida standart
normal raslant1 degiskeninin karesel bicimi olarak yazilabilecegi ve dolayisiyla da asimptotik olarak k-1 serbestlik
derecesinde ki-kare dagilimli olacagi gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kruskal-Wallis Istatistigi, Doniisiim Formulii.

A NEW TRANSFORMATION METHOD FOR KRUSKAL-WALLIS STATISTIC TO
DECOMPOSE INDEPENDENT PARTS

ABSTRACT

The theorem is that well-known Kruskal-Wallis H statistic has asymptotically chi-square distribution with k-1
degrees of freedom while sample sizes are ny,n,,...,n; and sample rank sums are Rj,R,,...,Ry from k populations.
Kruskal (1952) has used a transformation formula, which decompose the statistic (n+1)-H/n to independent parts,
to prove the theorem. Then he has argued that the statistic (n+1)-H/n is a quadratic form of asymptotically normal
random variables. Consequently he has argued that the statistic (n+1)-H/n and also the statistic H has asymptotically
chi-square distribution. In this study to prove the theorem by using new transformation formula, which divide to
independent parts of only the statistic H, it has been proved that the statistic H may be directly written as a quadra-
tic form of asymptotically standard normal random variables. Consequently it has also been showed that the statis-
tic H has asymptotically chi-square distribution with k-1 degrees of freedom.

Key Words: Kruskal-Wallis Statistic, Transformation Formula.

1. GIRiS makta midir?" sorusuna yamit aranmaktadir (Hollan-
der-Wolfe, 1973). Kruskal-Wallis istatistigine dayali
bici . .. S hipotez testinde de benzer bir soru gegerlidir. Ciinkii
icimlerinden biri de Kruskal-Wallis istatistigi ile yapi- K. K Kitlelerini kten farkl

lan hipotez testidir. Bir yonlii varyans analizinde "Kit- 1:K2,-... Ky kitlelerinin gergekten farkls olup olmadik-

leler belli bir niteligin diizeyleri bakimindan farklilag-  lar sorulmaktadir. William H. Kruskal'in (1952) maka-
lesi bu sorunun yanitini aragtirmaktadir.

Bir yonlii varyans analizinin parametrik olmayan

1 Akdeniz Universitesi Iktisadi ve Idari Bilimler Fakiiltesi Iktisat Bolimi ANTALYA.
Hacettepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Istatistik Boliimii Beytepe-ANKARA.

Gelig: 24 Kasim 1999; Diizeltme: 09 Subat 2000; Kabul: 15 Subat 2001.



184

Cizelge : Orneklemlerin Siralari.

Kj'den gekilen | Ky'den gekilen| ... [Ky'den gekilen
Orneklem orneklem orneklem
Ry Ry Ry1
Ryp Ryo Ryo
Rin 1 R2n2 Rin K

+ S +
Ry Ry Ry

2. ILK YAKLASIM

K;.Kj.....Ki kitlelerinden ¢ekilen Srneklem 63ele-
rinin birlestirilip kiiciikten biiyiige dogru dizilmesi so-
nucunda ortaya ¢ikan siralar ve bunlarin toplamlar aga-
g1daki gibi olsun.

Kruskal (1952), 6rneklemlere iligkin sira ortalama-
lan R{,R;,...,Ry, sira toplamlan da R},R,,...,Ry ol-
mak lizere test istatistifini s6yle tamimlamaktadir:

k

(RS -ntl}
n- (n+1) géng ( ¢ 2)

He_ 12

K 2
=12 > Bng_-3- (n+1) )
n- (n+l) g=1 8

Kitleler homojen ise kitle ortalamalar birbirlerine
yakin olacaktir. Kitle ortalamalarimn birbirine yakin ol-

masl ise hepsinin ntl degerine yakin olmasi anlami-
na gelir. Bu durumda H istatistigi kiiciik degerlere ula-
sacaktir. Homojenlikten uzaklasma durumunda ise kitle
ortalamalar: arasinda biiyiik farklar ortaya ¢ikacagindan
H istatistiginin degerini yiikseltecektir. Dolayisiyla H
istatistiginin diigiik degerlerinde kabul edilmesi gereke-
cek olan homojenlik hipotezinin, ayni istatistigin yiik-
sek degerlerinde reddedilmesi gerekecektir.

Wallis'in de katkilari ile bigimlendirilmis oldugun-
dan, (1) bagintis1 ile tanimlanan istatistik, yalmzca
Kruskal'in degil, onun yani sira Wallis'in de adiyla ani-
lir. Kruskal-Wallis H istatistiginin k-1 serbestlik derece-
sinde yaklastk olarak ki-kare dagilimli oldugu belirtil-
mektedir (Gibbons, 1971; Bickel-Doksum, 1977; Di-
xon-Massey, 1983; Sprent, 1989; Wackerly et al.,

1996). Kruskal (1952), B+l H diye tanimladig ista-
tistigin karesel bir bi¢im olarak yazilabilecegini goster-
dikten sonra n—eo iken bunun da k-1 serbestlik derece-
sinde ki-kare dagiliml1 olacagim tamtlamakta ve bura-
dan da H istatistiginin ayn1 dagilimli olacagi sonucunu
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cikarmaktadir. Elbette 0tL. H istatistigi bir Karesel
bigim olarak yazilabiliyorsa H istatistigi de yazlabilir.
Ustelik H istatistiginin asimptotik olarak k-1 serbestlik
derecesinde ki-kare dagilimli olacagini tanitlamak daha
kolay ise bu ikinci yolun daha tercih edilebilir oldugu
dahi ileri siiriilebilir. Ancak Kruskal (1952) bu ikinci
yolu tercih etmemistir. Sonraki donemde de bu yakla-
sim sirmiigtir.

3. YENi YAKLASIM

n+l

Bu ¢aligmanin amaci, - H istatistiginin degil,
dogrudan dogruya H istatistigini bir karesel bigim ola-
rak yazip asimtotik olarak k-1 serbestlik derecesinde ki-
kare dagilimli olacag: tanitlamaktir. Bu amagcla
g=1,2,....k olmak iizere Rgynin varyans ve

gzh=12,.. k olmak iizere de Rg ile Ry, arasindaki ko-
varyans bagintilarin tiiretmek gerekmektedir.

3.1. Ortalama ve Varyans Bagintisinin Tiiretimi

K{,K,...Ky Kkitlelerinden g¢ekilen orneklemlerin
siralamadaki konum toplamlarina iligkin vektor,

R'=[R1 R2 Rk]

olsun. Birlesik siral1 6rneklemdeki konumlarin goster-
gesi olarak i=1,2,...,n ve kitlelerin gostergesi olarak
g=1,2,... k olmak lizere birlegik siral1 6rneklemin i. ko-
numdaki birimin K, kitlesinin bir liyesi olmasi ya da ol-

mamas! ile ilgili bir raslant1 degiskeni g6yle tanimlana-
bilir:
| 1, ikonumdaki 5ge € K,
Zgi =
0, i.konumdaki 6ge & K,

Z,; raslanti degiskeni bir Bernoulli denemesidir.
Anlagilacag gibi, birlesik siral1 6rneklem n biiyiiklii-
ginde oldugu icin K, kitlesi agisindan Z,1,Z,»,...,Zo,
gibi Bernoulli raslanti degigkenleri olacaktir. K, kitle-
sinden n, biiyiikliigiinde 6rneklem cekildigi icin anilan
raslant1 degigkenlerinin n, tanesi 1, n-n, tanesi de O'dir.
Bernoulli denemesinin bagar1 olasiligi ng/n olduguna
gore,

P(Zg=1)=ny/n )
ve dolayisiyla da Z; raslant degiskeninin ortalamast,

E(Zg)=0-P(Z;=0)+1-P(Zy=1)=n,/n

varyansl ise,
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E(Zgii2)=02-P(Zgi=0)+12-P(Zgi=1)=ng/n,
Var(Zgi)=E(Zg12)-E(Zgi)2

baémqlanndan,

Ny (n-n
Var(zy) 5014
n

bulunur. Bernoulli raslant1 degiskenleri arasindaki ko-

varyans ise,

3
bagintisindan yararlanilarak bulunabilir. Bunun igin,
P(Zg=1/Z4=1)=(ng-1)/(n-1) @)

bagintis1 da gereklidir. (2) ve (4) bagintilan (3) baginti-
sinda yerlerine konulunca,

E(zg 2g)=- e 0"V

n-(n-1)
bulunur. Buradan,
Ny (n-n
Cov (Zgi,Zgi) =--£ 1 & ( g)
n% (n-1)

elde edilir. Burada Z;,Z,,...,Z, raslanti degiskenle-
rinden olugan vektor Z, ile gosterilecek olursa,

Zg' =[ Zgy Zg Zgn ]

yazilabilir ve buradan da,

Var (Zg1)
Cov (Zg2,Zs1)

Cov (Zgl ,Zgz)

Var (Zg) _ Var (ZBZ)

Cov (Zgn,Zg1) Cov (Zgn,Zy2)

.COV (Zg],Zgn)
Cov (Zgz,Zgn)

Var (Zgn)

oldugu goz oniinde tutularak yukarida ele edilen sonug-
lardan,

185
B ng-(n - ng) i ng-(n - ng)
n2 n2(n - 1)
i ng-(n -ng) ng{(n- ng)
n2-(n - 1) n2

Var (Z)

Il

i ng-(n - ng) i ng-(n - ng)
n2:(n-1) n2-(n - 1)

' i ng-(n - ng) ]

n2-(n - 1)

__hp-m
n2-(n- 1)

ng-(n - ng)
n2

bulunur. Yapilacak diizenlemeler sonunda,

Var(z,)= "2 (-mg) fi 1 |1
@)= L |

11 1]
1

yazilabilir. Simdi
S'=[12..n]
vektorii cinsinden

Ro=S"Z=1Zy1+2Zyyt... +nZy,
bigiminde tanimlanan raslant1 degiskeni, birlesik sirali
orneklemde K, kitlesinden gelen birimlerin sira sayila-

r1 toplamm yansitir. Bu raslant1 degiskeninin ortalama-
s1 §0yle hesaplanabilir:

ng/n
ng/n

ERg) = §" HZg)=[1 2~ n]-

ng/n

Sp Mgty o e Ny
n n n 2
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Ayni raslanti degiskeninin varyansi da soyle bulu-
nabilir:

—_ Q. . _n'(n_n)
Var(R;) = S" Var(Z,) S_—__:z. (n_lg)
1 1
[12..n]{I-L: )] ?
1 n

Carpma isleminin dagilim 6zelliginden yararlanildigin-
da biiyiik ayra¢ i¢indeki terimlerden ilkinin, tamsayila-
rin kareleri toplamu, ikincisinin de tamsayilar toplami-
nin karesinin 1/n kat: oldugu goriiliir. Boylece,

Var(R,) =8 1T/ (n-ng)
n2- (n-1)
n- n+1)- 2n+1) | n2- (n+1pP
6 n 4
yazilarak,
’ _ng-(n-ng)-(n+l) _ :
Var (Rg) = > . g=l2uk (5
elde edilir.

3.3. Ry'nin Asimtotik Dagilimi

i#j=1,2,...,n olmak iizere Zg; ve Zy;j raslant1 degis-
kenlerinin n—> i¢in bagimsiz oldugu goyle tanitlanabi-
lir:

P(Ze=1,Zg=1)-P(Zg=1)-P(Zg=1)

n— icin sag yan sifir olacagindan asimtotik olarak su
bagint1 yazilabilir:

lIMP(Zg=1,Zg=1)=P(Zs=1) P(Zg=1) (6)

Benzer bagmtilar Z; ve Z; raslanti degiskenlerinin de-
gerlerine iligkin oteki secenekler igin de gerceklestirile-
bilir. Bu da s6z konusu raslant1 degigkenlerinin asimto-
tik olarak bagimsiz olduklari anlamina gelir. Oyleyse
Wi=i"Zy; ve Wi=jZ,; raslant1 degigkenleri de asimtotik
olarak bagimsizdir. Ote yandan W, W,,... raslanti de-

giskenleri bagimsiz olmalar1 durumunda Lyapunov ko-
sulunu saglarlar. Bu da g6yle tanitlanabilir (Gnedenko,
1976).
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n
> E[W;-EW;*®

148

{i E[wi-EwiJZ} 2

i {i2+5 . E[Zgi _ E(zgi):|2+8>
= lim 1=l )

n—yeo

{ng- (n-ng)- (n+1)
12

148
2

Burada orani 1’den kiigiik oldugundan,

. ] Nl _E—)ps.( _n_g) (_n_g)2+8‘n—g
E[Zg E(ZE‘)] (0 n 1 n +{1 n n

®

anlatimunin sonlu bir degere esit olacagi kolayca goste-
rilebilir. Ayrica

i i2+8 — Op3+d )]
i=1

anlatimuinin gegerliligi de kolayca tanitlanabilir. (8) ve
(9) bagintilar1 (7) bagintisinda yerlerine konulursa,

E[W; - E(W;)**

M-

il
—_

lim -
n

e 8
{Z E[W; -E(Wi)]z}1 2

i=1

= lim 0%

fee ( Ons/z}“;i

= Onl2

oldugu ve n— i¢in sag yann sifir oldugu goriilerek
W,,W,,... raslant1 degiskenlerinin Lyapunov kogulunu

sagladiklan goriiliir. Bu raslanti degiskenlerinin asimto-
tik olarak bagimsiz olduklar: da (6) bagintisiyla goste-
rilmigtir. Oyleyse W,W,,... raslant1 degigkenleri mer-

kezi limit teoremine uyacaktir. Dolayisiyla bunlarin
toplamindan olusan R, raslanti degiskeni asimtotik ola-

rak normal dagilimli olacaktir.

3.3. Kovaryans Bagintisinin Tiiretimi

g=h olmak iizere K, ve K;, kitlelerinden gekilen 6r-

neklemlerin birlesik sirali 6rmeklemdeki konumlar top-
lamu R, ve Ry, olduguna gore,

n
Rg=D i Zy, (10)
i=1
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n
Ry = z J Zy; (11)

j=1

olacaktir. (10) ve (11) bagintilarinda sol yan sol yan ile,
sag yan da sad yan ile carpilarak,

.E(Rg- Rh)=i Z i j E(Zgi Zny)

elde edilir. Belli bir konumda ayni anda iki 6ge olama-
yacagindan iki Bernoulli raslanti degiskeni ayn1 anda 1
olamayacaktir. Dolayisiyla,

.E(Rg' Rh)= 2 i j'E(Zgi' Zhj)

olur. Buradan da,

A ng Ny o . . (12)
E(Rg- Rh)=T' b z i-j
i#j=1
bulunur. Ote yandan,
o da2-1). {3.
z i'j=n(n 1) (3 n+2) )

12

i%j=1

oldugu kolayca tamitlanabilir. (13) bagintisi, (12) bagin-
tisinda yerine konulacak olursa,

E(Rg : Rh)= I_lni . nnfll L (1’12 - 1)12(3 n+ 2)

elde edilir. Gerekli kisaltmalardan sonra,

ng np(n + 1)- (3~ n + 2)
12

E(R;- Ry)=

sonucuna ulagilir. Kovaryans tanimindan,

_ngmy- (n+1) (3- n+2)
Cov (Rg,Ryp) = 5
ng- (n+1) ny- (n+1)
2 2
yazilabileceginden,
Cov (Rg,Rp) =- ngm - (n +1) g#h=1,2..k (14)

12

bagintisina ulagilir. Kruskal (1952), % H istatistigi-
ni bir karesel bigcime doniistiiriirken,

187
' -E(R
Tg=1f_12 . M, =1,2,..,k
n3/2 . ‘Vng/n

bigimkindeki bir degisken doniisiimiinden yararlanmig

2 .
idi. Z Tg” nin asimtotik olarak ki-kare dagilimli ola-

Cagl%l_l_, bunun ayn1 zamanda %L Hdegerine esitlene-
cegini ve dolayisiyla da H istatistiginin asimtotik olarak
ki-kare dagilimi gosterecegini belirtmis idi. Burada ona
benzeyen, ancak ¢ok az farkli olan bir bagka degisken
doniigiimiinden yararlamlacaktir:

Y, = 12 -(Rg _gen-{n+ 1)) cg=12,.k
ngn-(n+1) 2
Yy ile T, arasindaki iligkinin Y=
ciminde oldugu gz Oniinde tutulursa

k k
21 TS2=0+1. Zl Y," bulunur. Bu bagmtidan yola
g= . n g=

2
¢ikilarak Z Ty istatistifinin asimtotik olarak k-1

g=1
serbestlik derecesinde ki-kare dagilimli oldugu tanitlan-
_n
mig ise, n + 1 oram asimtotik olarak 1’e esit oldugun-
k

" dan, Z Yg nin de asimtotik olarak k-1 serbestlik de-

recesmde ki-kare dagilimli oldugu soylenebilir. 1952
yllmdaklkmakalesmde Kruskal’in izledigi yol budur.

2
Ancak Zl Ye istatistiginin asimtotik olarak ki-kare

dagiliml1 oldugu tanitlanabiliyorsa o zaman boyle dola-
yil1 bir yol izlemenin gereksiz oldugu kabul edilebilir.
Bu ikinci yaklagim sergileyebilmek igin Y,Y,,...,Yg
raslant1 degiskenlerine iligkin vektoriin kisa gosterimiy-
le ige baglamak gerekmektedir:

Y'=[Y1 Y2 .o Yk]
Ayrica,
g--ng/n g=12,...k

bigiminde sabiteler tanimlansin. (5) ve (14) goz 6niinde
tutuldugunda Y{,Y»....,Y raslant1 degiskenleri i¢in yu-
karida tanimlanan sabiteler tiiriinden agagidaki bagnti-
lar yazilabilir:

Var(Yg)=1-1)g, g=12,...k
Cov(Y g,Yh)=-(1)g-1)h), gzh=12...k

Bu iki bagintidan yararlanilarak,
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1-v -Yur-ve -Y 010k
“YU-v1 1-v2 -Y02-0x

Var(Y)=
-YUk-0; -V Uk-V2 1-vx

yazilabilir. I, kxk-boyutlu birim matris olduguna gore
Var(Y) soyle de dile getirilebilir:
: oy

V2
Var(Y) =
Vg

: [”102 Dk]

V+Us+...+0 =1 bagintisi goz Oniinde tutuldugunda
Var(Y) matrisinin bakisimli ve denkgiiclii oldugu ko-
layca tanitlanabilir. Boyle bir matrisin ranki ise izine
esittir. Bu nedenle Var(Y) matrisinin ranki k-1'dir. Do-
layisiyla s6z konusu matrisin k sayidaki 6z degerinin k-
1 tanesi 1, 1 tanesi de O olacaktir. Oyleyse P, Var(Y)
matrisinin 6z vektorlerinden olusan dik matris oldugu-
na gore,

P-Var(Y)-P=diag(1,1,...,1,0) as)

olacaktir. Ote yandan Kruskal-Wallis H istatistigi asagi-
daki gibi yazilabilir:

H=Y"Y
P-P'=I oldugundan yukaridaki baginti,
H=Y"P-P"Y

bigimine doniistiiriilebilir. U=P"Y denilecek olursa, bir
yandan

H=U"U
obiir yandan da,
Var(U)=P"Var(Y)-P=diag(1,1,...,1,0)

bagintilar: elde edilir. Biitiin bunlardan ¢ikan sonuglar
soyle ozetlenebilir: Ry,R,,...,Ry raslanti degigskenleri
asimtotik olarak normal dagilim gosterdiginden bunla-
rin dogrusal doniigiimiiyle elde edilen Y;,Y,,...,Y ve
dolayisiyla da -sabit degilseler- U;,Us,...,Uy raslanti
degiskenleri de asimtotik olarak normal dagilimlidir.
(15) sayihh baginti geregince bu ikincilerden
Uy,U,,...,Uy.; raslantt degiskenlerinin bagimsiz ve
standart bigimde; varyansi sifir olan Uy raslant1 degis-
keninin ise sifira 6zdes oldugu soylenebilir. Oyleyse
U, 2+Uy%+...+U,; 42 bigiminde olmak iizere k-1 sayida
bagimsiz standart normal raslanti degiskeninin kareleri
toplami olarak yazilabilecek olan H=U"U istatistigi
asimtotik olarak k-1 serbestlik derecesinde ki-kare da-
gilimlidur.
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4. SONUG

Goriildiigii gibi, n—eo iken H istatistiginin ki-kare
dagiliml olacagi, dolayil: bir yol izlenmeksizin de ta-
nitlanabilmektedir. Bu nedenle H istatistifinin n—eo
iken ki-kare dagiimli oldugunu tamtlamak amaciyla

n_;_l_, Histatistiginden yola ¢ikmanin uzun bir yol ol-

dugu soylenebilir. Istatistik yazininda bilinen sonuglan
farkl: yollardan bulma gelenegi vardir. Bu farkli yollar
bilinen sonuglan daha yalin, kolay ya da agik bicimde
anlama konusunda etkili olabildiklerinde bos bir ¢aba
olmaktan da uzak goriiniirler. Kruskal’in izledigi yolu
kisaltan bu galigma da, bilinen sonuglari byle bir anla-
yisla yeniden tiiretme geleneginin bir uzantisi olarak
degerlendirilebilir.
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