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BAZI UCGENSEL VE DORTGENSEL PROJEKTIF BILARDO SINIFLARI
UZERINE

Ali DENIZ!, Andrei V. RATIU?

0z

Bu makalede Tabachnikov tarafindan tanimlanan projektif bilardonun iki 6zel sinifi ele alinmustir.
Bir liggenin kenarlar1 iizerinde kenara ¢apraz olarak tanimlanan 6zel bir vektor alani igin biitiin yoriin-
gelerin periyodik oldugu gosterilmistir. Ayrica dortgen {izerinde tanimlanan benzer bir vektor alani
icin pargacigin periyodik yoriingelerinin sadece kdsegenlerin kesim noktasindan gecen yoriingeler ol-
dugu kanitlanmistir.

Anahtar Kelimeler : Bilardo problemleri, projektif geometri, periyodik ydriinge.

ON CERTAIN CLASSES OF TRIANGULAR AND QUADRILATERAL
PROJECTIVE BILLIARDS

ABSTRACT

In this paper we study two particular classes of projective billiards, a concept introduced by
Tabachnikov. We prove that for a special choice of the transverse vector field along the edges of a
triangular billiard table, all its trajectories are periodical, and that for a similarly defined vector field
along the edges of a quadrilateral table the periodic trajectories are exactly the ones passing through

the intersection point of the diagonals.

Keywords: Billiards problems, projective geometry, periodic trajectory.

1. GIRiS

n boyutlu uzayda (n >2) pargali diizgiin
bir M bolgesi iginde diiz dogrular boyunca bi-
rim hizla hareket eden ve bir sinir noktasina gel-
diginde yansima kurallarma uyarak (gelis agist
yansima ag¢isina esittir.) yansiyan bir parcacigin
davranigin1 inceleyen problemler genel olarak
bilardo problemleri olarak adlandirilir.

Pargacik  diizgilinliigiin  bozuldugu bir
g € OM sinir noktasina geldiginde, bu noktada

teget ve normal tanimli olmadig1 i¢in hareketin
sona erdigi varsayilir. Diizglin sinir noktalarin-
da teget ve normal vektorleri tanimlidir. Gelis
acisl, pargacigm sinir noktasina gelis yoniini
gosteren birim vektoriin o noktadaki normal

vektori ile yaptig1 agidir. Yansima agisi ise par-
cacigin smir noktasindan ayrildigi yonii gosteren
vektorle normal vektor arasindaki agidir. Yan-
stima kuralina uyarak yansiyan pargacik igin
yansima agisi gelis acgisina esittir. (Sekil 1.)

Yansima, vektorler yardimiyla da ifade edi-
lebilir. Gelen 151n vektorii v, bu noktadaki (bi-
rim) teget ve normal vektdrleri cinsinden yazil-
diktan sonra, normal bileseninin isareti degisti-
rilmek suretiyle yansima vektorii bulunur. Bu
islem yapildiginda bu noktadaki normal vektor

n,, olmak tizere yansima vektoril

w=v=2Xv,n, )n,
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seklinde bulunur. Burada {(-,-) Oklidyen i¢ ¢ar-
pimit gostermektedir. (Deniz, 2005,

Tabachnikov, 2005). (bkz. Sekil 1.)

Sekil 1. Yansima kurali: gelis agis1 yansima agi-
sina esittir.

Hareketi esnasinda takip ettigi yola pargaci-
gin yoriingesi denir. Bir bilardo ydriingesi kapali
bir yoriinge ise, yani, bir ¢ € OM noktasindan v
vektorii yoniinde harekete baglayan parcacik,
belirli bir siire sonra yine ¢ € OM noktasmna v

vektorii yoniinde yansiyacak sekilde geliyorsa
bu yoriingeye periyodik yoriinge ad1 verilir.

Bu makalede diizlemde iiggenler ve dort-
genler icindeki bilardo problemleriyle ilgilene-
cegiz. Genel olarak c¢okgenler i¢inde periyodik
yoriingelerin varligr problemi hala ¢oziileme-
mistir. Ancak bazi 6zel ¢okgenler i¢in periyodik
yoriingelerin var oldugu gosterilebilmistir. Or-
negin biitiin dar acili liggenler i¢inde Fagnano
yoriingesi olarak adlandirilan periyodik bir yo-
riinge vardir (Tabachnikov, 2005). Dik agil1 ii¢-
genler bagka tlirden periyodik yoriingelere sa-
hiptirler. Bu yoriingeler Holt (1993) tarafindan
siniflandirilmistir. Ancak bu durum genis agili
ticgenler icin gegerli degildir. Baz1 6zel tiirden
genis acili iicgenlerin de periyodik yoriingeye
sahip olduklar1 gosterilmistir. (Vorobets vd.
1992, Halbeisen ve Hungerbuhler, 2000). Cok-
genler i¢indeki periyodik yoriingelerin varligi ile
ilgili olarak en genel ¢alisma Masur (1986) tara-
findan yapilmigtir. Buna gore agilari 7 ‘nin
rasyonel katlar1 olan her ¢okgen icinde periyo-
dik bilardo yoriingeleri vardir.

1.1 Dar Acih U¢genlerde Fagnano Yo-
riingesi

Dar acili liggenler icinde yiikseklik ayakla-
rinin birlestirilmesiyle elde edilen tiggen periyo-
dik bir bilardo yoriingesidir. AABC dar agili bir
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tiggen, a, [,y ‘da sirastyla A, B,C koselerin-
deki agilar olsun. AABC iiggeninin yiikseklikle-
rinin kesim noktas1 /4 ve yiiksekliklerin kenar-
lar iizerinde belirledigi noktalar sirasiyla
D,E,F olsun. (bkz. Sekil 2). Bu durumda
ADEF  periyodik bir bilardo yoriingesidir ve
AABC figgeninin Fagnano ydriingesi veya ortik
ticgeni olarak adlandirilir.

Sekil 2. Fagnano Y oriingesi.

ADEF iiggeninin periyodik bir bilardo yo-
riingesi oldugunu kanitlamak i¢in D, E, I kdse-

lerindeki gelis ve yansima acilarinin esit oldu-
gunu gostermek gerekir. AFHE,BDHF ve

CEHD dortgenlerinde karsilikli agilarin topla-
mi1 7 oldugundan dolay1 dortgenler birer cember
tizerinde bulunurlar. BDHF  doértgeninde
ZHBF aqst ile ZHDF agis1 ayn yay1 gor-
diikleri igin oOlglleri esittir. AAEB dik ti¢gen

V4
oldugu i¢in bu agilarin 6l¢iisii E —q ’dir. (ZLile
agt, m(-) ile agmin Olgiisii gosterilmektedir).
Boylece

m(HBF) = m(HDF) :%-a

elde edilir. Diger taraftan CEHD dortgeninde
/ZEDH ZECH agilar1 ayni yay1 gordiiklerin-
den olgiileri esittir ve AAFC dik tiggen oldu-

N 4
gundan bu acilarin 6lgiileri de E —a ‘dir. Boy-

lece D kosesindeki gelis ve yansima agilari i¢in
T
m(EDH ) =m(HDF) = E -

olur. Benzer bigimde F ve E koselerindeki
yansima ve gelis agilarmin esitligi de kolaca
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gosterilebilir. Boylece ADEF {iggeninin peri-
yodik bir bilardo yoriingesi oldugu kanitlanmis
olur.

Oklidyen yansima durumunda her iiggende
periyodik yoriingenin varligmin bilinmemesine
ragmen, projektif bilardoda her yoriingesi peri-
yodik olan ii¢ggensel bilardo simnifi tanimlayaca-
giz.

1.2 Projektif Bilardo

Oklid uzayinda bir M bélgesinin bir smir
noktasinda yansima iglemi, gelen 1s1n vektorii bu
noktadaki teget ve normal cinsinden yazildiktan
sonra, normal bileseninin isareti degistirilmek
suretiyle yapilir. Tabachnikov, bu tanimi, nor-
mal vektor yerine kenar noktasinda tegete cap-
raz bir vektdr alarak genellestirmis, projektif
yansima kavramini tanimlamistir. Projektif yan-
simada gelen 151n v teget vektdrii ¢ ve tegete
capraz bir n vektori cinsinden yazilir:
v=At+A,n, (4,4, € R). Daha sonra yansi-
ma vektdri normal bileseninin isareti degistirile-
rek elde edili: 7'(v) = A4t —A,n. Bu sekilde
elde edilen bilardo sinifi projektif bilardo, bura-
da yapilan yansima da n vektoriine gore
projektif ~ yansima olarak adlandirilir.
(Tabachnikov, 1997). Projektif yansima bu ta-
nima denk olarak v ’nin belirledigi dogrunun, ¢
ve n’nin belirledigi dogrulara gére harmonik
eslenigi olarak da tanimlanabilir. Oncelikle diiz-
lemde bir noktada kesisen dort dogrunun
harmonik eslenik olmasini tanimlayalim.

l,,1,,1,,1, dogrularinin gifte orani, yardimei
bir / dogrusunun /,/,,/;,/, dogrularmi kestigi

noktalar sirasiyla X, X,, X,, X, olmak lizere
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seklinde tanimlanir ve segilen yardimer / dogru-
sundan bagimsizdir (Kaya, 1992, Tabachnikov,

1997). [, dogrusunun /,,/, dogrularina gore
harmonik eslenigi ise [/,,l,;/;,],]=—1 olacak
sekildeki /, dogrusudur. Buna gére v’nin ¢ ve
n’ye gore harmonik eslenigi
[¢,n;v,T(v)] = —1olacak sekildeki 7'(v) dir.
(Tabachnikov, 1997).

Lemma 1. (Tabachnikov, 1997). Bir noktadan
gecen harmonik eslenik dogrular arasindaki agi-
lar sekildeki gibi adlandirilmak iizere

cota +cot f=2coty

dir. (bkz. Sekil 3).

Sekil 3. Harmonik eslenik dogrular i¢in
cota +cot = 2cot y *dir.

2. PERIYODIK YORUNGELI
BILARDO SINIFININ
TANIMLANMASI

Simdi verilen bir AABC iiggeninin kenar-
lar1 tizerinde kenara ¢apraz bir yon tanimlayarak
projektif yansimaya gore biitiin yoriingeleri
periyodik olan bir iiggen elde edecegiz.

AABC herhangi bir iiggen ve bu liggenin
(koseler disindaki) biitiin kenar noktalarma o
noktadan kars1 koseye dogru birim vektor ekle-
mek suretiyle verilen vektor alant da N olsun.
(Sekil 4). AABC iiggeni i¢inde dogrular boyun-
ca ilerleyerek kenar noktasinda N ’ye gore pro-
jektif yansima yapan pargacigin hareketini ele
alalim. Bu durumda asagidaki teorem gegerlidir:

Teorem 1. AABC tggeninde N vektor alanina
gore projektif yansima yapan parcacigin biitiin
yoriingeleri periyodiktir.

A

Sekil 4. N vektor alani, liggenin kenarlari lize-
rindeki her noktaya kars1 kdseye dogru
bir vektor iligtirir.

Ispat: Parcacik D noktasindan harekete basla-
yarak AC kenari tizerindeki bir /' noktasina
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carptyor olsun. Pargacigin /' noktasinda
projektif yansima yaptiktan sonra gidecegi nok-
tay1 belirlemek i¢in BC yardimci dogrusunu
kullanacagiz. Burada parcacigin F noktasina
gelis vektorii v, bu noktadaki teget vektorii
AC ’nin belirledigi birim vektor ¢ ve N vektor
alaninin F' noktasinda belirledigi vektor ise FB
yoniindeki birim vektor » ’dir. (bkz. Sekil 5).

Sekil 5. DFE yoriingesi periyodiktir.

DF ’nin belirledigi dogrunun BC ’nin be-
lirledigi dogruyu kestigi nokta E' olsun. DC ve
BF' dogru parcalarinin kesim noktasina da K
diyelim. Iddia ediyoruz ki, bu durumda pargacik
F noktasinda N vektoriine gore projektif yan-
sima yaptiktan sonra AK ‘nin belirledigi dog-
runun BC ‘yi kestigi E noktasina ¢arpacaktir.
Gergekten Ceva teoremine gore

EC FADB _

EB FC DA

dir. Diger taraftan Menaleus teoremine gore

E'C FA DB 1
E'B FC DA

dir. Bu esitlikler taraf tarafa boliiniirse

EC EC_
EB E'B

elde edilir. Bu esitlik FE' dogrusunun FC ve
FB ’ye gore harmonik esleniginin FE oldugu-
nu gosterir. Yani parcactk F noktasinda N
vektoriine gore projektif yansima yaptiktan son-
ra E noktasina ¢arpacaktir.

Benzer sekilde parcacigin £ noktasinda
yansidiktan sonra D noktasina gidecegi ve D
noktasinda yansidiktan sonra yine F"ye gelecegi
gosterilebilir. Boylece pargacigin yoriingesinin
periyodik oldugu gosterilmis olur.
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Teorem 1‘¢ gore D  kdosesinde
DA,DC,ED,DF , E kosesinde EB,EA, FE,
ED ve F kosesinde FC,FB,DF,FE dogru
pargalarinin belirledigi dogrular harmonik esle-
niktir. Bunun sonucu olarak diizlemdeki bir
ABCD konveks dortgeni i¢inde projektif yan-
sima yapan parcacigin hareketini inceleyecegiz.

ABCD diizlemde bir konveks dortgen,
N ’de, AB ve BC kenarlarindaki noktalara
D ‘ye dogru, CD ve AD kenarlarindaki nokta-
lara B ‘ye dogru birim vektor ilistiren bir vektor
alan1 olsun. Buna gore asagidaki teoremi ifade
edebiliriz.

Teorem 2. ABCD konveks dortgeni i¢inde yu-
karida tanimlanan N vektor alan1 verilsin. Bu
dortgen igerisinde N ‘ye gore projektif yansima
yapan parcacigm periyodik yoriingeleri sadece
kosegenlerin kesim noktast £ ’den gegen yo-
riingelerdir. Diger yoriingelerin hareketi BD
kosegenine yakinsar.

Ispat: Teorem 1’den dolay1 parcacik BD iize-
rindeki bir noktadan ge¢mek zorundadir. O hal-
de hareketin BD iizerindeki bir noktadan bagla-
digin1 kabul etmekte bir sakinca yoktur.

Pargacigin BD {izerindeki bir F' noktasin-
dan BD ile @« = m(DFG) radyanlik bir ag1 ya-
pacak sekilde atildigin1 varsayalim. Buna gore
parcacik Teorem 1’den dolayr AD fizerinde G

ve AB iizerinde H noktalarinda yansiyarak F
noktasina geri donecektir. Burada

m(DFH)= [ olsun. F noktasindan gegerek
CD fizerinde I ve BC iizerinde J noktalarin-
da yansiyarak F noktasina tekrar gelen pargaci-
g yoriingesinin BD ile yaptig1 a¢iy1 &' olarak
gosterelim. Bir tur boyunca a agisin1 &' agisina
gotiiren bu doniisim

T:0,7)—>(0,7)
Tla)=a'

olarak yazilabilir. (Sekil 6). (Par¢acik BD ile &
veya 0 radyanlik ag1 yapacak sekilde atilirsa si-
rasiyla B ve D Kkoselerine giderek duracaktir.
Boylece doniisiimii agik araliktan tanimlayabili-
riz.)

m(DFA) =y ve m(BFC) =0 olsun. (Se-
kil 7). AABD tiggeninde Teorem 1’den dolay1
F noktasinda, HF ,FG,FA ve BD ’nin belir-
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ledikleri dogrular harmonik esleniktir. Boylece
Lemma 1 ‘den dolay1

cota +cotff=2coty (D

olur. Benzer sekilde ABCD {iggeni i¢inde F
noktasinda FI,FJ,FC ve BD ’nin belirledigi
dogrular harmonik esleniktir ve yine Lemma 1

geregince
cot B+ cota'=2cotd ®)
olur. (1) ve (2) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

cota —cota'=2(coty —cotd)  (3)

elde edilir. ¥ ve & degismediginden bu son esit-
ligin sag tarafi sabittir.

C

Sekil 7. y ve O agilart degismediginden
(cot ¥ —cot O) sabittir.

Simdi pargacigin yoriingelerini BD kose-
geni tizerinde hareketin basladigi F noktasinin
durumlarina gore inceleyelim. Parcactk BD ko-
segeni tizerinde kosegenlerin kesim noktasindan
atihyorsa, yani F=F ise y =0 ‘dir. Bu du-
rumda (3) esitliginin sag tarafi sifir olur ve bu-
radan cota =cota' elde edilir. Kotanjant
fonksiyonu (0, 77) araliginda birebir oldugundan
o = ' bulunur. Bu ise pargacigin yoriingesinin
periyodik olmas1 demektir.

Parcacigin £ noktasindan gegmeyen yo-
riingelerinin BD kosegenine yakinsadigini gos-
termek i¢in F ’nin BE {izerinde olmasi ve
Fnin ED {izerinde olmasi durumlarini ayri
ayr1 inceleyecegiz.

Oncelikle F' noktasinin BE iizerinde olma-
st durumunu ( F' # E) ele alahm. Bu durumda
y < ¢ ’dir ve kotanjant fonksiyonu (0, 7) arali-
ginda monoton azalan oldugundan
coty > cot o ’dir. Boylece (3) esitliginin sabit
olan sag tarafi sifirdan kesin biiyliktiir. Bu du-
rumda cota >cota' elde edilir ve yine
kotanjant fonksiyonunun azalanligindan dolay1
a<a'=T(a) sonucuna ulasilir.  Bdylece

a € (0, 7) olmak iizere
T(),T* (), T (@),...,T"(),...

seklinde olusturulan 7" () dizisi monoton ar-
tandir.

A=2(coty—cotd)>0 olmak iizere (3)
esitliginden n=1,2,3,... i¢cin

cota—cotT"(a) =nA
elde edilir. Bu son esitlikte 7 — oo iken limit
limcot7" (o) = —0
T"(x)e(0,7) Iim7T"(a)=r

elde edilir. Bu ise par¢acigin yoriingesinin BD
kdsegenine yakinsamasi anlamina gelir.

alinirsa bulunur.

oldugundan

F noktasinin ED iizerinde bulunmasi du-
rumunda ise  y>d0’dir  ve  bdylece

A=2(coty—coto)<0 olur. Buradan
a>a'=T(a) elde edilir. Bu durumda 7" (),
monoton azalan bir dizidir. Yukaridakine benzer
bir argiimanla lim cot 7" (@) = o ve buradan da
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lim 7" (&) =0 elde edilir. Bu ise yine yoriinge-

n—>0

nin yine BD koOsegenine yakinsamasi demektir.

ABCD dortgeninin konveks olmamasi du-
rumunda da Teorem 2’nin bir benzeri gecerlidir.
ABCD konveks degilse kosegenlerinden sade-
ce biri dortgen icinde kalir. Bu kosegene i¢ ko-
segen diyelim. Dortgenin her bir kenart i¢ kdse-
genin birlestirdigi iki késeden birini {izerinde
bulundurur. Iste her bir kenardan, kendi iizerin-
de olmayan, i¢ kosegenin diger kosesine dogru
birim vektor ilistirmek suretiyle elde edilen vek-
tor alam N olsun. Bu durumda ABCD dortge-
ni iginde diiz dogrular boyunca giderek sinir
noktalarinda N vektor alanina gore projektif
yansima yapan pargacigin biitiin yoriingeleri ic¢
kosegene yakinsayacaktir. 4ABCD ‘nin konveks
olmamas1 durumunda kdsegenlerin kesim nokta-
st dortgenin disinda kalacagindan pargacigin
periyodik yoriingesi yoktur.

3. SONUC

Diizlemde iicgen ve konveks dortgen iize-
rinde alman iki 06zel vektér alanma gore
projektif bilardo ydriingeleri incelenmis ve asa-
g1daki sonuglar elde edilmistir.

Bir tiggenin biitiin kenar noktalarina, o nok-
tadan karsi koseye dogru birim vektor eklemek
suretiyle bir vektor alani olugturalim. Bu {iggen
icinde diiz dogrular boyunca hareket eden ve bir
kenar noktasinda olusturulan vektor alanina gore
projektif yansima yapan pargacigin biitiin yo-
riingeleri periyodiktir.

Diizlemde bir ABCD konveks dortgenin-
de, AB ve BC kenarlarindaki noktalara D ‘ye
dogru, CD ve AD Xkenarlarindaki noktalara
B ‘ye dogru birim vektor ilistiren bir vektor ala-
n1 olusturalim. Bu dortgen i¢inde diiz dogrular
boyunca hareket eden ve bir kenar noktasinda
olusturulan vektor alanina gore projektif yansi-
ma yapan parcacigin periyodik yoriingeleri sa-
dece kosegenlerin kesim noktasindan gecen yo-
riingelerdir. Diger biitiin yoriingeler BD kose-
genine yakinsarlar.
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