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Tek Değişkenli Fonksiyonların İki Değişkenli 
Fonksiyonlara Genellenmesi, Fonksiyon Makinesi ve 

APOS

Öz

Bu araştırmanın amacı, ilköğretim matematik öğretmenliği programı, Analiz II dersini alan öğrencilerin fonksi-
yon kavramını tek değişkenden iki değişkene genellemelerinin incelenmesidir. Öğretim sürecinde genel fonk-
siyon kavramını iki değişkenli fonksiyonlara genellemeyi destekleyici öğretim etkinlikleri, çoklu temsil, temsil-
ler arası geçiş ve alan yazında bilişsel bir kök olarak bunları desteklediği öne sürülen fonksiyon makinesi kulla-
nılarak gerçekleştirilmiştir. APOS teorik çerçevesinin kullanıldığı araştırmanın verileri, öğrencilerin bilişsel ge-
lişimlerini izlemek amacı ile tek ve iki değişkenli fonksiyonlar konularında hazırlanan ikişer test ve dönem so-
nunda altı öğrenci ile yapılan klinik görüşmeler ile toplanmıştır. Araştırmanın sonunda öğrencilerin iki değiş-
kenli fonksiyon kavramını oluşturmalarında, genel fonksiyon kavramını anlama seviyelerinin ve üç boyutlu uzay 
bilgilerinin temel olduğu görülmüştür. Ayrıca, öğrencilerin iki değişkenli fonksiyonları anlama seviyeleri konu-
sunda önemli sonuçlar elde edilmiştir. 

Anahtar Kelimeler

Fonksiyon Kavramı, İki Değişkenli Fonksiyon Kavramı, APOS, Fonksiyon Makinesi.

Matematik eğitimcileri yaptıkları çalışmalar ile 
matematiğin temel taşlarından biri olan fonksi-
yon kavramına hak ettiği önemi vermişlerdir. Buna 
karşın, fonksiyonlar konusuna ilişkin alan yazına 
kaydedilen öğrenci güçlük ve yanılgıları ile halen 
sınıf ortamında ya da günümüzde sürdürülen ça-
lışmalarda sıklıkla karşılaşılmaktadır. Fonksiyon 
kavramının formal tanımına ilişkin alan yazında 
rastlanan yanılgılar, öğrencilerin fonksiyon kavra-
mını eksik ya da hatalı bir biçimde, örneğin “bir eş-
leme”, “bir formül” ya da “bir denklem” gibi tanım-
lamalarından kaynaklanmaktadır (Vinner ve Drey-
fus, 1989). Çalışmalarda ortak olarak ortaya çıkan 

yanılgılardan biri de öğrencilerin bir temsil duru-
munun fonksiyon olup olmadığını belirlemede “bi-
lindik” ya da diğer bir deyişle “alışılmış” olup ol-
mamasına göre karar vermeleridir. Örneğin çem-
beri “bilindik” olması gerekçesi ile bir fonksiyon 
grafiği ya da verilen bir parabolü, kollarının han-
gi değişkene ait ekseni sardığını göz önüne almak-
sızın fonksiyon grafiği olarak belirleme davranışı-
na sıklıkla rastlanmaktadır. Bakar ve Tall (1991) 
İngiltere’de lise ve üniversite öğrencileri ile yap-
tıkları bir çalışmada, eksenleri saran parabollerin 
fonksiyon belirtip belirtmediğinin belirlenmesi ko-
nusunda hangi değişkenin bağımsız değişken ola-
rak ele alındığının önemsenmediğini görmüşler-
dir. Bakar ve Tall, lise öğrencilerinin tamamının, 
üniversite öğrencilerinin ise %97 sinin y-eksenini 
saran parabolü; diğer yandan, lise öğrencilerinin 
%95-inin, üniversite öğrencilerinin de %80-inin 
x-eksenini saran parabolü fonksiyon olarak belir-
lediği sonucuna ulaşmışlardır. Bu çalışmanın araş-
tırmacısı ise, Amerika Birleşik Devletlerinde yaptı-
ğı çalışmada (Montiel, Vidakovich ve Kabael, 2008) 
alan yazında sıkça karşılaşılan ve Bakar ve Tall’un 
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(1991) elde ettiği bu kavram yanılgılarını elde et-
miştir. Montiel ve arkadaşları nitel olarak desen-
leyerek, verilerini açık uçlu sorulardan oluşan test 
ve klinik görüşme yolu ile elde ettikleri çalışmada, 
15 üniversite öğrencisinin 10 tanesinden y=3 eşitli-
ğinin fonksiyon olmadığı yanıtını almışlardır. Öğ-
renciler bu yanıtlarına gerekçe olarak ise, y=3 ma-
tematiksel ifadesinde “değişken” ya da “değişim” ol-
mamasını göstermişlerdir. 

Fonksiyon kavramının öğretimine ilişkin olarak ise 
çoklu temsil yaklaşımı son yirmi yılda çoğu mate-
matik eğitimcisinin ortak savunusu haline gelmiş-
tir (Breidenbach, Hawks, Nichol ve Dubinsky, 1992; 
Carlson, Oehrtman, Thompson, 2007; Ferrini-
Mundy ve Graham, 1990; Janvier, 1987; Sierpins-
ka, 1992; Yerushalmy, 1997). Carlson ve Oehrtman 
(2005) fonksiyonları denklem gibi görme yanılgıları 
ile ilişkili olarak, öğrencilerin fonksiyonlar ile denk-
lemler arasındaki ayırımı yapmaları için desteklen-
meleri gerektiğini, bu desteklemeye örnek olarak da, 
belirli bir f fonksiyon için f(x)=6 gibi bir denklemin 
çözüm kümesinin sorulabileceğini belirtmişlerdir. 
Carlson ve Oehrtman bu soruda, fonksiyonun 6 de-
ğerindeki çıktısı için fonksiyonun girdi değerlerini 
hem cebirsel hem de grafiksel olarak sormanın, öğ-
rencilerin bir denklem çözümünü fonksiyon süreci-
nin tersi olarak görmelerini sağlayacağını vurgula-
mışlardır. Ayrıca, öğrencileri bu tür bir karmaşadan 
kurtarmak için, fonksiyon kavramının aynı fonk-
siyonun çoklu temsilleri vurgulanacak biçimde çe-
şitli örnekler ile verilmesini önermektedirler. Nati-
onal Council of Teachers of Mathematics [NCTM] 
(1989) standartları da tüm öğrencilerin, fonksiyon-
ları grafik, tablo, denklem ve sözel olarak temsil ede-
bilmeleri, bu temsillerin analizlerini ve temsiller ara-
sı geçişleri yapabilmeleri gerektiğini vurgulamakta-
dır. Bununla birlikte Bower ve Lobato (2000), çoklu 
temsilin kaçınılmaz olmasının yanı sıra, öğrencile-
rin temsiller arası geçişi bildikleri halde neyin temsil 
edildiğini öğrenememe durumunun da olabildiğini 
belirtirler. Christou, Elia ve Gagatsis (2004) temsiller 
arası geçişin anlaşılmasını destekleyici teorik çerçe-
ve ve alternatif öğretim yaklaşımlarının gerekliliği-
ne değinirler. Tall, McGoven ve DeMarois’in (2000) 
fonksiyon kavramının öğretiminde bir “bilişsel kök 
(cognitive root)” olarak önerdikleri “fonksiyon maki-
nesi (girdi- çıktı makinesi)” modeli böyle bir öğretim 
yaklaşımına örnek verilebilir. 

Bilişsel Kök Olarak Fonksiyon Makinesi

Tall ve arkadaşlarına göre (2000, s. 3) “bilişsel kök”

•	 Öğrenme sürecinin başında öğrenciler için ana 
bilginin anlamlı bir bilişsel birimidir,

•	 Anlamlı bir bilişsel yeniden oluşturmadan ziya-
de, bir bilişsel gelişim stratejisi ile başlangıç ge-
lişimi sağlar,

•	 Sonraki gelişim sürecinde uzun süreli anlam 
olasılığı içerir,

•	 Daha karmaşık anlama gelişim sürecinde kulla-
nışlı kalacak kadar dayanıklıdır.

Şekil 1.   
Fonksiyon Makinesi

Tall ve arkadaşları ayrıca “fonksiyon makinesi (gir-
di- çıktı makinesi)” modelinin, fonksiyon kavramı-
nın çoklu temsillerini içeren bir “bilişsel kök” oldu-
ğunu vurgulamışlardır.

Şekil 2.  
Fonksiyon Makinesi ve Fonksiyon Temsilleri

İki Değişkenli Fonksiyonlar

İleri matematiğin temel kavramlarından biri olan 
iki değişkenli fonksiyonlar, matematik ve matema-
tik eğitimi başta olmak üzere, fen ve matematik içe-
rikli çoğu bölüm öğrencileri için önem taşımakta-
dır. İki değişkenli fonksiyonların anlaşılması, genel 
fonksiyon bilgisinin yanı sıra tek değişkenli fonk-
siyonların pek çok önemli özelliğinin iki bağımsız 
değişkene taşınmasını gerektirdiğinden, bu kav-
ram çoğu öğrenci için güçlük kaynağı haline gel-
mektedir. Ayrıca, fonksiyonların geometrik özel-
likleri iki değişkenli fonksiyonlara, yeterli düzeyde 
üç boyutlu geometri bilgisi ve görselleştirme bece-
risi ile genellenebildiğinden, iki değişkenli fonksi-
yonların geometrik özelliklerini anlama, öğrenci-
ler için daha da güçleşmektedir. Matematik eğitimi 
alan yazını, fonksiyon kavramına hak ettiği önemi 
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vermesine karşın, söz konusu iki değişkenli fonk-
siyonlar olduğunda alan yazında oldukça az sayı-
da çalışma ile karşılaşılmaktadır. Umut verici olan 
ise son yıllarda bu konuda yapılan çalışmaların sa-
yısının artış göstermesidir. Yerushalmy’nin (1992) 
iki değişkenli fonksiyonların çoklu temsilleri ko-
nusunda yaptığı çalışmanın ardından Trigueros ve 
Martinez-Planell (2009) iki değişkenli fonksiyon-
ların geometrik temsilleri üzerine yaptıkları çalış-
malar ile alana katkı sağlamışlardır. Bir kavramın 
öğrenilme sürecinin ortaya koyulması, o kavramın 
ve ilişkili diğer kavramların öğretimlerinin gelişti-
rilmesine yol açacağından, matematik eğitimi alan 
yazının yüksek matematiğin temel kavramların-
dan olan iki değişkenli fonksiyon kavramının öğ-
renilme sürecini aydınlatabilecek çalışmalara olan 
ihtiyacı açıktır. Yerushalmy (1997) ve Trigueros ve 
Martinez-Planell yaptıkları çalışmalar iki değiş-
kenli fonksiyonların öğrenilme sürecinin belirlen-
mesi yolunu açmışlardır. İki değişkenli fonksiyon-
ların öğrenilmesinin, genel fonksiyon bilgisinin tek 
bağımsız değişkenden iki bağımsız değişkene ge-
nellenmesi ile mümkün olabileceği göz önüne alı-
narak, fonksiyon kavramının tek değişkenden iki 
değişkene nasıl genellendiğini araştırmayı amaçla-
yan bu çalışmanın da bu kavramın öğrenilmesinin 
açığa çıkarılması yolunda oldukça önemli olduğu 
düşünülmektedir.

Trigueros ve Martinez-Planell, fonksiyonların gör-
selleştirme gerektiren geometrik özelliklerinin an-
laşılmasının, fonksiyonların farklı temsillerini iliş-
kilendirmeyi gerektirdiğini vurgulamışlardır. Ye-
rushalmy (1997) ise, tek değişkenli fonksiyonları, 
iki değişkenli fonksiyonlara genellemenin karma-
şıklığının; hem fonksiyon kavramına, hem de bu 
kavramın temsillerine bağlı olduğunu ifade etmiş-
tir. Yerushalmy, fonksiyon kavramını iki değişken-
li fonksiyonlara genelleme sürecinde, çoklu temsil-
ler ve temsiller arası ilişkinin önemi üzerinde dur-
muştur. Trigueros ve Planell (2009), temsillerin öğ-
retiminin, farklı temsillerin birbirine dönüştürül-
meleri yolu ile ilişkilendirilerek yapılmasının ve bu 
öğretimin fonksiyon kavramına ilişkin soyut bil-
giler verilmeden önce gerçekleştirilmesinin öne-
mini vurgulamışlardır. Trigueros ve Planell çalış-
malarında, fonksiyonların tablo temsiline yer ver-
mediklerini ancak bunun tablo temsilinin daha az 
önemli olması anlamına gelmediğini, aksine fonk-
siyonların çoklu temsillerinin mutlaka tablo temsi-
lini içermesi gerektiğini vurgulamışlardır. Bu çalış-
manın öğretim sürecindeki yaklaşım, Yerushalmy 
(1997) ve Trigueros ve Planell’in de vurguladığı ve 
fonksiyon kavramına ilişkin alan yazında da ortak 
savunu haline gelmiş çoklu temsiller ve temsiller 
arası geçişleri içermektedir. Öğretim sürecinde ay-

rıca, alan yazında fonksiyonların çoklu temsillerini 
desteklediği ve fonksiyon kavramının öğretiminde 
bir bilişsel kök olduğu öne sürülen fonksiyon ma-
kinesi kullanılmıştır.

Araştırmanın Amacı

Bu çalışma; İlköğretim Matematik Öğretmenliği 
Programının Analiz II dersi bağlamında, öğrenci-
lerin iki değişkenli fonksiyon kavramını nasıl oluş-
turduklarının araştırılması üzerine kurulmuştur. 
İki değişkenli fonksiyonlar, genel fonksiyon kavra-
mının, tek bağımsız değişkenden iki bağımsız de-
ğişkene genellenmesi ile mümkün olduğundan, öğ-
rencilerin iki değişkenli fonksiyonları oluşturmala-
rı, Analiz II dersi boyunca fonksiyon kavramını ge-
nelleme süreçlerindeki gelişim izlenerek araştırıl-
mıştır. İki değişkenli fonksiyonların öğretim süre-
cinde, fonksiyon kavramının öğretimindeki etkisi 
pek çok çalışma ile ortaya konulmuş ve ilgili alan 
yazında ortak savunu haline gelmiş çoklu temsil ve 
temsiller arası geçiş yaklaşımının yanı sıra, çoklu 
temsilleri desteklediği öne sürülen fonksiyon ma-
kinesi kullanılmıştır. Dolayısı ile, İlköğretim Mate-
matik Öğretmenliği Programının, Analiz II dersi-
ni alan öğrencilerinin fonksiyon kavramını, tek ba-
ğımsız değişkenden iki bağımsız değişkene genel-
leme süreçlerini inceleme genel amacı kapsamın-
da, fonksiyon kavramının iki değişkenli fonksiyon-
lar için başlıca önkoşul bilgi olmasının yanı sıra, 
iki değişkenli fonksiyonların öğrenilmesinin yeter-
li düzeyde üç-boyutlu geometri bilgisi gerektirdi-
ği de göz önüne alınarak aşağıdaki sorulara yanıt 
aranmıştır:

1.	 Öğrencilerin iki değişkenli fonksiyon kavramı-
nı oluşturmaları ile genel fonksiyon kavramını an-
lama seviyeleri arasındaki ilişki nedir?

2.	 Öğrencilerin iki değişkenli fonksiyon kavramı-
nı oluşturmaları ile üç boyutlu uzay bilgileri ara-
sındaki ilişki nedir?

3.	 Öğrencilerin sahip oldukları tek değişkenli ve 
iki değişkenli fonksiyonlara ilişkin kavram tanım-
ları arasındaki ilişki nedir?

4.	 Fonksiyon makinesinin, öğrencilerin tek değiş-
kenli ve iki değişkenli fonksiyon kavramlarını anla-
maları üzerine etkileri nelerdir?

Teorik Çerçeve

Bu araştırmada, lisans düzeyinde kullanılan özel 
bir program geliştirme ve araştırma çerçevesi olan 
APOS teorik çerçevesi kullanılmıştır. APOS bura-
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da kısaca açıklanacak olup, daha fazla detay için 
Asiala ve arkadaşlarının (1996) da yaptıkları çalış-
maya başvurulabilir.

Bir kavramın öğrenilme sürecinde geliştirilebile-
cek özel zihinsel yapılandırmaları içeren genetik 
ayrıştırmasını (genetic decomposition) belirlemeyi 
amaçlayan APOS araştırma çerçevesi; teorik analiz, 
öğretim ve öğrencilerin öğrenmelerinin değerlen-
dirilmesi olmak üzere üç bileşene sahiptir. Başlan-
gıç aşamasında genetik ayrıştırmanın ilk formu be-
lirlenir. Bu belirleme, öğrenme teorisinin teorik ça-
tısı altında ve kavramın, önceki ilgili çalışma ya da 
çalışmaların sonucu, alan yazın taraması ve araştır-
macıların matematik bilgileri ile geliştirilen episte-
molojisi ile yapılır. Genetik ayrıştırmanın ilk for-
mu belirlendikten sonra öğretim desenlenir ve uy-
gulanır. Öğrenciler tarafından ne gibi zihinsel oluş-
turmaların gerçekleştiğinin araştırılmasında çeşit-
li veri toplama araçları kullanılabilir. Genetik ay-
rıştırma gerektiği kadar sayıda veri toplanması ve 
analizin sonucunda elde edilir. 

 

APOS Öğrenme Teorisindeki Anlama Seviyeleri

APOS teorisine göre bireyin oluşturabileceği zihin-
sel yapılandırmalar eylem (action), süreç (process), 
nesne (obje) ve şema (schema) olarak isimlendirilir. 
Birey eylemi yansıttığında ve içsel bir işlem oluş-
turduğunda, eylemi bir sürece içselleştirir (interio-
rize) denir. Eylem, süreç üzerinde uygulandığında 
ise matematiksel bir nesne olarak içerilmiş (encap-
sulate) olur. Şema ise bireyin zihninde eylem, sü-
reç, nesne ve diğer şemaların uyumlu bir koleksi-
yonudur. 

Fonksiyon Kavramını Anlama Seviyeleri: Fonk-
siyonlar, APOS öğrenme teorisinin kurucuların-
dan Ed Dubinsy ve çalışma arkadaşları tarafından 
öğrenilme seviyeleri üzerine çalışılmış ilk kavram-
lardandır (Breidenbach ve ark., 1992; Dubinsky, 
1991; Dubinsky ve Harel, 1992). Yapılan bu çalış-
malara göre, fonksiyon kavramını anlama seviye-
si eylem olan bir öğrenci, cebirsel formülü ile ve-
rilen bir fonksiyonun girdi ya da çıktı değerleri-
ni hesaplayabilir. Buna karşın, bir fonksiyon for-
mülü üzerinde hesaplama yapmaksızın bir temsi-
lin fonksiyon olup olmadığı yorumunu yapma, bir 
fonksiyonun tersi kavramı ya da bir türev alma so-
nucunun yine bir fonksiyon olduğu bilgisi, eylem 
seviyesinde olan bir öğrenci için güçlük oluştu-
rur. Dubinsky’e göre (1991) öğrencilerin çoğunun 
fonksiyon bilgisi “formül” ile sınırlıdır ve böyle bir 
öğrencinin fonksiyonlar için tipik bir örneği, x2+3 
şeklinde bir cebirsel ifadedir. Bunun yanında Du-

binsky, böyle bir öğrencinin tanım ve değer küme-
si bilgilerine sahip olmadığını ve fonksiyonları gra-
fikleri ile ilişkilendiremediğini ifade eder. Öğrenci, 
fonksiyonu bağımsız değişken denilen girdi ile ba-
ğımlı değişken olan çıktı arasında bir eşleme olarak 
görebiliyorsa ve bir girdiye uygulanan bazı işlem-
ler sonucunda tek bir çıktı elde edildiğini algılaya-
bilmişse, fonksiyonları anlaması süreç seviyesinde-
dir. Fonksiyon kavramının süreç olarak bilincin-
de olan ve gerektiğinde başka eylem ya da süreçleri 
fonksiyonlara uygulayarak, fonksiyonları matema-
tiksel nesne olarak görebilen öğrencinin kavramı 
anlaması ise nesne seviyesine ulaşmıştır. Örneğin, 
fonksiyon kavramını anlaması nesne seviyesinde 
olan bir öğrenci, fonksiyonlar kümesinde dört iş-
lemi ya da bileşke işlemlerini kavrayabilir ve çeşit-
li durumlarda uygulayabilir. Dubinsky’e göre fonk-
siyonlar ile ilişkili bir durumu algılama, o duruma 
nesneler üzerinde bir eylem olarak bakabilme an-
lamına gelir. Yani bu durumda, eylem içselleştiril-
miştir. Dubinsky fonksiyon kavramını anlama se-
viyesi süreç olan bir öğrencinin, fonksiyonun grafi-
ği ile fonksiyon sürecini birlikte çalışabileceğini be-
lirtir. Diğer bir deyişle, süreç düzeyindeki bir öğ-
renci grafiğin, yatay eksen üzerindeki bir x nokta-
sındaki yüksekliğinin f(x) değeri olduğunu kavra-
mıştır. Bu durum öğrencinin grafiğin fiziksel şekli 
ile fonksiyonun davranışını ilişkilendirebilmesi an-
lamına gelir. Dubinsky ve Harel (1992), fonksiyon-
ları anlamanın süreç seviyesinin oldukça karmaşık 
olduğu ve aşağıda verilen dört faktörü içerdiği so-
nucuna ulaşmışlardır:

1.	 Fonksiyonların ne olduğuna ilişkin öğrencilerin 
sahip oldukları kısıtlamalar: Gözlenen üç ana kı-
sıtlama vardır:

(a)	 Manipülasyon kısıtlaması (the manipulation 
restriction): Bu kısıtlamaya sahip bir öğrenci 
belirli bir manipülasyon uygulamalıdır ya da 
fonksiyona sahip değildir.

(b)	 Nicelik kısıtlaması (the quantity restriction): Bu 
kısıtlamaya göre girdi ve çıktılar sayı olmalıdır. 

(c)	Süreklilik kısıtlaması (the continuity 
restriction):Bu kısıtlamaya sahip bir öğrenci 
için bir grafik, eğer bir fonksiyonu temsil edi-
yorsa sürekli olmalıdır. 

2.	 Katılık Kısıtlaması (severity of the restriction): 
Bazı öğrenciler bir durumu fonksiyon olarak be-
lirleyebilmek için, verilen bir girdiye karşılık gelen 
çıktıyı bulabilecekleri belirli bir cebirsel ifadeyi bil-
mek isterler. Diğer öğrenciler için ise nasıl manipü-
lasyon yapılacağı bilgisine sahip olmasalar dahi, bir 
ifadenin varlığı yeterlidir. 
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3.	 Hiçbir şeyin belirgin olmadığı durumda bir sü-
reç oluşturma becerisi ve böyle bir oluşturmada 
öğrencinin otonomisi.

4.	 Sağa teklik koşulu; 1-1 olma ile karıştırma: Du-
binsky ve Harel (1992) bu konunun süreç seviye-
sinde kavrama ile ilişkili olduğunu iddia etmişler-
dir. Dubinsky ve Harel’e göre öğrenciler arasında 
sıklıkla karşılaşılan bu karmaşa ancak fonksiyon 
kavramının süreç seviyesinde anlaşılması ile çözü-
me kavuşabilir. Fonksiyon süreci bilgisi, sonlanan 
noktanın tekliğini gerektirirken fonksiyonun 1-1 
(bire-bir) olması başlangıç noktasının tekliği ile il-
gilidir.

Fonksiyon kavramını anlaması nesne seviyesine 
gelmiş bir öğrenci ise, dönüşümlerin süreçler üze-
rinde eylem olabileceğini kavrayabilmiştir. Yani, 
bu seviyedeki bir öğrencinin fonksiyonların topla-
mı ya da çarpımı gibi işlemleri algılaması, fonksi-
yonların bir nesne olarak algılanmasını içermekte-
dir. Kavramı anlamadaki bilişsel gelişimi şema se-
viyesine ulaşmış bir öğrenci ise, bu gelişim sürecini 
tamamlamıştır ve kavramı gereken başka her duru-
ma aktarabilir. 

Yöntem

Öğrencilerin genel fonksiyon kavramını tek ba-
ğımsız değişkenden iki bağımsız değişkene genelle-
yerek iki değişkenli fonksiyonları oluşturma süreç-
lerini inceleyen bu çalışmada genelleme sürecinde 
öğrencilerin ne gibi zihinsel oluşumlar geliştirdik-
leri ile ilgilenildiğinden çalışma İlköğretim Mate-
matik Öğretmenliği Programının Analiz II dersi 
bağlamında nitel olarak desenlenmiştir. 

Katılımcılar

Çalışmanın sürdürüldüğü devlet üniversitesinin 
Eğitim Fakültesi İlköğretim Matematik Öğretmen-
liği Programında Analiz II dersi alan öğrenci sayı-
sına göre iki ya da üç grup halinde açılmaktadır. 
Nnitel araştırmalarda araştırmacı, bizzat alanda 
zaman harcayan, araştırma kapsamındaki kişilerle 
doğrudan görüşen ve gerektiğinde bu kişilerin de-
neyimlerini yaşayan, alanda kazandığı bakış açısını 
ve deneyimlerini toplanan verilerin analizinde kul-
lanan kişidir (Yıldırım ve Şimşek, 2003, s. 23). Ça-
lışmanın yapıldığı 2007-2008 öğretim yılında Ana-
liz II dersi, öğretim elemanı farklı olmak üzere iki 
grup olarak açılmış olduğundan, kolay ulaşılabi-
lir durum örneklemesi yöntemi (Yıldırım ve Şim-
şek) kullanılarak iki ders grubundan araştırmacı-
nın öğretim elemanı olduğu, 23 öğrenciden olu-

şan grup, araştırmanın katılımcıları olarak belir-
lenmiştir. Analiz II dersi kapsamında iki değişken-
li fonksiyonların öğretimi sürecinde öğrencilerin 
fonksiyon kavramını tek değişkenden iki değişkene 
genellemelerini araştırmak amacı ile geliştirilen bir 
dizi ölçme aracının (açık uçlu sorulardan oluşan 
testler) 23 öğrenciye uygulanmasının ardından, altı 
öğrenci amaçlı örnekleme yöntemlerden biri olan 
ölçüt örnekleme yöntemi kullanılarak görüşme ya-
pılmak üzere seçilmiştir. Ölçüt örnekleme, önce-
den belirlenmiş bir dizi ölçütü karşılayan bütün 
durumların çalışılmasıdır (Yıldırım ve Şimşek). Bu 
bağlamda görüşme yapılacak öğrencilerin seçimin-
de, açık uçlu testlerden elde edilen verilerin, fonk-
siyon kavramının APOS öğrenme teorisine göre 
belirlenmiş anlama seviyeleri kullanılarak yapılan 
analizi sonuncunda, hem tek değişkenli hem de iki 
değişkenli fonksiyonlara ilişkin anlama seviyeleri 
(en az) süreç olarak belirlenmiş olmak ölçüt olarak 
kullanılmıştır. Bilişsel seviyeleri en az süreç olarak 
belirlenmiş öğrenciler arasında yapılan seçim, test-
ler boyunca gösterdikleri kavramsal gelişimleri, se-
çildikleri sınıfı yansıtacak biçimde çeşitlilik göste-
ren öğrencilerden yana yapılmıştır. 

Veri Toplama Araçları ve Veri Toplama Süreci 

Çalışmada veri toplama aracı olarak açık uçlu test 
ve klinik görüşme teknikleri kullanılmıştır. Açık 
uçlu testler, öğrencilerin fonksiyon kavramını iki 
değişkenli fonksiyonlara genelleme sürecinde, öğ-
rencilerin fonksiyon kavramını anlama seviyeleri-
ni en az süreç ya da eylem şeklinde değerlendirme 
amaçlı, fonksiyon kavramını anlama seviyelerinin 
alan yazında elde edilen ölçütlerine göre hazırlan-
mıştır. Alan yazında ilgili çalışmalarda fonksiyon 
kavramını en az süreç ya da eylem seviyesinde be-
lirlemeye ilişkin ölçütlerin başlıcaları; kavramın ta-
nımı, farklı temsil durumlarının fonksiyon olup ol-
madığının araştırılması ve temsiller arası geçiş ko-
nularında olduğundan, testlerin soru maddeleri, 
temsil durumlarının fonksiyon (iki ya da tek değiş-
kenli) olup olmadığını belirleme, fonksiyon temsil-
leri arası geçiş ve iki ya da tek değişkenli fonksi-
yon tanımı olmak üzere üç kategoriden oluşmak-
tadır. Çalışmada testlerin paralel anlamda hazır-
lanmasından kast edilen, testlerin bu üç kategori-
den soru maddeleri içermesidir. Dubinsky ve Harel 
(1992)’ in belirttiği gibi, bir öğrencinin fonksiyon 
kavramını anlama seviyesini bir ya da iki tip tem-
sil durumunun fonksiyon olup olmadığını belirle-
me sorusuna verdiği yanıt ile tahmin etmek olduk-
ça güçtür. Dubinsky ve Harel’e göre bir öğrenci, bir 
temsil durumuna verdiği yanıttaki fonksiyon bilgi-
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sini bir diğer temsil durumunda göz ardı edebilir 
ya da açık olarak ifade edemeyebilir. Dolayısı ile bu 
çalışmada hazırlanan testlerde kullanılan temsille-
rin her birinden en az üç farklı durum verilmiştir. 
Bunun yanında, öğrencilerin fonksiyonları anlama 
seviyelerini ölçmede, bir fonksiyon temsilini bir di-
ğer temsile dönüştürmelerinin ve bir ya da iki de-
ğişkenli fonksiyonları tanımlamalarının istenildiği 
soru maddeleri de kullanılmıştır. Temsil olarak tek 
değişkenli fonksiyonlar konusunda hazırlanan ilk 
iki testte cebirsel, geometrik ve tablo temsilleri ve 
bu temsiller arası dönüştürmeler kullanılmıştır. İlk 
iki testten elde edilen sonuçlara göre bilişsel seviye-
si düşük öğrencilerin bile tablo temsillerinde fonk-
siyon durumlarını başarı ile algıladıkları görüldü-
ğünden, iki değişkenli fonksiyonlar konusunda ha-
zırlanan testlerde geometrik ve cebirsel temsil gö-
revlerine yer verilmiştir. Ayrıca iki değişkenli fonk-
siyonların geometrik temsillerini algılama durum-
larını değerlendirmede kullanılmak üzere öğrenci-
lere grafik temsilinden tanım ve değer kümesi bul-
ma görevleri de verilmiştir. 

Nitel araştırmada geçerliğin ve güvenirliğin sağlan-
masında kullanılan önemli ölçütlerden biri, “veri 
çeşitlemesi” (triangulation) dir (Yıldırım ve Şim-
şek, 2003). Bu araştırmanın geçerlik ve güvenirli-
ğini sağlamak amacı ile açık uçlu testler ve klinik 
görüşmeler ile veri çeşitlemesi yapılmıştır. Ayrıca 
çalışma kapsamında hazırlanan testlerin önce kap-
sam geçerliliğinin sağlanması için bir alan uzmanı-
nın görüşleri alınmıştır. Her bir testin güvenilirliği-
ni ölçmek için pilot uygulaması yapılmış ve ardın-
dan testten elde edilen veriler birinin araştırmacı 
olduğu iki alan uzmanı tarafından kodlama yoluy-
la nitel olarak analiz edilmiştir. Uzmanlarının kod-
lamalarının büyük ölçüde tutarlı olduğu görülmüş 
(birinci test; %89, ikinci test; %91, üçüncü ve dör-
düncü testler; %94) ve bu yolla testlerin güvenirliği 
sağlanmıştır (Miles ve Huberman, 1994). 

Genel fonksiyon kavramı, iki değişkenli fonksiyon-
ların öğrenilmesinde başlıca ön-koşul bilgiyi oluş-
turduğundan ve bu çalışma öğrencilerin iki değiş-
kenli fonksiyonların tek değişkenden iki değişkene 
genelleme süreçlerini araştırmayı amaçladığından, 
öğrencilerin Analiz II dersi başında fonksiyon kav-
ramına ilişkin bilişsel seviyelerini belirlemek ama-
cı ile açık uçlu sorulardan oluşan bir test geliştiril-
miş ve uygulanmıştır. Testin uygulanmasının ardın-
dan gelen dört ders saati, fonksiyon kavramının kı-
saca tekrarına ayrılmıştır. Bu kısa öğretim sürecin-
de, fonksiyon makinesi kullanılarak fonksiyonların 
çoklu temsilleri ve temsillerin birbirlerine dönüştü-
rülmeleri üzerinde özellikle durulmuştur. Fonksi-
yon kavramının benimsenen bu öğretim yaklaşımı 
ile yeniden gözden geçirilmesinin ardından, öğren-
cilerin fonksiyon kavramına ilişkin bilişsel seviyele-

rinde herhangi bir değişim olup olmadığını ölçmek 
amacı ile önceki ölçme aracına paralel olarak ikinci 
bir test hazırlanmış ve uygulanmıştır. Ardından iki 
değişkenli fonksiyonların öğretim süreci başlatıl-
mıştır. Bu süreçte de fonksiyon makinesi iki değiş-
kenli fonksiyonların öğretiminde bilişsel kök ola-
rak kullanılmıştır. Ayrıca ders kapsamında iki de-
ğişkenli fonksiyonların çoklu temsillerini (özellikle 
cebirsel ve geometrik), temsiller arası geçişi ve tem-
sillerin tek değişkenden iki değişkene genellenme-
sini destekleyici öğretim etkinliklerine önem veril-
miştir. Bu etkinlikler sırasında aynı temsillerde, ge-
nel fonksiyon bilgisini genelleyebilecekleri tek ve iki 
değişkenli fonksiyon örnekleri ele alınmıştır. Örne-
ğin f(x)=1 cebirsel temsili ile verilen tek değişken-
li sabit fonksiyonun grafik temsilinin belirlenmesi, 
tanım ve değer kümelerinin her iki temsilden elde 
edilmesi gibi alıştırmaların ardından f(x,y)=1 ce-
birsel temsili ile verilen iki değişkenli sabit fonksi-
yonun benzer incelemesine geçilmiş ve bu yolla iki 
fonksiyonun cebirsel ve grafik temsillerinin karşı-
laştırılmasının yapılması sağlanmıştır. Bununla be-
raber, iki değişkenli fonksiyonların geometrik tem-
silleri ve diğer temsilleri ile geometrik temsiller ara-
sı geçişler, bazı özel yüzeylerin çizim yollarından 
sonra verilmiştir. Teorik çerçeve bölümünde bah-
sedildiği gibi, çeşitli temsil durumlarının fonksiyon 
olup olmadığını belirleyebilme fonksiyon kavramı-
nı anlama seviyeleri arasında ayırt edici bir davranış 
olduğundan (Dubinsky, 1991), öğrencilere cebirsel 
ya da geometrik temsillerin iki değişkenli fonksi-
yon olup olmadığını belirleme konusunda pek çok 
görev verilmiştir. Ayrıca, çeşitli cebirsel ve geomet-
rik iki değişkenli fonksiyon temsillerinden tanım 
ve değer kümesi bulma alıştırmaları üzerinde de 
önemle durulmuştur. Böylece iki değişkenli fonksi-
yonların öğretim sürecinin ardından, tek değişkenli 
fonksiyonlar konusunda uygulanan ilk iki teste pa-
ralel anlamda iki değişkenli fonksiyonlar konusun-
da bir açık uçlu test hazırlanmıştır. Bu testin uygu-
lanmasından sonra iki değişkenli fonksiyonların li-
mit, süreklilik, yönlü türev ve ardından katlı integ-
ral bilgilerinin öğretim süreci başlamıştır. Bu süre-
cin yani Analiz II ders sürecinin sonunda yine ön-
ceki uygulanan testlere paralel anlamda iki değiş-
kenli fonksiyonlar konusunda ikinci test hazırlan-
mış ve uygulanmıştır. 

Öğrencilerin fonksiyon kavramını tek değişkenden 
iki değişkene genelleme sürecinde uygulanan test-
lerin kodlama yolu ile nitel analizinden sonra veri 
toplama aracı olarak klinik görüşme tekniği kulla-
nılmıştır. Klinik görüşme, öğrencilerin düşünme 
yapılarını, bilişsel süreçlerini derinlemesine anla-
maya yardımcı olabilen ve dolayısıyla da matema-
tik eğitiminde sıkça kullanılan bir görüşme tekni-
ğidir (Clement, 2000; Ginsburg, 1981). Tek ve iki 
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değişkenli fonksiyon kavramlarına ilişkin bilişsel 
seviyeleri (en az) süreç düzeyine ulaşmış öğrenci-
ler arasından, katılımcılar alt başlığı altında belir-
tildiği gibi klinik görüşmeler için yapılan öğrenci 
seçiminin ardından klinik görüşme soruları hazır-
lanmıştır. Hazırlanan klinik görüşme sorularının 
uzman görüşüne sunularak aşağıdaki gibi son şek-
li verilmiş ve Analiz II dersini almakta olan bir öğ-
renciye uygulanarak pilot çalışması yapılmıştır.

1. Sana göre fonksiyon nedir? 

2. 

• Yukarıdaki şekiller sana ne hatırlatıyor?
• Yukarıdaki şekillerin temsil ettiği fonksiyonlar ne-
dir?

3. Yukarıdaki makinelerin temsil ettiği fonksiyon-
lar arasında ilişki var mıdır? Varsa nedir? 

4. Aşağıdaki gösterimlerin anlamı nedir? 

5. Girdileri fonksiyonlar olan bir fonksiyon söyler 
misin?

Gerekli olduğunda alt sorular: 

*	 Fonksiyon makinesi diye bir şey hatırlıyor mu-
sun? 

*	 Bir fonksiyon makinesinin girdileri üzerinde 
herhangi bir kısıtlama var mıdır?	

*	 Bir fonksiyon makinesinin girdileri de fonksi-
yon olabilir mi?			 

*	 Böyle bir fonksiyon makinesi biliyor musun? 

6. İki değişkenli fonksiyon nedir?

7.

Yukarıdaki makinenin temsil ettiği fonksiyon nedir?

8.   cebirsel temsili fonksiyon mu-
dur? Neden? Bu cebirsel ifadeyi grafik ile temsil 
eder misin? 

9.   cebirsel ifadesi ile temsil edilen 
fonksiyonun grafik temsilini verir misin? Bu fonk-
siyonun tanım ve değer kümesini bulur musun? 
Nasıl buldun? 

10.

Yukarıda verilen tablolara göre g(f(x,y)) cebirsel 
ifadesinden bahsetmek mümkün müdür? Bu cebir-
sel ifade ne anlama gelir? Aşağıdaki değerleri he-
saplar mısın? 

Alan yazında verilen (Carlson ve ark., 2007; Du-
binsky, 1991; Dubinsky ve Harel, 1992) ve çalış-
manın önceki bölümlerinde bahsedilen fonksiyon 
kavramını süreç seviyesinde anlamanın başlıca öl-
çütleri ve görüşme sorularında bu ölçütler ile iliş-
kili görevler aşağıdaki gibidir:

•	 Bir fonksiyonu her girdiyi tek bir çıktıya dönüş-
türen bir girdi-çıktı süreci olarak tanımlama ya 
da açıklama (soru 1 ve 6)

•	 Fonksiyon olup olmama durumlarını algılama 
(soru 8)

•	 Bir fonksiyon durumunu başka bir temsile dö-
nüştürme (2, 7, 8 ve 9. sorular)

•	 İki fonksiyonun eşitliğini algılama (soru 3)

•	 Bir fonksiyonun tanım ve değer kümelerini bul-
ma (soru 9)

•	 İki fonksiyonun bileşkesi sürecini algılama (soru 
10)

Yukarıda belirtilen ölçütlerin dışında, öğrencile-
rin bilişsel seviyelerini görebilmek için öğrencile-
rin soruların tamamına verdikleri yanıtlara bir bü-
tün olarak bakılmıştır. Bunun yanı sıra öğrencinin 
bir fonksiyonu nesne olarak görüp göremediği, gö-
rüşme sorularının dördüncü ve beşinci maddesi ile 
de sorgulanmak istenilmiştir.

Görüşmelerde bu sorulara yanıt aranırken, öğren-
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cilerden gelen ifadelere göre, yönlendirme yap-
maksızın düşünme biçimlerini derinlemesine orta-
ya koymalarını sağlayacak biçimde “neden?”, “nasıl 
düşündün” gibi soru biçimleri seçilmiştir. 

Klinik görüşmeler, testlerden elde edilen verilerin 
analizleri sonucunda tek ve iki değişkenli fonksi-
yonlara ilişkin bilişsel seviyeleri en az süreç olarak 
belirlenmiş öğrencilerin bilişsel seviyelerinin, sü-
reç mi yoksa daha ileri seviyeler olan nesne ya da 
şema mı olduğunu belirlemenin yanı sıra, verile-
rin güvenirliği için veri çeşitlemesini (data trian-
gulation) sağlamak amacı ile uygulanmıştır. Klinik 
görüşmelere başlanmadan önce öğrencilere, görüş-
melerin ne amaçla ve nasıl kullanılacağı açıklan-
mış ve kendilerinden görüşme izni alınmıştır. Gö-
rüşmeler sırasında öğrencilere çalışma kâğıdı ve-
rilmiş ve sorular görüşmeci tarafından sözel ifade 
edilirken aynı zamanda çalışma kâğıdına yazılmış-
tır. Öğrencilerden soruları yanıtlarken sesli düşün-
meleri ve aynı zamanda soruların yazılı çözümle-
ri için çalışma kâğıdını kullanmaları istenilmiştir. 
Ayrıca, çalışma kâğıdına hatalı yazımda bulunduk-
larında silmemeleri, çalışma kâğıdında bir alt satı-
ra devam etmeleri konusunda istekte bulunulmuş-
tur. Ortalama 40 dakika süren görüşmeler ses ka-
yıt cihazı ile kayıt altına alınmıştır. Öğretim süreci 
boyunca dersin öğretim elemanı olan ve görüşme-
ci olarak öğrencilerle görüşen araştırmacı, çalışma 
boyunca tarafsızlığını korumuş olup, dersin öğreti-
cisi olmasının görüşmelerde öğrencileri etkileme-
mesi açısından görüşmeleri Analiz II dersinin dö-
nem sonu sınavından sonra uygulamıştır. 

Analiz

Araştırmadan elde edilen veriler alan yazın destekli 
olarak kodlama yolu ile nitel olarak analiz edilmiş-
tir. Analizler fonksiyon kavramının Dubinsky ve 
arkadaşları (Breidenbach ve ark., 1992; Dubinsky, 
1991; Dubinsky ve Harel, 1992) tarafından APOS 
çerçevesinde belirlenen anlama seviyelerinin belir-
lenme ölçütlerine göre yapılmıştır. Paralel anlam-
da soru maddeleri, temsil durumlarının fonksiyon 
(iki ya da tek değişkenli) olup olmadığını belirle-
me, fonksiyon temsilleri arası geçiş ve iki ya da tek 
değişkenli fonksiyon tanımı olmak üzere üç kate-
goriden oluşan testlerin analiz sonuçlarının karşı-
laştırılması da bu üç kategorideki ölçütlere göre ya-
pılmıştır. 

Öğrencilerin fonksiyon bilgisine ilişkin açıklama-
ları farklı temsil durumlarında ya da test madde-
lerinde tutarlı olamayabileceğinden, öğrencilerin 
fonksiyonları kavramaları sorulara verdikleri ya-

nıtlar bir bütün olarak ele alınarak analiz edilme-
ye çalışılmıştır. Dubinsky’ e göre (1991) fonksiyon-
lara ilişkin bilişsel seviyesi süreç olan bir öğrenci, 
bir temsil durumunun fonksiyon olup olmadığı-
nı algılayabilir ve bir fonksiyon temsilini başka bir 
temsile dönüştürebilir. Bu nedenle testlerin anali-
zinde, fonksiyon durumlarını yalnız tablo temsil-
lerinde algılayabilmiş ve fonksiyonların grafik, ce-
birsel ve tablo temsilleri arasındaki dönüştürmele-
ri yapabilmiş bir öğrencinin fonksiyonları anlama 
seviyesi oldukça zayıf süreç olarak belirlenmiştir. 
Fonksiyon durumlarını yalnız tablo temsillerinde 
algılayabilmiş öğrenci aynı zamanda temsiller ara-
sı dönüştürmeler konusunda da başarısız ise anla-
ma seviyesinin eylemden sürece geçiş olduğu sonu-
cuna varılmıştır. Eğer öğrenci fonksiyon durumla-
rının hiçbirini algılamamış ise anlama seviyesi ey-
lem olarak belirlenmiştir. 

Öğrencilerin ilk testte fonksiyon kavramı için ver-
dikleri tanımlar göze alındığında, çoğu öğrencinin 
manipülasyon kısıtlamasına, bu öğrencilerin bazı-
larının ise aynı zamanda nicelik kısıtlamasına sa-
hip oldukları görülmüştür. Ayrıca, çoğu öğrencinin 
grafik temsillerinin fonksiyon belirtip belirtmedi-
ği araştırması için önce grafik temsillerini cebirsel 
temsillere çevirdikleri yani bir durumun fonksiyon 
olup olmadığını araştırmak için manipülasyon ya-
pabilecekleri belirli bir ifadeye ihtiyaç duydukları 
görülmüştür. Dolayısıyla bu öğrencilerin katılık kı-
sıtlamasına sahip oldukları sonucuna varılmıştır. 
Diğer yandan bütün temsillerdeki fonksiyon du-
rumlarını algılayan ve cebirsel, grafik ve tablo tem-
silleri arasında dönüştürme yapabilen bir öğrenci-
nin anlama seviyesinin ise en az süreç olabileceği 
yorumu yapılmıştır. Öğrencilerin bilişsel gelişimle-
rini incelemeyi kolaylaştırmak amacı ile paralel an-
lamda hazırlanan diğer testlerden elde edilen veri-
ler de benzer yolla analiz edilmiştir. Örneğin ve-
rilen grafik ve cebirsel temsillerden iki değişken-
li fonksiyonları algılayabilen bir öğrencinin iki de-
ğişkenli fonksiyonlara ilişkin anlama seviyesi en az 
süreç olarak yorumlanırken böyle bir öğrenci ayrı-
ca verilen grafik temsillerini önce cebirsel temsille-
re çevirip fonksiyon durumlarını cebirsel temsiller 
ile araştırmış ise anlama seviyesi katılık kısıtlamalı 
süreç olarak belirlenmiştir. 

Genel fonksiyon kavramının APOS çerçevesinde 
geliştirilmiş olan anlama seviyeleri iki değişken-
li fonksiyonları anlama seviyelerine de bir öngö-
rü oluşturmaktadır, ancak matematik eğitimi alan 
yazınının iki değişkenli fonksiyonları anlama se-
viyelerinin belirlenmesine olan gereksinimi tartı-
şılmazdır. Bu çalışmanın uygulama sürecinde, öğ-



KABAEL / Tek Değişkenli Fonksiyonların İki Değişkenli Fonksiyonlara Genellenmesi, Fonksiyon Makinesi ve APOS

473

rencilerin tek ve iki değişkenli fonksiyonlara ilişkin 
bilişsel gelişimlerinin izlenmesini kolaylaştırmak 
amacı ile öğrencilerin iki değişkenli testlere verdik-
leri yanıtlar, genel fonksiyon kavramını anlama se-
viyeleri kullanılarak analiz edilmiş ve bu yolla öğ-
rencilerin iki değişkenli fonksiyonlara ilişkin biliş-
sel seviyeleri belirlenmeye çalışılmıştır. 

Öğrencilerin iki değişkenli fonksiyonlara ilişkin ilk 
test olan üçüncü teste verdikleri yanıtlar incelendi-
ğinde hemen hemen bütün öğrencilerin grafiği ve-
rilen bir fonksiyonun tanım ve değer kümesini bul-
mada güçlük yaşadıkları görülmüştür. Bu öğrenci-
lerin bazıları yüzeyin izdüşümünü başarılı bir bi-
çimde alamasalar bile, iki değişkenli bir fonksiyo-
nun tanım ve değer kümelerinin elemanlarının sı-
rasıyla ikililer ve gerçel sayılar olduğunun bilincin-
dedirler. Dolayısıyla, bu öğrencilerin anlama se-
viyeleri, eğer fonksiyon durumlarını algılayabil-
miş iseler süreç olarak belirlenmiştir. Bu öğrenci-
lerden grafik temsillerinin fonksiyon olup olma-
ma durumlarını araştırmak için önce cebirsel tem-
silleri belirlemeye çalışanların ise anlama seviyele-
ri katılık kısıtlamalı süreç olarak tahmin edilmiştir. 
Geri kalan öğrencilerden bazılarının ise, iki değiş-
kenli fonksiyonların tanım ve değer kümesi bilgi-
si ile ilgili boyut güçlüğü yaşadıkları görülmüştür. 
Örneğin bazı öğrenciler iki değişkenli fonksiyo-
nun tanım ya da değer kümesinin elemanını (x,y,z) 
şeklinde üçlüler ile vererek tanım ve değer kümesi 
bilgileri ile ilgili ciddi güçlükleri olduğunu ortaya 
koymuşlardır. Eğer böyle bir öğrenci, grafik ve ce-
birsel temsillerde fonksiyon durumlarını başarıy-
la algılamış ise iki değişkenli fonksiyonları anlama 
seviyelerinin zayıf süreç olduğu tahmin edilmiştir. 
Böyle bir öğrenci ayrıca fonksiyon durumlarını al-
gılamada güçlük yaşamış ise bilişsel seviyesinin ey-
lem olduğu sonucuna varılmıştır. Diğer yandan, iki 
öğrencinin tüm soru maddelerinde başarılı oldu-
ğu ancak cebirsel yaklaşıma sahip oldukları, yani 
fonksiyon durumlarını grafik temsillerinde araştı-
rıyor olsalar bile cebirsel temsile geçiş yapmaya ça-
lışarak fonksiyon durumlarını belirledikleri görül-
müştür. Bu öğrenciler, iki değişkenli fonksiyonlar 
konusunda olan ilk testtin birinci ve ikinci madde-
lerinde fonksiyon durumlarını algılamanın dışın-
da, üçüncü maddede tanım ve değer kümelerini 
başarıyla elde edebilmişlerdir. Bu öğrencilerin tek 
güçlük yaşadıkları noktanın grafik temsilleri oldu-
ğu görülmüştür. Çoğu öğrenci gibi, grafik temsil-
lerinde fonksiyon durumlarını cebirsel temsile dö-
nüştürerek algılayabilmişlerdir. Yani, grafik temsi-
linden cebirsel temsile geçerek fonksiyon durumla-
rını algılamışlar, ancak üç boyutlu geometri bilgi-
si ve görselleştirme ile yaşadıkları güçlükler nede-

ni ile fonksiyon süreci ile yüzey grafiğini ilişkilen-
dirememişlerdir. Bu bulgular sonucunda bu öğren-
cilerin bilişsel seviyelerinin en az süreç olduğu tah-
min edilmiştir. 

İki değişkenli fonksiyonlar konusunda olan son 
testin bulguları da önceki testlere benzer olarak 
analiz edilmiştir. Öğrencilerin bir kısmı Analiz II 
dersinin içeriğini oluşturan iki değişkenli fonksi-
yonlar üzerine kurulmuş kavramların öğretimi sü-
recinde iki değişkenli fonksiyonlara ilişkin bilişsel 
durumlarını geliştirmişlerdir. Bu öğrenciler elde 
ettikleri gelişim ile son testte fonksiyon durumları-
nı grafik ve cebirsel temsillerde sırasıyla düşey doğ-
ru testini kullanarak ve cebirsel analiz ile algılayan, 
grafik temsili verilen bir fonksiyonun tanım ve de-
ğer kümelerini başarı ile belirleyebilen bireyler ha-
line gelmişlerdir. Bu öğrenciler bilişsel seviyeleri en 
az oldukça güçlü süreç olarak belirlenmişlerdir. 

Bulgular

Burada açık uçlu testlerden elde edilen bulgular 
betimsel olarak verilecek, fonksiyon kavramını an-
lama seviyelerine göre yapılan alan yazın destekli 
analiz sonuçları çerçevesinde öğrencilerin öğretim 
sürecindeki gelişimleri ise görüşülen öğrencilerin 
bulguları ile detaylandırılacaktır. 

Tek Değişkenli Fonksiyonlar Konusunda Olan 
Testlerin Bulguları

Birinci testteki grafik ve cebirsel temsillerde, ba-
ğımsız değişkeni x olan fonksiyon durumlarının is-
tenildiği ilk maddelerine verilen yanıtlardan öğren-
cilerin çoğunun fonksiyon kavramını göz ardı ede-
rek bağımsız değişken kavramına odaklandıkla-
rı görülmüştür. Bu öğrenciler bağımsız değişkeni x 
olan durumları, yalnızca cebirsel temsillerde değil 
grafik temsillerinde de cebirsel temsile geçerek ce-
birsel çözümleme ile incelemeye çalışmışlardır. Ör-
neğin bu öğrencilerin bazılarının cebirsel temsilin 
y=f(x) şeklinde yazılıp yazılmamasına göre x in ba-
ğımsız değişken olup olmadığına karar verdikleri 
görülmüştür. Geriye kalan öğrencilerin bazıları ise 
(beş öğrenci) y=4 cebirsel ifadesinin “x” içermediği 
düşüncesi ile yalnızca bu sabit fonksiyonu bağım-
sız değişkeni x olan durum olarak seçmişlerdir. Di-
ğer yandan bir öğrencinin ise, hem cebirsel hem de 
grafik temsillerinde sabitin dışındaki şıkların tama-
mını fonksiyon durumu olarak seçtiği görülmüştür. 
Bazı öğrencilerin bağımsız değişkeni x olan fonksi-
yon durumunu araştırmadaki faktörü ise “bilindik 
olma” dır. Bir öğrenci grafik ve cebirsel temsiller-
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den sırası ile cebirsel temsilleri “y=4” ve “y=x2” olan 
fonksiyonları bilindik oldukları gerekçesi ile ba-
ğımsız değişkeni x olan fonksiyon olarak seçmiştir. 
Bir başka öğrenci de aynı gerekçe ile grafik ve cebir-
sel temsillerde cebirsel ifadesi “y=x2” olan parabolü 
seçmiştir. İlk testte elde edilen bu bulguların tersine 
ikinci testte 23 öğrencinin 13 ü hem grafik hem de 
cebirsel temsillerde fonksiyon durumlarını başarıy-
la algılayabilmişlerdir. Yalnızca dört öğrenci fonk-
siyon yerine bağımsız değişken kavramına odakla-
narak araştırma yapmaya devam etmiştir. İlk test-
te öğrencilerin çoğunun (16) fonksiyon durumları-
nı algılayabildikleri tek temsil tablo temsili olmuş-
tur. Cebirsel formülü kullanarak verilen çıktıya kar-
şılık gelen girdiyi bulma konusunda her iki testte de 
öğrencilerin tümünün başarılı olduğu görülmüştür. 
Grafik temsilini tablo temsiline dönüştürme konu-
sunda ise 23 öğrenciden 17’si ilk testte başarı gös-
termiştir. Bu dönüştürme görevinde hatası olan öğ-
rencilerin ise fonksiyonun süreksiz olduğu nokta-
daki çıktıyı algılayamadıkları görülmüştür. Hemen 
hemen bütün öğrenciler (iki öğrenci hariç) cebirsel 
formülü verilen parçalı fonksiyonun grafiğini çize-
bilirken, bu öğrencilerin 12’si verilen fonksiyonun 
değer kümesini göz ardı ederek üst yarı-çember 
yerine tam çember çizmişlerdir. Birinci teste ben-
zer olarak ikinci testte de alt yarı-çemberin cebir-
sel temsili verilerek grafiği istenilmiştir. İlk testte 
yarı çember yerine tam çember çizen öğrencilerin 
çoğu ikinci testte değer kümesini de göz önüne ala-
rak doğru sonuç vermişlerdir. İkinci testte yalnızca 
dört öğrenci fonksiyon olamayacağını düşünmeksi-
zin tam çember grafiği çizmiştir. 

Birinci testte fonksiyon tanımı olarak Vinner ve 
Dreyfus’un (1989) elde ettiği tanımlara benzer çeşit-
li tanımlara ulaşılmıştır. İlk testte yalnızca dört öğ-
renci eksiksiz tanım vermeyi başarmıştır. Bu öğren-
ciler fonksiyonu tanım kümesindeki elemanları de-
ğer kümesinden yalnızca bir elemana eşleyen bağın-
tı olarak tanımlamışlardır. Diğer öğrenciler tanımla-
rındaki sınıfı “terim”, “kural”, “işlemlerin bir dizisi”, 
“değişkenlerin bir sistemi” ya da “ifade” olarak ver-
mişlerdir. Birinci ve ikinci testlerde verilen tanımlar 
karşılaştırıldığında, öğrencilerin bu anlamdaki biliş-
sel gelişimlerinin şaşırtıcı olduğu görülmüştür. İkin-
ci testte 18 öğrenci, girdi-çıktı, girdinin çıktıya sağa 
teklik koşulu ile dönüşmesi bilgilerini içeren doğru 
tanım vermişlerdir. Bu öğrencilerin çoğu tanımdaki 
sınıfı bağıntı olarak, geri kalanı da eşleme olarak be-
lirlemişlerdir. On sekiz öğrencinin dışında kalan beş 
öğrenciden üçünün de girdi-çıktı ve girdinin çıktıya 
dönüşmesini içeren tanım verdiği ancak bu öğrenci-
lerden birinin sınıfı kural, ikisinin ise makine olarak 
belirledikleri görülmüştür. 

İki Değişkenli Fonksiyonlar Konusunda Olan 
Testlerin Bulguları

İki değişkenli fonksiyonlar konusunda en şaşırtı-
cı sonuç neredeyse bütün öğrencilerin (21) cebir-
sel yaklaşıma sahip olmasıdır. Yani bu öğrenciler, 
grafik temsillerinde fonksiyon durumu araştırması 
yaparken de önce cebirsel temsile dönüştürme yap-
maya çalışarak cebirsel inceleme yapma eğiliminde 
olmuşlardır. Bu öğrencilerden 19’u grafik temsille-
rinde cebirsel yaklaşımla doğru seçim yapmışlar-
dır. Buna karşın, bu öğrencilerin ancak 17’si fonksi-
yon sürecini algılayabilmiş gibi gözüküyordu. Ge-
riye kalan iki öğrencinin ezbere cebirsel analiz yap-
tıkları anlaşılıyordu. Cebirsel yaklaşıma sahip bu 
öğrencilerden sekizinin tek değişkenli fonksiyon-
lar konusunda olan ilk testte yani dersin başında da 
cebirsel yaklaşıma sahip olduğu görülmüştür. Daha 
sonra tek değişkenliler konusunda olan ikinci test-
te yani fonksiyon makinesi ile fonksiyon kavramı-
nın tekrar gözden geçirilmesinin ardından, grafik 
temsillerinde cebirsel formül olmaksızın fonksiyon 
durumu araştırması yapmayı geliştirdikleri görül-
müştür. Başka bir deyişle, bu öğrenciler tekrar göz-
den geçirme ile cebirsel yaklaşımlarını terk etmiş-
ler ancak iki değişkenli fonksiyonların öğretim sü-
recinin başında tekrar kazanmışlardır. Daha sonra 
bu öğrencilerin dördü, iki değişkenli konuların öğ-
retim süreci ile dönem boyunca cebirsel yaklaşım-
larını tekrar terk etmiş ve fonksiyon süreci ile grafi-
ği ilişkilendirerek fonksiyon durumunu grafik üze-
rinde inceleme becerisini kazanmışlardır. Yani bu 
öğrenciler dönem sonunda fonksiyon durumları-
nı grafik üzerinde düşey doğru testi ile araştırmış-
lardır. Geriye kalan dört öğrenci ise bütün testler-
de cebirsel yaklaşım sergilemişlerdir. On üç öğren-
cinin son testte iki değişkenli fonksiyon durumla-
rını grafik üzerinde düşey doğru testi ile inceleme-
yi kazanmış olmaları önemli bir gelişme olarak gö-
rülmüştür.

İki değişkenli fonksiyonlar konusunda olan ilk 
testte bağımsız değişken kavramında sahip ol-
duğu karmaşadan kurtulamayan bir öğrenci ha-
riç, öğrencilerin tamamı verilen cebirsel temsille-
ri z=f(x,y) şeklinde ifade ederek cebirsel analiz yolu 
ile doğru sonuçlara ulaşmışlardır. Diğer yandan bu 
öğrencilerden dördünün bu cebirsel analizi, fonk-
siyon sürecini yani, girdi-çıktı ve girdinin çıktıya 
dönüşümü bilgisini algılamaksızın yaptıkları gö-
rülmüştür. Bu öğrenciler ifadelerinde ezbere cebir-
sel analiz yaptıklarını ortaya koymuşlardır. 

Öğrencilerin iki değişkenli kavramların öğretim 
sürecinin ardından uygulanan son testte ezbere ce-
birsel analiz yapmayı terk ettikleri görülmüştür. 
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Öğrencilerin çoğu (23 öğrenciden 19’u) son testte 
parçalı şekilde verilen cebirsel ifadenin fonksiyon 
olamayacağını algılamışlardır. Ayrıca beş öğrenci, 
verilen parçalı cebirsel ifadeyi önce grafik temsili-
ne dönüştürmüş ve düşey doğru testini kullanarak 
fonksiyon olamayacağını algılamışlardır. Bu öğren-
cilerin son testin grafik temsiller içeren ilk soru-
sunda da düşey doğru testini kullandıkları görül-
müştür. Geri kalan öğrencilerin dördü de parçalı 
olarak verilen cebirsel ifadeyi grafik temsiline doğ-
ru olarak dönüştürmüşler ancak fonksiyon olma-
ma durumunu düşey doğru testini kullanarak değil 
cebirsel analiz yolu ile algılamışlardır. 

İki değişkenli fonksiyon kavramının tanımı açısın-
dan ise öğrencilerin verdiği tanımların beş gruba 
ayrıldığı görülmüştür. On üç öğrenciden oluşan ilk 
grup aşağıdaki iki tanımdan birini veren öğrenci-
lerin grubudur:

“Tanım kümesi 
2
nin, değer kümesi nin alt kü-

mesi olan fonksiyona iki değişkenli fonksiyon de-
nir”

“  olsun. Her (x,y) A ikilisini tek bir 
z C ye eşleyen bir bağıntıya iki değişkenli fonk-
siyon denir.”

İkinci gruptaki bir öğrenci iki değişkenli fonksiyo-
nu üç boyutlu uzayda geometrik açıklamaları ile ta-
nımlamıştır. 

Üçüncü grubu ise dört öğrenci oluşturmuştur. Bu 
gruptaki öğrenciler verdikleri tanım ile girdi-çıktı 
ve girdinin çıktıya sağa teklik koşulu ile dönüşümü 
bilgilerine sahip olduklarını göstermişlerdir ancak, 
tanımlarındaki sınıfı “kural” olarak seçmişlerdir. 
Bu öğrencilerin yansıttıkları fonksiyon süreci bilgi-
si nedeni ile, her ne kadar sınıfı “kural” olarak seç-
seler de manipülasyon kısıtlamasına sahip olma-
dıkları sonucuna ulaşılmıştır. 

Dördüncü gruptaki iki öğrenci ise manipülasyon 
kısıtlamasına sahip olduklarını göstermişlerdir. İki 
öğrenciden birine ait tanım, örnek oluşturması için 
aşağıda verilmiştir. 

“Her (x,y) için tek bir z değeri alan eşitliğe iki de-
ğişkenli fonksiyon denir.”

Son grupta üç öğrenci iki değişkenli fonksiyonu 
A,B ve C boştan farklı üç küme olmak üzere A×B 
den C ye bir bağıntı olarak tanımlamışlardır. 

İki değişkenli fonksiyonlar konusunda olan ilk 
testte öğrencilerin en çok güçlüğü, eliptik parabo-
loit yüzeyinin grafik temsilinin verilerek, bu yü-
zeyin temsil ettiği iki değişkenli fonksiyonun ta-
nım ve değer kümelerinin istenildiği üçüncü soru-
da yaşadığı görülmüştür. Yalnızca iki öğrenci hem 

tanım hem de değer kümesini doğru verebilmiş-
tir. Öğrencilerin tanım ve değer kümeleri için ver-
dikleri yanıtlar karşılaştırıldığında, tanım kümesi-
ni bulma konusunda daha fazla güçlük yaşadıkları 
görülmüştür. On üç öğrenci değer kümesini doğru 
verirken, tanım kümesine ulaşabilen öğrenci sayı-
sı yalnızca üç olarak elde edilmiştir. Bu soruda ba-
şarısız olan öğrencilerin fonksiyon süreci ile grafiği 
ilişkilendiremedikleri görülmüştür. İki öğrenci de-
ğer kümesinin elemanlarını (x,y,z) şeklinde üçlüler 
olarak vererek grafiğin bir (x,y) noktasındaki yük-
sekliğinin f(x,y)=z değeri olduğunu anlamadıkla-
rını göstermişlerdir. Benzer şekilde, iki değişken-
li bir fonksiyonun tanım kümesindeki elemanların 
her zaman ikililer olması gerektiği bilgisine sahip 
olamamış üç öğrenci de tanım kümesinin eleman-
larını, iki öğrenci ise hem tanım hem de değer kü-
mesinin elemanlarını (x,y,z) şeklinde üçlüler ola-
rak vermişlerdir. Diğer öğrenciler ise tanım ve de-
ğer kümelerinin elemanlarını doğru vererek iki de-
ğişkenli bir fonksiyonun tanım ve değer kümele-
rinin elemanlarının her zaman sırası ile ikililer ve 
gerçel sayılar olması gerektiği bilgisini kazanmış 
olduklarını yansıtmışlardır. Bu öğrenciler tanım ve 
değer kümelerinin elemanlarını doğru vermişler 
ancak tanım kümesini belirten düzlemsel bölge-
yi ya da değer kümesine eşit olan aralığı başarı ile 
belirleyememişlerdir. Tanım kümesini belirlemede 
güçlük yaşayan öğrencilerin çoğu tanım kümesini  

  yerine   

şeklinde verdiklerinden, yüzeyi düzleme izdüşür-
me konusunda güçlük yaşadıkları yorumu yapıl-
mıştır. Ayrıca öğrencilerin bu izdüşüm alma konu-
sunda yaşadıkları güçlüğün son testte de devam et-
tiği, ancak önceki testteki gibi tanım ve değer kü-
mesinin elemanları ile ilgili boyut problemlerini 
aştıkları görülmüştür. Örneğin üç öğrencinin son 
testte verilen yüzeyi düzlem yerine eksenlere ayrı 
ayrı izdüşürdüğü görülmüştür. Son testte tanım ya 
da değer kümesinin elemanlarını üçlü olarak veren 
öğrenci sayısı sırası ile bir ve iki olarak belirlenmiş-
tir. Ayrıca tanım kümesi belirleme konusunda ba-
şarılı öğrenci sayısı son testte üçten 10’a çıkmıştır. 

Görüşmelerin Bulguları

Çalışmanın güvenirliğini sağlamak amacı ile veri 
çeşitlemesinde kullanılan görüşmelerin bir diğer 
amacı, testlerin sonuçlarına göre bilişsel seviyesi en 
az süreç olarak belirlenmiş öğrencilerin seviyeleri-
nin süreç mi yoksa nesne ya da şema mı olduğunu 
belirlemektir. 
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Burada görüşme yapılan öğrenciler birden altı-
ya kadar numaralandırılarak isimlendirilecek ve 
bazı öğrencilerin görüşme analizlerinin sonuçları 
detaylı verilirken, bazı öğrenciler için elde edilen 
benzer sonuçlar kısaca açıklanacaktır. 

Birinci Öğrencinin Sonuçları: Birinci öğren-
ci ile yapılan görüşmeden ve testlerden elde edi-
len bulguların tutarlı olduğu görülmüştür. Fonksi-
yon kavramının tanımı açısından, birinci testte bu 
öğrencinin girdi-çıktı ve girdinin çıktıya dönüşü-
mü bilgilerine, “sağa teklik koşulu” hariç sahip ol-
duğu ancak, tek değişkenli fonksiyonu “kural” ola-
rak tanımladığı görülmüştür. Dubinsky ve Harel’in 
(1992) de kullandığı gibi “sağa teklik koşulu” ifadesi 
ile burada bir girdinin tek bir çıktısı olması koşulu 
kast edilmektedir. Birinci test ile Analiz II dersinin 
başında öğrencinin fonksiyon kavramına ilişkin bi-
lişsel seviyesi, katılık ve manipülasyon kısıtlamala-
rına sahip oldukça zayıf süreç olarak tahmin edil-
miştir. Birinci testte ne grafik ne de cebirsel temsil-
lerde fonksiyon durumlarını algılayamamış öğren-
cilerden biri olan bu öğrenci, fonksiyon makine-
si kullanılarak yapılan gözden geçirme sonrasında 
ise fonksiyon durumlarını grafik ve cebirsel tem-
sillerde sırasıyla düşey doğru testi ve cebirsel ana-
liz kullanarak algılama becerisini kazanmıştır. Ay-
rıca, tanımında sağa teklik koşulunu da vermeye 
başlamıştır. Diğer yandan, fonksiyonu hala “kural” 
olarak tanımladığı görülmüştür. Öğrencinin fonk-
siyonu kural olarak tanımlamasından manipülas-
yon kısıtlamasına sahip olduğu sonucuna gidilme-
miştir çünkü, öğrencinin ikinci testte verdiği yanıt-
ların tamamı göz önüne alındığında süreç seviye-
sinde olduğuna dair göstergelere sahip olduğu gö-
rülmüştür. Bu öğrenci ile yapılan görüşmeden elde 
edilen bulgular da yorumumuzu desteklemiştir. 
Görüşmede verdiği tanımda öğrenci yine fonksi-
yonu kural olarak ifade etmiştir ancak, öğrencinin 
görüşmede verdiği yanıtlar bilişsel seviyesinin en 
az süreç olduğunu kanıtlar niteliktedir. Görüşme-
de öğrenci, fonksiyonların eşitliğini kolayca ve hız-
lı biçimde algılamıştır. Ayrıca, görüşmede verilen 
gösterimler konusundaki ifadelerinde girdi-çıktı 
ve girdinin çıktıya dönüştürülmesi bilgisini açık-
ça göstermiştir. Girdileri fonksiyon olan bir örnek 
için ters fonksiyon ve bileşke işlemlerini kullanarak 
verdiği fonksiyon örnekleri, fonksiyon kavramına 
ilişkin bilişsel seviyesinin nesne olduğu sonucuna 
ulaşmamızı sağlayan bulgulardan biridir. 

Görüşmeci: Girdileri fonksiyon olan bir fonksiyon 
makinesi biliyor musun?

Birinci öğrenci: Bu durumda,…, f bileşke g olabi-
lir mi?

Görüşmeci: Makineye ne giriyor?

Birinci öğrenci: g giriyor

Görüşmeci: evet ….

Birinci öğrenci: Makine f, çıktı … hımm..şey f uygu-
landıktan sonra elde edilen şey

Görüşmeci: Ne elde edilir?

Birinci öğrenci: g(x) fonksiyonu girer ve f ile yeni bir 
fonksiyon oluşturulur.

İki değişkenli fonksiyonlar konusunda olan ilk 
testte birinci öğrenci, hem cebirsel hem de grafik 
temsillerinde fonksiyon durumlarını algılayabil-
miştir ancak, grafik temsillerini de cebirsel temsile 
çevirerek inceleme yapmaktadır. Benzer olarak ta-
nım ve değer kümesi bulma konusunda da güçlük 
yaşadığı görülmüştür. İki değişkenli fonksiyonun 
tanım kümesinin elemanı olarak (x,y,z) şeklinde sı-
ralı üçlü vererek de iki değişkenli fonksiyonun ta-
nım kümesi ile ilgili doğru bilgiye sahip olmadığını 
kanıtlamıştır. Bunun yanında iki değişkenli fonk-
siyon tanımının, yine fonksiyonu kural olarak ver-
mesinin dışında doğru olduğu görülmüştür. Dola-
yısıyla üçüncü testin sonunda öğrencinin iki de-
ğişkenli fonksiyonlara ilişkin bilişsel seviyesi katı-
lık kısıtlaması ve belki manipülasyon kısıtlaması da 
içeren zayıf süreç olarak tahmin edilmiştir. Araştır-
ma sürecinin yani dersin sonunda öğrencinin, bazı 
grafik temsillerinde fonksiyon durumlarını düşey 
doğru testi ile algılama becerisini ve iki değişken-
li fonksiyonun tanım kümesinin boyut bilgisini ka-
zanmış olduğu görülmüştür. Diğer yandan, öğrenci 
üç boyutlu uzayda yüzeyin düzleme izdüşürülme-
si konusunda güçlük yaşadığından dolayı son test-
te de grafiği verilen fonksiyonun tanım kümesini 
elde etme konusunda başarısız olduğu görülmüş-
tür. Dolayısıyla, öğrencinin yukarıda bahsedilen 
kazanımları göz önüne alındığında testler sonunda 
iki değişkenli fonksiyonlara ilişkin bilişsel seviyesi-
nin süreç olduğu tahmin edilmiştir. 

İki değişkenli fonksiyon kavramı sorgulanma-
ya başlanıldığında, testlerin sonuçlarından birin-
ci öğrencinin sahip olduğu şüphesine düşülen ma-
nipülasyon kısıtlaması görüşmede gözlenmemiş-
tir. Görüşmede iki değişkenli fonksiyon kavramı-
nı başarıyla tanımlamakla kalmayıp, hem iki de-
ğişkenli fonksiyon grafiğini çizebilmiş hem de gra-
fikten izdüşüm alarak fonksiyonun tanım ve değer 
kümesini doğru olarak elde edebilmiştir. Yani öğ-
renci, fonksiyon süreci ile üç boyutlu uzay bilgisi-
ni ilişkilendirme becerisini kazanmıştır. Son görüş-
me sorusunda ise bu öğrenci, tablo temsilleri ve-
rilen tek ve iki değişkenli fonksiyonların bileşkesi-
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ni ve iki fonksiyonun bileşkesini alabilme koşulunu 
ifade etmiştir. Diğer bir deyişle bu öğrenci, verilen 
fonksiyonların bileşkesini cebirsel olarak hesapla-
manın ötesinde iki fonksiyonun bileşkesi kavramı-
na ilişkin bilişsel seviyesinin düşük olmadığını gös-
termiştir. Ayrıca bu öğrenci izdüşüm alarak tanım 
ve değer kümesini elde etme becerisini ve üç boyut-
lu uzay ile fonksiyon sürecini ilişkilendirme bilgi-
sini kazandığını göstermiştir. Öğrencinin bu kaza-
nımları sonunda iki değişkenli fonksiyonları anla-
ma seviyesi en az süreç olarak belirlenmiştir. 

İkinci Öğrencinin Sonuçları: İkinci öğrenci test-
lerde tek ve iki değişkenli fonksiyonları anlama se-
viyesi konusunda iyi bir performans sergilemiş ol-
masına karşın, görüşmede sahip olduğu pek çok 
güçlüğü ortaya koymuştur. İlk testte bu öğrenci-
nin fonksiyon kavramına ilişkin bilişsel seviyesi-
nin katılık, manipülasyon ve nicelik kısıtlamaları 
ile oldukça zayıf süreç olduğu sonucuna varılmış-
tır. Sonraki testte hem cebirsel hem de grafik tem-
sillerindeki fonksiyon durumlarını cebirsel temsile 
dönüştürerek de olsa algılama becerisini kazanmış 
olduğu görülmüştür. Fonksiyon makinesi ile yapı-
lan fonksiyon kavramının gözden geçirilmesinin 
ardından, bu öğrencinin fonksiyon kavramına iliş-
kin bilişsel seviyesinin katılık ve manipülasyon kı-
sıtlamaları ile süreç olduğu sonucuna ulaşılmıştır. 

İki değişkenli fonksiyonlar konusundaki ilk testte 
öğrenci, yine cebirsel yaklaşımla da olsa tüm soru 
maddelerini doğru yanıtlayarak başarı sergilemiş-
tir. Yani tek değişkenli fonksiyonlarda sahip oldu-
ğu katılık kısıtlamasının iki değişkenli fonksiyon-
larda da devam ettiği görülmüştür ve iki değişkenli 
fonksiyonlar konusunda olan ilk testte bilişsel sevi-
yesi katılık kısıtlaması ile süreç olarak belirlenmiş-
tir. Son testte ise ikinci öğrencinin, bazı grafik tem-
sillerinde fonksiyon durumlarını geometrik olarak 
algılayabildiği yani katılık kısıtlamasından kurtul-
muş olduğu görülmüştür. Bu bilişsel gelişimi bütün 
sorulara verdiği yanıtlar ile birlikte göz önüne alın-
dığında iki değişkenli fonksiyonları anlama seviye-
sinin katılık kısıtlaması ile süreçten oldukça güç-
lü süreç seviyesine yükseldiği sonucuna varılmış-
tır. Öğrencinin testlerde tek değişkenli fonksiyonlar 
konusunda sahip olduğu nicelik kısıtlamasının gö-
rüşmede de açıkça ortada olduğu ve bu kısıtlama-
nın öğrencinin fonksiyonları nesne olarak görme-
sini engellediği görülmüştür. Görüşmecinin öğren-
ciyi bu konuda sorgulaması sırasında, terslenebilir 
fonksiyonların tersini alma işlemini fonksiyon ola-
rak görebilmesi konusunda görüşme aşağıdaki bi-
çimde sürmüştür:

Görüşmeci: Tamam, ters alma işlemi makinesini çi-
zelim mi?

İkinci öğrenci: ... (makineyi çiziyor)

Görüşmeci: Makineden ne girer?

İkinci öğrenci: Fonksiyon girer, f girer, f(x) gibi bir 
şey girer

Görüşmeci: Hangisi girer, f mi yoksa f(x) mi?

İkinci öğrenci: ... bir dakika, f-1 i düşünüyorum, ta-
mam (sesli düşünüyor) ... f(x) girer çünkü ...,

örneğin içine f(x) koyduğumda, f(x), 
x—4

2
 
gibi bir 

şey, sonra bunun tersini alırım, f(x) girer ve f-1(x) 
çıkar. 

İkinci öğrencinin yukarıda görülen ifadelerinden 
ayrıca manipülasyon kısıtlamasına da sahip olduğu 
düşünülmektedir. Bir süre sonra bu ifadelerindeki 
bilişsel durumunu aşağıdaki biçimde daha açık or-
taya koymuştur:

Görüşmeci: f gösteriminin fonksiyon olduğunu 
söyledin. Peki f(x) nedir?

İkinci öğrenci: f(x) bir sayıdır

Görüşmeci: Peki ters alma makinesine hangisi gi-
rer?

İkinci öğrenci: f(x) girer, f(x) bir sayıdır, bir sayıyı 
alırız, bu makinede bazı işlemlere tabi tutarız ve 
fonksiyonun kuralına göre bir sayı alırız.

Yukarıdaki bulguların dışında ikinci öğrencinin, 
tablo ile verilen fonksiyonların bileşkesini alabil-
diği ancak, bu hesaplamayı yaparken bileşke fonk-
siyonun bilincinde olmadığı görülmüştür. Dola-
yısıyla bu öğrencinin fonksiyon kavramına ilişkin 
bilişsel seviyesinin nesne olamayacağı, zayıf süreç 
olduğu sonucuna varılmıştır. Görüşmede öğren-
ci, iki değişkenli fonksiyonlara ilişkin sorgulanma-
ya başladığında, iki değişkenli fonksiyon tanımın-
da da manipülasyon kısıtlamasına sahip olduğu gö-
rülmüştür. 

İkinci öğrenci: Fonksiyon 2 den  ye giden bir ba-
ğıntı, bir kuraldır

Görüşmeci: Bağıntı ile kural aynı mıdır?

İkinci öğrenci: Hayır kuraldır

Görüşmeci: Neden bağıntıdan vazgeçtin?

İkinci öğrenci: ... (gülüyor) aslında bağıntı denile-
bilir çünkü bağıntı ... nasıl söylesem ... fonksiyon 
bir kuraldır ... örneğin f(x) diyelim ... hayır f(x) di-
yemeyiz, f(z) diyelim çünkü iki değişkenli, örneğin 
f(z)=x2-2xy bir kuraldır. 

Geometrik bilgi açısından ikinci öğrencinin bazı 
özel yüzeyleri çizme becerisine sahip olduğu gö-
rülmüştür:
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İkinci öğrenci: … evet çizebilirim … (z=x2+y2 ile ve-
rilen yüzeyin grafiğini çiziyor) … z, x2+y2 ye bağ-
lı, örneğin z=k olsun. Dolayısıyla x2+y2=k, aslında 
merkezi (0,0) ve yarıçapı k olan çemberdir, örne-
ğin burada k olsun, z=l olarak alalım, yani x2+y2=l. 
Bu, merkezi (0,0) ve yarıçapı l olan çemberdir. k , 
l den büyük olsun. Artırarak gidiyorum, böyle bir 
çember elde ederiz, ... kolları yukarı doğru giden 
parabol elde ederim. 

Bu öğrenci grafiği doğru çizebilmiş ancak, üç bo-
yutlu uzay bilgisinin sezgisel olduğunu göstermiş-
tir:

Görüşmeci: Ne elde ettin?

İkinci öğrenci: Parabol … (gülüyor)

Görüşmeci: tamam peki bu nedir? (görüşmeci y=x2 
nin grafiğini çiziyor)

İkinci öğrenci: evet, o da parabol

Görüşmeci: Peki, aralarında herhangi bir fark var 
mı?

İkinci öğrenci: Tabi ki, nasıl söylesem, bu üç boyut-
lu uzayda bir bardak gibi ancak bu sadece kollarım 
gibi (kollarını kaldırıyor)

Yani bu öğrencinin üç boyutlu uzayda grafik çizme 
becerisine sahip olduğu ancak, üç boyutlu geomet-
ri bilgisinin sezgisel olduğu sonucuna varılmıştır. 
Durum böyleyken bu öğrencinin yüzeyin izdüşü-
münü alarak tanım kümesi bulamadığı görülmüş 
ve iki değişkenli fonksiyonları anlama seviyesinin 
zayıf süreç olduğu elde edilmiştir. 

Üçüncü Öğrencinin Sonuçları: Üçüncü öğren-
cinin fonksiyon kavramındaki bilişsel gelişimi-
nin önceki iki öğrenciden farklı olduğu görülmüş-
tür. Bu öğrenci cebirsel yaklaşımını ne testlerde, ne 
de görüşmede terk edememiştir. Yani öğrenci bü-
tün testler ve görüşmede katılık kısıtlamasına sa-
hip olduğunu göstermiştir. Testlerde sırası ile biliş-
sel seviyeleri katılık kısıtlaması ile oldukça zayıf sü-
reç, katılık ve manipülasyon kısıtlamaları ile zayıf 
süreç, katılık ve manipülasyon kısıtlamaları ile sü-
reç ve son olarak katılık kısıtlaması ile süreç ola-
rak elde edilmiştir. Yani kısıtlamalarından kurtula-
masa bile süreç seviyesi içerisinde sürekli bir biliş-
sel gelişim göstermiştir. Bu öğrencinin görüşmede 
manipülasyon kısıtlamasına sahip olması bir yana, 
görüşmede verdiği bütün yanıtları göz önünde bu-
lundurulduğunda fonksiyon kavramını anlama se-
viyesinin nesne olduğu sonucuna varılmıştır. Ör-
neğin, girdileri fonksiyonlar olan pek çok fonksi-
yon örneği vermiştir:

Görüşmeci: Girdileri fonksiyon olan bir fonksiyon 
biliyor musun?

Üçüncü öğrenci: Girdileri fonksiyon … (sesli düşü-
nüyor)

Görüşmeci: Evet, böyle bir fonksiyon hatırlıyor mu-
sun?

Üçüncü öğrenci: Fonksiyonların bileşkesi ola-
bilir, …, sonra bir fonksiyonun tersini alma, … 
hımmm… örneğin türev ya da integral almak, 
bunlarda birer fonksiyon, değil mi? Buralarda de 
fonksiyonlarla işlemler var ve bu işlemlerin sonun-
da bir yerlere gideriz

Görüşmeci: Bu işlemlerin sonunda ne elde edersin?

Üçüncü öğrenci: Yine bir fonksiyon elde ederiz

Testlerde olduğu gibi görüşmede de cebirsel yak-
laşıma yani katılık kısıtlamasına sahip olan bu öğ-
rencinin iki değişkenli bir fonksiyonun cebirsel 
temsilinden tanım kümesi belirleyebildiği ancak, 
grafikten tanım kümesine ulaşma konusunda başa-
rısız olduğu görülmüştür. Diğer yandan yüzey gra-
fiklerini doğru olarak çizebilmesine karşın bu öğ-
rencinin üç boyutlu uzay bilgisi ile fonksiyon sü-
recini ilişkilendiremediği ve bunun iki değişken-
li fonksiyonlara ilişkin bilişsel gelişimini engelle-
diği görülmüştür. Görüşmeden elde edilen verile-
rin analizinin ardından, öğrencinin fonksiyon ve 
iki değişkenli fonksiyon kavramlarını anlama sevi-
yelerinin sırası ile nesne ve süreç olduğu sonucu-
na ulaşılmıştır. 

Dördüncü Öğrencinin Sonuçları: Dördüncü öğ-
rencinin bilişsel becerileri genel olarak üçüncü öğ-
renci ile benzerdir. İki öğrencinin bilişsel gelişim-
leri arasındaki fark, dördüncü öğrencinin fonksi-
yon kavramına ilişkin sahip olduğu cebirsel yak-
laşımını yani katılık kısıtlamasını, fonksiyon kav-
ramının yeniden gözden geçirilmesi ile terk etme-
si ancak, iki değişkenli fonksiyon kavramında tek-
rar kazanmasıdır. Yani bu öğrenci yeniden gözden 
geçirme ile fonksiyon ve geometri bilgilerini ilişki-
lendirme becerisini üçüncü öğrenciden daha fazla 
geliştirmiştir. Üçüncü öğrencinin bütün araştırma 
süreci boyunca cebirsel yaklaşıma sahip olmasına 
karşın, görüşmeler sonunda üçüncü ve dördüncü 
öğrencilerin fonksiyon kavramını anlama seviye-
leri nesne olarak belirlenmiştir. Dördüncü öğrenci 
üç boyutlu uzay ve iki değişkenli fonksiyon bilgile-
rini ilişkilendirme açısından az da olsa bilişsel geli-
şime sahip olduğunu göstermiştir. Örneğin görüş-
melerde üçüncü öğrencinin aksine bu öğrenci, yü-
zey çizimleri sırasında fonksiyon kavramı ile üç bo-
yutlu uzay bilgilerini ilişkilendirdiğini yansıtmıştır. 
Ayrıca üçüncü öğrenci iki değişkenli fonksiyonun 
tanım kümesini cebirsel temsilinden bulmak ister-
ken, dördüncü öğrenci tam olarak elde edemese de 
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tanım kümesini yüzey grafiğinin izdüşümünü ala-
rak bulmaya çalışmış ancak, eksenlere ayrı ayrı iz-
düşüm almıştır. Diğer yandan, dördüncü öğrenci-
nin genellemesi bağımsız değişken tabanlı değildir. 
Bu öğrenci fonksiyon kavramını aşağıdaki biçim-
de genellemiştir:

“İki değişkenli fonksiyonlar, fonksiyon kavramının 
tanımına göre, …, bu kez tanım kümesi A×B ler-
den oluşacak, tanım kümesi ikililer içerecek, değer 
kümesi ise bir küme, değer kümesi her zaman bir 
küme olmalı, çünkü iki değişkenli fonksiyon, iki 
bağımsız ve bir bağımlı değişkeni var”

Buna karşın, bu öğrencinin verdiği bu tanımı ile 
uygulamalarının tutarlı olmadığı görülmüştür. Öğ-
renci, iki değişkenli fonksiyonlar konusundaki uy-
gulamalarında iyi bir bilişsel performans sergile-
miştir. İki değişkenli fonksiyon kavramını anlama 
seviyesi güçlü süreç olarak belirlenmiştir. 

Beşinci Öğrencinin Sonuçları: Beşinci öğrenci 
hem görüşmede hem de testlerde en iyi performan-
sı sergilemiş öğrencidir. Bu öğrenci grafik ve cebir-
sel temsillerde fonksiyon durumlarının belirlenme-
sinin istenildiği birinci ve ikinci sorulara doğru ya-
nıt vermiştir. Çoğu diğer öğrenci gibi bu öğrencinin 
de öğretim sürecinin başında tek değişkenli fonk-
siyonun bağımsız değişkeni bilgisi ile ilgili güçlük 
yaşadığı ancak, herhangi bir kısıtlamaya sahip ol-
madığı görülmüştür. İlk testte bilişsel seviyesi za-
yıf süreç iken, tek değişkenli fonksiyonlar konusun-
da ikinci testte tek değişkenli fonksiyonun bağım-
lı ve bağımsız değişkenleri bilgisini kazanarak gra-
fik ve cebirsel temsillerdeki fonksiyon durumları-
nı algılayabilir hale geldiği görülmüştür. Ayrıca pek 
çok öğrencinin sahip olduğu katılık kısıtlamasına 
ikinci testte de sahip olmadığı görülmüştür. Bu öğ-
renci, grafik temsillerindeki fonksiyon durumları-
nı cebirsel temsile geçiş yapmaksızın düşey doğru 
testini kullanarak algılamıştır. Dolayısıyla öğrenci-
nin ikinci testteki bilişsel seviyesi oldukça güçlü sü-
reç olarak belirlenmiştir. Benzer şekilde bu öğrenci 
iki değişkenli fonksiyon durumlarını da bu konuda 
uygulanan ilk testte algılamış ancak, çoğu öğrenci 
gibi bu testte cebirsel yaklaşım yani katılık kısıtla-
masını göstermiştir. İki değişkenli fonksiyonlar ko-
nusunda olan bu ilk testin ardından, iki değişken-
li kavramların öğretimi sürecindeki bilişsel gelişi-
mi ile cebirsel yaklaşımını yani katılık kısıtlamasını 
yine terk ederek iki değişkenli fonksiyonları anla-
ma seviyesinin de süreç olduğunu göstermiştir. Son 
iki testte bu öğrencinin karşılaştığı tek güçlük yüzey 
grafiğinin izdüşümünü alarak tanım kümesini bul-
ma konusunda olmuştur. Öğrenci yüzeyi eksenle-
re ayrı ayrı izdüşümürmüş ancak, tanım kümesinin 

elemanlarının her zaman ikililer olması gerektiği 
bilincinde olduğunu göstermiştir. Bu öğrenci ile ya-
pılan görüşmenin analizine göre ise, tek ve iki de-
ğişkenli fonksiyonları anlama seviyelerinin sırası ile 
en az süreç (nesne olabilir) ve en az nesne (şema ola-
bilir) olduğu sonucuna ulaşılmıştır. Öğrenci fonksi-
yon kavramına ilişkin bilişsel seviyesini görüşme-
nin tüm görevlerine verdiği yanıtlarda yansıtmıştır.

Görüşmeci: Girdileri fonksiyon olan bir fonksiyon 
biliyor musun?

Beşinci öğrenci: fonksiyondan fonksiyon üretmek 
için bileşke işlemi aklıma geliyor. Örneğin, gir-
di g(x)=x-2 fonksiyonu olsun. x-2 nin karesini alıp 
dört katını sonuçtan çıkaralım

Görüşmeci: Peki, bu durumda fonksiyon makine-
si nedir?

Beşinci öğrenci: Fonksiyon makinesi, karesini alıp 
dört katını çıkartmak. Makineye g koyduğumda f 
ve g nin bileşkesi çıkar

Görüşmeci: Peki fonksiyonun tersini alma konu-
sunda ne dersin?

Beşinci öğrenci: Fonksiyonun tersini alma her za-
man çalışmaz çünkü x1 ve x2 gibi iki elemanın gö-
rüntüsü eşit olabilir, diyelim y olsun, bu fonksiyon 
olma koşulunu sağlar ancak, tersini almak istedi-
ğimizde f-1(y); x1 ve x2 olabilir. Bir eleman iki gö-
rüntüye sahip olduğunda ise bu fonksiyon olamaz

Görüşmeci: Hangi fonksiyonların tersi vardır?

Beşinci öğrenci: Bire-bir ve örten fonksiyonların

Görüşmeci: Dolayısıyla ne zaman ters alma maki-
nesi çalışır?

Beşinci öğrenci: Tanım kümesinde olan f fonksiyon-
ları bire-bir ve örten olduğunda.

Görüşmeci son soruda tablo temsillerini verdiğin-
de beşinci öğrencinin ifadeleri aşağıdaki gibi ol-
muştur:

Görüşmeci: Bu tablolara göre g(f(x,y)) cebirsel ifa-
desi mümkün müdür?

Beşinci öğrenci: Evet

Görüşmeci: Neden?

Beşinci öğrenci: Çünkü f(x,y) değerleri g nin bağım-
sız değişkenlerini alır. Yani, f(x,y) nin bağımlı de-
ğişkenleri, g nin bağımsız değişkenleridir.

Görüşmeci: Son ifadeni biraz daha açıklar mısın

Beşinci öğrenci: Bunun tanım kümesi (g’yi gösteri-
yor), bunun (f’i gösteriyor) değer kümesine eşittir
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Altıncı Öğrencinin Sonuçları: Altıncı öğrenci 
hem testlerde hem de görüşmede bilişsel perfor-
mansı en düşük öğrencidir. Dersin başında uygula-
nan ilk testte fonksiyon kavramını anlama seviyesi 
eylem olarak belirlenmiştir. Çoğu öğrencinin yap-
tığı gibi grafik temsillerindeki fonksiyon durumla-
rını araştırmak için cebirsel formülleri belirleme-
ye çalışmış ancak, daha sonra sabit fonksiyonun dı-
şında tüm maddeleri fonksiyon olarak seçmiştir. 
Fonksiyon durumlarını algılayabildiği tek temsil 
tablo temsilleri olmuştur. Ayrıca bu öğrenci fonk-
siyon tanımı yerine verdiği karmaşık ifadesinde 
girdi-çıktı ve girdinin çıktıya dönüştürülmesi bil-
gilerine sahip olmadığını göstermiştir. Fonksiyon 
kavramının fonksiyon makinesi ile tekrar gözden 
geçirilmesinin ardından girdi-çıktı ve girdinin çık-
tıya sağa teklik koşulu ile dönüşmesi bilgilerini ka-
zandığını verdiği tanım gösterir hale gelmiştir. Ay-
rıca ikinci testte hem cebirsel hem de grafik tem-
sillerinde fonksiyon durumlarını algılayabilmiş-
tir. Dolayısıyla bu öğrencinin ikinci testteki fonk-
siyonları anlama seviyesi katılık kısıtlaması ile sü-
reç olarak yorumlanmıştır. Öğrenci, iki değişken-
li fonksiyonlar konusunda olan ilk testte yalnızca 
cebirsel temsillerdeki fonksiyon durumlarını algı-
layabilmiştir. Ayrıca bu öğrenci yüzeyi düzleme iz-
düşürememenin ötesinde, grafiği verilen iki değiş-
kenli fonksiyonun tanım kümesinin elemanını sı-
ralı üçlülerle verdiğinden, iki değişkenli bir fonk-
siyonun tanım kümesindeki elemanların her za-
man sıralı ikililer olması gerektiği bilgisine sahip 
olmadığı sonucuna varılmıştır. Öğrenci iki değiş-
kenli fonksiyonu tanımlayabilmiş ancak, manipü-
lasyon kısıtlamasına sahip olduğunu göstermiştir. 
Dolayısıyla, öğrencinin iki değişkenli fonksiyonları 
anlama seviyesinin manipülasyon kısıtlamasına sa-
hip zayıf süreç olduğu düşünülmüştür. Öğrenci iki 
değişkenli fonksiyonlar konusunda olan son testte 
çok az bilişsel ilerleme göstermiş ve bilişsel seviye-
si yine zayıf süreç olarak görülmüştür. Önceki test-
te sahip olduğu iki değişkenli bir fonksiyonun ta-
nım kümesindeki elemanla ilgili boyut karmaşası-
nı terk etmiş ancak, bu kez de yüzeyi düzlem ye-
rine eksenlere ayrı ayrı izdüşürmüştür. Yani, grafi-
ği verilen iki değişkenli fonksiyonun tanım küme-
sine yine ulaşamamıştır. Görüşmenin başında ver-
diği tanımda ise girdi-çıktı ve sağa teklik koşulunu 
yansıtmıştır ancak manipülasyon kısıtlamasına ya 
da girdinin çıktıya dönüştüğü bilgisine sahip olup 
olmadığı konusunda emin olunamamıştır:

Görüşmeci ve öğrenci, fonksiyonlar konusunda ve-
rilen gösterimleri konuşurken: 

Görüşmeci: Sana göre f(x) ne anlama gelir?

Altıncı öğrenci: fonksiyon, makineye giren sayı ... 
f(x) gibi bir fonksiyon

Görüşmeci: Yani bu bir fonksiyon mudur?

Altıncı Öğrenci: Girdi ... onun girdisi 

Görüşmeci: Hangisi girdi?

Altıncı Öğrenci: f(x) ... makineye giren ifade ... evet

Görüşmeci: Makineye giren ifade mi?

Altıncı Öğrenci: Fonksiyon diyebiliriz

Görüşmeci: Makineye giren ifade ile fonksiyon aynı 
mıdır?

Altıncı Öğrenci: x gibi bir sayı makineye girer, bu-
nun f(x) gibi bir işleme tabi tutulmasıyla f(x) olur, 
f(x) fonksiyondur... bunlar aynı değil

Görüldüğü gibi öğrenciye ait verilen alıntılar nice-
lik ve manipülasyon kısıtlamalarını işaret etmekte-
dir. Ayrıca öğrenci girdi-çıktı bilgisi konusunda da 
emin değildir. Doğal olarak bu öğrenci fonksiyo-
nu nesne olarak görmeyi başaramamıştır. İki de-
ğişkenli fonksiyonlara ilişkin oldukça zayıf bilişsel 
performans sergileyen bu öğrencinin fonksiyonla-
rı anlama seviyesi eylem olarak belirlenmiştir. Öğ-
rencinin iki değişkenli fonksiyon tanımı aşağıda-
ki gibidir:

“x ve y tanım kümemizde olsun. Bu x ve y’yi B’nin 
z gibi yalnızca bir elemanına eşleyen ifadeye iki 
değişkenli fonksiyon denir. Yani ’den ’ye olan 
tek değişkenli ifadeyi 2’den ’ye olan iki değiş-
kenli ifadeye taşıyoruz. Kısaca

şeklinde yazarsak, burada 2’den giden f(x,y) ve  
deki çıktımız.”

Öğrenciden cebirsel ifadesini grafik 
ile temsil etmesi istenildiğinde yüzeyi başarılı bi-
çimde çizmiştir ancak, ezbere çizim yaptığından 
dolayı çizdiği parabolün z ekseni yerine y eksenini 
sardığı görülmüştür. Yani öğrenci zayıf bilişsel se-
viyesine ilişkin göstergelere devam etmiş ve iki de-
ğişkenli fonksiyonları anlama seviyesinin eylem ol-
duğunu aşikar hale getirmiştir. 

Tartışma ve Sonuç

İki değişkenli fonksiyonlar çoğu yüksek matema-
tik konusu için temel oluşturan önemli bir kavram-
dır. Bu kavramın öğrenilmesi; gerek fen fakültele-
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rinde olduğu gibi teorik anlamda, gerekse mühen-
dislik fakültelerinde olduğu gibi uygulamalı an-
lamda, tek değişkenli fonksiyonların pek çok anah-
tar özelliğinin iki bağımsız değişkene genellenme-
sini gerektirir. 

Öğrencilerin genel fonksiyon kavramını anlama se-
viyeleri ile, iki değişkenli fonksiyon kavramını oluş-
turmaları arasındaki ilişki bu araştırmadan elde 
edilen bulgular ile aşikar hale gelmiştir. Öğrencile-
rin fonksiyon kavramını anlama seviyelerinin, iki 
değişkenli fonksiyonları anlamalarında önemli bir 
rol oynadığı sonucuna ulaşılmıştır. Özellikle fonksi-
yon kavramını anlamada nesne seviyesine sahip ol-
manın, iki değişkenli fonksiyonları en az süreç sevi-
yesinde anlamak için önkoşul olduğu görülmüştür. 
Martinez-Planell ve Trigueros-Gaismann’ın (2009) 
çalışmasında ulaştığı sonuca paralel olarak bu ça-
lışmada da öğrencilerin çoğu iki değişkenli fonksi-
yonların grafik temsilleri ile güçlük yaşamışlardır. 
Bu çalışmada ayrıca, fonksiyon kavramını anlama-
da nesne seviyesine sahip bir öğrencinin, iki değiş-
kenli fonksiyon süreci ile grafiğini ilişkilendireme-
se bile iki değişkenli fonksiyonları süreç seviyesinde 
oluşturabileceği görülmüştür. Böyle bir öğrenci iki 
değişkenli fonksiyonların grafik temsillerini algıla-
maya başladığında iki değişkenli fonksiyon süreci-
ni matematiksel nesne olarak göz önünde bulundu-
rabilmeye başlar. Eğer öğrencinin fonksiyon kavra-
mı anlama seviyesi en fazla süreç ise, bu öğrencinin 
iki değişkenli fonksiyonları anlamsı zayıf olabilir. 
Özellikle kısıtlamaların öğrencilerin iki değişken-
li fonksiyonları anlamalarını engellediği görülmüş-
tür. Örneğin nicelik ya da manipülasyon kısıtlama-
sı öğrencinin sadece fonksiyonlara nesne olarak ba-
kabilmesini değil, fonksiyon sürecini tek değişken-
den iki değişkene genellemesini de engeller. Ayrıca, 
fonksiyon kavramını algılamada kısıtlamalara sahip 
öğrencilerin bu kısıtlamalarını iki değişkenli fonk-
siyonlara taşıdıkları görülmüştür. Çalışmada öğren-
cilerin çoğunun iki değişkenli fonksiyonları anlama 
sürecinin başında cebirsel yaklaşıma sahip oldukla-
rı görülmüştür. Yani, bu öğrenciler grafik temsille-
rindeki iki değişkenli fonksiyon durumlarını algı-
layabilmek için cebirsel temsili belirleyerek cebirsel 
analiz yapmışlardır. Bazı öğrenciler cebirsel analiz-
lerinde girdi-çıktı ve fonksiyon süreci bilgilerini iki 
değişkenli fonksiyonlara taşıyabildiklerini yansıtır-
ken, bazıları ise cebirsel analizi ezbere yaptıklarını 
göstermişlerdir. Örneğin, fonksiyon kavramını an-
lama seviyesi nesne olan öğrenciler cebirsel yakla-
şımı hemen terk ederek iki değişkenli fonksiyon sü-
reci ile yüzey grafiğini ilişkilendirmeye başlamışlar-
dır. Böyle bir öğrenci, yüzey grafiklerinin fonksiyon 
durumu olup olmadığını düşey doğru testini kulla-
narak algılayabilmektedir. Ayrıca fonksiyon kavra-
mını anlaması nesne seviyesinde olan bir öğrenci, 

üç boyutlu geometride yaşadığı güçlüklerden dola-
yı cebirsel yaklaşımını terk edememiş olsa bile iki 
değişkenli fonksiyonları anlamada süreç seviyesine 
ulaşabilmektedir. Bunun yanında, fonksiyon kavra-
mına ilişkin herhangi bir kısıtlaması olmayan ancak 
tek değişkenli fonksiyon süreci ile fonksiyon grafik-
lerini ilişkilendirememiş bir öğrencinin fonksiyon-
ları anlama süreci nesne olmasa bile, kolayca cebir-
sel yaklaşımı terk edebildiği görülmüştür. Sonuç 
olarak bir öğrencinin iki değişkenli fonksiyonları 
oluşturması ile fonksiyon kavramını anlama seviye-
si arasında direk bir ilişki vardır. Özellikle, fonksi-
yon kavramını nesne seviyesinde anlamış olmanın 
ve kısıtlamaların, öğrencilerin iki değişkenli fonksi-
yonları anlamaları üzerinde sırası ile pozitif ve ne-
gatif etkileri olduğu görülmüştür. 

İki değişkenli fonksiyonların grafik temsilleri ko-
nusunda ise, öğrencilerin iki değişkenli fonksiyon-
ları anlamada en problemli noktanın grafik tem-
silleri olduğu sonucuna ulaşılmıştır. Trigueros ve 
Martinez-Planell (2009) öğrencilerin iki değişken-
li fonksiyon grafiklerini anlamalarının kolay ol-
madığını ve bunun onların sahip olduğu üç bo-
yutlu uzay şeması ile ilişkili olduğuna işaret etmiş-
lerdir. Bu çalışmada da öğrencilerin genellikle bazı 
özel yüzey grafiklerini çizebildikleri ancak bazıla-
rının ise bu çizme işlemini ezbere yaptıkları görül-
müştür. Ezbere çizim yapan bu öğrencilerin bazı-
larının çizimleri sırasında “yukarı kaldırılıyor” gibi 
ifadelere sahip oldukları görülmüştür. Trigueros ve 
Martinez-Planell (2009) de bu tarz ifadeler konu-
sunda, “yüzeyi kesmek” ya da “eğriyi kaldırmak” 
gibi ifadelerin, öğrencilerin gözünde canlandır-
malarına yardımcı olduğunu ancak bu tarz ifadele-
rin anlamlarının sınıfta kesin hatlarıyla tartışılma-
sı gerektiğinin altını çizmişlerdir. Bu çalışmada da 
bu gibi ifadelerin anlamını kavrayamamış öğren-
cilerin, bu ifadeleri ezbere çizim yolu olarak kul-
landıkları görülmüştür. Bu öğrenciler iki değişken-
li fonksiyon grafiklerini ezbere çizebiliyor olsalar 
bile, fonksiyon durumlarını araştırma konusunda 
genellikle cebirsel yaklaşıma sahiptirler. Yani, bu 
öğrenciler üç boyutlu uzay ile fonksiyon sürecini 
ilişkilendiremezler. Bu ilişkilendirme becerisi yok-
luğu nedeni ile bu öğrenciler, grafiği verilen iki de-
ğişkenli bir fonksiyonun tanım ve değer kümesini, 
yüzeyin izdüşümünü alarak elde edemezler. Ayrıca, 
bu öğrencilerin bazıları iki değişkenli bir fonksiyo-
nun tanım ve değer kümesi elemanlarının sırası ile 
ikililer ve gerçel sayılar olması gerektiği bilincinde 
olmayabilirler. Diğer yandan, iki değişkenli fonk-
siyon sürecini üç boyutlu uzay bilgisi ile ilişkilen-
direbilmiş bir öğrenci bu becerisini, iki değişkenli 
fonksiyon grafiklerini çizim yolu ve grafik temsil-
lerindeki fonksiyon durumlarını düşey doğru tes-
ti kullanarak algılaması ile yansıtır. Öte yandan bu 
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çalışmada, böyle bir öğrencinin üç boyutlu uzay ile 
ilgili bazı güçlüklere sahip olsa bile grafik temsil-
lerindeki fonksiyon durumlarını düşey doğru tes-
ti ile algılayabileceği ancak, fonksiyonun tanım kü-
mesini bulmak için yüzeyi düzleme izdüşüremeye-
bileceği sonucuna varılmıştır. Sonuç olarak öğren-
cinin üç boyutlu uzay bilgisinin de, fonksiyon kav-
ramını anlama seviyesi kadar öncelikli olmasa bile, 
iki değişkenli fonksiyon kavramını oluşturmasında 
temel oluşturduğu elde edilmiştir.

Öğrencilerin tek ve iki değişkenli fonksiyon tanım-
ları göz önüne alındığında ise, genel fonksiyon bil-
gilerinin yanı sıra fonksiyon kavramına ilişkin sa-
hip oldukları kısıtlamaları da iki değişkenli fonk-
siyonlara taşıdıkları görülmüştür. Yani, fonksiyon 
kavramına ilişkin girdi-çıktı ve girdinin çıktıya dö-
nüştürülme bilgisini içeren tanıma sahip öğrenci-
nin, bu bilgileri içeren bir iki değişkenli fonksiyon 
tanımına sahip olacağı kesinlik kazanmaz. Öğren-
cilerin fonksiyon tanımını tek değişkenden iki de-
ğişkene genellemeleri göz önüne alındığında, bazı 
öğrenciler tek değişkenli fonksiyon kavramını iki 
değişkene genellerken, bazılarının ise genel fonk-
siyon kavramı tanımını boştan farklı herhangi iki 
kümenin kartezyen çarpımından, boştan farklı bir 
kümeye olan bir bağıntıya genelledikleri görül-
müştür. Diğer yandan, böyle yanlış bir genelleme-
ye sahip bir öğrencinin iki değişkenli fonksiyonla-
ra ilişkin güçlü bir anlama sergileyebileceği de elde 
edilmiştir. 

Çalışmada benimsenen öğretim yaklaşımları açı-
sından ise, genel fonksiyon kavramının öğretimin-
de çoklu temsillerin ve temsiller arası geçişin ge-
nel fonksiyon kavramının öğretimindeki etkinliği, 
alan yazında pek çok çalışma ile (Breidenbach ve 
ark., 1992; Ferrini-Mundy ve Graham, 1990; Jan-
vier, 1987; Sierpinska, 1992) ortaya konulduğun-
dan, bu çalışmada etkilerinin ele alınmasına ge-
rek duyulmamıştır. Bu konuda alan yazında tartı-
şılan nokta temsiller arası geçişlerin nasıl destek-
lenmesi gerektiği olmuştur. Bu çalışmadaki öğre-
tim sürecinde bu gereklilik, yalnızca temsiller ara-
sı geçişte değil, ele alınan temsilde tek değişken-
li fonksiyonların iki değişkenli fonksiyonlara ge-
nellenmesi konusunda da ihmal edilmemiştir. Bu 
nokta Martinez-Planell ve Trigueros-Gaismann 
(2009) tarafından da, çoklu temsiller ve bu temsil-
ler arası geçişin sadece tek değişkenli fonksiyonla-
rın değil aynı zamanda iki değişkenli fonksiyonla-
rın öğretiminde de öneri şeklinde vurgulanmakta-
dır. Bu çalışmada aynı zamanda öğretim elemanı 
olan araştırmacı, Martinez-Planell ve Trigueros-
Gaismann’ın işaret ettiği iki değişkenli fonksiyon 
kavramını veren bir öğretim elemanının öğrenci-
lerin genel fonksiyon kavramını derinlemesine öğ-
rendiklerinden emin olması gerekliliğinin bir öğ-

retim dönemi önce yürütmüş olduğu bu çalışmada 
bilincinde olarak dersin başında genel fonksiyon 
kavramını dört ders saatini alacak şekilde özetle-
miştir. Bahsedilen alan yazın desteğinin yanı sıra, 
öğrencilerin verdikleri yanıtlar da çalışmada be-
nimsenen öğretim yaklaşımının yaklaşımının ye-
rinde olduğunu göstermiştir. Genel olarak öğrenci-
ler; yalnızca tek değişkenli fonksiyonlarda değil, iki 
değişkenli fonksiyonlarda da farklı temsilleri birbi-
rine dönüştürme anlamında güçlük yaşamamışlar-
dır. Çalışmada ayrıca Tall ve arkadaşları (2000) ta-
rafından temsiller ve temsiller arası geçişi destek-
lediği öne sürülen “fonksiyon makinesi” kullanıl-
mış ve araştırmanın sonunda fonksiyon makinesi-
nin, fonksiyon kavramının öğrenilmesi konusun-
da bilişsel bir kök olarak olumlu etkiye sahip oldu-
ğu görülmüştür. Fonksiyon kavramının fonksiyon 
makinesi kullanılarak tekrar gözden geçirilmesi-
nin ardından öğrencilerin çoğunun dersin başında 
sahip olmadıkları fonksiyonun bağımsız değişkeni 
bilgisini kazandıkları görülmüştür. Öğretim süre-
ci başlamadan önce uygulanan ilk testte “aşağıda 
verilenlerin hangileri bağımsız değişkeni x olan bir 
fonksiyondur?” sorusu yerine “aşağıdakilerin han-
gileri fonksiyondur?” sorusu yönlendirilmiş olsay-
dı, fonksiyon durumlarını algılama konusunda öğ-
renci başarısının yükselmesi olasılığının yüksek ol-
duğu görülmüştür. Öğrenciler ilk testte bahsedilen 
soru ile değişken karmaşasına düşerlerken, fonksi-
yon makinesi ile yapılan tekrar gözden geçirmenin 
ardından böyle bir soru ile ne istenildiğinin bilin-
cine varmışlardır. Öğrencilerin, fonksiyon makine-
sinin, fonksiyonun bağımsız değişkeni olan maki-
ne girdilerini, fonksiyonun bağımlı değişkeni olan 
makine çıktılarına dönüştürdüğünü yani fonksiyon 
sürecini algıladıkları görülmüştür. Öğretim süre-
cinde fonksiyon makinesi sadece dersin başındaki 
gözden geçirmede değil, bilişsel kök olarak iki de-
ğişkenli fonksiyonların öğretiminde ve sonrasında 
fonksiyon kavramının algılanmasını güçlendirmek 
amacı ile iki değişkenli kavramların öğretimi bo-
yunca kullanılmıştır. İki değişkenli fonksiyonların 
yönlü ya da kısmi türevleri, katlı integralleri gibi 
iki değişkenli kavramların öğretimi sürecinde öğ-
rencilerin türev ya da integral gibi kavramlara, gir-
di ve çıktıları fonksiyon olan birer fonksiyon maki-
nesi olarak bakabilmeleri sağlanmaya çalışılmıştır.. 
Araştırmanın sonunda elde edilen bulgulara göre, 
öğrencilere fonksiyonlar kümesinde yaptıkları iş-
lemleri bir fonksiyon makinesi olarak göstermek, 
onların fonksiyonlara nesne olarak bakmalarını 
sağlamada yardımcı olmaktadır. Ayrıca bu şekil-
deki fonksiyon makinesi örnekleri, öğrencilerin sa-
hip oldukları nicelik ya da manipülasyon gibi kısıt-
lamaları da ortadan kaldırmada önemlidir. Öğren-
cilerin yapılan görüşmelerdeki ifadeleri de fonksi-
yon makinesinin fonksiyon kavramını anlamaları 
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üzerine olumlu etkisinin farkında olduklarını orta-
ya koymaktadır. Örneğin üçüncü öğrencinin fonk-
siyon makinesi ile ilgili görüşleri aşağıdaki gibi ol-
muştur:

Görüşmeci: Peki, fonksiyon makinesinin senin 
fonksiyon kavramını anlaman üzerinde herhangi 
bir etkisi oldu mu? 

Üçüncü öğrenci: Evet, çok yararlı oldu

Görüşmeci: Nedir yararı, açıklar mısın?

Üçüncü öğrenci: Fonksiyon kavramı artık bana hiç 
öğretilmese de, artık ben ne anlama geldiğini bili-
yorum. Makine bana her girdi için yalnızca bir çık-
tı olması gerektiğini gösterdi. Aslında ben bu ma-
kineyi diğer matematiksel kavramlara da uygula-
yabilirim. Eminim arkadaşlarım da fonksiyon ne-
dir diye sorulduğunda artık güçlük yaşamayacak-
lardır … çünkü biz genellikle daha önce ezbere ce-
vap veriyorduk ama fonksiyon makinesi gerçekten 
yararlı.

Tüm bunların yanı sıra fonksiyon makinesi, fonk-
siyon kavramının öğretimi sürecinde tek başına ele 
alındığında çeşitli dezavantajlara sahip olabilir an-
cak, burada çoklu temsil, temsiller arası geçiş ve 
fonksiyon kavramının tek değişkenden iki değişke-
ne genelleme yaklaşımları ile birlikte ele alınmıştır. 

Bu çalışma öğrencilerin fonksiyon kavramını tek 
değişkenden iki değişkene genellemelerine odak-
lanmış olmasına karşın, öğrencilerin iki değişkenli 
fonksiyonları anlama süreçleri konusunda sonuç-
lar ortaya koymuştur. Bu bağlamda, öğrencilerin 
iki değişkenli fonksiyon bilgileri ve bu kavramla 
ilişkili becerilerine göre farklı gruplara ayrıldıkla-
rı görülmüştür. Genel fonksiyon kavramına ilişkin 
anlama seviyeleri, öğrencilerin bu çalışmada ortaya 
çıkan kavramsal grupları ve araştırmacının dene-
yimleri göz önünde bulundurularak iki değişken-
li fonksiyon kavramının anlama seviyelerinin bazı 
göstergeleri elde edilmiştir. Buna göre, iki değiş-
kenli fonksiyonları anlama seviyesi eylem olan bir 
öğrenci, verilen girdiye karşılık gelen çıktıyı bulma 
gibi hesaplamaları yapabilir. Fonksiyon durumla-
rını algılama açısından ise böyle bir öğrenci tablo 
temsillerindeki fonksiyonları algılayabilir. Ayrıca 
böyle bir öğrenci, cebirsel ya da grafik temsillerin-
de fonksiyon durumlarını algılayabilmek için ezbe-
re geliştirdiği yollarla cebirsel manipülasyonlar ya-
pabilir ancak, doğru yanıtı vermiş olsa bile fonk-
siyon sürecini algılayamamıştır. Böyle bir öğren-
ci bazı özel yüzeylerin grafiğini ezbere çizebiliyor 
olsa bile üç boyutlu uzay bilgisi ile fonksiyon şe-
masını ilişkilendirememiştir. Fonksiyon kavramı-
nı anlama seviyesi eylem olan bir öğrenci, fonksi-
yon süreci ile üç boyutlu uzay bilgisini hiçbir şe-
kilde ilişkilendiremez. Üstüne üstlük bu öğrenciler, 

iki değişkenli bir fonksiyonun tanım ya da değer 
kümesi elemanı olarak sıralı üçlüleri verebilirler. 

İki değişkenli fonksiyonları anlamanın süreç sevi-
yesi de, genel fonksiyon kavramını anlamanın sü-
reç seviyesinde olduğu gibi oldukça karmaşık gö-
zükmektedir. Bu seviyede öğrenciler, genel fonksi-
yon sürecini iki değişkene taşırlar ve tek değişkenli 
fonksiyonların bazı anahtar özelliklerini iki değişke-
ne genellemeye başlarlar. Ayrıca iki değişkenli fonk-
siyon süreci ile üç boyutlu uzay bilgileri bu seviye-
de ilişkilendirilmeye başlanır. Süreç seviyesinin ba-
şında, öğrencilerin çoğu cebirsel yaklaşıma sahiptir-
ler. Yani, fonksiyon durumlarını grafik temsillerinde 
de cebirsel analiz ile inceleme eğilimindedirler. İki 
değişkenli fonksiyon grafikleri ile uygulama yaparak 
deneyim kazandıkça, fonksiyon durumlarını grafik 
temsillerinde düşey doğru testi kullanarak algılama-
ya başlarlar. Ayrıca bu öğrencilerin, yüzey çizimle-
rini fonksiyon süreci ile üç boyutlu uzay arasında-
ki ilişkileri göz önünde bulundurarak çizmeye baş-
lamış olmaları gerekir. Bu öğrenciler, iki değişkenli 
fonksiyon grafiği olan bir yüzeyin izdüşümünü ala-
rak tanım ve değer kümesi bulma konusunda henüz 
başarılı olmasalar bile, iki değişkenli fonksiyonların 
tanım ve değer kümesi ve özellikle bu kümelerin ele-
manları ile ilgili yeterli ve doğru bilgiye sahip olmuş 
olmalılardır. 

Öğrenciler iki değişkenli fonksiyonları anlamada 
nesne seviyesine yükseldiğinde ise, genel fonksiyon 
kavramını her yönü ile iki değişkenli fonksiyonlara 
taşımış ve her temsilde verilen iki değişkenli fonk-
siyon durumlarını algılayabilir hale gelmiştir. Bu 
öğrencilerin iyi seviyede üç boyutlu uzay bilgisine 
ve bu bilgileri iki değişkenli fonksiyonlar ile ilişki-
lendirme becerisine sahip olmuş olmaları gerekti-
ğinden, iki değişkenli fonksiyonların grafik temsil-
lerini düşey doğru testi ile algılayabilirler ve iki de-
ğişkenli fonksiyon grafiği olan yüzeylerin izdüşü-
münü alarak tanım ve değe kümelerini elde edebi-
lirler. Başka bir deyişle, öğrencinin iyi bir üç bo-
yutlu uzay şemasına sahip olup olmaması, iki de-
ğişkenli fonksiyonları anlamada nesne seviyesine 
yükselmesinde oldukça etkilidir.

İki değişkenli fonksiyonlar konusunda alan yazı-
na eklenen çalışmalar, iki değişkenli fonksiyonların 
temsilleri (Yerushalmy, 1997) ve öğrencilerin iki de-
ğişkenli fonksiyonların grafik temsillerini anlamala-
rı (Trigueros ve Martinez-Planell, 2009) konularına 
odaklanmıştır. Alan yazına eklenen bu çalışmaların 
sonuçları ve burada verilen çalışmadan elde edilen 
sonuçlar doğrultusunda, iki değişkenli fonksiyonla-
rın öğrenilme sürecini her yönü ve detayları ile or-
taya çıkaracak gelecek çalışmalar desenlenebilir. Ay-
rıca desenlenebilecek bu çalışmalar, çok değişkenli 
analiz konularının öğrenilme süreçleri konuların-
da ileride yapılabilecek çalışmalara da ışık tutacaktır.
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Generalizing Single Variable Functions to Two-variable 
Functions, Function Machine and APOS

Abstract

The focus of this study in which the theoretical framework of APOS was used is students’ generalizing function 
notion from single variable to two-variable function concepts in Analysis II course in the elementary mathema-
tics education program. In the teaching process, teaching activities that support generalizing the function notion 
with multiple representations and relations between them and the function machine were used. For data collec-
tion, two tests on each of single and two-variable function concepts and interviews with six students were used. 
It was concluded that the students’ understanding level of function concept and students’ schema of three-
dimensional space is fundamental for their construction of two-variable function. Moreover, significant results 
that can support prospective studies for students’ conceptual levels of two-variable functions were obtained. 

Key Words

Function Notion, Two-variable Function Concept, APOS, Function Machine.

Mathematics educators have paid attention to the 
function concept, which in fact deserves this atten-
tion, by supporting the literature with their studies 
on this concept. There are many different studies 
on the concept of function; however, all of them are 
on the notion of general function or the concept of 
single variable function. The studies on the concept 
of two-variable function, which requires transfer-
ring the notion of general function and many as-
pects of single variable function are few. Nonethe-
less, promising development is that this concept 
has started to be studied recently. Two-variable 
function concept, which has quite importance for 
science, engineering, mathematics and mathemat-
ics education students, is one of the fundamental 
concepts of advanced mathematics. Since under-
standing two-variable functions requires trans-
ferring not only general function notion but also 

key aspects of single variable functions, this causes 
difficulty for most of the students (Montiel, Vida-
kovich, & Kabael, 2008). Moreover, generalizing 
geometric properties of functions to two-variable 
functions also requires sufficient knowledge of 
three-dimensional geometry and visualization, 
which makes difficult to understand geometric 
properties of two-variable functions for students. 
Trigueros and Martinez-Planell (2009) emphasized 
the necessity of relating different representations 
of functions to understand geometric properties 
of function related to visualization. Yerushalmy 
(1997) stated the complexity of generalizing single 
variable functions to two-variable function and 
emphasized that this complexity depends on both 
the concept and its representation. He insisted on 
the importance of multiple representations and re-
lation between them in the process of generalizing 
function notion from single variable to two-vari-
ables. The significance of multiple representations 
and relations between them has been highlighted 
in most of the studies (Bower, & Lobato, 2000; 
Breidenbach, Hawks, Nichol, & Dubinsky, 1992; 
Carlson, Oehrtman, Thompson, 2007; Christou, 
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Elia, & Gagatsis, 2004; Ferrini-Mundy & Graham, 
1990; Janvier, 1987; National Council of Teachers 
of Mathematics [NCTM], 1989; Sierpinska, 1992; 
Yerushalmy, 1997). Trigueros and Planell (2009) 
who have studied on geometrical aspects related 
to students’ notion of the two-variable function 
emphasized that relating treatments of represen-
tations with converting different representations 
should be paid attention before abstract concepts 
related to functions are given. Meanwhile, they 
stated that the table representations of functions 
were not analyzed in their study, the reason of this 
was not that table representation is less important. 
Conversely, they insisted that different representa-
tions of functions should also include table repre-
sentation. 

This study is on students’ generalizations about the 
concept of function from single variable to two-
variables through two-variable calculus course in 
which function machine was used as a cognitive 
root. After review of general function concept at 
the beginning of the course, multiple representa-
tions (table, algebraic, graph) and relation between 
them were used in the teaching process of two-
variable functions. For each representation, gener-
alizing the function notion from single variable to 
two-variables was emphasized during this process. 

 Our research questions are:

1.	 What is the relationship between the students’ 
construction of two-variable function concept 
and their conceptual levels of general function 
concept?

2.	 What is the relationship between students’ con-
struction of two-variable function concept and 
their schema of three-dimensional space?

3.	 What is the relationship between students’ con-
cept definitions for the single variable and two-
variable function concepts? 

4.	 What is the effect of function machine on stu-
dents’ understanding of single and two-variable 
function concepts?

Function Machine as a Cognitive Root 

Tall, McGowen and DeMarois (2000) defined the 
notion of cognitive root as follows: 

A cognitive root is a concept that: 

•	 is a meaningful cognitive unit of core knowledge 
for the student at the beginning 

 of the learning sequence, 

•	 allows initial development through a strategy of 

cognitive expansion rather than significant cog-
nitive reconstruction, 

•	 contains the possibility of long-term meaning in 
later developments, 

•	 is robust enough to remain useful as more so-
phisticated understanding develops. 

(Tall et al., 2000, p. 3) 

Tall et al. (2000) suggested using the function ma-
chine (input-output box) as a cognitive root while 
teaching the function concept.

 

Figure2.  
Function Machine

Theoretical Framework

APOS is a specific theoretical framework for re-
search and curriculum development in collegiate 
mathematics education. We will briefly describe 
APOS in this paper, but for more details reader 
can refer to Asiala et al. study in 1996. According 
to the APOS theory, a learner’s specific mental 
constructions are called action, process, object, and 
schema. An action is any transformation of objects 
to obtain other objects. The individual perceives an 
action as an explicit algorithm so as an externally 
driven. When the individual reflects on the action 
and constructs an internal operation, s/he interior-
izes the action to a process. When the individual 
performs actions on a process, s/he encapsulates 
the process as a mathematical entity, or an object. 
Furthermore, a schema is a collection of actions, 
processes, objects and other schemas linked con-
sciously or unconsciously in a coherent manner in 
individual’s mind. 

Conceptual Levels of the Function Concept 

Dubinsky and his colleagues (Breidenbach et al., 
1992; Dubinsky, 1991; Dubinsky & Harel, 1992) 
studied the conceptions of function concept. Ac-
cording to these studies, a subject who is at the 
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level of action is able to calculate the value of the 
function for a function formula and a point. The 
subject, whose understanding of function concept 
is at the action level, has difficulties while interpret-
ing a situation as a function unless a formula for 
computing values is given. Besides, the inverses 
of functions and the notion that the derivative of 
a function is a function are difficulties for such a 
subject. According to Dubinsky (1991), most stu-
dents’ idea of function is completely related with 
“formula”, and a typical example of such a student 
for a function is an algebraic expression like x2+3. 
Furthermore, Dubinsky added that such a student 
does not have the notions of domain and range, 
and s/he cannot relate the graphs with the func-
tions. 

When the subject’s conceptual level reaches the 
process conception of function, s/he can think of 
a function as receiving one or more inputs that are 
independent variables, performing one or more 
operations on the inputs and returning the results 
as outputs that are dependent variables. According 
to Dubinsky, perceiving a situation that can be re-
lated with function means to view the situation as 
an action on objects. That is, action is interiorized. 
Regarding the graph of a function, Dubinsky stated 
that the subject, whose conceptual level is process, 
can coordinate the process of a function and its 
graph. In other words, s/he can comprehend that 
the height of the graph at a point x on the hori-
zontal axis is precisely the value f(x). This means 
that the subject relates the physical shape of the 
graph with the behavior of the function. Moreover, 
Dubinsky and Harel (1992) put forth that the proc-
ess conception of function is very complex. They 
found that process conception of function contains 
the following four factors. 

1. Restrictions students possess about what a func-
tion is. The three main restrictions observed are: 

(a) the manipulation restriction (you must be able 
to perform explicit manipulations or you do not 
have a function), (b) the quantity restriction (inputs 
and outputs must be numbers), (c) the continuity 
restriction (a graph representing a function must be 
continuous)

2. The severity of the restriction. Some students 
feel, for example, that before they are willing to re-
fer to a situation as a function, they personally have 
to know how to manipulate an explicit expression 
to get the output for a given input. Other students 
are satisfied with the presence of an expression 
even though they admit that they don’t know how 
to deal with it.

3. Ability to construct a process when none is ex-
plicit in the situation, and students’ autonomy in 
such a construction.

4. Uniqueness to the right condition; confusion 
with 1-1. We argue here that this issue is related to 
a process conception. According to our theoretical 
perspective, the confusion that is prevalent among 
students can only be resolved in terms of the proc-
ess conception. The process notion entails a unique 
finishing point, whereas the idea of 1-1 is about 
uniqueness of starting point (Dubinsky and Harel, 
1992, pp. 86-87).	

The individual, whose conceptual level reaches ob-
ject level, realizes that transformations can act on 
process. That is, a subject, who perceives manipu-
lations of functions such as adding or multiplying, 
encapsulates the process conception of function to 
an object.

Method

The context of the study is two-variable calculus 
course given in the mathematics education pro-
gram in education faculty of a university. The study 
was conducted with 23 students, whose instructor 
was author of the study through the spring semes-
ter of 2007-2008 academic year. At the beginning 
of the course, a test on the single variable functions 
was prepared and after validity and reliability study 
of the test (Miles & Huberman, 1994; Yıldırım & 
Şimşek, 2003) applied to the students to evalu-
ate their conceptions of general function concept. 
Since students must generalize the function notion 
from single variable to two-variables in this course, 
single variable function concept was reviewed af-
ter the first test. Function machine was used as a 
cognitive root in this revision. To see whether the 
students’ understandings of function concept was 
changed or not, another test on single variable 
function concept was prepared as similar to the 
previous test and administrated to the students 
after revision. Then, the process of instruction of 
two-variable function concept started. Representa-
tions and converting between different representa-
tions of not only single variable functions but also 
two-variable functions were paid more attention 
in the course. Furthermore, a lot of tasks were de-
signed to gain the students’ generalizing the dif-
ferent representations from single variable to two-
variables. Function machine was used as a cogni-
tive root also in treatment process of two-variable 
functions. After two-variable function notion, dif-
ferent representations (algebraic, geometric, set of 
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triples, table) and drawings of some special surfac-
es were given; a test on two-variable functions was 
prepared and conducted. In the teaching process, 
a lot of tasks, which required perceiving function 
situations in the algebraic or graph representations, 
were posed to the students. Beside these tasks, find-
ing domain and ranges of two-variables functions 
in the both algebraic and graph representations 
were emphasized. Then, teaching process of limit, 
continuity, directed derivative and double integral 
notions for functions of two-variable started. At 
the end of the course, another test on two-variable 
functions was prepared and applied. It is indisput-
able that comprehension of two-variable function 
concept needs to be developed, but we thought that 
we could estimate students’ understanding levels of 
two-variable function concepts in a similar manner 
to the conception levels of general function concept 
in order to see the developments from single vari-
able to two-variables. After analyzing the final test, 
for clinical interview (Clement, 2000; Ginsburg, 
1981), six students were selected among the stu-
dents, whose conceptual levels were determined as 
(at least) process for both single and two-variable 
function concepts because the tests were prepared 
to assess whether the subject’s conceptual levels are 
in process or at lower level. It was emphasized to 
select the students in various conceptual develop-
ments through the tests.

Analysis 

Since a student’s explanations about function no-
tion might not be consistent in different situations 
or items, we attempted to perceive student’s func-
tion conception, considering her/his all responses 
as a whole. An individual, whose function concep-
tion is process, should perceive a function situa-
tion and convert between different representations 
(Dubinsky, 1991), thus, when the student was able 
to perceive function situations only in table repre-
sentations, also if s/he was able to convert between 
graph, algebraic, and table representations, her/his 
conceptual level was interpreted as relatively weak 
process conception. At the same time, if such a stu-
dent was unsuccessful about converting between 
representations, it was thought that such a student’s 
conception of function must be transference from 
action to process level. Furthermore, a student, 
who was not able to perceive function situations in 
any representation, was determined to be at action 
level for function concept.

When we examined students’ definitions in the first 
test, we found that most of them had manipulation 

restriction and some of them had also quantity re-
striction. Moreover, most of the students struggled 
to convert given graph representation to algebraic 
representation firstly, thus it was interpreted that 
they were to know how to manipulate an explicit 
expression to investigate whether a situation was 
a function or not. So, these students should have 
had severity restriction (Dubinsky & Harel, 1992) 
On the other hand, if a student perceived all func-
tion situations in all representations, and converted 
between algebraic, graph and table representations, 
the conceptual level should have been at least proc-
ess level in this case. Since the second test was pre-
pared in a similar way to the first test, the second 
test was also analyzed in the way mentioned above. 

As indicated, we analyzed the students’ conceptual 
levels for two-variable functions in a similar way 
to the conception levels of general function con-
cept to facilitate following students’ generalizations 
from single variable to two-variables through the 
tests. A student, whose conceptual level for func-
tion concept is process should perceive function 
situations (Dubinsky, 1991) on the basis of this 
argument, if a student had perceived two-variable 
function situations in graph and algebraic repre-
sentations, we interpreted that her/his conceptual 
level should have been at least process. Once such 
a student perceived function situations in graph 
representations with algebraic approach, that is, 
converting given graph to algebraic representation 
firstly in order to perceive situation, we interpreted 
that her/his conceptual level as process with sever-
ity restriction.

After analyzing the students’ responses to the third 
item, we saw that almost all students had difficul-
ties with finding domain and range of the function, 
whose graph was given. Some of them were aware 
that the elements of domain and range of a two-
variable function are pairs and real numbers re-
spectively, even if they were not able to project the 
surface successfully. We considered although they 
had the notions of domain and range of two-var-
iable function, they could not project the surface 
to find the domain and range exactly, due to their 
difficulties with three-dimensional space. Thus, we 
interpreted the conceptual level of such a student as 
process, if s/he was also able to perceive the func-
tion situations. Conceptual levels of such students 
were determined as process level with severity 
restriction when they had algebraic approach in 
graph representations. Some other students had di-
mensional difficulties with domain and range. For 
instance, some of them gave the element of domain 
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or range as (x,y,z). In other words, they had seri-
ous difficulties with the notions of domain and/or 
range of a two-variable function. If such a student 
had perceived the functions in graph and algebraic 
cases successfully, it seemed to us that s/he had 
weak process conception of two-variable func-
tion. When such a student also had difficulty with 
perceiving functions, then we thought that her/his 
conceptual level must be action. 

On the other hand, two students were successful in 
all items, but with algebraic approach. They were 
able to obtain domain and range in the third item 
apart from perceiving the function situations in the 
first and second items successfully in the first test 
on two-variable functions. Their difficulties were 
only with graph representations. They were able to 
perceive function situations by algebraic way also 
in graph representations as most students did. That 
is, they were able to convert between graph and al-
gebraic representations, but due to their difficulties 
with three-dimensional geometrical knowledge 
and visualization, they were not able to coordinate 
the function process and the surface in the space. 
We interpreted their conceptual level as at least 
process. 

The findings of the last test on two-variable func-
tions were analyzed in a similar way. Since the 
students had developed their knowledge about 
two-variable functions with the treatments of two-
variable calculus concepts, we had the students, 
who were successful about both perceiving func-
tions in graph and algebraic cases by vertical line 
test and algebraic analysis respectively, and about 
determining the domain and range of the function 
whose graph was given. Their conceptual levels 
seemed to us as at least relatively strong process.

Findings

Findings of Tests on Single Variable Functions

Most students’ responses to the tasks of the first 
test, in which the function situations, whose in-
dependent variable is x, are required in graph and 
algebraic representations, provided evidence of 
focusing on the independent variable notion by 
overriding the function notion. They investigated 
the situations, whose independent variable is x, 
with the algebraic formula not only in algebraic 
but also in graph representations by determining 
firstly the algebraic formulas of the graphs. Table 
representations were the only cases in which most 
students (16 out of 23) could perceive the function 
situations in the first test. All students could find 

the input corresponding to the given output for the 
function given by algebraic formula in both tests. 
Seventeen students out of 23 could convert the 
given graph representation to table representation. 
The students who had mistakes in this task could 
not perceive the output corresponding to the in-
put, in which the function is discontinuous in the 
first test. Almost all students (except two students) 
could draw the graph of partial function given by 
algebraic formula, while 12 of them drew a whole 
circle instead of semi-circle regardless of range of 
the function in the second item of the sixth task. 
Similar to the first test, the graph representation of 
the function given by algebraic formula, which is 
the lower semi-circle, is required. Most students, 
who drew whole circle instead of upper semi-circle 
in the first test, considered the range of function 
and drew lower semi-circle in the second test. 
Only four students drew whole circle instead of 
semi-circle in the second test. For the definition of 
function, various types of definitions related to the 
function concept were given in the first test. Defini-
tions given in the first test were similar to the defi-
nitions that Vinner and Dreyfus (1989) had. Only 
four students could give an acceptable definition. 
These students defined the concept of function as 
a relation such that each elements of domain cor-
responds to only one element of range. Other stu-
dents defined the concept of function variously: 
They determined the class in the definition like 
“term”, “rule”, “sequence of operations”, “system of 
variables” and “expression”. When the definitions 
of function in the first and second tests were com-
pared, it was seen that the students’ development 
was surprising. Eighteen subjects gave correct 
definition of function concept, which included the 
notions of input-output and transference with the 
uniqueness to the right condition. Most of them 
gave the class as a special relation, and the rest of 
them gave the class as a correspondence in the defi-
nition. Also three of remaining five students had 
input-output and transference notions, but one of 
them gave the class as a rule and two of them gave 
the class as a machine in their definitions. 

Findings of Tests on Functions of Two-Variables

The most conspicuous result obtained from the first 
test on functions of two-variables is that almost all 
students (21 out of 23) had algebraic approach. 
That is, they struggled to determine the algebraic 
representation of the graph first, and then made 
algebraic analysis to investigate whether the situa-
tion is a function or not. Then, they had indications 
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in the second test on single variable functions that 
they developed to investigate the function situa-
tion in the graph representations without algebraic 
formula. In other words, they abandoned algebraic 
approach in the second test on single variable func-
tion notion, but they again had algebraic approach 
at the beginning of teaching process of two-varia-
ble functions. After treatments of two-variable cal-
culus concepts through the semester, four of them 
again abandoned algebraic approach, and gained 
to investigate the function situations in the graphs 
by coordinating the function process and shape of 
graph. They perceived function situations by using 
vertical line test in graph representations in the last 
test at the end of the semester. Four of the remain-
ing students had algebraic approach in the graph 
representations in all tests. It was a considerable 
development that 13 students could perceive the 
function situations in the graph representations by 
using vertical line test in the last test on functions 
of two-variable.

In the algebraic representations of the first test on 
functions of two-variables, except one student, who 
could not abandon the complexity about independ-
ent variable notion, all students made algebraic 
analysis by expressing the algebraic representation 
as z=f(x,y), and they chose correct items. However, 
after analysis, it was seen that some of them (four 
students) made analysis without perceiving input-
output and transference notions in the function 
situations. These students had indications in their 
expressions that they had memorized to make al-
gebraic analysis. 

Algebraic representation of a partial function was 
given in the second item in the last test on functions 
of two-variable. It was observed that the students 
abandoned making memorized algebraic analysis 
in this test after treatments of two-variable calcu-
lus concepts. Most students (19 out of 23) could 
perceive that this could not be a function. Further-
more, five students drew the graph of surface firstly, 
and then perceived the situation on graph by us-
ing vertical line test. It was seen that these students 
used vertical line test also in the first item, which 
includes graph representations. Also another four 
students drew the graph of surface correctly, but 
they perceived the situation in algebraic way, not 
by using the vertical line test.

The item, in which most of the students had difficul-
ties, is the third item of the first test on two-variable 
functions. Graph of a surface of elliptic paraboloid 
was given, and domain and range of the function 
were required. Only two students were able to give 

both domain and range correctly. Some students 
demonstrated that they were not able to coordinate 
the function’s process and its graph. Two students 
indicated that they did not understand the height 
of the graph at a point (x,y) on the horizontal axis 
is the value of f(x,y)=z because they gave the ele-
ments of range as (x,y,z). Similarly, three students, 
who did not have the notion that elements of do-
main of a two-variable function should always be 
pairs, gave the elements of domain as (x,y,z), where 
two students gave elements of both domain and 
range as (x,y,z). Other students demonstrated they 
had the notions that the elements of domain and 
range of a two-variable function should be always 
ordered pairs and a real number respectively. They 
were able to give the elements of domain or range 
correctly, but they could not determine the region 
or interval respectively. It was seen that most stu-
dents’ difficulties with domain were about project-
ing since they gave the domain as 

instead 

of . As can be seen, the domain and range of the 
function, whose graph was given, were required 
also in the last test. It was seen that the students’ 
difficulties with projecting continued also in this 
test. For instance, some students (three) projected 
the surface to the coordinate axis separately instead 
of projecting to the plane. However, the students 
did not generally give the elements of domain or 
range wrongly as in the previous test. Only one or 
two students used triple (x,y,z) as the element of 
domain and range respectively. In the last test, the 
number of students, who were successful about de-
termining the domain increased from three to 10.

Findings of Interviews

The interviews, which were also designed for data 
triangulation, enabled us to comprehend whether 
the subjects’ conceptual levels, which were deter-
mined at least project level according to the results 
of the tests were actually higher than the process or 
not. The interview tasks were prepared as follows: 

1.	 According to you what is a function?
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2.	

What do the figures on the up remind you?
What are the functions the figures on the up repre-
sent?

3.	 Is there a relation between the functions, 
which are represented with above machines? 

4.	 According to you, what do following notations 
mean? 

5.	 Could you give me a function whose inputs are 
functions?

Prompt if necessary: *Let’s remember what the 
function machine is?

*	 Is there any restriction about the inputs of a 
function machine?

*	 Can the inputs of a function machine are also 
functions?

*	 Do you know such a machine?

6.	 What is two-variable function?

7.	

What are the functions the figures on the up repre-
sent?

8.	 Is the algebraic expression of z=f(x,y)=5  a 
function situation? Why? Could you represent 
this algebraic expression graphically? 

9.	 Could you represent the algebraic expression 
of  z=x2 + y2 graphically? Could you find the 
domain and range of the function? How do 
you find?

10.	  

 

According to the tables given above, can the alge-
braic expression of g(f(x,y)) be possible? 

What does this algebraic expression mean? Could 
you find the following values?

*g(f(3,2)	   *g(f(4,4)

We present some indications of process level, 
which have been revealed from literature, (Carlson 
et al., 2007; Dubinsky, 1991; Dubinsky & Harel, 
1992) and related tasks of interview are presented 
in the following:

•	 Defining or explaining a function as a input-out-
put process that transforms each input to only 
one output (1,6)

•	 Perceiving a function situation (8)

•	 Converting a function situation to another rep-
resentation (2, 7, 8, 9)

•	 Understanding equality of two functions (3)

•	 Finding domain and range of a function (9)

•	 Combining a function process with another 
function process (10)

Apart from above indications, we considered the 
subjects’ all responses as a whole to see their con-
ceptual levels. With the fourth and fifth tasks, we 
questioned whether the subject was able to see a 
function as an object as seen in the following ex-
cerpts. 

We gave numbers to the interviewed students from 
one to six. We will explain some students’ results 
of the interview analysis briefly and more detailed 
results for other students.

Results of the First Student: According to the 
analysis of interviews, first student’s conceptual 
level for function notion was determined as at least 
process, while her conceptual level was estimated 
as relatively weak process conception with sever-
ity and manipulation restrictions at the beginning 
of the course. After review of function notion with 
function machine, first student, who were not able 
to perceive function situations neither in graph nor 
in algebraic representations in the first test, gained 
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to perceive function situations successfully in 
graph and algebraic cases with vertical line test and 
algebraic manipulations respectively. In the inter-
view, she perceived the same functions rapidly. She 
demonstrated her knowledge about input-output 
and transference of function notions, while the 
interviewer and she were talking about the given 
notations. Furthermore, she was able to give the 
inverse and composition operations as examples of 
functions, whose inputs are also function, so her 
conceptual level for function concept seemed to be 
object in the interview. 

In the first test on two-variable functions, it seemed 
that her difficulties were about coordinating func-
tion notion with three-dimensional space schema. 
She was able to perceive function situations in both 
algebraic and graph cases, but perceived function 
situations with algebraic manipulations also in 
graph representations by converting the graphs to 
algebraic representations firstly. She had difficul-
ties also with domain and range. Her conception 
seemed to us weak process conception with sever-
ity and maybe manipulation restriction. At the 
end of the course, she had capability of perceiving 
function situations with vertical line test in some 
graph cases, and she gained dimensional notion of 
domain of a two-variable function. Consequently, 
we estimated her conceptual level of two-variable 
function as process conception. When the two-var-
iable function notion was questioned, the manipu-
lation restriction that seemed to be in the responses 
of the first student in the test items on two-variable 
functions was not observed in the interviews. In 
addition to defining two-variable function correct-
ly, not only was she able to draw the graph of given 
function but also obtain the domain and range of 
function by projecting accurately. That is, it was 
seen that she coordinated the process of function 
and three dimensional space notion. These capa-
bilities of her indicated that her conceptual level 
of two-variable function was at least process level. 

Results of the Second Student: The second student 
demonstrated a good understanding of single and 
two-variable function notions in the tests, but she 
had a lot of difficulties in the interview. It seemed 
that the second student’s conceptual level was rela-
tively weak process conception with severity, ma-
nipulation, and quantitative restrictions in the first 
test. Then, she gained to perceive function situa-
tions in both graph and algebraic cases in the sec-
ond test, whereas she was not able to perceive func-
tions geometrically in graph representations. At the 
end of the analysis of this test, her conceptual level 

of single variable function was determined to be 
process conception with severity and manipulation 
restrictions. In the first test on two-variable func-
tions, she was able to respond all items correctly, 
but again with algebraic approach. That is, her 
severity restriction continued for the two-variable 
functions and her conceptual level estimated as 
strong process conception with severity restric-
tion. In the last test, it seemed that she perceived 
function situations in some graph cases geometri-
cally, so her conceptual level was considered to be 
relatively strong process conception. However, the 
results of the interview about two-variable func-
tions are not consistent with the results of the tests. 
Regarding single variable functions, the qualitative 
restriction that she had in the tests was obvious also 
in the interview. Moreover, qualitative restriction 
prevented her from seeing a function as an object. 
We estimated her conceptual level of two-variable 
function notion as weak process conception at the 
end of the study. 

Results of the Third Student: The third student’s 
conceptual development of function notion was 
different from the previous two students. This stu-
dent was not able to abandon algebraic approach 
neither in tests nor in the interview. That is, she 
had severity restriction in all tests and interview. 
Her conceptual levels were determined as relatively 
weak process conception with severity restriction, 
process conception with severity and manipulation 
restrictions, process conception with severity and 
manipulation restrictions, and lastly process con-
ception with severity restriction. She had manipu-
lation restriction in her general function notion 
also in the interview, but according to all responses 
in the interview, her conceptual level seemed to be 
object level. Also in the interview, it was observed 
that she had severity restriction, which means to 
have algebraic approach. She was able to deter-
mine domain of a two-variable function from its 
algebraic representation, but she was unsuccessful 
about determining domain from graph. On the 
other hand, she was able to draw graphs of surfaces 
correctly, yet she did not have the capability of co-
ordinating her schema of three-dimensional space 
and general function concept schema. Thus, we 
concluded that the lack of this capability prevented 
her from developing her conceptual level of two-
variable function notion. After the interview, her 
conceptual level of level of two-variable function 
notion seemed to be process. 

Results of the Fourth Student: The fourth student’s 
conceptual capabilities were similar to the third 
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student’s. On the other hand, there were differences 
between their conceptions that the fourth student 
abandoned algebraic approach after review of func-
tion concept, but she gained severity restriction 
again in the two-variable function concept. That is, 
this student gained more capabilities about coor-
dinating function notion with geometrical knowl-
edge than the third student gained in the revision. 
Although the third student always had algebraic ap-
proach, both of the third and fourth students’ con-
ceptual levels of function concept were determined 
as object level at the end of the interviews. In the 
aspect of two-variable functions, the fourth student 
demonstrated some knowledge about coordina-
tion between schemas of three-dimensional space 
and function notion. For instance, her knowledge 
about coordination between the schemas was ob-
vious while she was drawing the surface, on the 
contrary to the third student’s drawing in the in-
terviews. Moreover, the third student attempted to 
determine domain of two-variable function from 
algebraic representation, while the fourth student 
was able to find the domain graphically by taking 
projection even if she was not able to find the do-
main exactly. She projected the surface to the axis 
separately. On the other hand, the fourth student’ 
generalizing was not based on independent vari-
able. She generalized general function notion as in 
the following: 

“Two-variable function is based on definition of func-
tion concept, this time domain consisted of AxB that 
is, domain consisted of pairs, range is a set, range 
should already be a set, because it is two-variable 
function, it has two independent variables and one 
dependent variable”

However, her definition and applications were not 
consistent. She demonstrated a good understand-
ing of two-variable function notion. Her concep-
tual level of two-variable functions was estimated 
as strong process. 

Results of the Fifth Student: This is the most suc-
cessful student not only in the interview but also in 
the tests. In the first test on single variable function 
notion, she was able to give correct answers ex-
cept first and second questions in which function 
situations are required respectively in graph and 
algebraic representations. She had difficulties about 
independent variable of a single variable function 
like most of other students, but she did not have any 
restriction. Her conceptual level seemed to be weak 
process conception in the first test. In the follow-
ing test on single variable functions, she was able to 
perceive function situations in graph and algebraic 
cases by gaining the notion of variables of a single 

variable function. Furthermore, she did not have 
any restriction also in this test, contrary to the most 
of other students, who had severity restrictions. 
That is, she was able to perceive function situations 
of given graphs by using vertical line test without 
determining algebraic formula. Her conceptual lev-
el was determined as relatively strong process con-
ception in the second test. She was able to perceive 
two-variable function situations also in the first test 
on two-variable functions, but it was seen that she 
had severity restriction like most of other students 
in this test. In the second test on two-variable func-
tions, she abandoned severity restriction. The fifth 
student’s conceptual levels for two-variable func-
tion concept were determined as “process concep-
tion with severity restriction” and “process concep-
tion” in the first and second tests on two-variable 
function notion respectively. The only difficulty 
she encountered was about finding domain by pro-
jecting graph of surface to the plane in both tests. 
She projected the surface to axis separately, but she 
was aware that elements of domain must always be 
pairs. When we focused on the interview with this 
student, we concluded that her conceptions were 
at least object (can be schema) and at least process 
(can be object) for single variable and two-variable 
function concepts respectively. She demonstrated 
her conceptual level for single variable function 
concept in all tasks with her expressions in the in-
terview. 

Results of Sixth Student: The sixth student is the 
weakest one both in the interview and tests. At the 
beginning of the course, her conceptual level was 
determined as action conception in the first test. 
She struggled to determine the algebraic formulas 
in the graph representations to perceive function 
situations like most of the other students, but then 
she chose all items except the fix as function situ-
ation. The only case in which she was able to per-
ceive function situations was table representations. 
Moreover, she demonstrated that she did not have 
input-output and transfer notions in the definition 
item. She gave complicated expressions instead of 
definition of function. After review by function 
machine, she gained input-output, transfer notions 
and unique right condition in definition. She was 
able to perceive function situations with algebraic 
approach both in graph and algebraic representa-
tions. So, it was interpreted that she had process 
conception with severity restriction in the second 
test. In the first test on two-variable function no-
tion, she was able to perceive function situations 
only in algebraic representations. Furthermore, it 
was observed that she could not project surface to 
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the plane, even worse she gave elements of domain 
of two-variable function given by graph as triples, 
so it could be interpreted she did not have the no-
tion that elements of domain of a two-variable 
function must be pairs. Besides, she was able to 
determine two-variable function, but she dem-
onstrated that she had manipulation restriction. 
Her conceptual level for two-variable function 
seemed weak process conception with manipula-
tion restriction. She had a little development in 
the last test on two-variable function notion, so 
her conceptual level was again weak process. She 
only abandoned dimensional complexity about el-
ements of domain of a two-variable function, but 
she projected the surface to the axis separately at 
that time. That is, again she could not obtain do-
main of the two-variable function given by graph 
correctly. This student’s weak function conception 
was also obvious in the interview. 

Conclusion

Two-variable function concept is fundamental for 
most advanced mathematics concepts. Either this 
concept is given in theoretical manner as in sci-
ence faculties or in applied manner as in engineer-
ing faculties; understanding of this concept needs 
to generalize a lot of key aspects of single variable 
functions to two independent variables. As Mar-
tinez-Planell and Trigueros-Gaismann (2009) in-
dicated, one of the objectives of an instructor who 
gives the concept of two-variable function should 
be helping students develop a deep understanding 
of general function notion. Also being aware of this 
necessity, we reviewed general function notion at 
the beginning of the course. Multiple representa-
tions and relation between them are recommended 
not only in the teaching processes of single vari-
able functions but also in instruction of two-var-
iable functions (Martinez-Planell & Trigueros-
Gaismann, 2009). Our instructional approach is 
consistent with these recommendations. We gave 
attention to different representations and convert-
ing between them. Furthermore, we posed such 
tasks to students that help them to generalize key 
aspects of function notion from single independent 
variable to two independent variables in each rep-
resentation. Also the students’ responses on repre-
sentations and converting between them supported 
our approach. Generally, the students did not have 
much difficulty about converting different repre-
sentations not only in single variable functions but 
also two-variable functions. 

The relationship between the students’ understand-
ing level of function concept and their construction 
of two-variable function concept is obvious from 
the data of this study. Thus, we have concluded 
that students’ understanding level of function con-
cept plays a fundamental role in understanding 
two-variable functions. It has seen that especially 
being at the object level for the function concept 
is crucial to reach at least process conception of 
two-variable function concept. Like Martinez-
Planell and Trigueros-Gaismann (2009), we have 
concluded that most of the students have difficul-
ties with graph representations of two-variable 
functions. Moreover, we have observed that a stu-
dent who has object conception of function may 
have process conception of two-variable function 
concept even if s/he cannot coordinate the proc-
ess of two-variable function and the graph. When 
such student begins to understand the graph of a 
two-variable function, s/he begins to encapsulate 
the two-variable function process as an object. If 
a student’s conceptual level for function concept is 
at most process, s/he may have weak understand-
ing of two-variable function concept. Especially, 
restrictions prevent students from understanding 
two-variable function. For instance, quantitative 
and/or manipulative restrictions prevent students 
from not only seeing function as an object, but 
also generalizing function process from single in-
dependent variable to two independent variables. 
Furthermore, if a student has restrictions on gen-
eral function concept, s/he will transform restric-
tions to two-variable function concept. We have 
seen that most students have algebraic approach 
at the beginning of the understanding process of 
two-variable function concept. That is, they strug-
gle to determine algebraic formula, and then make 
algebraic analysis to perceive function situations in 
the graph representations. Some students can have 
indications in their algebraic analysis that they 
transform input-output and function process no-
tions to two-variable functions, while some of oth-
ers can make algebraic analysis by memorizing. For 
instance, the student, who has object conception of 
function concept, can abandon algebraic approach 
rapidly, and s/he begins to coordinate graph and 
process of two-variable function. Such a student 
perceives function situations by vertical line test 
in graph representations of two-variable functions. 
Moreover, the student, who has object conception 
of function concept can reach process level of un-
derstanding two-variable function concept even if 
s/he is not able to abandon algebraic approach due 
to her/his difficulties about three dimensional ge-
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ometry. Besides, the student, who has any restric-
tion on function concept, but has coordination of 
graph and process of single variable functions, can 
abandon algebraic approach rapidly even if s/he is 
not at object level. To sum up, we can say that there 
is a direct relationship between students’ construc-
tion of two-variable function concept and their 
conceptual levels of general function concept. Par-
ticularly, having object conception of function and 
restrictions have respectively positive and negative 
effects on students’ understanding two-variable 
function concept. 

In the aspect of graph representations of two-var-
iable functions, we have concluded that students’ 
most problematic point in understanding process 
of two-variable functions is graph representations. 
Trigueros and Martinez-Planell (2009) indicated 
that students’ understanding of graphs of two-vari-
able functions is not easy and it is related with their 
three dimensional space schema. We have seen that 
generally students can draw graphs of some special 
surfaces, but some of them can make this draw-
ing by using memorized facts. The students, who 
have memorized drawing way, may use statements 
like “lift”, as a memorized fact without awareness. 
Trigueros and Martinez-Planell (2009) emphasized 
about such words that the use of certain words 
such as “cutting a surface” or “lifting a curve” en-
able students to visualize, but the meaning of this 
kind of sentences should be explicitly discussed in 
class. We have seen otherwise some students can 
memorize this kind of sentence as drawing way of 
surfaces. Such students attempt to perceive func-
tion situation algebraically, even if they draw graph 
correctly by using memorized facts. That is, they 
cannot coordinate the function process with their 
three-dimensional space schema. Due to the lack 
of coordinating capability, they cannot find do-
main or range from graph by projecting. Moreover, 
some of such students may not be aware that the 
elements of domain and range of a two-variable 
function are always pair and a real number, re-
spectively. On the other hand, the students, who 
can coordinate the function process with their 
three-dimensional space schema, reflect these ca-
pabilities by their drawing the graph and perceiv-
ing function situations in graph representations by 
using vertical line test. We have observed that such 
students can perceive function situations in the 
graph by using vertical line test even if they have 
some difficulties with three-dimensional space, 
but they cannot project the graph to the plane to 
find the domain correctly. Consequently, students’ 
schema of three-dimensional space is fundamen-

tal for their construction of two-variable function 
concept also. However, it is not as much prerequi-
site as general function conception, because a stu-
dent, whose function conception is object level, can 
reach process conception of two-variable functions 
by her/his algebraic approach even if s/he has weak 
schema for three-dimensional space. 

When we regard students’ concept definitions for 
the single variable and two-variable function con-
cepts, we can conclude that some students trans-
form their knowledge about general function no-
tion to two-variable functions, whereas all of the 
students who have restrictions on general function 
notion transform their restrictions from single 
variable functions to two-variable functions. That 
is, the student who has correct concept definition 
of function concept including input-output and 
transference notions does not mean to have such 
a concept definition of two-variable function con-
cept. Once we consider students’ generalizations 
of definition of function notion from single inde-
pendent variable to two independent variables, we 
have seen that some students generalize concept 
definition of single variable function notion to two 
independent variables, while some of others may 
generalize the concept definition of general func-
tion notion to a relation from Cartesian product of 
any nonempty two sets to any nonempty set, which 
ensures the unique right condition. On the other 
hand, we have concluded that a student might 
demonstrate good understanding of two-variable 
function concept even if s/he has such a wrong 
generalization. 

We concluded that function machine is effective 
as a cognitive root on understanding the function 
concept. We saw that after revision of general func-
tion notion with function machine, students gained 
the notion of independent variable of function, 
which almost all of them did not have at the begin-
ning of the course. We have been sure that students’ 
achievement about perceiving function situations 
would have increased, if we had asked the ques-
tions like “which are functions?” instead of “which 
are functions whose independent variable is x?” 
in the first test. They became confused with these 
questions at the beginning, but they were aware 
what was required from them with such questions 
after they reviewed the function notion with func-
tion machine. Moreover, emphasizing with various 
examples that function machine transforms input 
of the machine, which is independent variable of 
function to output, which is dependent variable of 
function gained the students function process. We 
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used function machine not only at the beginning 
of the course as a cognitive root, but also through 
the course. We introduced calculus concepts like 
derivative or integral also as a function machine 
whose inputs and outputs are functions. Gener-
ally students can make some operations on the set 
of functions, but they see neither these operations 
as functions nor the functions as elements of a set. 
To give such operations on the sets of functions as 
an example of function machine seemed helpful 
to gain the students to see a function as an object. 
Moreover, such examples are helpful to remove the 
restrictions like quantitative or manipulation. In 
the interviews, subjects agreed with us about func-
tion machine’s positive effects on understanding 
general function notion or two-variable function 
concept. For instance, the third student’s idea about 
function machine is as following:

Interviewer: What is the effect of function machine 
on your understanding of function concept?

The third student: It is very helpful. Even if this 
concept won’t be given to me any other time, I 
know what it means. It has showed to me that there 
is only one output for every input. Actually, I can 
apply this machine to other mathematical con-
cepts. I am sure also my friends won’t have any dif-
ficulty when asked what function is…because we 
usually do it from memory without awareness if it 
is not explained concretely, but this machine is re-
ally good. 

Although this paper has focused on students’ gen-
eralizing the function notion from single variable 
function to two-variable function, the obtained 
results have also informed us about students’ un-
derstanding of two-variable function concept. In 
this context, we have seen that the students fell into 
different groups according to their knowledge and 
capabilities related to two-variable function con-
cept. Considering the conceptual levels of general 
function concept, our experiences and students’ 
conceptual groups revealed in this study, we have 
attained some indications of conceptual levels of 
two-variable function concept. Accordingly, a stu-
dent at action level for two-variable function con-
cept can make manipulative calculations like find-
ing the output for given input and algebraic for-
mula of two-variable function. In terms of function 
situations, s/he may perceive function situations 
in table representations. Maybe s/he makes some 
algebraic manipulations by memorizing facts to 
perceive function situations in algebraic or graph 
representations, even s/he is able to give correct an-
swer about whether the situation is function or not, 

but s/he cannot perceive function process. Such a 
student may draw graphs of some special surfaces 
by using memorized facts, but s/he does not have 
coordination between three-dimensional space 
schema and function schema. The students who 
are at the action level cannot coordinate function 
process and three-dimensional space schema any-
time. Moreover, they can give triples as elements of 
domain or range.

Process conceptual level of two-variable function 
concept seems very complicated as process con-
ceptual level of general function concept. Students 
transfer general function process to two-variable 
functions and begin to generalize key aspects of 
single variable functions to two independent vari-
ables. Furthermore, coordinating function process 
and schema of three-dimensional space begins at 
this level. At the beginning of process conception, 
most students may have algebraic approach. That 
is, they attempt to perceive function situations with 
algebraic manipulations either in graph or alge-
braic representations. After their experiences with 
graphs of two-variable functions, in which they co-
ordinate function process and the shape of graph, 
they begin to perceive function situations in graph 
representations by using vertical line test. Moreo-
ver, such students should have begun to draw 
some special surfaces regarding the coordination 
between function process and three-dimensional 
space schema. These students should have domain 
and range notions of two-variable functions and 
they are aware that the elements of domain and 
range of a two-variable function are always pairs 
and real numbers respectively even if they are not 
able to obtain domain or range from graph repre-
sentation by projecting.

When students reach object level of two-variable 
function concept, they should have transfer key 
aspects of general function concept to two-varia-
ble function concepts and they can perceive two-
variable function situations in any representations. 
Since students should have good understanding of 
three-dimensional space and capability of coordi-
nating their knowledge about three-dimensional 
space with their two-variable function schema in 
this level, they can perceive two-variable func-
tion situations in graph representations by us-
ing vertical line test and obtain domain or range 
from graph representations by projecting. In other 
words, whether a student has good understanding 
of three-dimensional space or not is effective to 
reach this level. 
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The studies on understanding of two-variable func-
tions, which have been recently included to litera-
ture, have focused on representations of two-varia-
ble functions (Yerushalmy, 1997) and in particular, 
geometric representations of two-variable func-
tions and students’ understandings of two-variable 
functions in graphical representations (Trigueros 
& Martinez-Planell, 2009). Considering the results 
obtained in this study with these previous studies, 
further studies can be designed to clarify more as-
pects of understanding levels of two-variable func-
tions. Such further studies can contribute to many 
studies on students’ understandings of multivariate 
calculus concepts.
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Ek 1: Tek Değişkenli Fonksiyonlar Konusundaki İlk Test: 

1.	Aşağıdaki grafiklerden hangileri bağımsız değişkeni x olan bir fonksiyon grafiğidir? Neden?

2.	Aşağıda verilen tablolardan hangileri bağımsız değişkeni x olan bir fonksiyon temsil eder? Neden?

3.	Aşağıdaki eşitliklerden hangileri bağımsız değişkeni x olan bir fonksiyon temsil eder? Neden?

a) 122 =+ yx 	  b) 4=y 	        c) 2yx = 	 d) 22xy =

4.	y=5x2-6 cebirsel eşitliği ile verilen fonksiyonun aşağıda verilen çıktı değerlerine karşılık gelen girdi 
değerlerini bulunuz. 

a)	-1		  b) –11

5.	Aşağıda verilen grafiği kullanarak tabloyu tamamlayınız.

6.	Aşağıdaki fonksiyonların grafiğini çiziniz.

7. Fonksiyon kavramını tanımlayınız.

Girdi 0 1 2 3 4

Çıktı 2 2 2 2 2

Girdi -1 0 1 2 3

Çıktı 0 2 2 4 4

Girdi 0 1 -1 0 2

Çıktı 1 2 0 -1 1

a)

b)

c)

girdi çıktı
0
1
½
-1
-3
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Ek 2: İki değişkenli fonksiyonlar konusundaki ilk test: 

1.Aşağıdaki grafiklerden hangileri bağımsız değişkenleri x ve y olan iki değişkenli fonksiyon 
grafiğidir? Neden?

2. Aşağıdaki eşitliklerden hangileri bağımsız değişkenleri x ve y olan iki değişkenli fonksiyon 
temsilidir? Neden?

a) 1222 =++ zyx       b) 4=z          c) 22 zyx +=         d) 22 yxz +=

3. Aşağıda grafiği verilen iki değişkenli fonksiyonun tanım ve değer kümelerini bulunuz.

4.İki değişkenli fonksiyon kavramını tanımlayınız.
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Ek 3: İki değişkenli fonksiyonlar konusundaki ikinci test: 

1.Aşağıdaki yüzeylerden hangileri iki değişkenli fonksiyon temsilidir? Neden? 

2. Aşağıda verilen cebirsel ifade bir iki değişkenli fonksiyon temsili midir? Neden
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