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Bu arastirmanin amaci, ilkdgretim matematik 6gretmenligi programi, Analiz Il dersini alan 6grencilerin fonksi-
yon kavramini tek degiskenden iki degiskene genellemelerinin incelenmesidir. Ogretim siirecinde genel fonk-
siyon kavramini iki degiskenli fonksiyonlara genellemeyi destekleyici 6gretim etkinlikleri, coklu temsil, temsil-
ler arasi gecis ve alan yazinda bilissel bir kok olarak bunlari destekledigi one siriilen fonksiyon makinesi kulla-
nilarak gerceklestirilmistir. APOS teorik cercevesinin kullanildigr arastirmanin verileri, 6grencilerin bilissel ge-
lisimlerini izlemek amact ile tek ve iki degiskenli fonksiyonlar konularinda hazirlanan ikiser test ve dénem so-
nunda alti 6grenci ile yapilan klinik goriismeler ile toplanmistir. Arastirmanin sonunda dgrencilerin iki degis-
kenli fonksiyon kavramini olusturmalarinda, genel fonksiyon kavramini anlama seviyelerinin ve ¢ boyutlu uzay
bilgilerinin temel oldugu gorilmistir. Ayrica, dgrencilerin iki degiskenli fonksiyonlari anlama seviyeleri konu-
sunda onemli sonuglar elde edilmistir.
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Matematik egitimcileri yaptiklar1 galismalar ile
matematigin temel taslarindan biri olan fonksi-
yon kavramina hak ettigi 6nemi vermiglerdir. Buna
karsin, fonksiyonlar konusuna iliskin alan yazina
kaydedilen 6grenci giigliik ve yanilgilari ile halen
sinif ortaminda ya da giiniimiizde siirdiriilen ¢a-
ligmalarda siklikla karsilagilmaktadir. Fonksiyon
kavraminin formal tanimmna iligkin alan yazinda
rastlanan yanilgilar, 6grencilerin fonksiyon kavra-
muni eksik ya da hatali bir bicimde, 6rnegin “bir es-
leme”, “bir formiil” ya da “bir denklem” gibi tanim-
lamalarindan kaynaklanmaktadir (Vinner ve Drey-
fus, 1989). Caligmalarda ortak olarak ortaya ¢ikan
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yanilgilardan biri de 6grencilerin bir temsil duru-
munun fonksiyon olup olmadigini belirlemede “bi-
lindik” ya da diger bir deyisle “alisilmis” olup ol-
mamasina gére karar vermeleridir. Ornegin ¢em-
beri “bilindik” olmas: gerekgesi ile bir fonksiyon
grafigi ya da verilen bir paraboli, kollarinin han-
gi degiskene ait ekseni sardigin1 goz oniine almak-
s1zin fonksiyon grafigi olarak belirleme davranisi-
na siklikla rastlanmaktadir. Bakar ve Tall (1991)
Ingilterede lise ve iiniversite dgrencileri ile yap-
tiklar: bir ¢aligmada, eksenleri saran parabollerin
fonksiyon belirtip belirtmediginin belirlenmesi ko-
nusunda hangi degiskenin bagimsiz degisken ola-
rak ele alindiginin 6nemsenmedigini gormiisler-
dir. Bakar ve Tall, lise 6grencilerinin tamaminin,
iiniversite 6grencilerinin ise %97 sinin y-eksenini
saran parabolii; diger yandan, lise 6grencilerinin
%95-inin, tniversite 6grencilerinin de %80-inin
x-eksenini saran parabolii fonksiyon olarak belir-
ledigi sonucuna ulagmislardir. Bu ¢alismanin aras-
tirmacisi ise, Amerika Birlesik Devletlerinde yapti-
g1 calismada (Montiel, Vidakovich ve Kabael, 2008)
alan yazinda sik¢a karsilagilan ve Bakar ve Tall'un
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(1991) elde ettigi bu kavram yanilgilarin elde et-
mistir. Montiel ve arkadaglar: nitel olarak desen-
leyerek, verilerini agik uglu sorulardan olusan test
ve klinik goriisme yolu ile elde ettikleri ¢aliymada,
15 tiniversite 6grencisinin 10 tanesinden y=3 esitli-
ginin fonksiyon olmadig1 yanitini almiglardir. Og-
renciler bu yanitlarina gerekge olarak ise, y=3 ma-
tematiksel ifadesinde “degisken” ya da “degisim” ol-
mamasini gostermislerdir.

Fonksiyon kavramimin 6gretimine iliskin olarak ise
¢oklu temsil yaklagimi son yirmi yilda ¢ogu mate-
matik egitimcisinin ortak savunusu haline gelmis-
tir (Breidenbach, Hawks, Nichol ve Dubinsky, 1992;
Carlson, Oehrtman, Thompson, 2007; Ferrini-
Mundy ve Graham, 1990; Janvier, 1987; Sierpins-
ka, 1992; Yerushalmy, 1997). Carlson ve Oehrtman
(2005) fonksiyonlar1 denklem gibi gérme yanilgilar:
ile iligkili olarak, 6grencilerin fonksiyonlar ile denk-
lemler arasindaki ayirimi yapmalar igin desteklen-
meleri gerektigini, bu desteklemeye 6rnek olarak da,
belirli bir f fonksiyon i¢in f{x)=6 gibi bir denklemin
¢Oziim kiimesinin sorulabilecegini belirtmislerdir.
Carlson ve Oehrtman bu soruda, fonksiyonun 6 de-
gerindeki ¢iktisi icin fonksiyonun girdi degerlerini
hem cebirsel hem de grafiksel olarak sormanin, 6g-
rencilerin bir denklem ¢6ziimiinii fonksiyon siireci-
nin tersi olarak gormelerini saglayacagini vurgula-
muslardir. Ayrica, 6grencileri bu tiir bir karmasadan
kurtarmak igin, fonksiyon kavraminin ayni fonk-
siyonun ¢oklu temsilleri vurgulanacak bi¢imde ge-
sitli 6rnekler ile verilmesini 6nermektedirler. Nati-
onal Council of Teachers of Mathematics [NCTM]
(1989) standartlar1 da tiim 6grencilerin, fonksiyon-
lar1 grafik, tablo, denklem ve sozel olarak temsil ede-
bilmeleri, bu temsillerin analizlerini ve temsiller ara-
st gegisleri yapabilmeleri gerektigini vurgulamakta-
dir. Bununla birlikte Bower ve Lobato (2000), ¢oklu
temsilin kaginilmaz olmasinin yani sira, 6grencile-
rin temsiller arasi gegisi bildikleri halde neyin temsil
edildigini 6grenememe durumunun da olabildigini
belirtirler. Christou, Elia ve Gagatsis (2004) temsiller
arast gegisin anlagilmasini destekleyici teorik gerge-
ve ve alternatif 6gretim yaklagimlarimin gerekliligi-
ne deginirler. Tall, McGoven ve DeMarois’in (2000)
fonksiyon kavraminin 6gretiminde bir “bilissel kok
(cognitive root)” olarak 6nerdikleri “fonksiyon maki-
nesi (girdi- ¢ikti makinesi)” modeli boyle bir 6gretim
yaklagimina 6rnek verilebilir.

Biligsel Kok Olarak Fonksiyon Makinesi
Tall ve arkadaslarina gore (2000, s. 3) “bilissel kik”

+ Ogrenme siirecinin basinda égrenciler i¢in ana
bilginin anlaml1 bir biligsel birimidir,

JF bbb

* Anlaml bir biligsel yeniden olusturmadan ziya-
de, bir biligsel gelisim stratejisi ile baslangig ge-
lisimi saglar,

» Sonraki gelisim siirecinde uzun siireli anlam

olasilig1 igerir,

* Daha karmagik anlama gelisim siirecinde kulla-
nish kalacak kadar dayaniklidir.
Girdi

A I
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Cikt1

Sekil 1.
Fonksiyon Makinesi

Tall ve arkadaslar1 ayrica “fonksiyon makinesi (gir-
di- ¢ikt: makinesi)” modelinin, fonksiyon kavrami-
nin ¢oklu temsillerini iceren bir “bilissel kok” oldu-
gunu vurgulamuslardir.

Girdi Girdi Girdi
Girdi| Ciktr x girdisi ve
# g 3 * v giktist igin |
il 16 =
Cikn Cikty
Sekil 2.

Fonksiyon Makinesi ve Fonksiyon Temsilleri

iki Degiskenli Fonksiyonlar

fleri matematigin temel kavramlarindan biri olan
iki degiskenli fonksiyonlar, matematik ve matema-
tik egitimi bagta olmak iizere, fen ve matematik ige-
rikli ¢ogu boliim 6grencileri i¢in 6nem tasimakta-
dir. Iki degiskenli fonksiyonlarin anlagilmasi, genel
fonksiyon bilgisinin yani sira tek degiskenli fonk-
siyonlarin pek ¢ok dnemli 6zelliginin iki bagimsiz
degiskene tagmnmasini gerektirdiginden, bu kav-
ram ¢ogu ogrenci igin giiglik kaynag: haline gel-
mektedir. Ayrica, fonksiyonlarin geometrik ozel-
likleri iki degiskenli fonksiyonlara, yeterli diizeyde
ti¢ boyutlu geometri bilgisi ve gorsellestirme bece-
risi ile genellenebildiginden, iki degiskenli fonksi-
yonlarin geometrik 6zelliklerini anlama, 6grenci-
ler i¢in daha da gii¢lesmektedir. Matematik egitimi
alan yazini, fonksiyon kavramina hak ettigi 6nemi
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vermesine karsin, s6z konusu iki degiskenli fonk-
siyonlar oldugunda alan yazinda oldukga az sayi-
da ¢alisma ile karsilagilmaktadir. Umut verici olan
ise son yillarda bu konuda yapilan galigmalarin sa-
yisinin artig gostermesidir. Yerushalmy’nin (1992)
iki degiskenli fonksiyonlarin ¢oklu temsilleri ko-
nusunda yaptig1 ¢alismanin ardindan Trigueros ve
Martinez-Planell (2009) iki degiskenli fonksiyon-
larin geometrik temsilleri {izerine yaptiklar1 galis-
malar ile alana katki saglamuglardir. Bir kavramin
6grenilme siirecinin ortaya koyulmasi, o kavramin
ve iligkili diger kavramlarin 6gretimlerinin gelisti-
rilmesine yol agacagindan, matematik egitimi alan
yazinin yiiksek matematigin temel kavramlarin-
dan olan iki degiskenli fonksiyon kavraminin 6g-
renilme siirecini aydinlatabilecek ¢alismalara olan
ihtiyaci agiktir. Yerushalmy (1997) ve Trigueros ve
Martinez-Planell yaptiklar1 ¢aligmalar iki degis-
kenli fonksiyonlarin 6grenilme siirecinin belirlen-
mesi yolunu agmislardir. Tki degiskenli fonksiyon-
larin 6grenilmesinin, genel fonksiyon bilgisinin tek
bagimsiz degiskenden iki bagimsiz degiskene ge-
nellenmesi ile miimkiin olabilecegi gz 6niine ali-
narak, fonksiyon kavraminin tek degiskenden iki
degiskene nasil genellendigini aragtirmay1 amagla-
yan bu ¢aligmanin da bu kavramin 6grenilmesinin
agiga ¢ikarilmasi yolunda olduk¢a dnemli oldugu
digiiniilmektedir.

Trigueros ve Martinez-Planell, fonksiyonlarin gor-
sellestirme gerektiren geometrik ozelliklerinin an-
lagilmasinin, fonksiyonlarin farkl temsillerini ilis-
kilendirmeyi gerektirdigini vurgulamiglardir. Ye-
rushalmy (1997) ise, tek degiskenli fonksiyonlari,
iki degiskenli fonksiyonlara genellemenin karma-
sikliginin; hem fonksiyon kavramina, hem de bu
kavramin temsillerine bagl oldugunu ifade etmis-
tir. Yerushalmy, fonksiyon kavramini iki degisken-
li fonksiyonlara genelleme siirecinde, goklu temsil-
ler ve temsiller arast iligkinin 6nemi tizerinde dur-
mugtur. Trigueros ve Planell (2009), temsillerin 68-
retiminin, farkli temsillerin birbirine donustiril-
meleri yolu ile iliskilendirilerek yapilmasinin ve bu
6gretimin fonksiyon kavramina iligkin soyut bil-
giler verilmeden 6nce gerceklestirilmesinin one-
mini vurgulamiglardir. Trigueros ve Planell ¢alig-
malarinda, fonksiyonlarin tablo temsiline yer ver-
mediklerini ancak bunun tablo temsilinin daha az
6nemli olmasi anlamina gelmedigini, aksine fonk-
siyonlarin goklu temsillerinin mutlaka tablo temsi-
lini igermesi gerektigini vurgulamiglardir. Bu galis-
manin ogretim siirecindeki yaklagim, Yerushalmy
(1997) ve Trigueros ve Planell'in de vurguladig: ve
fonksiyon kavramina iliskin alan yazinda da ortak
savunu haline gelmis goklu temsiller ve temsiller
arasi gecisleri icermektedir. Ogretim siirecinde ay-

rica, alan yazinda fonksiyonlarin ¢oklu temsillerini
destekledigi ve fonksiyon kavraminin 6gretiminde
bir biligsel kok oldugu 6ne siiriilen fonksiyon ma-
kinesi kullanilmustir.

Aragtirmanin Amaci

Bu ¢aligma; {lkégretim Matematik Ogretmenligi
Programinin Analiz II dersi baglaminda, 6grenci-
lerin iki degiskenli fonksiyon kavramini nasil olus-
turduklarmin arastirilmasi tizerine kurulmugtur.
iki degiskenli fonksiyonlar, genel fonksiyon kavra-
minin, tek bagimsiz degiskenden iki bagimsiz de-
giskene genellenmesi ile miimkiin oldugundan, 6g-
rencilerin iki degiskenli fonksiyonlar: olusturmala-
r1, Analiz IT dersi boyunca fonksiyon kavramini ge-
nelleme siireglerindeki gelisim izlenerek aragtiril-
mustur. Tki degiskenli fonksiyonlarin dgretim siire-
cinde, fonksiyon kavraminin 6gretimindeki etkisi
pek ¢ok caligma ile ortaya konulmus ve ilgili alan
yazinda ortak savunu haline gelmis ¢oklu temsil ve
temsiller arasi gegis yaklasgiminin yani sira, ¢oklu
temsilleri destekledigi 6ne siiriilen fonksiyon ma-
kinesi kullanilmistir. Dolayisi ile, lkdgretim Mate-
matik Ogretmenligi Programinin, Analiz II dersi-
ni alan 6grencilerinin fonksiyon kavraminy, tek ba-
gimsiz degiskenden iki bagimsiz degiskene genel-
leme siireglerini inceleme genel amaci kapsamin-
da, fonksiyon kavraminin iki degiskenli fonksiyon-
lar igin baslica 6nkosul bilgi olmasinin yani sira,
iki degiskenli fonksiyonlarin 6grenilmesinin yeter-
li diizeyde ti¢-boyutlu geometri bilgisi gerektirdi-
gi de goz Oniine alimarak agagidaki sorulara yanit
aranmigtir:

1. Ogrencilerin iki degiskenli fonksiyon kavrami-
n1 olusturmalari ile genel fonksiyon kavramini an-
lama seviyeleri arasindaki iligki nedir?

2. Ogrencilerin iki degiskenli fonksiyon kavrami-
ni1 olugturmalart ile ii¢ boyutlu uzay bilgileri ara-
sindaki iliski nedir?

3. Ogrencilerin sahip olduklar1 tek degiskenli ve
iki degiskenli fonksiyonlara iligkin kavram tanim-
lar1 arasindaki iligki nedir?

4. Fonksiyon makinesinin, 6grencilerin tek degis-
kenli ve iki degiskenli fonksiyon kavramlarini anla-
malar tizerine etkileri nelerdir?

Teorik Cergeve

Bu arastirmada, lisans diizeyinde kullanilan &zel
bir program gelistirme ve arastirma gergevesi olan
APOS teorik ¢ercevesi kullanilmistir. APOS bura-
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da kisaca agiklanacak olup, daha fazla detay icin
Asiala ve arkadaglarinin (1996) da yaptiklar ¢alis-
maya bagvurulabilir.

Bir kavramin 6grenilme siirecinde gelistirilebile-
cek 0Ozel zihinsel yapilandirmalar1 iceren genetik
ayristirmasini (genetic decomposition) belirlemeyi
amaglayan APOS arastirma gergevesi; teorik analiz,
Ogretim ve Ogrencilerin 6grenmelerinin degerlen-
dirilmesi olmak tizere ti¢ bilesene sahiptir. Baglan-
g1¢ asamasinda genetik ayristirmann ilk formu be-
lirlenir. Bu belirleme, 6grenme teorisinin teorik ga-
tis1 altinda ve kavramin, 6nceki ilgili caligma ya da
galigmalarin sonucu, alan yazin taramasi ve aragtir-
macilarin matematik bilgileri ile gelistirilen episte-
molojisi ile yapilir. Genetik ayristirmanin ilk for-
mu belirlendikten sonra 6gretim desenlenir ve uy-
gulanir. Ogrenciler tarafindan ne gibi zihinsel olus-
turmalarin gergeklestiginin aragtirilmasinda gesit-
li veri toplama araglar1 kullanilabilir. Genetik ay-
rigtirma gerektigi kadar sayida veri toplanmasi ve
analizin sonucunda elde edilir.

APOS Ogrenme Teorisindeki Anlama Seviyeleri

APOS teorisine gore bireyin olusturabilecegi zihin-
sel yapilandirmalar eylem (action), siire¢ (process),
nesne (obje) ve sema (schema) olarak isimlendirilir.
Birey eylemi yansittiginda ve igsel bir islem olus-
turdugunda, eylemi bir siirece i¢sellestirir (interio-
rize) denir. Eylem, siire¢ tizerinde uygulandiginda
ise matematiksel bir nesne olarak igerilmis (encap-
sulate) olur. $ema ise bireyin zihninde eylem, sii-
reg, nesne ve diger semalarin uyumlu bir koleksi-
yonudur.

Fonksiyon Kavramini Anlama Seviyeleri: Fonk-
siyonlar, APOS 6grenme teorisinin kurucularin-
dan Ed Dubinsy ve ¢alisma arkadaglar: tarafindan
ogrenilme seviyeleri tizerine galisiimus ilk kavram-
lardandir (Breidenbach ve ark., 1992; Dubinsky,
1991; Dubinsky ve Harel, 1992). Yapilan bu ¢alis-
malara gore, fonksiyon kavramini anlama seviye-
si eylem olan bir 6grenci, cebirsel formiilii ile ve-
rilen bir fonksiyonun girdi ya da ¢ikt1 degerleri-
ni hesaplayabilir. Buna kargin, bir fonksiyon for-
miilii Gizerinde hesaplama yapmaksizin bir temsi-
lin fonksiyon olup olmadig1 yorumunu yapma, bir
fonksiyonun tersi kavrami ya da bir tiirev alma so-
nucunun yine bir fonksiyon oldugu bilgisi, eylem
seviyesinde olan bir 6grenci i¢in giiglik olustu-
rur. Dubinskye gore (1991) 6grencilerin ¢ogunun
fonksiyon bilgisi “formiil” ile sinirlidir ve boyle bir
6grencinin fonksiyonlar igin tipik bir 6rnegi, x*+3
seklinde bir cebirsel ifadedir. Bunun yaninda Du-

”»

binsky, béyle bir 6grencinin tanim ve deger kiime-
si bilgilerine sahip olmadigini ve fonksiyonlari gra-
fikleri ile iligkilendiremedigini ifade eder. Ogrenci,
fonksiyonu bagimsiz degisken denilen girdi ile ba-
gumli degisken olan ¢gikt1 arasinda bir esleme olarak
gorebiliyorsa ve bir girdiye uygulanan bazi islem-
ler sonucunda tek bir ¢ikt1 elde edildigini algilaya-
bilmigse, fonksiyonlar1 anlamasi siireg seviyesinde-
dir. Fonksiyon kavraminin siireg olarak bilincin-
de olan ve gerektiginde bagka eylem ya da siiregleri
fonksiyonlara uygulayarak, fonksiyonlar1 matema-
tiksel nesne olarak gorebilen 6grencinin kavrami
anlamast ise nesne seviyesine ulasmustir. Ornegin,
fonksiyon kavramini anlamasi nesne seviyesinde
olan bir 6grenci, fonksiyonlar kiimesinde dort is-
lemi ya da bileske islemlerini kavrayabilir ve gesit-
li durumlarda uygulayabilir. Dubinsky’e gore fonk-
siyonlar ile iligkili bir durumu algilama, o duruma
nesneler tizerinde bir eylem olarak bakabilme an-
lamina gelir. Yani bu durumda, eylem igsellestiril-
migtir. Dubinsky fonksiyon kavramini anlama se-
viyesi siireg olan bir 6grencinin, fonksiyonun grafi-
i ile fonksiyon siirecini birlikte ¢alisabilecegini be-
lirtir. Diger bir deyisle, siire¢ diizeyindeki bir 6g-
renci grafigin, yatay eksen {izerindeki bir x nokta-
sindaki yiiksekliginin f(x) degeri oldugunu kavra-
mustir. Bu durum 6grencinin grafigin fiziksel sekli
ile fonksiyonun davranigini iliskilendirebilmesi an-
lamina gelir. Dubinsky ve Harel (1992), fonksiyon-
lar1 anlamanin siireg seviyesinin olduk¢a karmagik
oldugu ve asagida verilen dort faktorii igerdigi so-
nucuna ulagmiglardir:

1. Fonksiyonlarin ne olduguna iliskin 6grencilerin
sahip olduklar: kisitlamalar: Gozlenen ti¢ ana ki-
sitlama vardir:

(a) Manipiilasyon kisitlamast (the manipulation
restriction): Bu kisitlamaya sahip bir 6grenci
belirli bir manipiilasyon uygulamalidir ya da
fonksiyona sahip degildir.

(b) Nicelik kisitlamas: (the quantity restriction): Bu
kisitlamaya gore girdi ve giktilar say1 olmalidur.

(c)Siireklilik kisitlamast (the continuity
restriction):Bu kisitlamaya sahip bir 6grenci
i¢in bir grafik, eger bir fonksiyonu temsil edi-
yorsa siirekli olmalidur.

2. Katihik Kisitlamasi (severity of the restriction):
Baz1 6grenciler bir durumu fonksiyon olarak be-
lirleyebilmek i¢in, verilen bir girdiye karsilik gelen
giktiy1 bulabilecekleri belirli bir cebirsel ifadeyi bil-
mek isterler. Diger 6grenciler igin ise nasil manipii-
lasyon yapilacagi bilgisine sahip olmasalar dahi, bir
ifadenin varlig: yeterlidir.
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3. Higbir seyin belirgin olmadig1 durumda bir sii-
re¢ olusturma becerisi ve boyle bir olusturmada
O0grencinin otonomisi.

4. Saga teklik kosulu; 1-1 olma ile karigtirma: Du-
binsky ve Harel (1992) bu konunun siireg seviye-
sinde kavrama ile iliskili oldugunu iddia etmisler-
dir. Dubinsky ve Harele gore 6grenciler arasinda
siklikla kargilagilan bu karmasa ancak fonksiyon
kavraminin siireg seviyesinde anlagilmast ile ¢ozii-
me kavusabilir. Fonksiyon siireci bilgisi, sonlanan
noktanin tekligini gerektirirken fonksiyonun 1-1
(bire-bir) olmasi baslangi¢ noktasinin tekligi ile il-
gilidir.

Fonksiyon kavramini anlamasi nesne seviyesine
gelmis bir 6grenci ise, doniisiimlerin siiregler iize-
rinde eylem olabilecegini kavrayabilmistir. Yani,
bu seviyedeki bir 6grencinin fonksiyonlarin topla-
mi ya da garpimu gibi iglemleri algilamasi, fonksi-
yonlarin bir nesne olarak algilanmasini igermekte-
dir. Kavrami anlamadaki biligsel gelisimi sema se-
viyesine ulagmus bir 6grenci ise, bu gelisim siirecini
tamamlamigtir ve kavrami gereken bagka her duru-
ma aktarabilir.

Yontem

Ogrencilerin genel fonksiyon kavramuni tek ba-
gimsiz degiskenden iki bagimsiz degiskene genelle-
yerek iki degiskenli fonksiyonlar olusturma siireg-
lerini inceleyen bu ¢aliymada genelleme siirecinde
ogrencilerin ne gibi zihinsel olusumlar gelistirdik-
leri ile ilgilenildiginden caligma Ilkdgretim Mate-
matik Ogretmenligi Programinin Analiz II dersi
baglaminda nitel olarak desenlenmistir.

Katilimcilar

Calismanin siirdiiriildiigic devlet iiniversitesinin
Egitim Fakiiltesi {lkdgretim Matematik Ogretmen-
ligi Programinda Analiz IT dersi alan 6grenci say1-
sina gore iki ya da ii¢ grup halinde agilmaktadir.
Nnitel aragtirmalarda arasgtirmaci, bizzat alanda
zaman harcayan, aragtirma kapsamindaki kisilerle
dogrudan goriisen ve gerektiginde bu kisilerin de-
neyimlerini yasayan, alanda kazandig bakis agisini
ve deneyimlerini toplanan verilerin analizinde kul-
lanan kisidir (Yildirim ve Simgek, 2003, s. 23). Ca-
ligmanin yapildig1 2007-2008 6gretim yilinda Ana-
liz IT dersi, 6gretim elemani farkli olmak tizere iki
grup olarak agilmis oldugundan, kolay ulagilabi-
lir durum orneklemesi yontemi (Yildirim ve $im-
sek) kullanilarak iki ders grubundan aragtirmaci-
nin 6gretim elemani oldugu, 23 6grenciden olu-

san grup, aragtirmanin katilimcilar: olarak belir-
lenmistir. Analiz IT dersi kapsaminda iki degisken-
li fonksiyonlarin 6gretimi siirecinde 6grencilerin
fonksiyon kavramini tek degiskenden iki degiskene
genellemelerini aragtirmak amaci ile gelistirilen bir
dizi 6l¢me aracinin (agik uglu sorulardan olusan
testler) 23 6grenciye uygulanmasinin ardindan, alt:
6grenci amagh drnekleme yontemlerden biri olan
olgiit 6rnekleme yontemi kullanilarak goriigme ya-
pilmak iizere seilmistir. Olgiit 6rnekleme, dnce-
den belirlenmis bir dizi 6l¢iitii kargilayan biitiin
durumlarin galigtlmasidir (Yildirim ve $imgek). Bu
baglamda goriisme yapilacak 6grencilerin se¢imin-
de, acik uglu testlerden elde edilen verilerin, fonk-
siyon kavramimin APOS 6grenme teorisine gore
belirlenmis anlama seviyeleri kullanilarak yapilan
analizi sonuncunda, hem tek degiskenli hem de iki
degiskenli fonksiyonlara iliskin anlama seviyeleri
(en az) siire¢ olarak belirlenmis olmak 6l¢iit olarak
kullanilmustir. Biligsel seviyeleri en az siireg olarak
belirlenmis 6grenciler arasinda yapilan segim, test-
ler boyunca gosterdikleri kavramsal gelisimleri, se-
gildikleri smnifi yansitacak bigimde gesitlilik goste-
ren 6grencilerden yana yapilmistir.

Veri Toplama Araglar1 ve Veri Toplama Siireci

Caligmada veri toplama araci olarak agik uglu test
ve klinik goriisme teknikleri kullanilmistir. Agik
uglu testler, 6grencilerin fonksiyon kavramini iki
degiskenli fonksiyonlara genelleme siirecinde, 6g-
rencilerin fonksiyon kavramini anlama seviyeleri-
ni en az siireg ya da eylem seklinde degerlendirme
amagli, fonksiyon kavramini anlama seviyelerinin
alan yazinda elde edilen dl¢iitlerine gore hazirlan-
mustir. Alan yazinda ilgili ¢aligmalarda fonksiyon
kavramini en az siireg ya da eylem seviyesinde be-
lirlemeye iliskin 6lgiitlerin baslicalary; kavramin ta-
nimy, farkli temsil durumlarinin fonksiyon olup ol-
madiginin arastirilmasi ve temsiller arasi gegis ko-
nularinda oldugundan, testlerin soru maddeleri,
temsil durumlarinin fonksiyon (iki ya da tek degis-
kenli) olup olmadigini belirleme, fonksiyon temsil-
leri arasi gegis ve iki ya da tek degiskenli fonksi-
yon tanimi olmak iizere ti¢ kategoriden olugmak-
tadir. Calismada testlerin paralel anlamda hazir-
lanmasindan kast edilen, testlerin bu ii¢ kategori-
den soru maddeleri igermesidir. Dubinsky ve Harel
(1992) in belirttigi gibi, bir 6grencinin fonksiyon
kavramini anlama seviyesini bir ya da iki tip tem-
sil durumunun fonksiyon olup olmadigin belirle-
me sorusuna verdigi yanit ile tahmin etmek olduk-
¢a giigtiir. Dubinsky ve Harele gore bir 6grenci, bir
temsil durumuna verdigi yanittaki fonksiyon bilgi-
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sini bir diger temsil durumunda goz ard1 edebilir
ya da agik olarak ifade edemeyebilir. Dolayzsi ile bu
calismada hazirlanan testlerde kullanilan temsille-
rin her birinden en az {i¢ farkli durum verilmistir.
Bunun yaninda, 6grencilerin fonksiyonlar: anlama
seviyelerini 6lgmede, bir fonksiyon temsilini bir di-
ger temsile doniistiirmelerinin ve bir ya da iki de-
giskenli fonksiyonlar1 tanimlamalarinin istenildigi
soru maddeleri de kullanilmistir. Temsil olarak tek
degiskenli fonksiyonlar konusunda hazirlanan ilk
iki testte cebirsel, geometrik ve tablo temsilleri ve
bu temsiller aras1 déniigtiirmeler kullanilmustur. Tlk
iki testten elde edilen sonuglara gore biligsel seviye-
si diigiik 6grencilerin bile tablo temsillerinde fonk-
siyon durumlarini bagari ile algiladiklar: goriildi-
giinden, iki degiskenli fonksiyonlar konusunda ha-
zirlanan testlerde geometrik ve cebirsel temsil go-
revlerine yer verilmistir. Ayrica iki degiskenli fonk-
siyonlarin geometrik temsillerini algilama durum-
larini degerlendirmede kullanilmak iizere 6grenci-
lere grafik temsilinden tanim ve deger kiimesi bul-
ma gorevleri de verilmistir.

Nitel aragtirmada gegerligin ve giivenirligin saglan-
masinda kullanilan 6nemli dl¢iitlerden biri, “veri
cesitlemesi” (triangulation) dir (Yildirim ve $im-
sek, 2003). Bu aragtirmanin gegerlik ve giivenirli-
gini saglamak amaci ile agik uglu testler ve klinik
gorismeler ile veri gesitlemesi yapilmustir. Ayrica
¢alisma kapsaminda hazirlanan testlerin dnce kap-
sam gegerliliginin saglanmasi i¢in bir alan uzmani-
nin goriisleri alinmigstir. Her bir testin giivenilirligi-
ni 6lgmek igin pilot uygulamasi yapilmis ve ardin-
dan testten elde edilen veriler birinin aragtirmaci
oldugu iki alan uzmani tarafindan kodlama yoluy-
la nitel olarak analiz edilmistir. Uzmanlarinin kod-
lamalarmin biiyiik 6l¢iide tutarli oldugu goriilmiis
(birinci test; %89, ikinci test; %91, tigiincii ve dor-
diincii testler; %94) ve bu yolla testlerin giivenirligi
saglanmistir (Miles ve Huberman, 1994).

Genel fonksiyon kavramy, iki degiskenli fonksiyon-
larin 6grenilmesinde baslica 6n-kosul bilgiyi olus-
turdugundan ve bu ¢alisma 6grencilerin iki degis-
kenli fonksiyonlarin tek degiskenden iki degiskene
genelleme siireglerini arastirmayr amagladigindan,
ogrencilerin Analiz II dersi basinda fonksiyon kav-
ramina iliskin biligsel seviyelerini belirlemek ama-
c1 ile agik uglu sorulardan olusan bir test gelistiril-
mis ve uygulanmustir. Testin uygulanmasinin ardin-
dan gelen dort ders saati, fonksiyon kavraminin ki-
saca tekrarina ayrilmustir. Bu kisa 6gretim siirecin-
de, fonksiyon makinesi kullanilarak fonksiyonlarin
¢oklu temsilleri ve temsillerin birbirlerine doniistii-
riillmeleri iizerinde 6zellikle durulmustur. Fonksi-
yon kavraminin benimsenen bu 6gretim yaklagimi
ile yeniden gozden gegirilmesinin ardindan, 6gren-
cilerin fonksiyon kavramina iliskin biligsel seviyele-
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rinde herhangi bir degisim olup olmadigini 6lgmek
amact ile 6nceki 6l¢me aracina paralel olarak ikinci
bir test hazirlanmis ve uygulanmistir. Ardindan iki
degiskenli fonksiyonlarin 6gretim siireci baglatil-
mustir. Bu siiregte de fonksiyon makinesi iki degis-
kenli fonksiyonlarin 6gretiminde biligsel kok ola-
rak kullanilmustir. Ayrica ders kapsaminda iki de-
giskenli fonksiyonlarin ¢oklu temsillerini (6zellikle
cebirsel ve geometrik), temsiller arasi gegisi ve tem-
sillerin tek degiskenden iki degiskene genellenme-
sini destekleyici 6gretim etkinliklerine 6nem veril-
mistir. Bu etkinlikler sirasinda ayni temsillerde, ge-
nel fonksiyon bilgisini genelleyebilecekleri tek ve iki
degiskenli fonksiyon drnekleri ele alinmistir. Orne-
gin f(x)=1 cebirsel temsili ile verilen tek degisken-
li sabit fonksiyonun grafik temsilinin belirlenmesi,
tanim ve deger kiimelerinin her iki temsilden elde
edilmesi gibi aligirmalarin ardindan f{x,y)=1 ce-
birsel temsili ile verilen iki degiskenli sabit fonksi-
yonun benzer incelemesine gecilmis ve bu yolla iki
fonksiyonun cebirsel ve grafik temsillerinin karsi-
lastirlmasinin yapilmasi saglanmgtir. Bununla be-
raber, iki degiskenli fonksiyonlarin geometrik tem-
silleri ve diger temsilleri ile geometrik temsiller ara-
s1 gegisler, baz1 6zel yiizeylerin ¢izim yollarindan
sonra verilmistir. Teorik ¢erceve boliimiinde bah-
sedildigi gibi, gesitli temsil durumlarinin fonksiyon
olup olmadigini belirleyebilme fonksiyon kavrami-
n1anlama seviyeleri arasinda ayirt edici bir davranig
oldugundan (Dubinsky, 1991), 6grencilere cebirsel
ya da geometrik temsillerin iki degiskenli fonksi-
yon olup olmadigini belirleme konusunda pek ¢ok
gorev verilmistir. Ayrica, gesitli cebirsel ve geomet-
rik iki degiskenli fonksiyon temsillerinden tanim
ve deger kiimesi bulma alistirmalar1 tizerinde de
6nemle durulmustur. Boylece iki degiskenli fonksi-
yonlarin 6gretim siirecinin ardindan, tek degiskenli
fonksiyonlar konusunda uygulanan ilk iki teste pa-
ralel anlamda iki degiskenli fonksiyonlar konusun-
da bir agik uglu test hazirlanmugtir. Bu testin uygu-
lanmasindan sonra iki degiskenli fonksiyonlarn li-
mit, siireklilik, yonlii tiirev ve ardindan katl integ-
ral bilgilerinin 6gretim siireci baglamustir. Bu siire-
cin yani Analiz IT ders siirecinin sonunda yine 6n-
ceki uygulanan testlere paralel anlamda iki degis-
kenli fonksiyonlar konusunda ikinci test hazirlan-
mus ve uygulanmistir.

Ogrencilerin fonksiyon kavramini tek degiskenden
iki degiskene genelleme siirecinde uygulanan test-
lerin kodlama yolu ile nitel analizinden sonra veri
toplama araci olarak klinik gériisme teknigi kulla-
nilmustir. Klinik goriisme, 6grencilerin diigtinme
yapilariny, biligsel siireglerini derinlemesine anla-
maya yardimci olabilen ve dolayisiyla da matema-
tik egitiminde sik¢a kullanilan bir goriisme tekni-
gidir (Clement, 2000; Ginsburg, 1981). Tek ve iki
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degiskenli fonksiyon kavramlarmna iliskin biligsel
seviyeleri (en az) siire¢ diizeyine ulagmis 6grenci-
ler arasindan, katimcilar alt bashig: altinda belir-
tildigi gibi klinik goriismeler icin yapilan 6grenci
se¢iminin ardindan klinik goriisme sorular1 hazir-
lanmustir. Hazirlanan klinik gériisme sorularinin
uzman goriisiine sunularak agagidaki gibi son sek-
li verilmis ve Analiz IT dersini almakta olan bir 68-
renciye uygulanarak pilot ¢aliymasi yapilmustir.

1. Sana gore fonksiyon nedir?

2.
2 gikart Karesini al
karesini al disrt katim gikart

| '

o Yukaridaki sekiller sana ne hatirlatiyor?
o Yukaridaki sekillerin temsil ettigi fonksiyonlar ne-
dir?

3. Yukaridaki makinelerin temsil ettigi fonksiyon-

lar arasinda iligki var midir? Varsa nedir?

4. Asagidaki gosterimlerin anlami nedir?

*f:D, CR—-%R A *feg

5. Girdileri fonksiyonlar olan bir fonksiyon soyler
misin?

Gerekli oldugunda alt sorular:

* Fonksiyon makinesi diye bir sey hatirliyor mu-
sun?

Bir fonksiyon makinesinin girdileri {izerinde
herhangi bir kisitlama var midir?

Bir fonksiyon makinesinin girdileri de fonksi-
yon olabilir mi?

Boyle bir fonksiyon makinesi biliyor musun?

6. 1ki degiskenli fonksiyon nedir?

{

% in karesini y nin

karesine ekle

v

Yukaridaki makinenin temsil ettigi fonksiyon nedir?

8. z=f(x,y)=5 cebirsel temsili fonksiyon mu-
dur? Neden? Bu cebirsel ifadeyi grafik ile temsil
eder misin?

9. z=x"+y" cebirsel ifadesi ile temsil edilen
fonksiyonun grafik temsilini verir misin? Bu fonk-
siyonun tanim ve deger kiimesini bulur musun?
Nasil buldun?

10.
(%) 2,1) (3,2) 3,1) 4,4)
ftxy) 1 3 6 4
X 1 3 4 6
g(x) 2 6 8 12

Yukarida verilen tablolara gore g(f(x,y)) cebirsel
ifadesinden bahsetmek miimkiin miidiir? Bu cebir-
sel ifade ne anlama gelir? Asagidaki degerleri he-
saplar misin?

*e(f3.2) *g(f(4.4)

Alan yazinda verilen (Carlson ve ark., 2007; Du-
binsky, 1991; Dubinsky ve Harel, 1992) ve galis-
manin onceki boliimlerinde bahsedilen fonksiyon
kavramini siireg seviyesinde anlamanin baglica 61-
giitleri ve goriisme sorularinda bu olgiitler ile ilig-
kili gorevler asagidaki gibidir:

* Bir fonksiyonu her girdiyi tek bir ¢iktiya doniis-
tiiren bir girdi-gikt1 siireci olarak tanimlama ya
da agiklama (soru 1 ve 6)

* Fonksiyon olup olmama durumlarin: algilama
(soru 8)

* Bir fonksiyon durumunu bagka bir temsile d6-
nistiirme (2, 7, 8 ve 9. sorular)

« Iki fonksiyonun esitligini algilama (soru 3)

* Bir fonksiyonun tanim ve deger kiimelerini bul-
ma (soru 9)

« Iki fonksiyonun bilegkesi siirecini algilama (soru
10)

Yukarida belirtilen 6lgiitlerin disinda, Ggrencile-
rin biligsel seviyelerini gorebilmek i¢in 6grencile-
rin sorularn tamamina verdikleri yanitlara bir bii-
tiin olarak bakilmigtir. Bunun yani sira 6grencinin
bir fonksiyonu nesne olarak goriip goremedigi, go-
riigme sorularinin dérdiincii ve beginci maddesi ile
de sorgulanmak istenilmistir.

Goriigmelerde bu sorulara yanit aranirken, 6gren-
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cilerden gelen ifadelere gore, yonlendirme yap-
maksizin diisiinme bi¢cimlerini derinlemesine orta-
ya koymalarini saglayacak bigimde “neden?”, “nasil
diisiindiin” gibi soru bigimleri segilmistir.

Klinik goriismeler, testlerden elde edilen verilerin
analizleri sonucunda tek ve iki degiskenli fonksi-
yonlara iliskin biligsel seviyeleri en az siireg olarak
belirlenmis 6grencilerin biligsel seviyelerinin, sii-
re¢ mi yoksa daha ileri seviyeler olan nesne ya da
sema mi1 oldugunu belirlemenin yani sira, verile-
rin giivenirligi igin veri gesitlemesini (data trian-
gulation) saglamak amaci ile uygulanmustir. Klinik
goriismelere baslanmadan 6nce 6grencilere, goriis-
melerin ne amagla ve nasil kullanilacag: agiklan-
mis ve kendilerinden goériigme izni alinmigtir. G6-
riigmeler sirasinda ogrencilere ¢alisma kagidi ve-
rilmis ve sorular goriismeci tarafindan sozel ifade
edilirken ayni zamanda ¢alisma kagidina yazilmus-
tir. Ogrencilerden sorular1 yanitlarken sesli diisiin-
meleri ve ayn1 zamanda sorularin yazili ¢oziimle-
ri i¢in ¢aligma kagidini kullanmalari istenilmistir.
Ayrica, galisma kéagidina hatali yazimda bulunduk-
larinda silmemeleri, galisma kagidinda bir alt sati-
ra devam etmeleri konusunda istekte bulunulmus-
tur. Ortalama 40 dakika siiren goriigmeler ses ka-
yit cihazi ile kayit altina alinmistir. Ogretim siireci
boyunca dersin 6gretim elemani olan ve goriigme-
ci olarak 6grencilerle goriisen arasgtirmaci, ¢aligma
boyunca tarafsizligini korumus olup, dersin 6greti-
cisi olmasinin goriigmelerde 6grencileri etkileme-
mesi agisindan goriismeleri Analiz IT dersinin do-
nem sonu sinavindan sonra uygulamistir.

Analiz

Arastirmadan elde edilen veriler alan yazin destekli
olarak kodlama yolu ile nitel olarak analiz edilmis-
tir. Analizler fonksiyon kavraminin Dubinsky ve
arkadaglar1 (Breidenbach ve ark., 1992; Dubinsky,
1991; Dubinsky ve Harel, 1992) tarafindan APOS
gergevesinde belirlenen anlama seviyelerinin belir-
lenme 6lgiitlerine gore yapilmistir. Paralel anlam-
da soru maddeleri, temsil durumlarinin fonksiyon
(iki ya da tek degiskenli) olup olmadigini belirle-
me, fonksiyon temsilleri aras1 gegis ve iki ya da tek
degiskenli fonksiyon tanimi olmak iizere ii¢ kate-
goriden olusan testlerin analiz sonuglarinin karsi-
lagtirilmasi da bu ti¢ kategorideki ol¢iitlere gore ya-
pilmigtir.

Ogrencilerin fonksiyon bilgisine iligkin agiklama-
lar1 farkli temsil durumlarinda ya da test madde-
lerinde tutarli olamayabileceginden, &grencilerin
fonksiyonlar1 kavramalar1 sorulara verdikleri ya-
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nitlar bir biitiin olarak ele alinarak analiz edilme-
ye ¢aligilmigtir. Dubinsky’ e gore (1991) fonksiyon-
lara iliskin biligsel seviyesi siire¢ olan bir 6grenci,
bir temsil durumunun fonksiyon olup olmadigi-
n1 algilayabilir ve bir fonksiyon temsilini bagka bir
temsile doniistiirebilir. Bu nedenle testlerin anali-
zinde, fonksiyon durumlarini yalniz tablo temsil-
lerinde algilayabilmis ve fonksiyonlarin grafik, ce-
birsel ve tablo temsilleri arasindaki doniistiirmele-
ri yapabilmis bir 6grencinin fonksiyonlar1 anlama
seviyesi oldukga zayif siire¢ olarak belirlenmistir.
Fonksiyon durumlarini yalniz tablo temsillerinde
algilayabilmis 6grenci ayn1 zamanda temsiller ara-
s1 dontistiirmeler konusunda da basarisiz ise anla-
ma seviyesinin eylemden siirece gegis oldugu sonu-
cuna varimustir. Eger 6grenci fonksiyon durumla-
rinin higbirini algilamamis ise anlama seviyesi ey-
lem olarak belirlenmistir.

Ogrencilerin ilk testte fonksiyon kavrami igin ver-
dikleri tanimlar goze alindiginda, ¢ogu 6grencinin
manipiilasyon kisitlamasina, bu 6grencilerin bazi-
larinin ise ayn1 zamanda nicelik kisitlamasina sa-
hip olduklari goriilmiistiir. Ayrica, gogu 6grencinin
grafik temsillerinin fonksiyon belirtip belirtmedi-
gi arastirmasi igin 6nce grafik temsillerini cebirsel
temsillere gevirdikleri yani bir durumun fonksiyon
olup olmadigini arastirmak i¢in manipiilasyon ya-
pabilecekleri belirli bir ifadeye ihtiyag duyduklar:
gorulmiistiir. Dolayistyla bu 6grencilerin katilik ki-
sitlamasina sahip olduklar1 sonucuna varilmistir.
Diger yandan biitiin temsillerdeki fonksiyon du-
rumlarini algilayan ve cebirsel, grafik ve tablo tem-
silleri arasinda doniistiirme yapabilen bir 6grenci-
nin anlama seviyesinin ise en az siireg olabilecegi
yorumu yapilmustir. Ogrencilerin biligsel gelisimle-
rini incelemeyi kolaylastirmak amaci ile paralel an-
lamda hazirlanan diger testlerden elde edilen veri-
ler de benzer yolla analiz edilmistir. Ornegin ve-
rilen grafik ve cebirsel temsillerden iki degisken-
li fonksiyonlar algilayabilen bir 6grencinin iki de-
giskenli fonksiyonlara iligkin anlama seviyesi en az
stireg olarak yorumlanirken boyle bir 6grenci ayri-
ca verilen grafik temsillerini 6nce cebirsel temsille-
re gevirip fonksiyon durumlarini cebirsel temsiller
ile aragtirmus ise anlama seviyesi katilik kisitlamali
stire¢ olarak belirlenmistir.

Genel fonksiyon kavraminin APOS cergevesinde
gelistirilmis olan anlama seviyeleri iki degisken-
li fonksiyonlar: anlama seviyelerine de bir 6ngo-
rii olugturmaktadir, ancak matematik egitimi alan
yazinmn iki degiskenli fonksiyonlar: anlama se-
viyelerinin belirlenmesine olan gereksinimi tarti-
silmazdir. Bu ¢aliymanin uygulama siirecinde, 6g-
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rencilerin tek ve iki degiskenli fonksiyonlara iligkin
biligsel gelisimlerinin izlenmesini kolaylastirmak
amaci ile 6grencilerin iki degiskenli testlere verdik-
leri yanitlar, genel fonksiyon kavramini anlama se-
viyeleri kullanilarak analiz edilmis ve bu yolla 6g-
rencilerin iki degiskenli fonksiyonlara iligkin bilis-
sel seviyeleri belirlenmeye ¢aligtimistir.

Ogrencilerin iki degiskenli fonksiyonlara iligkin ilk
test olan tigiincii teste verdikleri yanitlar incelendi-
ginde hemen hemen biitiin 6grencilerin grafigi ve-
rilen bir fonksiyonun tanim ve deger kiimesini bul-
mada giiclitk yasadiklar: goriilmiistiir. Bu 6grenci-
lerin bazilar1 yiizeyin izdiigiimiinii bagarili bir bi-
¢imde alamasalar bile, iki degiskenli bir fonksiyo-
nun tanim ve deger kiimelerinin elemanlarinin si-
rastyla ikililer ve gergel sayilar oldugunun bilincin-
dedirler. Dolayisiyla, bu 6grencilerin anlama se-
viyeleri, eger fonksiyon durumlarini algilayabil-
mis iseler siire¢ olarak belirlenmistir. Bu 6grenci-
lerden grafik temsillerinin fonksiyon olup olma-
ma durumlarini arastirmak i¢in 6nce cebirsel tem-
silleri belirlemeye ¢aliganlarin ise anlama seviyele-
ri katilik kisitlamali siireg olarak tahmin edilmistir.
Geri kalan 6grencilerden bazilarinin ise, iki degis-
kenli fonksiyonlarin tanim ve deger kiimesi bilgi-
si ile ilgili boyut giicliigii yasadiklar1 goriilmiistiir.
Ornegin bazi dgrenciler iki degiskenli fonksiyo-
nun tanim ya da deger kiimesinin elemanini (x,),z)
seklinde tigliiler ile vererek tanim ve deger kiimesi
bilgileri ile ilgili ciddi giigliikleri oldugunu ortaya
koymuglardir. Eger boyle bir 6grenci, grafik ve ce-
birsel temsillerde fonksiyon durumlarini basary-
la algilams ise iki degiskenli fonksiyonlar1 anlama
seviyelerinin zayif siire¢ oldugu tahmin edilmistir.
Boyle bir 6grenci ayrica fonksiyon durumlarin al-
gilamada giigliik yasamus ise biligsel seviyesinin ey-
lem oldugu sonucuna varilmistir. Diger yandan, iki
ogrencinin tiim soru maddelerinde basarili oldu-
gu ancak cebirsel yaklasima sahip olduklari, yani
fonksiyon durumlarini grafik temsillerinde arasti-
riyor olsalar bile cebirsel temsile gecis yapmaya ¢a-
lisarak fonksiyon durumlarini belirledikleri goriil-
miistiir. Bu 6grenciler, iki degiskenli fonksiyonlar
konusunda olan ilk testtin birinci ve ikinci madde-
lerinde fonksiyon durumlarini algilamanin digin-
da, tigiincti maddede tanim ve deger kiimelerini
basariyla elde edebilmislerdir. Bu 6grencilerin tek
giicliik yasadiklar: noktanin grafik temsilleri oldu-
gu gorilmistiir. Cogu 6grenci gibi, grafik temsil-
lerinde fonksiyon durumlarini cebirsel temsile do-
niistiirerek algilayabilmislerdir. Yani, grafik temsi-
linden cebirsel temsile gegerek fonksiyon durumla-
rin1 algilamiglar, ancak ti¢ boyutlu geometri bilgi-
si ve gorsellestirme ile yasadiklar1 giiglitkler nede-

ni ile fonksiyon siireci ile yiizey grafigini iligkilen-
dirememislerdir. Bu bulgular sonucunda bu 6gren-
cilerin biligsel seviyelerinin en az siire¢ oldugu tah-
min edilmigtir.

iki degiskenli fonksiyonlar konusunda olan son
testin bulgular1 da onceki testlere benzer olarak
analiz edilmistir. Ogrencilerin bir kism1 Analiz II
dersinin igerigini olusturan iki degiskenli fonksi-
yonlar tizerine kurulmus kavramlarin 6gretimi sii-
recinde iki degiskenli fonksiyonlara iliskin biligsel
durumlarmni gelistirmislerdir. Bu 6grenciler elde
ettikleri gelisim ile son testte fonksiyon durumlari-
n1 grafik ve cebirsel temsillerde sirasiyla diisey dog-
ru testini kullanarak ve cebirsel analiz ile algilayan,
grafik temsili verilen bir fonksiyonun tanim ve de-
ger kiimelerini bagari ile belirleyebilen bireyler ha-
line gelmislerdir. Bu 6grenciler biligsel seviyeleri en
az oldukga giiglii siireg olarak belirlenmislerdir.

Bulgular

Burada agik uglu testlerden elde edilen bulgular
betimsel olarak verilecek, fonksiyon kavramini an-
lama seviyelerine gore yapilan alan yazin destekli
analiz sonuglar1 gergevesinde 6grencilerin 6gretim
stirecindeki gelisimleri ise goriisiilen 6grencilerin
bulgulari ile detaylandirilacaktir.

Tek Degiskenli Fonksiyonlar Konusunda Olan
Testlerin Bulgular:

Birinci testteki grafik ve cebirsel temsillerde, ba-
gimsiz degiskeni x olan fonksiyon durumlarinin is-
tenildigi ilk maddelerine verilen yanitlardan 6gren-
cilerin ¢ogunun fonksiyon kavramini g6z ardi ede-
rek bagimsiz degisken kavramina odaklandikla-
r1 goriilmistiir. Bu 6grenciler bagimsiz degiskeni x
olan durumlari, yalnizca cebirsel temsillerde degil
grafik temsillerinde de cebirsel temsile gegerek ce-
birsel ¢dziimleme ile incelemeye calismiglardir. Or-
negin bu 6grencilerin bazilarinin cebirsel temsilin
y=f(x) seklinde yazilip yazilmamasina gore x in ba-
gumsiz degisken olup olmadigina karar verdikleri
goriilmistiir. Geriye kalan 6grencilerin bazilari ise
(bes 6grenci) y=4 cebirsel ifadesinin “x” icermedigi
diistincesi ile yalmizca bu sabit fonksiyonu bagim-
s1z degiskeni x olan durum olarak segmislerdir. Di-
ger yandan bir 6grencinin ise, hem cebirsel hem de
grafik temsillerinde sabitin disindaki siklarin tama-
muni fonksiyon durumu olarak segtigi goriilmiistiir.
Bazi 6grencilerin bagimsiz degiskeni x olan fonksi-
yon durumunu arastirmadaki faktorii ise “bilindik
olma” dir. Bir 6grenci grafik ve cebirsel temsiller-
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den sirasi ile cebirsel temsilleri “y=4” ve “y=x*" olan
fonksiyonlar1 bilindik olduklari gerekgesi ile ba-
gimsiz degiskeni x olan fonksiyon olarak se¢mistir.
Bir bagka 6grenci de ayni gerekge ile grafik ve cebir-
sel temsillerde cebirsel ifadesi “y=x?" olan parabolii
se¢mistir. {1k testte elde edilen bu bulgularin tersine
ikinci testte 23 6grencinin 13 i hem grafik hem de
cebirsel temsillerde fonksiyon durumlarini basariy-
la algilayabilmislerdir. Yalnizca dort 6grenci fonk-
siyon yerine bagimsiz degisken kavramina odakla-
narak aragtirma yapmaya devam etmistir. {1k test-
te dgrencilerin gogunun (16) fonksiyon durumlari-
n1 algilayabildikleri tek temsil tablo temsili olmus-
tur. Cebirsel formiilii kullanarak verilen ¢iktrya kar-
silik gelen girdiyi bulma konusunda her iki testte de
ogrencilerin tiimiiniin basarili oldugu goriilmiistiir.
Grafik temsilini tablo temsiline doniistiirme konu-
sunda ise 23 6grenciden 177si ilk testte bagar1 gos-
termistir. Bu doniistiirme gorevinde hatasi olan 68-
rencilerin ise fonksiyonun siireksiz oldugu nokta-
daki ¢iktiyr algilayamadiklari gorilmiistiir. Hemen
hemen biitiin 6grenciler (iki 6grenci harig) cebirsel
formiilii verilen pargali fonksiyonun grafigini gize-
bilirken, bu 6grencilerin 12’si verilen fonksiyonun
deger kiimesini goz ardi ederek iist yari-gember
yerine tam ¢ember ¢izmislerdir. Birinci teste ben-
zer olarak ikinci testte de alt yari-gemberin cebir-
sel temsili verilerek grafigi istenilmistir. Ilk testte
yar1 gember yerine tam ¢ember ¢izen 6grencilerin
¢ogu ikinci testte deger kiimesini de goz oniine ala-
rak dogru sonug vermislerdir. Tkinci testte yalnizca
dort 6grenci fonksiyon olamayacagini diigiinmeksi-
zin tam gember grafigi ¢izmistir.

Birinci testte fonksiyon tanimi olarak Vinner ve
Dreyfus’un (1989) elde ettigi tanimlara benzer gesit-
li tanimlara ulagilmugtir. Tk testte yalnizca dort 6g-
renci eksiksiz tanim vermeyi basarmistir. Bu 6gren-
ciler fonksiyonu tanim kiimesindeki elemanlar1 de-
ger kiimesinden yalnizca bir elemana esleyen bagin-
t1 olarak tanimlamiglardir. Diger 6grenciler tanimla-
rindaki siifi “terim’”, “kural’, “islemlerin bir dizisi,
“degiskenlerin bir sistemi” ya da “ifade” olarak ver-
mislerdir. Birinci ve ikinci testlerde verilen tanimlar
karsilastirildiginda, 6grencilerin bu anlamdaki bilis-
sel gelisimlerinin sagirtict oldugu gériilmiistiir. kin-
ci testte 18 6grenci, girdi-gikty, girdinin ¢iktiya saga
teklik kosulu ile doniismesi bilgilerini igeren dogru
tanim vermislerdir. Bu 6grencilerin ¢ogu tanimdaki
smnifi baginti olarak, geri kalan1 da esleme olarak be-
lirlemislerdir. On sekiz 6grencinin diginda kalan bes
ogrenciden ii¢liniin de girdi-gikt1 ve girdinin ¢iktiya
doniigmesini iceren tanim verdigi ancak bu 6grenci-
lerden birinin sinifi kural, ikisinin ise makine olarak
belirledikleri gortilmiistiir.
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iki Degiskenli Fonksiyonlar Konusunda Olan
Testlerin Bulgular:

iki degiskenli fonksiyonlar konusunda en sagirti-
c1 sonug neredeyse biitiin 6grencilerin (21) cebir-
sel yaklagima sahip olmasidir. Yani bu 6grenciler,
grafik temsillerinde fonksiyon durumu aragtirmasi
yaparken de 6nce cebirsel temsile doniistiirme yap-
maya ¢alisarak cebirsel inceleme yapma egiliminde
olmuslardir. Bu 6grencilerden 19’u grafik temsille-
rinde cebirsel yaklagimla dogru se¢im yapmuslar-
dir. Buna karsin, bu 6grencilerin ancak 17si fonksi-
yon siirecini algilayabilmis gibi goziikiiyordu. Ge-
riye kalan iki 6grencinin ezbere cebirsel analiz yap-
tiklar1 anlagiliyordu. Cebirsel yaklasima sahip bu
ogrencilerden sekizinin tek degiskenli fonksiyon-
lar konusunda olan ilk testte yani dersin baginda da
cebirsel yaklagima sahip oldugu goriilmiistiir. Daha
sonra tek degiskenliler konusunda olan ikinci test-
te yani fonksiyon makinesi ile fonksiyon kavrami-
nin tekrar gézden gegirilmesinin ardindan, grafik
temsillerinde cebirsel formiil olmaksizin fonksiyon
durumu arastirmasi yapmayi gelistirdikleri goriil-
miistiir. Baska bir deyisle, bu 6grenciler tekrar goz-
den gecirme ile cebirsel yaklagimlarini terk etmis-
ler ancak iki degiskenli fonksiyonlarin 6gretim sii-
recinin basinda tekrar kazanmiglardir. Daha sonra
bu 6grencilerin dordi, iki degiskenli konularin 6g-
retim siireci ile donem boyunca cebirsel yaklagim-
larini tekrar terk etmis ve fonksiyon siireci ile grafi-
gi iliskilendirerek fonksiyon durumunu grafik tize-
rinde inceleme becerisini kazanmiglardir. Yani bu
6grenciler dénem sonunda fonksiyon durumlari-
n1 grafik tizerinde diisey dogru testi ile aragtirmus-
lardir. Geriye kalan dort 6grenci ise biitiin testler-
de cebirsel yaklasim sergilemislerdir. On ii¢ 6gren-
cinin son testte iki degiskenli fonksiyon durumla-
rin1 grafik tizerinde diisey dogru testi ile inceleme-
yi kazanmis olmalar1 6nemli bir gelisme olarak go-
rilmistir.

iki degiskenli fonksiyonlar konusunda olan ilk
testte bagimsiz degisken kavraminda sahip ol-
dugu karmagadan kurtulamayan bir 6grenci ha-
rig, 6grencilerin tamamu verilen cebirsel temsille-
ri z=f(x,y) seklinde ifade ederek cebirsel analiz yolu
ile dogru sonuglara ulasmiglardir. Diger yandan bu
6grencilerden dordiiniin bu cebirsel analizi, fonk-
siyon siirecini yani, girdi-¢ikt1 ve girdinin ¢iktiya
dontisimii bilgisini algilamaksizin yaptiklar1 go-
rilmiistiir. Bu 6grenciler ifadelerinde ezbere cebir-
sel analiz yaptiklarini ortaya koymuslardir.

Ogrencilerin iki degiskenli kavramlarin 6gretim
stirecinin ardindan uygulanan son testte ezbere ce-
birsel analiz yapmay1 terk ettikleri goriilmiistiir.
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Ogrencilerin cogu (23 dgrenciden 19°u) son testte
pargali sekilde verilen cebirsel ifadenin fonksiyon
olamayacagini algilamislardir. Ayrica bes 6grenci,
verilen parcali cebirsel ifadeyi 6nce grafik temsili-
ne doniistiirmiis ve diisey dogru testini kullanarak
fonksiyon olamayacagini algilamiglardir. Bu 6gren-
cilerin son testin grafik temsiller igeren ilk soru-
sunda da diigsey dogru testini kullandiklar1 goriil-
miistiir. Geri kalan 6grencilerin dordii de pargali
olarak verilen cebirsel ifadeyi grafik temsiline dog-
ru olarak doniistiirmiigler ancak fonksiyon olma-
ma durumunu diigsey dogru testini kullanarak degil
cebirsel analiz yolu ile algilamiglardir.

Iki degiskenli fonksiyon kavraminin tanimi agisin-
dan ise ogrencilerin verdigi tanimlarin bes gruba
ayrildig1 goriilmiistiir. On tig 6grenciden olusan ilk
grup asagidaki iki tanimdan birini veren 6grenci-
lerin grubudur:

“Tanim kiimesi R nin, deger kiimesi $ nin alt kii-
mesi olan fonksiyona iki degiskenli fonksiyon de-
nir”

“4,B=¢ olsun. Her (x;y)EA ikilisini tek bir
2&C ye esleyen bir bagintiya iki degiskenli fonk-
siyon denir”

Ikinci gruptaki bir 6grenci iki degiskenli fonksiyo-
nu ii¢ boyutlu uzayda geometrik agiklamalar ile ta-
nimlamigtir.

Usiincii grubu ise dért dgrenci olusturmustur. Bu
gruptaki 6grenciler verdikleri tanim ile girdi-gikt1
ve girdinin ¢iktrya saga teklik kosulu ile doniigiimii
bilgilerine sahip olduklarini géstermislerdir ancak,
tanimlarindaki smifi “kural” olarak se¢mislerdir.
Bu 6grencilerin yansittiklar1 fonksiyon siireci bilgi-
si nedeni ile, her ne kadar sinifi “kural” olarak seg-
seler de manipiilasyon kisitlamasina sahip olma-
diklar1 sonucuna ulagilmistir.

Déordiincii gruptaki iki 6grenci ise manipiilasyon
kisitlamasina sahip olduklarini gdstermislerdir. Tki
ogrenciden birine ait tanim, 6rnek olusturmas igin
asagida verilmistir.

“Her (x,y) i¢in tek bir z degeri alan esitlige iki de-
giskenli fonksiyon denir”

Son grupta ii¢ 6grenci iki degiskenli fonksiyonu
A,B ve C bostan farkli ti¢ kiitme olmak iizere AxB
den C ye bir bagint1 olarak tanimlamuslardir.

iki degiskenli fonksiyonlar konusunda olan ilk
testte 6grencilerin en ¢ok gii¢liig, eliptik parabo-
loit yiizeyinin grafik temsilinin verilerek, bu yii-
zeyin temsil ettigi iki degiskenli fonksiyonun ta-
nim ve deger kiimelerinin istenildigi ti¢lincii soru-
da yasadig1 goriilmustir. Yalnizca iki 6grenci hem

tanim hem de deger kiimesini dogru verebilmis-
tir. Ogrencilerin tanim ve deger kiimeleri i¢in ver-
dikleri yanitlar karsilastirildiginda, tanim kiimesi-
ni bulma konusunda daha fazla giigliik yasadiklar
goriilmistar. On ti¢ 6grenci deger kiimesini dogru
verirken, tanim kiimesine ulasabilen 6grenci say1-
s1 yalnizca iig olarak elde edilmistir. Bu soruda ba-
sar1siz olan 6grencilerin fonksiyon siireci ile grafigi
iligkilendiremedikleri goriilmiistiir. ki 6grenci de-
ger kiimesinin elemanlarini (x,),z) seklinde tgliiler
olarak vererek grafigin bir (x,y) noktasindaki yiik-
sekliginin f(x,y)=z degeri oldugunu anlamadikla-
rin1 gostermislerdir. Benzer sekilde, iki degisken-
li bir fonksiyonun tanim kiimesindeki elemanlarin
her zaman ikililer olmas1 gerektigi bilgisine sahip
olamamus {i¢ 6grenci de tanim kiimesinin eleman-
lariny, iki 6grenci ise hem tanim hem de deger kii-
mesinin elemanlarini (x,),z) seklinde tigliiler ola-
rak vermiglerdir. Diger 6grenciler ise tanim ve de-
ger kiimelerinin elemanlarini dogru vererek iki de-
giskenli bir fonksiyonun tanim ve deger kiimele-
rinin elemanlarinin her zaman sirasi ile ikililer ve
gercel sayilar olmasi gerektigi bilgisini kazanmis
olduklarini yansitmiglardir. Bu 6grenciler tanim ve
deger kiimelerinin elemanlarini dogru vermisler
ancak tanim kiimesini belirten diizlemsel bolge-
yi ya da deger kiimesine esit olan aralig1 basari ile
belirleyememislerdir. Tanim kiimesini belirlemede
giiglik yagayan 6grencilerin ¢ogu tanim kiimesini

2 2 2 2
(x,y)x—+y—sl {(%)’)%+%=1}
9 25 yerine

seklinde verdiklerinden, yiizeyi diizleme izdiisiir-
me konusunda giigliik yasadiklar1 yorumu yapil-
mustir. Ayrica 6grencilerin bu izdiigiim alma konu-
sunda yasadiklari giigliigiin son testte de devam et-
tigi, ancak onceki testteki gibi tanim ve deger kii-
mesinin elemanlar ile ilgili boyut problemlerini
astiklar1 goriilmiistiir. Ornegin ii¢ 6grencinin son
testte verilen yiizeyi diizlem yerine eksenlere ayri
ayr1 izdiistirdiigii goriilmiistiir. Son testte tanim ya
da deger kiimesinin elemanlarini tiglii olarak veren
6grenci saysi sirast ile bir ve iki olarak belirlenmis-
tir. Ayrica tanim kiimesi belirleme konusunda ba-
saril1 6renci sayisi son testte tigten 10’a ¢ikmugtur.

Goriigmelerin Bulgular:

Caligmanin giivenirligini saglamak amaci ile veri
gesitlemesinde kullanilan goériigmelerin bir diger
amacl, testlerin sonuglarina gore biligsel seviyesi en
az siireg olarak belirlenmis 6grencilerin seviyeleri-
nin siireg mi yoksa nesne ya da sema mi1 oldugunu

belirlemektir.
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Burada goriisme yapilan Ggrenciler birden alti-
ya kadar numaralandirilarak isimlendirilecek ve
baz1 6grencilerin goriigme analizlerinin sonuglar:
detayli verilirken, baz1 6grenciler igin elde edilen
benzer sonuglar kisaca agiklanacaktir.

Birinci Ogrencinin Sonuglar:: Birinci 6gren-
ci ile yapilan goriismeden ve testlerden elde edi-
len bulgularin tutarli oldugu goériilmiistiir. Fonksi-
yon kavraminin tanimi agisindan, birinci testte bu
ogrencinin girdi-¢ikt1 ve girdinin ¢iktiya doniigii-
mii bilgilerine, “saga teklik kosulu” harig sahip ol-
dugu ancak, tek degiskenli fonksiyonu “kural” ola-
rak tanimladig1 goriilmiistiir. Dubinsky ve Harel'in
(1992) de kullandig: gibi “saga teklik kosulu” ifadesi
ile burada bir girdinin tek bir ¢iktis1 olmasi kogulu
kast edilmektedir. Birinci test ile Analiz II dersinin
basinda 6grencinin fonksiyon kavramina iligkin bi-
ligsel seviyesi, katilik ve manipiilasyon kisitlamala-
rina sahip oldukga zayif siire¢ olarak tahmin edil-
mistir. Birinci testte ne grafik ne de cebirsel temsil-
lerde fonksiyon durumlarin: algilayamamis 6gren-
cilerden biri olan bu 6grenci, fonksiyon makine-
si kullanilarak yapilan gozden gegirme sonrasinda
ise fonksiyon durumlarini grafik ve cebirsel tem-
sillerde sirasiyla diisey dogru testi ve cebirsel ana-
liz kullanarak algilama becerisini kazanmugtir. Ay-
rica, taniminda saga teklik kosulunu da vermeye
baslamigtir. Diger yandan, fonksiyonu hala “kural”
olarak tanimladig goriilmiistiir. Ogrencinin fonk-
siyonu kural olarak tanimlamasindan manipiilas-
yon kisitlamasina sahip oldugu sonucuna gidilme-
mistir ¢iinki, 6grencinin ikinci testte verdigi yanit-
larin tamami goz 6niine alindiginda siireg seviye-
sinde olduguna dair gostergelere sahip oldugu go-
riilmiistiir. Bu 6grenci ile yapilan goriismeden elde
edilen bulgular da yorumumuzu desteklemistir.
Goriigmede verdigi tanimda 6grenci yine fonksi-
yonu kural olarak ifade etmistir ancak, 6grencinin
gortiismede verdigi yanitlar biligsel seviyesinin en
az siireg oldugunu kanitlar niteliktedir. Goriigme-
de 6grenci, fonksiyonlarin esitligini kolayca ve hiz-
11 bigimde algilamistir. Ayrica, goriismede verilen
gosterimler konusundaki ifadelerinde girdi-gikts
ve girdinin ¢iktiya doniistiiriilmesi bilgisini agik-
¢a gostermistir. Girdileri fonksiyon olan bir 6rnek
i¢in ters fonksiyon ve bileske islemlerini kullanarak
verdigi fonksiyon 6rnekleri, fonksiyon kavramina
iligkin biligsel seviyesinin nesne oldugu sonucuna
ulagmamizi saglayan bulgulardan biridir.

Goriismeci: Girdileri fonksiyon olan bir fonksiyon
makinesi biliyor musun?

Birinci 6grenci: Bu durumda,..., f bileske g olabi-
lir mi?
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Goriigmeci: Makineye ne giriyor?
Birinci 6grenci: g giriyor
Goriismeci: evet ....

Birinci 6grenci: Makine f, ikt ... himm..sey fuygu-
landiktan sonra elde edilen sey

Goriigmeci: Ne elde edilir?

Birinci 6grenci: g(x) fonksiyonu girer ve file yeni bir
fonksiyon olugturulur.

Iki degiskenli fonksiyonlar konusunda olan ilk
testte birinci 6grenci, hem cebirsel hem de grafik
temsillerinde fonksiyon durumlarini algilayabil-
mistir ancak, grafik temsillerini de cebirsel temsile
gevirerek inceleme yapmaktadir. Benzer olarak ta-
nim ve deger kiimesi bulma konusunda da giigliik
yasadig1 goriilmiistiir. iki degiskenli fonksiyonun
tanim kiimesinin elemani olarak (x,),z) seklinde s1-
ral1 tiglii vererek de iki degiskenli fonksiyonun ta-
nim kiimesi ile ilgili dogru bilgiye sahip olmadigini
kanitlamigtir. Bunun yaninda iki degiskenli fonk-
siyon taniminin, yine fonksiyonu kural olarak ver-
mesinin diginda dogru oldugu goriilmiistiir. Dola-
yistyla {igiincii testin sonunda 6grencinin iki de-
giskenli fonksiyonlara iliskin biligsel seviyesi kati-
lik kisitlamasi ve belki manipiilasyon kisitlamasi da
igeren zayif siireg olarak tahmin edilmistir. Arastir-
ma siirecinin yani dersin sonunda 6grencinin, baz
grafik temsillerinde fonksiyon durumlarini diisey
dogru testi ile algilama becerisini ve iki degisken-
li fonksiyonun tanim kiimesinin boyut bilgisini ka-
zanmus oldugu goriilmiistiir. Diger yandan, 6grenci
ti¢ boyutlu uzayda yiizeyin diizleme izdiistirtilme-
si konusunda giigliik yasadigindan dolay1 son test-
te de grafigi verilen fonksiyonun tanim kiimesini
elde etme konusunda bagarisiz oldugu goriilmiis-
tiir. Dolayisiyla, 6grencinin yukarida bahsedilen
kazanimlar1 goz oniine alindiginda testler sonunda
iki degiskenli fonksiyonlara iligkin biligsel seviyesi-
nin siireg oldugu tahmin edilmistir.

Iki degiskenli fonksiyon kavrami sorgulanma-
ya baslanildiginda, testlerin sonuglarindan birin-
ci 6grencinin sahip oldugu siiphesine diisiilen ma-
nipiilasyon kisitlamasi goriismede gozlenmemis-
tir. Goriigmede iki degiskenli fonksiyon kavrami-
n1 basariyla tanimlamakla kalmayip, hem iki de-
giskenli fonksiyon grafigini ¢izebilmis hem de gra-
fikten izdiigiim alarak fonksiyonun tanim ve deger
kiimesini dogru olarak elde edebilmistir. Yani 68-
renci, fonksiyon siireci ile ii¢ boyutlu uzay bilgisi-
ni iligkilendirme becerisini kazanmistir. Son goriis-
me sorusunda ise bu 6grenci, tablo temsilleri ve-
rilen tek ve iki degiskenli fonksiyonlarin bileskesi-
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ni ve iki fonksiyonun bilegkesini alabilme kosulunu
ifade etmistir. Diger bir deyisle bu 6grenci, verilen
fonksiyonlarin bileskesini cebirsel olarak hesapla-
manin 6tesinde iki fonksiyonun bileskesi kavrami-
na iligkin biligsel seviyesinin diisiik olmadigini gos-
termistir. Ayrica bu 6grenci izdiigiim alarak tanim
ve deger kiimesini elde etme becerisini ve ii¢ boyut-
lu uzay ile fonksiyon siirecini iliskilendirme bilgi-
sini kazandigin1 géstermistir. Ogrencinin bu kaza-
nimlar1 sonunda iki degiskenli fonksiyonlar: anla-
ma seviyesi en az siireg olarak belirlenmistir.

ikinci Ogrencinin Sonuglart: Ikinci 6grenci test-
lerde tek ve iki degiskenli fonksiyonlar1 anlama se-
viyesi konusunda iyi bir performans sergilemis ol-
masina karsin, goriismede sahip oldugu pek ¢ok
giigliigii ortaya koymustur. Ik testte bu 6grenci-
nin fonksiyon kavramina iligkin biligsel seviyesi-
nin katilik, manipiilasyon ve nicelik kisitlamalar:
ile oldukga zayif siireg oldugu sonucuna varilmis-
tir. Sonraki testte hem cebirsel hem de grafik tem-
sillerindeki fonksiyon durumlarini cebirsel temsile
donistiirerek de olsa algilama becerisini kazanmig
oldugu gorilmiistiir. Fonksiyon makinesi ile yapi-
lan fonksiyon kavraminin gozden gegirilmesinin
ardindan, bu 6grencinin fonksiyon kavramina ilis-
kin biligsel seviyesinin katilik ve manipiilasyon ki-
sitlamalari ile siire¢ oldugu sonucuna ulagilmistir.

Iki degiskenli fonksiyonlar konusundaki ilk testte
6grenci, yine cebirsel yaklasimla da olsa tiim soru
maddelerini dogru yanitlayarak basar1 sergilemis-
tir. Yani tek degiskenli fonksiyonlarda sahip oldu-
gu katilik kisitlamasinin iki degiskenli fonksiyon-
larda da devam ettigi goriilmiistiir ve iki degiskenli
fonksiyonlar konusunda olan ilk testte biligsel sevi-
yesi katilik kisitlamasi ile siireg olarak belirlenmis-
tir. Son testte ise ikinci 6grencinin, baz1 grafik tem-
sillerinde fonksiyon durumlarini geometrik olarak
algilayabildigi yani katilik kisitlamasindan kurtul-
mus oldugu goriilmiistiir. Bu biligsel gelisimi biitiin
sorulara verdigi yanitlar ile birlikte goz 6niine alin-
diginda iki degiskenli fonksiyonlar1 anlama seviye-
sinin katilik kisitlamas: ile siiregten oldukga giig-
li siireg seviyesine yiikseldigi sonucuna varilms-
tir. Ogrencinin testlerde tek degiskenli fonksiyonlar
konusunda sahip oldugu nicelik kisitlamasinin go-
riismede de agik¢a ortada oldugu ve bu kisitlama-
nin 6grencinin fonksiyonlar: nesne olarak gorme-
sini engelledigi goralmistiir. Goriismecinin 6gren-
ciyi bu konuda sorgulamas sirasinda, terslenebilir
fonksiyonlarin tersini alma islemini fonksiyon ola-
rak gorebilmesi konusunda goriisme asagidaki bi-
gimde stirmiigtiir:

Goriigmeci: Tamam, ters alma islemi makinesini ¢i-
zelim mi?

Ikinci 8grenci: ... (makineyi giziyor)

Gortismeci: Makineden ne girer?

Ikinci égrenci: Fonksiyon girer, f girer, f(x) gibi bir
sey girer

Goriismeci: Hangisi girer, f mi yoksa f(x) mi?

Ikinci égrenci: ... bir dakika, fi diisiiniiyorum, ta-

mam (sesli diisiiniiyor) ... f(x) girer ¢iinkii ...,
X—
ornegin igine f(x) koydugumda, f(x), Ty gibi bir

sey, sonra bunun tersini alirim, f(x) girer ve f!(x)
gikar.

Ikinci 6grencinin yukarida gériilen ifadelerinden
ayrica manipiilasyon kisitlamasina da sahip oldugu
dustiniilmektedir. Bir siire sonra bu ifadelerindeki
biligsel durumunu agagidaki bicimde daha agik or-
taya koymustur:

Goriigmeci: f gosteriminin fonksiyon oldugunu
soyledin. Peki f(x) nedir?

Ikinci 6grenci: f(x) bir sayrdir

Goriigmeci: Peki ters alma makinesine hangisi gi-
rer?

Ikinci grenci: f(x) girer, f(x) bir sayidir, bir sayry1
aliriz, bu makinede bazi islemlere tabi tutariz ve
fonksiyonun kuralina gore bir say1 aliriz.

Yukaridaki bulgularin disinda ikinci 6grencinin,
tablo ile verilen fonksiyonlarin bileskesini alabil-
digi ancak, bu hesaplamay1 yaparken bileske fonk-
siyonun bilincinde olmadigi goériilmiistiir. Dola-
yistyla bu 6grencinin fonksiyon kavramina iligkin
biligsel seviyesinin nesne olamayacagi, zayif siireg
oldugu sonucuna varilmistir. Goriismede 6gren-
ci, iki degiskenli fonksiyonlara iliskin sorgulanma-
ya basladiginda, iki degiskenli fonksiyon tanimin-
da da manipiilasyon kisitlamasina sahip oldugu go-
riulmistir.

Ikinci 6grenci: Fonksiyon t” den 9 ye giden bir ba-
gnty, bir kuraldir

Goriismeci: Bagint1 ile kural ayn1 midir?
Ikinci 6grenci: Hayir kuraldir
Gortismeci: Neden bagintidan vazgegtin?

Ikinci 6grenci: ... (giilityor) aslinda bagint1 denile-
bilir ¢iinkii bagint1 ... nasil soylesem ... fonksiyon
bir kuraldir ... drnegin f(x) diyelim ... hayr f(x) di-
yemeyiz, f(z) diyelim ¢iinkii iki degiskenli, 6rnegin
f(z)=x?-2xy bir kuraldur.

Geometrik bilgi agisindan ikinci 6grencinin bazi
Ozel ylizeyleri ¢izme becerisine sahip oldugu go-

riulmisgtir:
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Ikinci 6grenci: ... evet gizebilirim ... (z=x>+y* ile ve-
rilen yiizeyin grafigini ¢iziyor) ... z, x*+y* ye bag-
11, 6rnegin z=k olsun. Dolayisiyla x*+y*=k, aslinda
merkezi (0,0) ve yarigap1 \/E olan ¢emberdir, 6rne-
gin burada k olsun, z=I olarak alalim, yani x’+y’=l.
Bu, merkezi (0,0) ve yarigapt 1 olan ¢emberdir. k ,
1 den biiyiik olsun. Artirarak gidiyorum, béyle bir
¢ember elde ederiz, ... kollar1 yukar1 dogru giden
parabol elde ederim.

Bu 6grenci grafigi dogru cizebilmis ancak, ti¢ bo-
yutlu uzay bilgisinin sezgisel oldugunu gostermis-
tir:

Goriismeci: Ne elde ettin?

Ikinci égrenci: Parabol ... (giilityor)

Goriismeci: tamam peki bu nedir? (goriismeci y=x’
nin grafigini giziyor)

Ikinci 6grenci: evet, o da parabol

Goriigmeci: Peki, aralarinda herhangi bir fark var
mi?

Ikinci grenci: Tabi ki, nasil séylesem, bu ii¢ boyut-
lu uzayda bir bardak gibi ancak bu sadece kollarim
gibi (kollarin1 kaldiriyor)

Yani bu 6grencinin ii¢ boyutlu uzayda grafik ¢izme
becerisine sahip oldugu ancak, ti¢ boyutlu geomet-
ri bilgisinin sezgisel oldugu sonucuna varilmistir.
Durum béyleyken bu 6grencinin yiizeyin izdiisii-
miini alarak tanim kiimesi bulamadig: goriilmiis
ve iki degiskenli fonksiyonlar1 anlama seviyesinin
zayif siireg oldugu elde edilmistir.

Ugiincii Ogrencinin Sonuglart: Ugiincii 6gren-
cinin fonksiyon kavramindaki biligsel gelisimi-
nin 6nceki iki 6grenciden farkli oldugu goriilmiis-
tiir. Bu 6grenci cebirsel yaklasimini ne testlerde, ne
de goriismede terk edememistir. Yani 6grenci bii-
tiin testler ve gorismede katilik kisitlamasina sa-
hip oldugunu gostermistir. Testlerde sirast ile bilis-
sel seviyeleri katilik kisitlamast ile oldukga zayif sii-
reg, katilik ve manipiilasyon kisitlamalar ile zayif
siireg, katilik ve manipiilasyon kisitlamalari ile sii-
re¢ ve son olarak katilik kisitlamasi ile siireg ola-
rak elde edilmistir. Yani kisitlamalarindan kurtula-
masa bile siireg seviyesi igerisinde siirekli bir bilis-
sel gelisim gostermistir. Bu 6grencinin goriismede
manipiilasyon kisitlamasina sahip olmasi bir yana,
goriismede verdigi bitiin yanitlar1 géz 6niinde bu-
lunduruldugunda fonksiyon kavramini anlama se-
viyesinin nesne oldugu sonucuna varilmistir. Or-
negin, girdileri fonksiyonlar olan pek ¢ok fonksi-
yon Ornegi vermistir:

Goriismeci: Girdileri fonksiyon olan bir fonksiyon
biliyor musun?
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Ugiincii égrenci: Girdileri fonksiyon ... (sesli diisii-
niiyor)

Goriismeci: Evet, boyle bir fonksiyon hatirliyor mu-
sun?

Ugiincii  égrenci: Fonksiyonlarin bileskesi ola-
bilir, ..., sonra bir fonksiyonun tersini alma, ...
himmm... 6rnegin tirev ya da integral almak,
bunlarda birer fonksiyon, degil mi? Buralarda de
fonksiyonlarla islemler var ve bu islemlerin sonun-
da bir yerlere gideriz

Goriigmeci: Bu iglemlerin sonunda ne elde edersin?
Ugiincii 6grenci: Yine bir fonksiyon elde ederiz

Testlerde oldugu gibi goriismede de cebirsel yak-
lagima yani katilik kisitlamasina sahip olan bu 6g-
rencinin iki degiskenli bir fonksiyonun cebirsel
temsilinden tanim kiimesi belirleyebildigi ancak,
grafikten tanim kiimesine ulagma konusunda basa-
risiz oldugu goriilmiistiir. Diger yandan yiizey gra-
fiklerini dogru olarak ¢izebilmesine karsin bu 6g-
rencinin ti¢ boyutlu uzay bilgisi ile fonksiyon sii-
recini iligkilendiremedigi ve bunun iki degisken-
li fonksiyonlara iliskin biligsel gelisimini engelle-
digi goriilmiistiir. Goriismeden elde edilen verile-
rin analizinin ardindan, 6grencinin fonksiyon ve
iki degiskenli fonksiyon kavramlarini anlama sevi-
yelerinin sirasi ile nesne ve siireg oldugu sonucu-
na ulasilmustar.

Dérdiincii Ogrencinin Sonuglari: Dérdiincii 68-
rencinin biligsel becerileri genel olarak tigiincii 6g-
renci ile benzerdir. ki dgrencinin biligsel gelisim-
leri arasindaki fark, dordiincii 6grencinin fonksi-
yon kavramina iligkin sahip oldugu cebirsel yak-
lagimini yani katilik kisitlamasini, fonksiyon kav-
raminin yeniden gozden gegirilmesi ile terk etme-
si ancak, iki degiskenli fonksiyon kavraminda tek-
rar kazanmasidir. Yani bu 6grenci yeniden gozden
gegirme ile fonksiyon ve geometri bilgilerini iligki-
lendirme becerisini {igiincii 6grenciden daha fazla
gelistirmistir. Ugiincii 6grencinin biitiin aragtirma
stireci boyunca cebirsel yaklasima sahip olmasina
karsin, gortismeler sonunda iigiincii ve dordiincii
6grencilerin fonksiyon kavramini anlama seviye-
leri nesne olarak belirlenmistir. Dordiincii 6grenci
ti¢ boyutlu uzay ve iki degiskenli fonksiyon bilgile-
rini iligkilendirme agisindan az da olsa biligsel geli-
sime sahip oldugunu gostermistir. Ornegin goriis-
melerde tigiincii 6grencinin aksine bu 6grenci, yii-
zey gizimleri sirasinda fonksiyon kavramu ile tig bo-
yutlu uzay bilgilerini iliskilendirdigini yansitmistir.
Ayrica tigtincii 6grenci iki degiskenli fonksiyonun
tanim kiimesini cebirsel temsilinden bulmak ister-
ken, dordiincii 6grenci tam olarak elde edemese de
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tanim kiimesini yiizey grafiginin izdiisiimiinii ala-
rak bulmaya ¢aligmus ancak, eksenlere ayr1 ayr1 iz-
diisiim almigtir. Diger yandan, doérdiincii 6grenci-
nin genellemesi bagimsiz degisken tabanl degildir.
Bu 6grenci fonksiyon kavramini agagidaki bigim-
de genellemistir:

“Iki degiskenli fonksiyonlar, fonksiyon kavraminin
tanimina gore, ..
den olusacak, tanim kiimesi ikililer igerecek, deger
kiimesi ise bir kiime, deger kiimesi her zaman bir
kiime olmali, ¢iinkii iki degiskenli fonksiyon, iki
bagimsiz ve bir bagimli degiskeni var”

., bu kez tanim kiimesi AxB ler-

Buna karsin, bu 6grencinin verdigi bu tanim ile
uygulamalarinin tutarli olmadig: gériilmiistiir. Og-
renci, iki degiskenli fonksiyonlar konusundaki uy-
gulamalarinda iyi bir biligsel performans sergile-
mistir. Tki degiskenli fonksiyon kavramini anlama
seviyesi giiglii siireg olarak belirlenmistir.

Besinci Ogrencinin Sonuglar:: Besinci 6grenci
hem goriismede hem de testlerde en iyi performan-
s1 sergilemis 6grencidir. Bu 6grenci grafik ve cebir-
sel temsillerde fonksiyon durumlarinin belirlenme-
sinin istenildigi birinci ve ikinci sorulara dogru ya-
nit vermistir. Cogu diger 6grenci gibi bu 6grencinin
de 6gretim siirecinin baginda tek degiskenli fonk-
siyonun bagimsiz degiskeni bilgisi ile ilgili giigliik
yasadig1 ancak, herhangi bir kisitlamaya sahip ol-
madigt goriilmiistiir. 11k testte bilissel seviyesi za-
yif siireg iken, tek degiskenli fonksiyonlar konusun-
da ikinci testte tek degiskenli fonksiyonun bagim-
11 ve bagimsiz degiskenleri bilgisini kazanarak gra-
fik ve cebirsel temsillerdeki fonksiyon durumlari-
ni algilayabilir hale geldigi goriilmiistiir. Ayrica pek
¢ok Ogrencinin sahip oldugu katihik kisitlamasina
ikinci testte de sahip olmadig1 goriilmistiir. Bu 68-
renci, grafik temsillerindeki fonksiyon durumlari-
ni1 cebirsel temsile gegis yapmaksizin diisey dogru
testini kullanarak algilamistir. Dolayisiyla 6grenci-
nin ikinci testteki biligsel seviyesi oldukga giiclii sii-
reg olarak belirlenmistir. Benzer sekilde bu 6grenci
iki degiskenli fonksiyon durumlarini da bu konuda
uygulanan ilk testte algilamig ancak, ¢ogu 6grenci
gibi bu testte cebirsel yaklagim yani katilik kisitla-
masini gostermistir. Tki degiskenli fonksiyonlar ko-
nusunda olan bu ilk testin ardindan, iki degisken-
li kavramlarin 6gretimi siirecindeki biligsel gelisi-
mi ile cebirsel yaklagimini yani katilik kisitlamasini
yine terk ederek iki degiskenli fonksiyonlar1 anla-
ma seviyesinin de siireg oldugunu gostermistir. Son
iki testte bu 6grencinin karsilastig tek giigliik yiizey
grafiginin izdtigiimiini alarak tanim kiimesini bul-
ma konusunda olmustur. Ogrenci yiizeyi eksenle-
re ayr1 ayr1 izdiigiimiirmiis ancak, tanim kiimesinin

elemanlarinin her zaman ikililer olmasi gerektigi
bilincinde oldugunu gostermistir. Bu 6grenci ile ya-
pilan goriigmenin analizine gore ise, tek ve iki de-
giskenli fonksiyonlari anlama seviyelerinin sirast ile
en az siire¢ (nesne olabilir) ve en az nesne (sema ola-
bilir) oldugu sonucuna ulagilmigtir. Ogrenci fonksi-
yon kavramina iliskin biligsel seviyesini goriigme-
nin tiim gorevlerine verdigi yanitlarda yansitmigtir.

Goriismeci: Girdileri fonksiyon olan bir fonksiyon
biliyor musun?

Begsinci ogrenci: fonksiyondan fonksiyon tiretmek
icin bileske islemi aklima geliyor. Ornegin, gir-
di g(x)=x-2 fonksiyonu olsun. x-2 nin karesini alip
dort katini sonugtan ¢ikaralim

Gortismeci: Peki, bu durumda fonksiyon makine-
si nedir?

Besinci dgrenci: Fonksiyon makinesi, karesini alip
dort katini ¢ikartmak. Makineye g koydugumda f
ve g nin bilegkesi ¢ikar

Gortismeci: Peki fonksiyonun tersini alma konu-
sunda ne dersin?

Besinci 6grenci: Fonksiyonun tersini alma her za-
man ¢aligmaz ¢iinkii x, ve x, gibi iki elemanin go-
riintiisii esit olabilir, diyelim y olsun, bu fonksiyon
olma kosulunu saglar ancak, tersini almak istedi-
gimizde f'(y); x, ve x, olabilir. Bir eleman iki go-
riintiiye sahip oldugunda ise bu fonksiyon olamaz

Gortismeci: Hangi fonksiyonlarin tersi vardir?
Begsinci dgrenci: Bire-bir ve orten fonksiyonlarin

Gortismeci: Dolayisiyla ne zaman ters alma maki-
nesi ¢aligir?

Begsinci 6grenci: Tanim kiimesinde olan f fonksiyon-
lar1 bire-bir ve 6rten oldugunda.

Goriismeci son soruda tablo temsillerini verdigin-
de besinci 6grencinin ifadeleri asagidaki gibi ol-
mustur:

Gortismeci: Bu tablolara gore g(f(x,y)) cebirsel ifa-
desi miimkiin miidiir?

Besinci ogrenci: Evet
Goriismeci: Neden?

Begsinci grenci: Clinkii f{x,y) degerleri g nin bagim-
s1z degiskenlerini alir. Yani, f{x,y) nin bagimli de-
giskenleri, g nin bagimsiz degiskenleridir.

Goriigsmeci: Son ifadeni biraz daha agiklar misin

Besinci 6grenci: Bunun tanim kiimesi (g’yi gosteri-
yor), bunun (fi gosteriyor) deger kiimesine esittir
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Altinct Ogrencinin Sonuglar:: Altinct 6grenci
hem testlerde hem de goriigmede biligsel perfor-
manst en diisiik 6grencidir. Dersin baginda uygula-
nan ilk testte fonksiyon kavramini anlama seviyesi
eylem olarak belirlenmistir. Cogu 6grencinin yap-
t1g1 gibi grafik temsillerindeki fonksiyon durumla-
rin1 aragtirmak icin cebirsel formiilleri belirleme-
ye ¢aligmus ancak, daha sonra sabit fonksiyonun di-
sinda tiim maddeleri fonksiyon olarak segmistir.
Fonksiyon durumlarini algilayabildigi tek temsil
tablo temsilleri olmugtur. Ayrica bu 6grenci fonk-
siyon tanimi yerine verdigi karmagik ifadesinde
girdi-gikt1 ve girdinin ¢iktiya doniistiiriilmesi bil-
gilerine sahip olmadigini gostermistir. Fonksiyon
kavraminin fonksiyon makinesi ile tekrar gozden
gegirilmesinin ardindan girdi-¢gikt1 ve girdinin ¢ik-
trya saga teklik kosulu ile dontismesi bilgilerini ka-
zandigini verdigi tanim gosterir hale gelmistir. Ay-
rica ikinci testte hem cebirsel hem de grafik tem-
sillerinde fonksiyon durumlarini algilayabilmis-
tir. Dolayisiyla bu 6grencinin ikinci testteki fonk-
siyonlar1 anlama seviyesi katilik kisitlamasi ile sii-
reg olarak yorumlanmistir. Ogrenci, iki degisken-
li fonksiyonlar konusunda olan ilk testte yalnizca
cebirsel temsillerdeki fonksiyon durumlarini algi-
layabilmistir. Ayrica bu 6grenci yiizeyi diizleme iz-
diisiirememenin Gtesinde, grafigi verilen iki degis-
kenli fonksiyonun tanim kiimesinin elemanini si-
ral1 t¢liilerle verdiginden, iki degiskenli bir fonk-
siyonun tanim kiimesindeki elemanlarin her za-
man sirali ikililer olmasi gerektigi bilgisine sahip
olmadig1 sonucuna varilmigtir. Ogrenci iki degis-
kenli fonksiyonu tanimlayabilmis ancak, manipii-
lasyon kisitlamasina sahip oldugunu gostermistir.
Dolayisiyla, 6grencinin iki degiskenli fonksiyonlar:
anlama seviyesinin manipiilasyon kisitlamasina sa-
hip zayif siireg oldugu diisiiniilmiistiir. Ogrenci iki
degiskenli fonksiyonlar konusunda olan son testte
cok az biligsel ilerleme gostermis ve biligsel seviye-
si yine zayif siire¢ olarak goriilmiistiir. Onceki test-
te sahip oldugu iki degiskenli bir fonksiyonun ta-
nim kiimesindeki elemanla ilgili boyut karmasasi-
n1 terk etmis ancak, bu kez de yiuizeyi diizlem ye-
rine eksenlere ayr1 ayr1 izdiigiirmistiir. Yani, grafi-
gi verilen iki degiskenli fonksiyonun tanim kiime-
sine yine ulagamamuigtir. Gériigmenin baginda ver-
digi tanimda ise girdi-gikt1 ve saga teklik kosulunu
yansitmustir ancak manipiilasyon kisitlamasina ya
da girdinin ¢iktrya doniistiigii bilgisine sahip olup
olmadig1 konusunda emin olunamamugtir:

“A,B = ¢ olsun. ¥x € Aigin yalnizbir yEB

vardir dyleki f(x)=y "

Goriigmeci ve 6grenci, fonksiyonlar konusunda ve-
rilen gosterimleri konusurken:

JF 480

Goriismeci: Sana gore f(x) ne anlama gelir?

Altinci 6grenci: fonksiyon, makineye giren sayi ...
f(x) gibi bir fonksiyon

Gortismeci: Yani bu bir fonksiyon mudur?

Altinc: Ogrenci: Girdi ... onun girdisi

Gortigmeci: Hangisi girdi?

Altinc: Ogrenci: f(x) ... makineye giren ifade ... evet
Gortismeci: Makineye giren ifade mi?

Altinci Ogrenci: Fonksiyon diyebiliriz

Gortismeci: Makineye giren ifade ile fonksiyon ayn1
midir?

Altinci Ogrenci: x gibi bir say1 makineye girer, bu-
nun f(x) gibi bir isleme tabi tutulmasiyla f(x) olur,
f(x) fonksiyondur... bunlar ayn1 degil

Goruldigi gibi 6grenciye ait verilen alintilar nice-
lik ve manipiilasyon kisitlamalarini isaret etmekte-
dir. Ayrica 6grenci girdi-gikt: bilgisi konusunda da
emin degildir. Dogal olarak bu 6grenci fonksiyo-
nu nesne olarak gérmeyi basaramamistir. iki de-
giskenli fonksiyonlara iliskin oldukga zayif biligsel
performans sergileyen bu 6grencinin fonksiyonla-
r1 anlama seviyesi eylem olarak belirlenmistir. Og-
rencinin iki degiskenli fonksiyon tanimi asagida-
ki gibidir:

“x ve y tanim kiimemizde olsun. Bu x ve y’yi B'nin
z gibi yalnizca bir elemanina esleyen ifadeye iki
degiskenli fonksiyon denir. Yani #'den R’ye olan
tek degiskenli ifadeyi fi?den R’ye olan iki degis-
kenli ifadeye tagiyoruz. Kisaca

spew =3
xy) —= =z

seklinde yazarsak, burada Jt>den giden f(x,y) ve R
deki ¢iktimiz”

Ogrenciden z = x* + ¥7 cebirsel ifadesini grafik
ile temsil etmesi istenildiginde yiizeyi basarili bi-
¢imde ¢izmistir ancak, ezbere ¢izim yaptigindan
dolayi ¢izdigi paraboliin z ekseni yerine y eksenini
sardig1 goriilmistiir. Yani 6grenci zayif biligsel se-
viyesine iligkin gostergelere devam etmis ve iki de-
giskenli fonksiyonlar: anlama seviyesinin eylem ol-
dugunu asikar hale getirmistir.

Tartigma ve Sonug

iki degiskenli fonksiyonlar ¢ogu yiiksek matema-
tik konusu i¢in temel olugturan 6nemli bir kavram-
dir. Bu kavramin 6grenilmesi; gerek fen fakiiltele-
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rinde oldugu gibi teorik anlamda, gerekse mithen-
dislik fakiiltelerinde oldugu gibi uygulamali an-
lamda, tek degiskenli fonksiyonlarin pek ¢ok anah-
tar Ozelliginin iki bagimsiz degiskene genellenme-
sini gerektirir.

Ogrencilerin genel fonksiyon kavramini anlama se-
viyeleri ile, iki degiskenli fonksiyon kavramini olus-
turmalar1 arasindaki iliski bu aragtirmadan elde
edilen bulgular ile agikar hale gelmistir. Ogrencile-
rin fonksiyon kavramini anlama seviyelerinin, iki
degiskenli fonksiyonlar1 anlamalarinda 6nemli bir
rol oynadig1 sonucuna ulagilmistir. Ozellikle fonksi-
yon kavramini anlamada nesne seviyesine sahip ol-
manin, iki degiskenli fonksiyonlar1 en az siireg sevi-
yesinde anlamak i¢in 6nkosul oldugu géralmistiir.
Martinez-Planell ve Trigueros-Gaismann'in (2009)
¢aligmasinda ulastig1 sonuca paralel olarak bu ¢a-
lismada da 6grencilerin gogu iki degiskenli fonksi-
yonlarin grafik temsilleri ile giigliik yasamuglardir.
Bu ¢alismada ayrica, fonksiyon kavramini anlama-
da nesne seviyesine sahip bir 6grencinin, iki degis-
kenli fonksiyon siireci ile grafigini iliskilendireme-
se bile iki degiskenli fonksiyonlari siireg seviyesinde
olusturabilecegi goriilmiistiir. Boyle bir 6grenci iki
degiskenli fonksiyonlarmn grafik temsillerini algila-
maya basladiginda iki degiskenli fonksiyon siireci-
ni matematiksel nesne olarak goz 6niinde bulundu-
rabilmeye baslar. Eger 6grencinin fonksiyon kavra-
mu1 anlama seviyesi en fazla siireg ise, bu 6grencinin
iki degiskenli fonksiyonlar: anlamsi zayif olabilir.
Ozellikle kisitlamalarin grencilerin iki degisken-
li fonksiyonlar1 anlamalarini engelledigi goriilmiis-
tiir. Ornegin nicelik ya da manipiilasyon kisitlama-
s1 6grencinin sadece fonksiyonlara nesne olarak ba-
kabilmesini degil, fonksiyon siirecini tek degisken-
den iki degiskene genellemesini de engeller. Ayrica,
fonksiyon kavramini algilamada kisitlamalara sahip
6grencilerin bu kisitlamalarini iki degiskenli fonk-
siyonlara tagidiklar1 goriillmiistiir. Caliymada 6gren-
cilerin gogunun iki degiskenli fonksiyonlar1 anlama
siirecinin baginda cebirsel yaklagima sahip oldukla-
1 goriilmistiir. Yani, bu 6grenciler grafik temsille-
rindeki iki degiskenli fonksiyon durumlarin algi-
layabilmek i¢in cebirsel temsili belirleyerek cebirsel
analiz yapmuslardir. Bazi 6grenciler cebirsel analiz-
lerinde girdi-¢ikt: ve fonksiyon siireci bilgilerini iki
degiskenli fonksiyonlara tagiyabildiklerini yansitir-
ken, bazilar1 ise cebirsel analizi ezbere yaptiklarini
gdstermislerdir. Ornegin, fonksiyon kavramini an-
lama seviyesi nesne olan 6grenciler cebirsel yakla-
sim1 hemen terk ederek iki degiskenli fonksiyon sii-
reci ile ylizey grafigini iliskilendirmeye baslamislar-
dur. Béyle bir 6grenci, yiizey grafiklerinin fonksiyon
durumu olup olmadigini diisey dogru testini kulla-
narak algilayabilmektedir. Ayrica fonksiyon kavra-
min1 anlamasi nesne seviyesinde olan bir 6grenci,

ti¢ boyutlu geometride yasadig: giiliiklerden dola-
y1 cebirsel yaklasimini terk edememis olsa bile iki
degiskenli fonksiyonlar1 anlamada siireg seviyesine
ulagabilmektedir. Bunun yaninda, fonksiyon kavra-
muna iligkin herhangi bir kisitlamasi olmayan ancak
tek degiskenli fonksiyon siireci ile fonksiyon grafik-
lerini iligkilendirememis bir 6grencinin fonksiyon-
lar1 anlama siireci nesne olmasa bile, kolayca cebir-
sel yaklasimu terk edebildigi goriilmiistiir. Sonug
olarak bir 6grencinin iki degiskenli fonksiyonlar:
olusturmasi ile fonksiyon kavramini anlama seviye-
si arasinda direk bir iligki vardir. Ozellikle, fonksi-
yon kavramini nesne seviyesinde anlamis olmanin
ve kisitlamalarin, 6grencilerin iki degiskenli fonksi-
yonlar1 anlamalari @izerinde siras ile pozitif ve ne-
gatif etkileri oldugu gorilmistir.

iki degiskenli fonksiyonlarin grafik temsilleri ko-
nusunda ise, 6grencilerin iki degiskenli fonksiyon-
lar1 anlamada en problemli noktanin grafik tem-
silleri oldugu sonucuna ulagilmigtir. Trigueros ve
Martinez-Planell (2009) 6grencilerin iki degisken-
li fonksiyon grafiklerini anlamalarinin kolay ol-
madigini ve bunun onlarin sahip oldugu ii¢ bo-
yutlu uzay semas ile iligkili olduguna isaret etmis-
lerdir. Bu galismada da 6grencilerin genellikle bazi
ozel yiizey grafiklerini gizebildikleri ancak bazila-
rinin ise bu ¢izme iglemini ezbere yaptiklar: goriil-
miistiir. Ezbere ¢izim yapan bu 6grencilerin bazi-
larmnin gizimleri sirasinda “yukar: kaldiriliyor” gibi
ifadelere sahip olduklar1 goriilmiistiir. Trigueros ve
Martinez-Planell (2009) de bu tarz ifadeler konu-
sunda, “yiizeyi kesmek” ya da “egriyi kaldirmak”
gibi ifadelerin, 6grencilerin goziinde canlandir-
malarina yardimci oldugunu ancak bu tarz ifadele-
rin anlamlarinin sinifta kesin hatlariyla tartigitima-
s1 gerektiginin altini ¢izmislerdir. Bu ¢alismada da
bu gibi ifadelerin anlamini kavrayamamis 6gren-
cilerin, bu ifadeleri ezbere ¢izim yolu olarak kul-
landiklar: goriillmiistiir. Bu 6grenciler iki degisken-
li fonksiyon grafiklerini ezbere ¢izebiliyor olsalar
bile, fonksiyon durumlarini aragtirma konusunda
genellikle cebirsel yaklagima sahiptirler. Yani, bu
ogrenciler ii¢ boyutlu uzay ile fonksiyon siirecini
iligkilendiremezler. Bu iliskilendirme becerisi yok-
lugu nedeni ile bu 6grenciler, grafigi verilen iki de-
giskenli bir fonksiyonun tanim ve deger kiimesini,
ylizeyin izdiisiimiinii alarak elde edemezler. Ayrica,
bu 6grencilerin bazilar: iki degiskenli bir fonksiyo-
nun tanim ve deger kiimesi elemanlarinin sirasi ile
ikililer ve gergel sayilar olmasi gerektigi bilincinde
olmayabilirler. Diger yandan, iki degiskenli fonk-
siyon siirecini {i¢ boyutlu uzay bilgisi ile iliskilen-
direbilmis bir 6grenci bu becerisini, iki degiskenli
fonksiyon grafiklerini ¢izim yolu ve grafik temsil-
lerindeki fonksiyon durumlarini diisey dogru tes-
ti kullanarak algilamasi ile yansitir. Ote yandan bu
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¢alismada, boyle bir 6grencinin ti¢ boyutlu uzay ile
ilgili baz1 giigliiklere sahip olsa bile grafik temsil-
lerindeki fonksiyon durumlarini diigsey dogru tes-
ti ile algilayabilecegi ancak, fonksiyonun tanim kii-
mesini bulmak i¢in yiizeyi diizleme izdiisiiremeye-
bilecegi sonucuna varilmistir. Sonug olarak 6gren-
cinin {i¢ boyutlu uzay bilgisinin de, fonksiyon kav-
ramini anlama seviyesi kadar oncelikli olmasa bile,
iki degiskenli fonksiyon kavramini olusturmasinda
temel olusturdugu elde edilmistir.

Ogrencilerin tek ve iki degiskenli fonksiyon tanim-
lar1 g6z 6niine alindiginda ise, genel fonksiyon bil-
gilerinin yani sira fonksiyon kavramina iligkin sa-
hip olduklar: kisitlamalar: da iki degiskenli fonk-
siyonlara tagidiklari goriilmiistiir. Yani, fonksiyon
kavramina iliskin girdi-¢ikt1 ve girdinin ¢iktiya do-
niistiiriilme bilgisini igeren tanima sahip 6grenci-
nin, bu bilgileri i¢eren bir iki degiskenli fonksiyon
tanimina sahip olacag1 kesinlik kazanmaz. Ogren-
cilerin fonksiyon tanimini tek degiskenden iki de-
giskene genellemeleri goz 6niine alindiginda, baz
ogrenciler tek degiskenli fonksiyon kavramini iki
degiskene genellerken, bazilarinin ise genel fonk-
siyon kavrami tanimini bostan farkli herhangi iki
kiimenin kartezyen ¢arpimindan, bostan farkl: bir
kiimeye olan bir bagintiya genelledikleri goriil-
miistiir. Diger yandan, boyle yanls bir genelleme-
ye sahip bir 6grencinin iki degiskenli fonksiyonla-
ra iligkin giiglii bir anlama sergileyebilecegi de elde
edilmistir.

Caligmada benimsenen 6gretim yaklagimlar: agi-
sindan ise, genel fonksiyon kavraminin 6gretimin-
de ¢oklu temsillerin ve temsiller arasi gegisin ge-
nel fonksiyon kavraminin 6gretimindeki etkinligi,
alan yazinda pek ¢ok ¢alisma ile (Breidenbach ve
ark., 1992; Ferrini-Mundy ve Graham, 1990; Jan-
vier, 1987; Sierpinska, 1992) ortaya konuldugun-
dan, bu ¢aliymada etkilerinin ele alinmasina ge-
rek duyulmamistir. Bu konuda alan yazinda tarti-
silan nokta temsiller arasi gegislerin nasil destek-
lenmesi gerektigi olmustur. Bu ¢aligmadaki 6gre-
tim siirecinde bu gereklilik, yalnizca temsiller ara-
s1 gegiste degil, ele alman temsilde tek degisken-
li fonksiyonlarmn iki degiskenli fonksiyonlara ge-
nellenmesi konusunda da ihmal edilmemistir. Bu
nokta Martinez-Planell ve Trigueros-Gaismann
(2009) tarafindan da, ¢oklu temsiller ve bu temsil-
ler aras: gegisin sadece tek degiskenli fonksiyonla-
rin degil ayn1 zamanda iki degiskenli fonksiyonla-
rin 6gretiminde de 6neri seklinde vurgulanmakta-
dir. Bu galismada ayni zamanda 6gretim elemani
olan arastirmaci, Martinez-Planell ve Trigueros-
Gaismann’n isaret ettigi iki degiskenli fonksiyon
kavramini veren bir 6gretim elemaninin 6grenci-
lerin genel fonksiyon kavramini derinlemesine 6g-
rendiklerinden emin olmas gerekliliginin bir 6g-
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retim dénemi 6nce yiiriitmiis oldugu bu ¢aligmada
bilincinde olarak dersin baginda genel fonksiyon
kavramini dort ders saatini alacak sekilde ozetle-
migstir. Bahsedilen alan yazin desteginin yani sira,
ogrencilerin verdikleri yanitlar da ¢aligmada be-
nimsenen Ogretim yaklasgiminin yaklagimimin ye-
rinde oldugunu gostermistir. Genel olarak 6grenci-
ler; yalnizca tek degiskenli fonksiyonlarda degil, iki
degiskenli fonksiyonlarda da farkli temsilleri birbi-
rine doniistiirme anlaminda giigliik yagamamuglar-
dir. Caligmada ayrica Tall ve arkadaslar1 (2000) ta-
rafindan temsiller ve temsiller arasi gegisi destek-
ledigi one siiriilen “fonksiyon makinesi” kullanil-
mis ve aragtirmanin sonunda fonksiyon makinesi-
nin, fonksiyon kavraminin 6grenilmesi konusun-
da biligsel bir kok olarak olumlu etkiye sahip oldu-
gu gorilmustir. Fonksiyon kavraminin fonksiyon
makinesi kullanilarak tekrar gézden gegirilmesi-
nin ardindan 6grencilerin ¢ogunun dersin baginda
sahip olmadiklari fonksiyonun bagimsiz degiskeni
bilgisini kazandiklar1 goriilmiigtiir. Ogretim siire-
ci baglamadan 6nce uygulanan ilk testte “asagida
verilenlerin hangileri bagimsiz degiskeni x olan bir
fonksiyondur?” sorusu yerine “asagidakilerin han-
gileri fonksiyondur?” sorusu yonlendirilmis olsay-
dy, fonksiyon durumlarini algilama konusunda 6g-
renci basarisinin yiikselmesi olasiliginin yiiksek ol-
dugu gdriilmiistiir. Ogrenciler ilk testte bahsedilen
soru ile degisken karmasasina diiserlerken, fonksi-
yon makinesi ile yapilan tekrar gozden gegirmenin
ardindan bayle bir soru ile ne istenildiginin bilin-
cine varmiglardir. Ogrencilerin, fonksiyon makine-
sinin, fonksiyonun bagimsiz degiskeni olan maki-
ne girdilerini, fonksiyonun bagimli degiskeni olan
makine ¢iktilaria doniistiirdiigiini yani fonksiyon
siirecini algiladiklar1 goriilmiistiir. Ogretim siire-
cinde fonksiyon makinesi sadece dersin bagindaki
gozden gegirmede degil, biligsel kok olarak iki de-
giskenli fonksiyonlarin 6gretiminde ve sonrasinda
fonksiyon kavraminin algilanmasini giiglendirmek
amact ile iki degiskenli kavramlarin 6gretimi bo-
yunca kullanilmistir. Tki degiskenli fonksiyonlarin
yonlii ya da kismi tiirevleri, kath integralleri gibi
iki degiskenli kavramlarin 6gretimi siirecinde 68-
rencilerin tiirev ya da integral gibi kavramlara, gir-
di ve ¢iktilar1 fonksiyon olan birer fonksiyon maki-
nesi olarak bakabilmeleri saglanmaya ¢aligiimgtur..
Aragtirmanin sonunda elde edilen bulgulara gore,
ogrencilere fonksiyonlar kiimesinde yaptiklar: is-
lemleri bir fonksiyon makinesi olarak gostermek,
onlarin fonksiyonlara nesne olarak bakmalarini
saglamada yardimci olmaktadir. Ayrica bu sekil-
deki fonksiyon makinesi 6rnekleri, 6grencilerin sa-
hip olduklar nicelik ya da manipiilasyon gibi kisit-
lamalar: da ortadan kaldirmada énemlidir. Ogren-
cilerin yapilan goriismelerdeki ifadeleri de fonksi-
yon makinesinin fonksiyon kavramini anlamalar1
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tizerine olumlu etkisinin farkinda olduklarini orta-
ya koymaktadir. Ornegin iigiincii 6grencinin fonk-
siyon makinesi ile ilgili goriisleri asagidaki gibi ol-
mustur:

Goriismeci: Peki, fonksiyon makinesinin senin
fonksiyon kavramini anlaman iizerinde herhangi
bir etkisi oldu mu?

Ugiincii dgrenci: Evet, ¢ok yararli oldu
Goriismeci: Nedir yarari, agiklar misin?

Ugiincii 6grenci: Fonksiyon kavrami artik bana hig
ogretilmese de, artik ben ne anlama geldigini bili-
yorum. Makine bana her girdi i¢in yalnizca bir ¢ik-
t1 olmasi gerektigini gosterdi. Aslinda ben bu ma-
kineyi diger matematiksel kavramlara da uygula-
yabilirim. Eminim arkadaslarim da fonksiyon ne-
dir diye soruldugunda artik giicliik yagamayacak-
lardir ... ¢tinkii biz genellikle daha 6nce ezbere ce-
vap veriyorduk ama fonksiyon makinesi gercekten
yararli.

Tiim bunlarin yani sira fonksiyon makinesi, fonk-
siyon kavraminin 6gretimi siirecinde tek basina ele
alindiginda gesitli dezavantajlara sahip olabilir an-
cak, burada ¢oklu temsil, temsiller aras1 gegis ve
fonksiyon kavraminin tek degiskenden iki degiske-
ne genelleme yaklagimlari ile birlikte ele alinmustir.

Bu caligma 6grencilerin fonksiyon kavramini tek
degiskenden iki degiskene genellemelerine odak-
lanmis olmasina karsin, 6grencilerin iki degiskenli
fonksiyonlar: anlama siirecleri konusunda sonug-
lar ortaya koymustur. Bu baglamda, 6grencilerin
iki degiskenli fonksiyon bilgileri ve bu kavramla
iligkili becerilerine gore farkli gruplara ayrildikla-
r1 goriilmistir. Genel fonksiyon kavramina iliskin
anlama seviyeleri, 6grencilerin bu ¢aligmada ortaya
¢ikan kavramsal gruplar1 ve arastirmacinin dene-
yimleri géz 6ntinde bulundurularak iki degisken-
li fonksiyon kavraminin anlama seviyelerinin baz
gostergeleri elde edilmistir. Buna gore, iki degis-
kenli fonksiyonlar1 anlama seviyesi eylem olan bir
ogrenci, verilen girdiye kargilik gelen ¢iktiyr bulma
gibi hesaplamalar1 yapabilir. Fonksiyon durumla-
rint algilama agisindan ise boyle bir 6grenci tablo
temsillerindeki fonksiyonlar: algilayabilir. Ayrica
boyle bir 6grenci, cebirsel ya da grafik temsillerin-
de fonksiyon durumlarini algilayabilmek igin ezbe-
re gelistirdigi yollarla cebirsel manipiilasyonlar ya-
pabilir ancak, dogru yaniti vermis olsa bile fonk-
siyon siirecini algilayamamigstir. Boyle bir 6gren-
ci bazi 6zel yiizeylerin grafigini ezbere gizebiliyor
olsa bile ii¢ boyutlu uzay bilgisi ile fonksiyon se-
masint iligkilendirememistir. Fonksiyon kavrami-
n1 anlama seviyesi eylem olan bir 6grenci, fonksi-
yon siireci ile ti¢ boyutlu uzay bilgisini hi¢bir se-
kilde iliskilendiremez. Ustiine iistlitk bu 6grenciler,

iki degiskenli bir fonksiyonun tanim ya da deger
kiimesi elemani olarak sirali tigliileri verebilirler.

Iki degiskenli fonksiyonlar1 anlamanmn siireg sevi-
yesi de, genel fonksiyon kavramini anlamanin sii-
reg seviyesinde oldugu gibi olduk¢a karmagik go-
zilkmektedir. Bu seviyede 6grenciler, genel fonksi-
yon siirecini iki degiskene tagirlar ve tek degiskenli
fonksiyonlarin bazi anahtar 6zelliklerini iki degiske-
ne genellemeye baglarlar. Ayrica iki degiskenli fonk-
siyon siireci ile ti¢ boyutlu uzay bilgileri bu seviye-
de iligkilendirilmeye baglanur. Siireg seviyesinin ba-
sinda, 6grencilerin gogu cebirsel yaklagima sahiptir-
ler. Yani, fonksiyon durumlarini grafik temsillerinde
de cebirsel analiz ile inceleme egilimindedirler. Tki
degiskenli fonksiyon grafikleri ile uygulama yaparak
deneyim kazandikga, fonksiyon durumlarini grafik
temsillerinde diisey dogru testi kullanarak algilama-
ya baslarlar. Ayrica bu dgrencilerin, yiizey ¢izimle-
rini fonksiyon siireci ile ii¢ boyutlu uzay arasinda-
ki iligkileri géz 6niinde bulundurarak gizmeye bas-
lamis olmalar: gerekir. Bu 6grenciler, iki degiskenli
fonksiyon grafigi olan bir yiizeyin izdiisiimiinii ala-
rak tanim ve deger kiimesi bulma konusunda heniiz
basarili olmasalar bile, iki degiskenli fonksiyonlarin
tanim ve deger kiimesi ve 6zellikle bu kiimelerin ele-
manlari ile ilgili yeterli ve dogru bilgiye sahip olmus
olmalilardir.

Ogrenciler iki degiskenli fonksiyonlar1 anlamada
nesne seviyesine yiikseldiginde ise, genel fonksiyon
kavramini her yonii ile iki degiskenli fonksiyonlara
tagimis ve her temsilde verilen iki degiskenli fonk-
siyon durumlarini algilayabilir hale gelmistir. Bu
ogrencilerin iyi seviyede ii¢ boyutlu uzay bilgisine
ve bu bilgileri iki degiskenli fonksiyonlar ile iligki-
lendirme becerisine sahip olmus olmalar1 gerekti-
ginden, iki degiskenli fonksiyonlarin grafik temsil-
lerini diisey dogru testi ile algilayabilirler ve iki de-
giskenli fonksiyon grafigi olan yiizeylerin izdiisii-
miinil alarak tanim ve dege kiimelerini elde edebi-
lirler. Bagka bir deyisle, 6grencinin iyi bir ii¢ bo-
yutlu uzay semasina sahip olup olmamasi, iki de-
giskenli fonksiyonlar1 anlamada nesne seviyesine
yiikselmesinde oldukga etkilidir.

iki degiskenli fonksiyonlar konusunda alan yazi-
na eklenen galigmalar, iki degiskenli fonksiyonlarin
temsilleri (Yerushalmy, 1997) ve 6grencilerin iki de-
giskenli fonksiyonlarin grafik temsillerini anlamala-
r1 (Trigueros ve Martinez-Planell, 2009) konularina
odaklanmugtir. Alan yazina eklenen bu ¢alismalarin
sonuglar1 ve burada verilen ¢aligmadan elde edilen
sonuglar dogrultusunda, iki degiskenli fonksiyonla-
rin 6grenilme siirecini her yoni ve detaylari ile or-
taya ¢ikaracak gelecek caligmalar desenlenebilir. Ay-
rica desenlenebilecek bu ¢alismalar, ok degiskenli
analiz konularmin 6grenilme siiregleri konularin-
daileride yapilabilecek ¢aligmalara da 151k tutacaktir.
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Generalizing Single Variable Functions to Two-variable
Functions, Function Machine and AP0S
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Abstract

The focus of this study in which the theoretical framework of APOS was used is students’ generalizing function
notion from single variable to two-variable function concepts in Analysis Il course in the elementary mathema-
tics education program. In the teaching process, teaching activities that support generalizing the function notion
with multiple representations and relations between them and the function machine were used. For data collec-
tion, two tests on each of single and two-variable function concepts and interviews with six students were used.
It was concluded that the students” understanding level of function concept and students’ schema of three-
dimensional space is fundamental for their construction of two-variable function. Moreover, significant results
that can support prospective studies for students’ conceptual levels of two-variable functions were obtained.

Key Words
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Mathematics educators have paid attention to the
function concept, which in fact deserves this atten-
tion, by supporting the literature with their studies
on this concept. There are many different studies
on the concept of function; however, all of them are
on the notion of general function or the concept of
single variable function. The studies on the concept
of two-variable function, which requires transfer-
ring the notion of general function and many as-
pects of single variable function are few. Nonethe-
less, promising development is that this concept
has started to be studied recently. Two-variable
function concept, which has quite importance for
science, engineering, mathematics and mathemat-
ics education students, is one of the fundamental
concepts of advanced mathematics. Since under-
standing two-variable functions requires trans-
ferring not only general function notion but also
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key aspects of single variable functions, this causes
difficulty for most of the students (Montiel, Vida-
kovich, & Kabael, 2008). Moreover, generalizing
geometric properties of functions to two-variable
functions also requires sufficient knowledge of
three-dimensional geometry and visualization,
which makes difficult to understand geometric
properties of two-variable functions for students.
Trigueros and Martinez-Planell (2009) emphasized
the necessity of relating different representations
of functions to understand geometric properties
of function related to visualization. Yerushalmy
(1997) stated the complexity of generalizing single
variable functions to two-variable function and
emphasized that this complexity depends on both
the concept and its representation. He insisted on
the importance of multiple representations and re-
lation between them in the process of generalizing
function notion from single variable to two-vari-
ables. The significance of multiple representations
and relations between them has been highlighted
in most of the studies (Bower, & Lobato, 2000;
Breidenbach, Hawks, Nichol, & Dubinsky, 1992;
Carlson, Oehrtman, Thompson, 2007; Christou,
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Elia, & Gagatsis, 2004; Ferrini-Mundy & Graham,
1990; Janvier, 1987; National Council of Teachers
of Mathematics [NCTM], 1989; Sierpinska, 1992;
Yerushalmy, 1997). Trigueros and Planell (2009)
who have studied on geometrical aspects related
to students’ notion of the two-variable function
emphasized that relating treatments of represen-
tations with converting different representations
should be paid attention before abstract concepts
related to functions are given. Meanwhile, they
stated that the table representations of functions
were not analyzed in their study, the reason of this
was not that table representation is less important.
Conversely, they insisted that different representa-
tions of functions should also include table repre-
sentation.

This study is on students’ generalizations about the
concept of function from single variable to two-
variables through two-variable calculus course in
which function machine was used as a cognitive
root. After review of general function concept at
the beginning of the course, multiple representa-
tions (table, algebraic, graph) and relation between
them were used in the teaching process of two-
variable functions. For each representation, gener-
alizing the function notion from single variable to
two-variables was emphasized during this process.

Our research questions are:

1. What is the relationship between the students’
construction of two-variable function concept
and their conceptual levels of general function
concept?

2. What is the relationship between students” con-
struction of two-variable function concept and
their schema of three-dimensional space?

3. What is the relationship between students’ con-
cept definitions for the single variable and two-
variable function concepts?

4. What is the effect of function machine on stu-
dents’ understanding of single and two-variable
function concepts?

Function Machine as a Cognitive Root

Tall, McGowen and DeMarois (2000) defined the
notion of cognitive root as follows:

A cognitive root is a concept that:

* isa meaningful cognitive unit of core knowledge
for the student at the beginning

of the learning sequence,

« allows initial development through a strategy of

cognitive expansion rather than significant cog-
nitive reconstruction,

* contains the possibility of long-term meaning in
later developments,

* is robust enough to remain useful as more so-
phisticated understanding develops.

(Tall et al., 2000, p. 3)

Tall et al. (2000) suggested using the function ma-
chine (input-output box) as a cognitive root while
teaching the function concept.

Input

m

Output

Figure2.
Function Machine

Theoretical Framework

APOS is a specific theoretical framework for re-
search and curriculum development in collegiate
mathematics education. We will briefly describe
APOS in this paper, but for more details reader
can refer to Asiala et al. study in 1996. According
to the APOS theory, a learner’s specific mental
constructions are called action, process, object, and
schema. An action is any transformation of objects
to obtain other objects. The individual perceives an
action as an explicit algorithm so as an externally
driven. When the individual reflects on the action
and constructs an internal operation, s/he interior-
izes the action to a process. When the individual
performs actions on a process, s'he encapsulates
the process as a mathematical entity, or an object.
Furthermore, a schema is a collection of actions,
processes, objects and other schemas linked con-
sciously or unconsciously in a coherent manner in
individual’s mind.

Conceptual Levels of the Function Concept

Dubinsky and his colleagues (Breidenbach et al.,
1992; Dubinsky, 1991; Dubinsky & Harel, 1992)
studied the conceptions of function concept. Ac-
cording to these studies, a subject who is at the

-
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level of action is able to calculate the value of the
function for a function formula and a point. The
subject, whose understanding of function concept
is at the action level, has difficulties while interpret-
ing a situation as a function unless a formula for
computing values is given. Besides, the inverses
of functions and the notion that the derivative of
a function is a function are difficulties for such a
subject. According to Dubinsky (1991), most stu-
dents’ idea of function is completely related with
“formula”, and a typical example of such a student
for a function is an algebraic expression like x*+3.
Furthermore, Dubinsky added that such a student
does not have the notions of domain and range,
and s/he cannot relate the graphs with the func-
tions.

When the subject’s conceptual level reaches the
process conception of function, s/he can think of
a function as receiving one or more inputs that are
independent variables, performing one or more
operations on the inputs and returning the results
as outputs that are dependent variables. According
to Dubinsky, perceiving a situation that can be re-
lated with function means to view the situation as
an action on objects. That is, action is interiorized.
Regarding the graph of a function, Dubinsky stated
that the subject, whose conceptual level is process,
can coordinate the process of a function and its
graph. In other words, s/he can comprehend that
the height of the graph at a point x on the hori-
zontal axis is precisely the value f(x). This means
that the subject relates the physical shape of the
graph with the behavior of the function. Moreover,
Dubinsky and Harel (1992) put forth that the proc-
ess conception of function is very complex. They
found that process conception of function contains
the following four factors.

1. Restrictions students possess about what a func-
tion is. The three main restrictions observed are:

(a) the manipulation restriction (you must be able
to perform explicit manipulations or you do not
have a function), (b) the quantity restriction (inputs
and outputs must be numbers), (c) the continuity
restriction (a graph representing a function must be
continuous)

2. The severity of the restriction. Some students
feel, for example, that before they are willing to re-
fer to a situation as a function, they personally have
to know how to manipulate an explicit expression
to get the output for a given input. Other students
are satisfied with the presence of an expression
even though they admit that they don’t know how
to deal with it.

"

3. Ability to construct a process when none is ex-
plicit in the situation, and students’ autonomy in
such a construction.

4. Uniqueness to the right condition; confusion
with 1-1. We argue here that this issue is related to
a process conception. According to our theoretical
perspective, the confusion that is prevalent among
students can only be resolved in terms of the proc-
ess conception. The process notion entails a unique
finishing point, whereas the idea of 1-1 is about
uniqueness of starting point (Dubinsky and Harel,
1992, pp. 86-87).

The individual, whose conceptual level reaches ob-
ject level, realizes that transformations can act on
process. That is, a subject, who perceives manipu-
lations of functions such as adding or multiplying,
encapsulates the process conception of function to
an object.

Method

The context of the study is two-variable calculus
course given in the mathematics education pro-
gram in education faculty of a university. The study
was conducted with 23 students, whose instructor
was author of the study through the spring semes-
ter of 2007-2008 academic year. At the beginning
of the course, a test on the single variable functions
was prepared and after validity and reliability study
of the test (Miles & Huberman, 1994; Yildirim &
Simgek, 2003) applied to the students to evalu-
ate their conceptions of general function concept.
Since students must generalize the function notion
from single variable to two-variables in this course,
single variable function concept was reviewed af-
ter the first test. Function machine was used as a
cognitive root in this revision. To see whether the
students’ understandings of function concept was
changed or not, another test on single variable
function concept was prepared as similar to the
previous test and administrated to the students
after revision. Then, the process of instruction of
two-variable function concept started. Representa-
tions and converting between different representa-
tions of not only single variable functions but also
two-variable functions were paid more attention
in the course. Furthermore, a lot of tasks were de-
signed to gain the students’ generalizing the dif-
ferent representations from single variable to two-
variables. Function machine was used as a cogni-
tive root also in treatment process of two-variable
functions. After two-variable function notion, dif-
ferent representations (algebraic, geometric, set of
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triples, table) and drawings of some special surfac-
es were given; a test on two-variable functions was
prepared and conducted. In the teaching process,
a lot of tasks, which required perceiving function
situations in the algebraic or graph representations,
were posed to the students. Beside these tasks, find-
ing domain and ranges of two-variables functions
in the both algebraic and graph representations
were emphasized. Then, teaching process of limit,
continuity, directed derivative and double integral
notions for functions of two-variable started. At
the end of the course, another test on two-variable
functions was prepared and applied. It is indisput-
able that comprehension of two-variable function
concept needs to be developed, but we thought that
we could estimate students’ understanding levels of
two-variable function concepts in a similar manner
to the conception levels of general function concept
in order to see the developments from single vari-
able to two-variables. After analyzing the final test,
for clinical interview (Clement, 2000; Ginsburg,
1981), six students were selected among the stu-
dents, whose conceptual levels were determined as
(at least) process for both single and two-variable
function concepts because the tests were prepared
to assess whether the subject’s conceptual levels are
in process or at lower level. It was emphasized to
select the students in various conceptual develop-
ments through the tests.

Analysis

Since a student’s explanations about function no-
tion might not be consistent in different situations
or items, we attempted to perceive student’s func-
tion conception, considering her/his all responses
as a whole. An individual, whose function concep-
tion is process, should perceive a function situa-
tion and convert between different representations
(Dubinsky, 1991), thus, when the student was able
to perceive function situations only in table repre-
sentations, also if s/he was able to convert between
graph, algebraic, and table representations, her/his
conceptual level was interpreted as relatively weak
process conception. At the same time, if such a stu-
dent was unsuccessful about converting between
representations, it was thought that such a student’s
conception of function must be transference from
action to process level. Furthermore, a student,
who was not able to perceive function situations in
any representation, was determined to be at action
level for function concept.

When we examined students’ definitions in the first
test, we found that most of them had manipulation

restriction and some of them had also quantity re-
striction. Moreover, most of the students struggled
to convert given graph representation to algebraic
representation firstly, thus it was interpreted that
they were to know how to manipulate an explicit
expression to investigate whether a situation was
a function or not. So, these students should have
had severity restriction (Dubinsky & Harel, 1992)
On the other hand, if a student perceived all func-
tion situations in all representations, and converted
between algebraic, graph and table representations,
the conceptual level should have been at least proc-
ess level in this case. Since the second test was pre-
pared in a similar way to the first test, the second
test was also analyzed in the way mentioned above.

As indicated, we analyzed the students’ conceptual
levels for two-variable functions in a similar way
to the conception levels of general function con-
cept to facilitate following students’ generalizations
from single variable to two-variables through the
tests. A student, whose conceptual level for func-
tion concept is process should perceive function
situations (Dubinsky, 1991) on the basis of this
argument, if a student had perceived two-variable
function situations in graph and algebraic repre-
sentations, we interpreted that her/his conceptual
level should have been at least process. Once such
a student perceived function situations in graph
representations with algebraic approach, that is,
converting given graph to algebraic representation
firstly in order to perceive situation, we interpreted
that her/his conceptual level as process with sever-
ity restriction.

After analyzing the students’ responses to the third
item, we saw that almost all students had difficul-
ties with finding domain and range of the function,
whose graph was given. Some of them were aware
that the elements of domain and range of a two-
variable function are pairs and real numbers re-
spectively, even if they were not able to project the
surface successfully. We considered although they
had the notions of domain and range of two-var-
iable function, they could not project the surface
to find the domain and range exactly, due to their
difficulties with three-dimensional space. Thus, we
interpreted the conceptual level of such a student as
process, if s/he was also able to perceive the func-
tion situations. Conceptual levels of such students
were determined as process level with severity
restriction when they had algebraic approach in
graph representations. Some other students had di-
mensional difficulties with domain and range. For
instance, some of them gave the element of domain
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or range as (X,y,z). In other words, they had seri-
ous difficulties with the notions of domain and/or
range of a two-variable function. If such a student
had perceived the functions in graph and algebraic
cases successfully, it seemed to us that s/he had
weak process conception of two-variable func-
tion. When such a student also had difficulty with
perceiving functions, then we thought that her/his
conceptual level must be action.

On the other hand, two students were successful in
all items, but with algebraic approach. They were
able to obtain domain and range in the third item
apart from perceiving the function situations in the
first and second items successfully in the first test
on two-variable functions. Their difficulties were
only with graph representations. They were able to
perceive function situations by algebraic way also
in graph representations as most students did. That
is, they were able to convert between graph and al-
gebraic representations, but due to their difficulties
with three-dimensional geometrical knowledge
and visualization, they were not able to coordinate
the function process and the surface in the space.
We interpreted their conceptual level as at least
process.

The findings of the last test on two-variable func-
tions were analyzed in a similar way. Since the
students had developed their knowledge about
two-variable functions with the treatments of two-
variable calculus concepts, we had the students,
who were successful about both perceiving func-
tions in graph and algebraic cases by vertical line
test and algebraic analysis respectively, and about
determining the domain and range of the function
whose graph was given. Their conceptual levels
seemed to us as at least relatively strong process.

Findings
Findings of Tests on Single Variable Functions

Most students’ responses to the tasks of the first
test, in which the function situations, whose in-
dependent variable is x, are required in graph and
algebraic representations, provided evidence of
focusing on the independent variable notion by
overriding the function notion. They investigated
the situations, whose independent variable is x,
with the algebraic formula not only in algebraic
but also in graph representations by determining
firstly the algebraic formulas of the graphs. Table
representations were the only cases in which most
students (16 out of 23) could perceive the function
situations in the first test. All students could find
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the input corresponding to the given output for the
function given by algebraic formula in both tests.
Seventeen students out of 23 could convert the
given graph representation to table representation.
The students who had mistakes in this task could
not perceive the output corresponding to the in-
put, in which the function is discontinuous in the
first test. Almost all students (except two students)
could draw the graph of partial function given by
algebraic formula, while 12 of them drew a whole
circle instead of semi-circle regardless of range of
the function in the second item of the sixth task.
Similar to the first test, the graph representation of
the function given by algebraic formula, which is
the lower semi-circle, is required. Most students,
who drew whole circle instead of upper semi-circle
in the first test, considered the range of function
and drew lower semi-circle in the second test.
Only four students drew whole circle instead of
semi-circle in the second test. For the definition of
function, various types of definitions related to the
function concept were given in the first test. Defini-
tions given in the first test were similar to the defi-
nitions that Vinner and Dreyfus (1989) had. Only
four students could give an acceptable definition.
These students defined the concept of function as
a relation such that each elements of domain cor-
responds to only one element of range. Other stu-
dents defined the concept of function variously:
They determined the class in the definition like
“term”, “rule’, “sequence of operations”, “system of
variables” and “expression”. When the definitions
of function in the first and second tests were com-
pared, it was seen that the students’ development
was surprising. Eighteen subjects gave correct
definition of function concept, which included the
notions of input-output and transference with the
uniqueness to the right condition. Most of them
gave the class as a special relation, and the rest of
them gave the class as a correspondence in the defi-
nition. Also three of remaining five students had
input-output and transference notions, but one of
them gave the class as a rule and two of them gave
the class as a machine in their definitions.

Findings of Tests on Functions of Two-Variables

The most conspicuous result obtained from the first
test on functions of two-variables is that almost all
students (21 out of 23) had algebraic approach.
That is, they struggled to determine the algebraic
representation of the graph first, and then made
algebraic analysis to investigate whether the situa-
tion is a function or not. Then, they had indications
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in the second test on single variable functions that
they developed to investigate the function situa-
tion in the graph representations without algebraic
formula. In other words, they abandoned algebraic
approach in the second test on single variable func-
tion notion, but they again had algebraic approach
at the beginning of teaching process of two-varia-
ble functions. After treatments of two-variable cal-
culus concepts through the semester, four of them
again abandoned algebraic approach, and gained
to investigate the function situations in the graphs
by coordinating the function process and shape of
graph. They perceived function situations by using
vertical line test in graph representations in the last
test at the end of the semester. Four of the remain-
ing students had algebraic approach in the graph
representations in all tests. It was a considerable
development that 13 students could perceive the
function situations in the graph representations by
using vertical line test in the last test on functions
of two-variable.

In the algebraic representations of the first test on
functions of two-variables, except one student, who
could not abandon the complexity about independ-
ent variable notion, all students made algebraic
analysis by expressing the algebraic representation
as z=f(x,y), and they chose correct items. However,
after analysis, it was seen that some of them (four
students) made analysis without perceiving input-
output and transference notions in the function
situations. These students had indications in their
expressions that they had memorized to make al-
gebraic analysis.

Algebraic representation of a partial function was
given in the second item in the last test on functions
of two-variable. It was observed that the students
abandoned making memorized algebraic analysis
in this test after treatments of two-variable calcu-
lus concepts. Most students (19 out of 23) could
perceive that this could not be a function. Further-
more, five students drew the graph of surface firstly,
and then perceived the situation on graph by us-
ing vertical line test. It was seen that these students
used vertical line test also in the first item, which
includes graph representations. Also another four
students drew the graph of surface correctly, but
they perceived the situation in algebraic way, not
by using the vertical line test.

The item, in which most of the students had difficul-
ties, is the third item of the first test on two-variable
functions. Graph of a surface of elliptic paraboloid
was given, and domain and range of the function
were required. Only two students were able to give

both domain and range correctly. Some students
demonstrated that they were not able to coordinate
the function’s process and its graph. Two students
indicated that they did not understand the height
of the graph at a point (x,y) on the horizontal axis
is the value of f{x,y)=z because they gave the ele-
ments of range as (x,),z). Similarly, three students,
who did not have the notion that elements of do-
main of a two-variable function should always be
pairs, gave the elements of domain as (x,),z), where
two students gave elements of both domain and
range as (x,);z). Other students demonstrated they
had the notions that the elements of domain and
range of a two-variable function should be always
ordered pairs and a real number respectively. They
were able to give the elements of domain or range
correctly, but they could not determine the region
or interval respectively. It was seen that most stu-
dents’ difficulties with domain were about project-
ing since they gave the domain as

x2 y2
W—+—=1
(x,») T
instead
x2 y2
X, P)—+—=1
(x,») o * s

of . As can be seen, the domain and range of the
function, whose graph was given, were required
also in the last test. It was seen that the students’
difficulties with projecting continued also in this
test. For instance, some students (three) projected
the surface to the coordinate axis separately instead
of projecting to the plane. However, the students
did not generally give the elements of domain or
range wrongly as in the previous test. Only one or
two students used triple (x,),z) as the element of
domain and range respectively. In the last test, the
number of students, who were successful about de-
termining the domain increased from three to 10.

Findings of Interviews

The interviews, which were also designed for data
triangulation, enabled us to comprehend whether
the subjects’ conceptual levels, which were deter-
mined at least project level according to the results
of the tests were actually higher than the process or
not. The interview tasks were prepared as follows:

1. According to you what is a function?
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2.
minus 2 inke scuare
inke scuare mmnus lour imes

!

What do the figures on the up remind you?
What are the functions the figures on the up repre-
sent?

3. Is there a relation between the functions,
which are represented with above machines?

According to you, what do following notations
mean?

*fD,CR—-R *f' *fog

Could you give me a function whose inputs are
functions?

5.

Prompt if necessary: *Let’s remember what the
function machine is?

* Is there any restriction about the inputs of a
function machine?

* Can the inputs of a function machine are also
functions?

* Do you know such a machine?

What is two-variable function?

'

ke scuore

minus bour imes

What are the functions the figures on the up repre-
sent?

8. Is the algebraic expression of z=f(x,y)=5 a
function situation? Why? Could you represent
this algebraic expression graphically?

9. Could you represent the algebraic expression

of z=x’+ y? graphically? Could you find the
domain and range of the function? How do
you find?

S

10.
(x.y) (2,1) (3,2) 3,1) 4,4)
flxy) 1 3 6 4
x 1 3 4 6
8(x) 2 6 8 12

According to the tables given above, can the alge-
braic expression of g(f(x,y)) be possible?

What does this algebraic expression mean? Could
you find the following values?

*g(f(32)  *g(f(44)

We present some indications of process level,
which have been revealed from literature, (Carlson
et al.,, 2007; Dubinsky, 1991; Dubinsky & Harel,
1992) and related tasks of interview are presented
in the following:

* Defining or explaining a function as a input-out-
put process that transforms each input to only
one output (1,6)

* Perceiving a function situation (8)

+ Converting a function situation to another rep-
resentation (2, 7, 8, 9)

» Understanding equality of two functions (3)
* Finding domain and range of a function (9)

* Combining a function process with another
function process (10)

Apart from above indications, we considered the
subjects’ all responses as a whole to see their con-
ceptual levels. With the fourth and fifth tasks, we
questioned whether the subject was able to see a
function as an object as seen in the following ex-
cerpts.

We gave numbers to the interviewed students from
one to six. We will explain some students’ results
of the interview analysis briefly and more detailed
results for other students.

Results of the First Student: According to the
analysis of interviews, first student’s conceptual
level for function notion was determined as at least
process, while her conceptual level was estimated
as relatively weak process conception with sever-
ity and manipulation restrictions at the beginning
of the course. After review of function notion with
function machine, first student, who were not able
to perceive function situations neither in graph nor
in algebraic representations in the first test, gained
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to perceive function situations successfully in
graph and algebraic cases with vertical line test and
algebraic manipulations respectively. In the inter-
view, she perceived the same functions rapidly. She
demonstrated her knowledge about input-output
and transference of function notions, while the
interviewer and she were talking about the given
notations. Furthermore, she was able to give the
inverse and composition operations as examples of
functions, whose inputs are also function, so her
conceptual level for function concept seemed to be
object in the interview.

In the first test on two-variable functions, it seemed
that her difficulties were about coordinating func-
tion notion with three-dimensional space schema.
She was able to perceive function situations in both
algebraic and graph cases, but perceived function
situations with algebraic manipulations also in
graph representations by converting the graphs to
algebraic representations firstly. She had difficul-
ties also with domain and range. Her conception
seemed to us weak process conception with sever-
ity and maybe manipulation restriction. At the
end of the course, she had capability of perceiving
function situations with vertical line test in some
graph cases, and she gained dimensional notion of
domain of a two-variable function. Consequently,
we estimated her conceptual level of two-variable
function as process conception. When the two-var-
iable function notion was questioned, the manipu-
lation restriction that seemed to be in the responses
of the first student in the test items on two-variable
functions was not observed in the interviews. In
addition to defining two-variable function correct-
ly, not only was she able to draw the graph of given
function but also obtain the domain and range of
function by projecting accurately. That is, it was
seen that she coordinated the process of function
and three dimensional space notion. These capa-
bilities of her indicated that her conceptual level
of two-variable function was at least process level.

Results of the Second Student: The second student
demonstrated a good understanding of single and
two-variable function notions in the tests, but she
had a lot of difficulties in the interview. It seemed
that the second student’s conceptual level was rela-
tively weak process conception with severity, ma-
nipulation, and quantitative restrictions in the first
test. Then, she gained to perceive function situa-
tions in both graph and algebraic cases in the sec-
ond test, whereas she was not able to perceive func-
tions geometrically in graph representations. At the
end of the analysis of this test, her conceptual level

of single variable function was determined to be
process conception with severity and manipulation
restrictions. In the first test on two-variable func-
tions, she was able to respond all items correctly,
but again with algebraic approach. That is, her
severity restriction continued for the two-variable
functions and her conceptual level estimated as
strong process conception with severity restric-
tion. In the last test, it seemed that she perceived
function situations in some graph cases geometri-
cally, so her conceptual level was considered to be
relatively strong process conception. However, the
results of the interview about two-variable func-
tions are not consistent with the results of the tests.
Regarding single variable functions, the qualitative
restriction that she had in the tests was obvious also
in the interview. Moreover, qualitative restriction
prevented her from seeing a function as an object.
We estimated her conceptual level of two-variable
function notion as weak process conception at the
end of the study.

Results of the Third Student: The third student’s
conceptual development of function notion was
different from the previous two students. This stu-
dent was not able to abandon algebraic approach
neither in tests nor in the interview. That is, she
had severity restriction in all tests and interview.
Her conceptual levels were determined as relatively
weak process conception with severity restriction,
process conception with severity and manipulation
restrictions, process conception with severity and
manipulation restrictions, and lastly process con-
ception with severity restriction. She had manipu-
lation restriction in her general function notion
also in the interview, but according to all responses
in the interview, her conceptual level seemed to be
object level. Also in the interview, it was observed
that she had severity restriction, which means to
have algebraic approach. She was able to deter-
mine domain of a two-variable function from its
algebraic representation, but she was unsuccessful
about determining domain from graph. On the
other hand, she was able to draw graphs of surfaces
correctly, yet she did not have the capability of co-
ordinating her schema of three-dimensional space
and general function concept schema. Thus, we
concluded that the lack of this capability prevented
her from developing her conceptual level of two-
variable function notion. After the interview, her
conceptual level of level of two-variable function
notion seemed to be process.

Results of the Fourth Student: The fourth student’s
conceptual capabilities were similar to the third
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student’s. On the other hand, there were differences
between their conceptions that the fourth student
abandoned algebraic approach after review of func-
tion concept, but she gained severity restriction
again in the two-variable function concept. That is,
this student gained more capabilities about coor-
dinating function notion with geometrical knowl-
edge than the third student gained in the revision.
Although the third student always had algebraic ap-
proach, both of the third and fourth students’ con-
ceptual levels of function concept were determined
as object level at the end of the interviews. In the
aspect of two-variable functions, the fourth student
demonstrated some knowledge about coordina-
tion between schemas of three-dimensional space
and function notion. For instance, her knowledge
about coordination between the schemas was ob-
vious while she was drawing the surface, on the
contrary to the third student’s drawing in the in-
terviews. Moreover, the third student attempted to
determine domain of two-variable function from
algebraic representation, while the fourth student
was able to find the domain graphically by taking
projection even if she was not able to find the do-
main exactly. She projected the surface to the axis
separately. On the other hand, the fourth student’
generalizing was not based on independent vari-
able. She generalized general function notion as in
the following:

“Two-variable function is based on definition of func-

tion concept, this time domain consisted of AxB that

is, domain consisted of pairs, range is a set, range

should already be a set, because it is two-variable

function, it has two independent variables and one

dependent variable”

However, her definition and applications were not
consistent. She demonstrated a good understand-
ing of two-variable function notion. Her concep-
tual level of two-variable functions was estimated
as strong process.

Results of the Fifth Student: This is the most suc-
cessful student not only in the interview but also in
the tests. In the first test on single variable function
notion, she was able to give correct answers ex-
cept first and second questions in which function
situations are required respectively in graph and
algebraic representations. She had difficulties about
independent variable of a single variable function
like most of other students, but she did not have any
restriction. Her conceptual level seemed to be weak
process conception in the first test. In the follow-
ing test on single variable functions, she was able to
perceive function situations in graph and algebraic
cases by gaining the notion of variables of a single
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variable function. Furthermore, she did not have
any restriction also in this test, contrary to the most
of other students, who had severity restrictions.
That is, she was able to perceive function situations
of given graphs by using vertical line test without
determining algebraic formula. Her conceptual lev-
el was determined as relatively strong process con-
ception in the second test. She was able to perceive
two-variable function situations also in the first test
on two-variable functions, but it was seen that she
had severity restriction like most of other students
in this test. In the second test on two-variable func-
tions, she abandoned severity restriction. The fifth
student’s conceptual levels for two-variable func-
tion concept were determined as “process concep-
tion with severity restriction” and “process concep-
tion” in the first and second tests on two-variable
function notion respectively. The only difficulty
she encountered was about finding domain by pro-
jecting graph of surface to the plane in both tests.
She projected the surface to axis separately, but she
was aware that elements of domain must always be
pairs. When we focused on the interview with this
student, we concluded that her conceptions were
at least object (can be schema) and at least process
(can be object) for single variable and two-variable
function concepts respectively. She demonstrated
her conceptual level for single variable function
concept in all tasks with her expressions in the in-
terview.

Results of Sixth Student: The sixth student is the
weakest one both in the interview and tests. At the
beginning of the course, her conceptual level was
determined as action conception in the first test.
She struggled to determine the algebraic formulas
in the graph representations to perceive function
situations like most of the other students, but then
she chose all items except the fix as function situ-
ation. The only case in which she was able to per-
ceive function situations was table representations.
Moreover, she demonstrated that she did not have
input-output and transfer notions in the definition
item. She gave complicated expressions instead of
definition of function. After review by function
machine, she gained input-output, transfer notions
and unique right condition in definition. She was
able to perceive function situations with algebraic
approach both in graph and algebraic representa-
tions. So, it was interpreted that she had process
conception with severity restriction in the second
test. In the first test on two-variable function no-
tion, she was able to perceive function situations
only in algebraic representations. Furthermore, it
was observed that she could not project surface to
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the plane, even worse she gave elements of domain
of two-variable function given by graph as triples,
so it could be interpreted she did not have the no-
tion that elements of domain of a two-variable
function must be pairs. Besides, she was able to
determine two-variable function, but she dem-
onstrated that she had manipulation restriction.
Her conceptual level for two-variable function
seemed weak process conception with manipula-
tion restriction. She had a little development in
the last test on two-variable function notion, so
her conceptual level was again weak process. She
only abandoned dimensional complexity about el-
ements of domain of a two-variable function, but
she projected the surface to the axis separately at
that time. That is, again she could not obtain do-
main of the two-variable function given by graph
correctly. This student’s weak function conception
was also obvious in the interview.

Conclusion

Two-variable function concept is fundamental for
most advanced mathematics concepts. Either this
concept is given in theoretical manner as in sci-
ence faculties or in applied manner as in engineer-
ing faculties; understanding of this concept needs
to generalize a lot of key aspects of single variable
functions to two independent variables. As Mar-
tinez-Planell and Trigueros-Gaismann (2009) in-
dicated, one of the objectives of an instructor who
gives the concept of two-variable function should
be helping students develop a deep understanding
of general function notion. Also being aware of this
necessity, we reviewed general function notion at
the beginning of the course. Multiple representa-
tions and relation between them are recommended
not only in the teaching processes of single vari-
able functions but also in instruction of two-var-
iable functions (Martinez-Planell & Trigueros-
Gaismann, 2009). Our instructional approach is
consistent with these recommendations. We gave
attention to different representations and convert-
ing between them. Furthermore, we posed such
tasks to students that help them to generalize key
aspects of function notion from single independent
variable to two independent variables in each rep-
resentation. Also the students’ responses on repre-
sentations and converting between them supported
our approach. Generally, the students did not have
much difficulty about converting different repre-
sentations not only in single variable functions but
also two-variable functions.

The relationship between the students’ understand-
ing level of function concept and their construction
of two-variable function concept is obvious from
the data of this study. Thus, we have concluded
that students’ understanding level of function con-
cept plays a fundamental role in understanding
two-variable functions. It has seen that especially
being at the object level for the function concept
is crucial to reach at least process conception of
two-variable function concept. Like Martinez-
Planell and Trigueros-Gaismann (2009), we have
concluded that most of the students have difficul-
ties with graph representations of two-variable
functions. Moreover, we have observed that a stu-
dent who has object conception of function may
have process conception of two-variable function
concept even if s/he cannot coordinate the proc-
ess of two-variable function and the graph. When
such student begins to understand the graph of a
two-variable function, s/he begins to encapsulate
the two-variable function process as an object. If
a student’s conceptual level for function concept is
at most process, s/he may have weak understand-
ing of two-variable function concept. Especially,
restrictions prevent students from understanding
two-variable function. For instance, quantitative
and/or manipulative restrictions prevent students
from not only seeing function as an object, but
also generalizing function process from single in-
dependent variable to two independent variables.
Furthermore, if a student has restrictions on gen-
eral function concept, s/he will transform restric-
tions to two-variable function concept. We have
seen that most students have algebraic approach
at the beginning of the understanding process of
two-variable function concept. That is, they strug-
gle to determine algebraic formula, and then make
algebraic analysis to perceive function situations in
the graph representations. Some students can have
indications in their algebraic analysis that they
transform input-output and function process no-
tions to two-variable functions, while some of oth-
ers can make algebraic analysis by memorizing. For
instance, the student, who has object conception of
function concept, can abandon algebraic approach
rapidly, and s/he begins to coordinate graph and
process of two-variable function. Such a student
perceives function situations by vertical line test
in graph representations of two-variable functions.
Moreover, the student, who has object conception
of function concept can reach process level of un-
derstanding two-variable function concept even if
s/he is not able to abandon algebraic approach due
to her/his difficulties about three dimensional ge-
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ometry. Besides, the student, who has any restric-
tion on function concept, but has coordination of
graph and process of single variable functions, can
abandon algebraic approach rapidly even if s/he is
not at object level. To sum up, we can say that there
is a direct relationship between students’ construc-
tion of two-variable function concept and their
conceptual levels of general function concept. Par-
ticularly, having object conception of function and
restrictions have respectively positive and negative
effects on students’ understanding two-variable
function concept.

In the aspect of graph representations of two-var-
iable functions, we have concluded that students’
most problematic point in understanding process
of two-variable functions is graph representations.
Trigueros and Martinez-Planell (2009) indicated
that students’ understanding of graphs of two-vari-
able functions is not easy and it is related with their
three dimensional space schema. We have seen that
generally students can draw graphs of some special
surfaces, but some of them can make this draw-
ing by using memorized facts. The students, who
have memorized drawing way, may use statements
like “lift”, as a memorized fact without awareness.
Trigueros and Martinez-Planell (2009) emphasized
about such words that the use of certain words
such as “cutting a surface” or “lifting a curve” en-
able students to visualize, but the meaning of this
kind of sentences should be explicitly discussed in
class. We have seen otherwise some students can
memorize this kind of sentence as drawing way of
surfaces. Such students attempt to perceive func-
tion situation algebraically, even if they draw graph
correctly by using memorized facts. That is, they
cannot coordinate the function process with their
three-dimensional space schema. Due to the lack
of coordinating capability, they cannot find do-
main or range from graph by projecting. Moreover,
some of such students may not be aware that the
elements of domain and range of a two-variable
function are always pair and a real number, re-
spectively. On the other hand, the students, who
can coordinate the function process with their
three-dimensional space schema, reflect these ca-
pabilities by their drawing the graph and perceiv-
ing function situations in graph representations by
using vertical line test. We have observed that such
students can perceive function situations in the
graph by using vertical line test even if they have
some difficulties with three-dimensional space,
but they cannot project the graph to the plane to
find the domain correctly. Consequently, students’
schema of three-dimensional space is fundamen-
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tal for their construction of two-variable function
concept also. However, it is not as much prerequi-
site as general function conception, because a stu-
dent, whose function conception is object level, can
reach process conception of two-variable functions
by her/his algebraic approach even if s/he has weak
schema for three-dimensional space.

When we regard students’ concept definitions for
the single variable and two-variable function con-
cepts, we can conclude that some students trans-
form their knowledge about general function no-
tion to two-variable functions, whereas all of the
students who have restrictions on general function
notion transform their restrictions from single
variable functions to two-variable functions. That
is, the student who has correct concept definition
of function concept including input-output and
transference notions does not mean to have such
a concept definition of two-variable function con-
cept. Once we consider students’ generalizations
of definition of function notion from single inde-
pendent variable to two independent variables, we
have seen that some students generalize concept
definition of single variable function notion to two
independent variables, while some of others may
generalize the concept definition of general func-
tion notion to a relation from Cartesian product of
any nonempty two sets to any nonempty set, which
ensures the unique right condition. On the other
hand, we have concluded that a student might
demonstrate good understanding of two-variable
function concept even if s/he has such a wrong
generalization.

We concluded that function machine is effective
as a cognitive root on understanding the function
concept. We saw that after revision of general func-
tion notion with function machine, students gained
the notion of independent variable of function,
which almost all of them did not have at the begin-
ning of the course. We have been sure that students’
achievement about perceiving function situations
would have increased, if we had asked the ques-
tions like “which are functions?” instead of “which
are functions whose independent variable is x?”
in the first test. They became confused with these
questions at the beginning, but they were aware
what was required from them with such questions
after they reviewed the function notion with func-
tion machine. Moreover, emphasizing with various
examples that function machine transforms input
of the machine, which is independent variable of
function to output, which is dependent variable of
function gained the students function process. We
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used function machine not only at the beginning
of the course as a cognitive root, but also through
the course. We introduced calculus concepts like
derivative or integral also as a function machine
whose inputs and outputs are functions. Gener-
ally students can make some operations on the set
of functions, but they see neither these operations
as functions nor the functions as elements of a set.
To give such operations on the sets of functions as
an example of function machine seemed helpful
to gain the students to see a function as an object.
Moreover, such examples are helpful to remove the
restrictions like quantitative or manipulation. In
the interviews, subjects agreed with us about func-
tion machine’s positive effects on understanding
general function notion or two-variable function
concept. For instance, the third student’s idea about
function machine is as following:

Interviewer: What is the effect of function machine
on your understanding of function concept?

The third student: It is very helpful. Even if this
concept won't be given to me any other time, I
know what it means. It has showed to me that there
is only one output for every input. Actually, I can
apply this machine to other mathematical con-
cepts. I am sure also my friends won’t have any dif-
ficulty when asked what function is...because we
usually do it from memory without awareness if it
is not explained concretely, but this machine is re-
ally good.

Although this paper has focused on students’ gen-
eralizing the function notion from single variable
function to two-variable function, the obtained
results have also informed us about students’ un-
derstanding of two-variable function concept. In
this context, we have seen that the students fell into
different groups according to their knowledge and
capabilities related to two-variable function con-
cept. Considering the conceptual levels of general
function concept, our experiences and students’
conceptual groups revealed in this study, we have
attained some indications of conceptual levels of
two-variable function concept. Accordingly, a stu-
dent at action level for two-variable function con-
cept can make manipulative calculations like find-
ing the output for given input and algebraic for-
mula of two-variable function. In terms of function
situations, s/he may perceive function situations
in table representations. Maybe s/he makes some
algebraic manipulations by memorizing facts to
perceive function situations in algebraic or graph
representations, even s/he is able to give correct an-
swer about whether the situation is function or not,

but s/he cannot perceive function process. Such a
student may draw graphs of some special surfaces
by using memorized facts, but s/he does not have
coordination between three-dimensional space
schema and function schema. The students who
are at the action level cannot coordinate function
process and three-dimensional space schema any-
time. Moreover, they can give triples as elements of
domain or range.

Process conceptual level of two-variable function
concept seems very complicated as process con-
ceptual level of general function concept. Students
transfer general function process to two-variable
functions and begin to generalize key aspects of
single variable functions to two independent vari-
ables. Furthermore, coordinating function process
and schema of three-dimensional space begins at
this level. At the beginning of process conception,
most students may have algebraic approach. That
is, they attempt to perceive function situations with
algebraic manipulations either in graph or alge-
braic representations. After their experiences with
graphs of two-variable functions, in which they co-
ordinate function process and the shape of graph,
they begin to perceive function situations in graph
representations by using vertical line test. Moreo-
ver, such students should have begun to draw
some special surfaces regarding the coordination
between function process and three-dimensional
space schema. These students should have domain
and range notions of two-variable functions and
they are aware that the elements of domain and
range of a two-variable function are always pairs
and real numbers respectively even if they are not
able to obtain domain or range from graph repre-
sentation by projecting.

When students reach object level of two-variable
function concept, they should have transfer key
aspects of general function concept to two-varia-
ble function concepts and they can perceive two-
variable function situations in any representations.
Since students should have good understanding of
three-dimensional space and capability of coordi-
nating their knowledge about three-dimensional
space with their two-variable function schema in
this level, they can perceive two-variable func-
tion situations in graph representations by us-
ing vertical line test and obtain domain or range
from graph representations by projecting. In other
words, whether a student has good understanding
of three-dimensional space or not is effective to

reach this level.
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The studies on understanding of two-variable func-
tions, which have been recently included to litera-
ture, have focused on representations of two-varia-
ble functions (Yerushalmy, 1997) and in particular,
geometric representations of two-variable func-
tions and students’ understandings of two-variable
functions in graphical representations (Trigueros
& Martinez-Planell, 2009). Considering the results
obtained in this study with these previous studies,
further studies can be designed to clarify more as-
pects of understanding levels of two-variable func-
tions. Such further studies can contribute to many
studies on students’ understandings of multivariate
calculus concepts.
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Ek 1: Tek Degiskenli Fonksiyonlar Konusundaki i1k Test:

1. Asagidaki grafiklerden hangileri bagimsiz degiskeni x olan bir fonksiyon grafigidir? Neden?

¥ Y

a) l ) % c) v d)
V 4

3

F3
£V
"

2. Asagida verilen tablolardan hangileri bagimsiz degiskeni x olan bir fonksiyon temsil eder? Neden?

Girdi 0 1 2 3 4
a)

Cikt1 2 2 2 2 2

Girdi -1 0 1 2 3
b)

Cikts 0 2 2 4 4

Girdi 0 1 -1 0 2
<)

Cikt 1 2 0 -1 1

3. Asagidaki esitliklerden hangileri bagimsiz degiskeni x olan bir fonksiyon temsil eder? Neden?

A x +y'=1 by=4 ox=y° d)y =2x°

4.y=5x-6 cebirsel esitligi ile verilen fonksiyonun asagida verilen ¢ikt: degerlerine karsilik gelen girdi
degerlerini bulunuz.

a) -1 b) -11

5. Asagida verilen grafigi kullanarak tabloyu tamamlayiniz.

girdi  |qikty b

0 ‘ .

1

-1 ] -1 [ b
-3

6. Asagidaki fonksiyonlarin grafigini ¢iziniz.

y==-x ; x <=2 o+
D f=1 1 c2sxs2py /MDA e
. x — ¥
3 ; x>2

7. Fonksiyon kavramini tanimlayiniz.
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Ek 2: iki degiskenli fonksiyonlar konusundaki ilk test:

1.Asagidaki grafiklerden hangileri bagimsiz degiskenleri x ve y olan iki degiskenli fonksiyon
grafigidir? Neden?

z
a)
1
y
2. Asagidaki esitliklerden hangileri bagimsiz degiskenleri x ve y olan iki degiskenli fonksiyon
temsilidir? Neden?

b

A x?+y*4zr=1 bz=4 Ox=y>+z° dz=x+y?

3. Asagida grafigi verilen iki degiskenli fonksiyonun tanim ve deger kiimelerini bulunuz.

4.1ki degiskenli fonksiyon kavramini tanimlayiniz.
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Ek 3: iki degiskenli fonksiyonlar konusundaki ikinci test:

1.Asagidaki yiizeylerden hangileri iki degiskenli fonksiyon temsilidir? Neden?

y K b) ¢
| .«
}I/ y y / o

2. Asagida verilen cebirsel ifade bir iki degiskenli fonksiyon temsili midir? Neden

2

4—x2—y ; Osx2+y253

(%)=
Sy 1 ; 2=sxt+yt =4
3.4=(0,42.3), B =(0~23),C=(=/2,03),D=(2.03), E=(0.42.1), F = (0,~2.1) ,G = (0,2.1)

H =(0,-21),1=(-2,0,1),J =(2,0,]) olsun. Asagidaki grafik iki degiskenli bir fonksiyon grafigi midir? Neden?

Asagidaki grafik iki degiskenli bir fonksiyon
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