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Bu ¢aligmada, diisiik dereceli polinomlarin Schur konveks yon olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar elde edilmis-

tir. Aralik polinomlar ailesinin Schur kararlilig: ile ilgili bilinen bir teoremin Schur konveks yon kavramiyla yeni
bir kanit1 verilmistir.
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1. GIRiS

Gergel katsayili n. dereceden

p(2)=a, +az+a,z" +---+a,2",(a, #0) @)

polinomu verilsin. Eger p(z) polinomunun tiim kokle-

ri kompleks diizlemin sol agik yar1 diizleminde ise
p(z) polinomuna Hurwitz kararli polinom, a¢ik birim

diskin i¢inde ise Schur kararli polinom denir. Bilindigi

gibi kompleks diizlemde z = S—+i doniisiimii agik bi-

rim diskten sol ag¢ik yar1 diizleme bire-bir, siirekli do-
niisimdiir. Buna gore, p(z) polinomunun Schur karar-

11 olmasi igin gerek ve yeter kosul

5(s):= (s -1 ptE
s—1

polinomunun Hurwitz kararli olmasidir (Bose, 1985).

Bir ¢ok pratik problemde p(z) polinomunun kat-
sayilar1 kesin olarak bilinmemekte, ancak bunlarin de-
gisebilecegi smirlar bilinmektedir. Bu durumda p(z)
polinomu yerine geQcR' belirsizlik parametresi
igeren

p(z,0) =a,(Q) +a (a)z+a,(@)z” +---+a,(@)z" (2

polinomu ve

P={p(z,0):qeQcR'} (3)

ailesi ortaya ¢ikar. p(z,q) polinomunda katsay1 fonk-
siyonlarinin g ya bagimliligi ve Q kiimesinin 6zellik-

lerine gore, g¢esitli aileler ortaya ¢ikmaktadir
(Kharitonov, 1978), (Barmish, 1994), (Bhattacharyya
vd., 1995). Eger Q kiimesi bir kutu, yani

0={(qy,91>--+q,) ER"™ :q; <q, <q,i=01..,n} (4)

ve Q) =a,(q0.%,--9,)=¢;, (=01..,n) ise, P
ailesine aralik polinomlar ailesi; eger a,(q) fonksiyon-
lar1 q ya gore afin fonksiyonlar ise, P ailesine afin

polinomlar ailesi denir. Eger ailedeki her polinom
Schur (Hurwitz) kararli ise, bu aileye (giirbiiz) Schur
(Hurwitz) kararli aile denir.

Schur (Hurwitz) kararli polinomlar uzayinda, iki
Schur (Hurwitz) kararli polinomu birlestiren dogru
parcasinin kararliligini inceleme yontemlerinden biri
konveks yon yontemidir (Rantzer, 1992), (Barmish,
1994), (Bhattacharyya vd., 1995).

Tamim 1.1. Derecesi m<n olan g(z) polinomu
verilsin. Eger,
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a) f(z)+9g(2) polinomu Schur (Hurwitz) kararli,
b) Her A€[0,1] i¢in derece f(z)+Ag(z) =n

kosullarini saglayan her Schur (Hurwitz) kararli f(z)
polinomu ig¢in f(z)+ Ag(z) polinomu her Ae(0,1)
icin Schur (Hurwitz) kararli ise g(z) polinomuna
Schur (Hurwitz) konveks yon denir.

Asagidaki teorem, Hurwitz kararlilikla Schur ka-
rarlilik arasindaki baglantinin bir sonucudur.

Teorem 1.2. g(z) polinomunun Schur konveks
yon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

4(s)= s-1 gt (5)
s—1

polinomunun Hurwitz konveks yon olmasidir.

Tanim 1.3 ((Rantzer, 1992), (Barmish, 1994)).
g(iw) =0 olan her w>0 i¢in,

sin 2(arg(g(iw)))|
2w |

diarg@(iw»s 6)
W

esitsizligini saglayan §(s) polinomuna, arttim kosulu-
nu saglayan polinom denir.

Teorem 1.4 ((Rantzer, 1992)). §(s) polinomu-

nun Hurwitz konveks yon olmasi igin gerek ve yeter
kosul §(s) polinomunun (6) artim kosulunu saglama-

sidir.
g (iw) = x(w) +iy(w) (7

olmak tizere, (6) artim kosulu
y (W)x(W) — X (W) y(w) < %|x(w)y(w)|( her w>0icin) (8)

esitsizligine doniistiiriilebilir (Dzhafarov vd., 2002).
Burada, X (w) ve y (w) tiirevleri gdstermektedir.

2. Bolimde, Schur kararli polinomlar uzayinda
derecesi n<3 olan polinomlarin Schur konveks yon
olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir.

(3) aralik polinomlar ailesi verilsin. Kharitonov
Teoremine gore (Kharitonov, 1978), Q kutusunun ug
noktalarina karsilik gelen 6zel segilmis dort tane
polinomun Hurwitz kararli olmasi, (3) aralik
polinomlar ailesinin Hurwitz kararli olmas1 i¢in gerek
ve yeter kosuldur. Fakat Schur kararlilik i¢in bu dogru
degildir. Hatta aralik polinomlar ailesinin tiim ug¢ nok-
talar1 Schur kararli olsa bile aile Schur kararli olmaya-
bilir (Bose ve Zeheb, 1986). Ancak Q kutusu ozel se-

¢ildiginde u¢ noktalarin Schur kararliligindan ailenin
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Schur kararlilig1 elde edilir. 3. Béliimde bu sonucun
konveks yon yardimiyla yeni bir kanit1 verilmistir.

2. SCHUR KONVEKS YONLER

1) 9,(z) =z+a,(a=-1) olsun. Bu durumda,
~ l-a
S)=S+——
9.(¢) 1+a
olur. §,(s) polinomu i¢in (8) artim kosulu

1-a
—X
1+a

1-a
1+a

esitsizligine denktir. Bu esitsizlik tim a # -1 degerleri
icin saglanir.

Eger a=-1 olursa, 9,(z)=z-1, §,(s)=2 olur.
Her sabit polinom Hurwitz konveks y6n oldugundan,
her a igin g,(z) polinomu Schur konveks y6n olur.

2) 9,(z)=2" +bz +a olsun.

l+a-b
l+a+b

2(1-a)
l+a+b

§,(s)=s+
olur. §,(s) polinomu i¢in (8) artim kosulundan

2(1-2a) <0
l+a+b

l+a-b
— <

veya <
4 l+a+b

elde edilir. Bu esitsizliklerden asagidaki 6nerme veri-
lebilir.

Onerme 2.1. g,(z) polinomunun Schur konveks
yon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

a>la+b>-1
veya
a<la+b<-1
veya
a-b<-la+b>-1
veya
a-b>-la+b<-1

olmasidir.

0,(z) polinomunun Schur konveks yon olmasi
icin gerek ve yeter kosul (a,b) vektoriiniin Sekil 1 de-
ki taral1 bolgenin diginda olmasidir.

3) 3.dereceden bir polinomun Hurwitz konveks
yon olmasi i¢in bilinen kosullar1 kullanarak, bu polino-
mun Schur konveks yon olmasi i¢in gerek ve yeter ko-
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Sekil 1. 2. dereceden Schur konveks yonlere karsilik
gelen bolgenin tiimleyeni

sul verebiliriz.

Onerme 2.2 (Dzhafarov vd., 2002)). 3.dereceden
c(s)=s’+as® + fs+y polinomunun Hurwitz kon-
veks yon olmast i¢in gerek ve yeter kosul

af <y veyaher w>0icin aw' —2)w* + By<0  (9)
olmasdir.

Onerme 2.3. Onerme 2.2 de verilen (9) kosulu,
aff<yveyaa<0,3<0,7>0 (10)
kosuluna denktir.

Kanit.
aw* —2yW + Sy <0

esitsizliginde w? =t alimirsa,

sup(at® =2yt + Br) <0 (11)
t>0

olur.

af >y,sup at’>—2yt+ py <0 (12)

t>0
esitsizliklerinin gegerli olmasi igin
a<0,4<0,y>0
oldugunu gostermek yeterlidir.

a>0 olursa t—ow iken at?—2yt+ By —>w
olacagindan, (11) esitsizligi saglanmaz, buna gore
a <0 olmalidir. Eger « =0 olursa, (12) de y <0 elde
edilir, bu ise (12) deki ikinci esitsizlik ile ¢elisir. Dola-
yistyla a <0 olmalidir. Bu durumda (11) esitsizligi
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inf (tz —QH&)ZO (13)

t>0 o o

gibi yazilir. (13) {in gergeklesmesi i¢in parantez igin-
deki ii¢ terimlinin A diskriminantini inceleyelim:

Eger A<O0 ise,

1
A=; y(y—ap) <0

olur. (12) den y—af<0 oldugu i¢in y >0 bulunur.
af3>y danise S<0 elde edilir. Yani ¢ <0, <0,
y 20 saglanir.

Eger A>0 ise, y(y —af) >0, y—af <0 esitsiz-

liklerinden » <0 elde edilir. t* — 7t+’37

a
sinin kokleri t; ve t, olsun. Eger koklerden biri pozitif

ticterimli-

olursa, o zaman (13) saglanmaz. Dolaysiyla t <0,
t, <0 olmalidir. Diger taraftan,

2

2ot +t,<0

o
esitsizliginden y >0 elde edilir, bu ise y <0 ile geli-
sir. Sonug olarak, (12) nin saglanmasi durumunda
A >0 saglanamaz.

Tersine, (10) esitsizliginden (9) esitsizliginin dog-
rulugu agiktir.

3. dereceden g,(z) =2z*+cz® +bz+a polinomunu
g0z ontine alalim.

~ s 3-3a-b+c , 3+3a-b-c_ l-a+b-c
g,(s)=s"+ s+ S
l+a+b+c l+a+b+c l+a+b+c
olur. Burada
~3-3a-b+c , 3+3a-b-c 7_1—a+b—c
1+a+b+c’ 1+a+b+c’® 1l+a+b+c

almirsa, §,(s) polinomunun (10) esitsizliklerini sag-
lamasi i¢in

a’+b-ac-1>0veya

3-3a-b+c
l+a+b+c

3+3a-b-c <0

1—a+b—c>
“1+a+b+c

‘l+a+b+c
olmalidir. O halde, 3. dereceden bir polinomun Schur

konveks yon olmasi i¢in Onerme 2.3 ten asagidaki
onerme elde edilir.
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Onerme 2.4. g,(z) polinomunun Schur konveks
yon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

a’+b-ac-1>0
veya

l+a+b+c>0 l+a+b+c<0
3-3a-b+c<0 3-3a-b+c>0
3+3a-b-c<0;veyas3+3a-b-c>0
l-a+b-c>0 l-a+b-c<0

olmasidir.

2. dereceden Schur konveks yon olmayan
0,(z)=2° +bz+a polinomlarinda (a,b) giftlerinin

olusturdugu sinirli kiime Sekil 1 de gosterilmistir. 3.
dereceden Schur konveks yon olmayan

0,(2) =2 +cz® +bz +a polinomlarinda (a,b,c) iglii-
lerinin olusturdugu kiime ise smirl degildir. Gergek-
ten, n dogal say1 olmak lizere a=-n, b=0 ve
c=-2n alinirsa, a’+b-ac-1=-n’>-1<0,
3-3a-b+c=n+3>0, 1-a+b-c=3n+1>0 ol-
dugundan (a,b,c)=(-n,0,-2n) igliisiiniin belirledi-

gi 0,(2)=2°+cz’ +bz+a polinomu Onerme 2.4 e

gore Schur konveks yon degil ve bu {igliilerin olustur-
dugu kiime sinirh degildir.

Simdi Schur konveks yon ile ilgili bir 6rnek vere-
lim.

Ornek 2.5.
p(2)=a,2° +a,2° +a,z +a,,
p,(2) =b,z° +b,z2* + bz +b,
simetrik kisimlar1 ayn1 olan polinomlar ise yani,
a, +a, =h, +h, (14)
a +a,=b +b,

ise, p,(z)—p,(z) polinomu Schur konveks yon olur.
Gergekten,

(=2

- p,(2) - pu(2) :(23+ 27&‘2224-1)17 z+b°_a°
,az b

& j:za+czz+bz+a
3 3 — 8y bsfaa

o

1
b3733

olur. (14) kosulu dikkate alinirsa, a*+b—-ac—1=0
bulunur. O halde Onerme 2.4 e gore, p,(z)- p,(2)
polinomu Schur konveks yondiir.



Anadolu University Journal of Science and Technology, 8 (1)

3. ARALIK POLINOMLAR AILESININ
SCHUR KARARLILIGI

Schur kararli polinomlar uzayinda Schur konveks
yon kavraminin bir uygulamasini verelim.

Teorem 3.1. Q kiimesi ug noktalar1 {q'} olan (4)
bi¢iminde bir kutu olmak iizere (3) aralik polinomlar

ailesi verilsin, » g <0 veya » g >0 olsun. Ayn-
i=0 i=0

ca, ntek ve i="2 11 n icin g =g olsun. Bu
durumda P ailesinin Schur kararli olmasi igin gerek
ve yeter kosul p(z,q') ug polinomlarinin Schur kararl
olmasidur.

Kamt. P ailesi Schur kararli olsun. p(z,q') P

oldugu i¢in p(z,q') ug polinomlar1 da Schur kararl
olur.

Tersine, p(z,9') ug polinomlar1 Schur kararli ol-
sun. Bu durumda ailenin Schur kararli oldugunu goste-
relim.

n=2m-1, (me N") olsun. O zaman

k=01..,m icin

k=m+1lm+2,..,n icin

g9, €lg,.9,1
9. =4

olur.

P(z,0) =0y + Gz +---+G, 2" +0,2",0€Q

. s+1 oo C
polinomunun z :—1 doniisiimii altindaki goriintii-

suinden elde edilen
o no S+l
p(s,q)=(s—-1) p(— q)

s—1’

=(s-D)’ [qo +q1(s—+1j+~--+qn{s—+ljn 1+qn[s—+1)n}
s—1 s-1 s-1

=0,(s-D)"+q,(s+1(s-1" " +---+q,,(s+D)"(s-1) (15)

40, (s+D)"

polinomunu ele alalim. P aralik polinomlar ailesinin
Schur kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

P= p(.a):aeQ

polinomlar ailesinin Hurwitz kararli olmasidir. (15)

ifadesinden de goriildigii gibi s" nin katsayisi Z q;
i=0

oldugundan teoremin kosullarindan dolay: P ailesinin
derecesi invaryanttir, yani ailedeki tiim polinomlarin
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derecesi n dir. Baslangigta ug polinomlar Schur kararl
kabul edildiginden her bir p(s,q') polinomu Hurwitz
kararli olur.

Simdi P ailesinin Hurwitz kararli oldugunu gos-
terelim.

p(s,q) afin belirsizlik yapisina sahip oldugu i¢in
Kenar Teoremine gore (Barmish, 1994, Teorem 9.4.1),
p(s,q) ailesinin Hurwitz kararli olmasi i¢in tiim ke-

narlarin Hurwitz kararli olmasi yeterlidir. Bu ailenin
kenarlar1 ise

5,(5.0) =06+ (-0 + ¢ 5+ (-1, elag,1 (16)

(n=2m-1Lk=01..,m) polinom segmentleridir.
k=0,1..,m—1 i¢in bu segmentlerin Hurwitz kararlili-
g1 (Barmish, 1994, Teorem 13.2.3) den ¢ikmaktadir.
Buna gére k =m igin

Bu(5.0,) =0, (5 +1" (5" + X0 (s+1)' (-, el a0 (17)

segmentinin Hurwitz kararli oldugunu gostermek ye-
terlidir. Bunun i¢in ug¢ polinomlarin farkindan elde edi-

len g(s)=(s+D)"(s—)™™ polinomunun Hurwitz
konveks yon oldugunu gosterelim. Her w>0 igin (8)
esitsizligini sagladigini gostermek yeterli olacaktir.

p=arctanw,0<¢p < % olmak iizere,

(iw+1)" (iw —1)"™
[\llthz (cosg +isin (p)}m-
.[ﬂ N+ w? (cos(z — @) +isin(z — ¢)):|n7m

[\/1+ wzlnimm cos(mg) +isin(me) -
[cos (n-m)(z—p) +isin (n-m)(z-¢) |

g(iw)

1+ WZ]%[COS (n—m)z—(n-m)p+me

+isin (n-m)z—(n-m)p+mgp |

(1+w )g[cos Q-m)z—(n-2m)p Y
+isin (0—m)z —(n—-2m)p P

(1+w? )%[(—1)”‘m cos 0 - 2m)¢j
H(L+w? [ (D)™™ sin @ - 2m)p P

yazilabilir.
x(w) =(1+w [ ()" " cos (n—2m)p ]

ve
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y(w) =(1+ WZJ%[(—l)”‘m”sin (n-2m)p |

alinirsa, g(iw) = x(w) +iy(w) olur. x(w) ve y(w)
fonksiyonlarinin tiirevleri hesaplanirsa,

X (W) = (-1)""(1+ szgfl[nwcos (n-2m)p —(n-2m)sin (n—2m)e |

y (W) = (=)™ 1+ Wz)%fl[nwsin (n—2m)p +(n-2m)cos (n-2m)e |

bulunur.

y(Wxw) = (-D)XmH 4 WZ)"‘l[nwsin (n—2m)p
+(n—2m)cos (n—2m)p ]-cos (n—2m)gp

ve

X(Wyw) = (D™ 1+w’)" [ nwcos (n—2m)p
—(n=2m)sin (n-2m)p |-sin (n—2m)p

oldugundan,

Y (W)x(W) — X (W) y(w) =—L+w?*)"*(n—2m) [cos2 (n—2m)ep
+sin® (n—-2m)p ]
=—(1+w)"(n—2m) (18)

elde edilir.

%\x(w)y(w)\:%‘(lwhwz)"(—l)z(“*m’”cos (n-2m)p sin (n-2m)p |

C@+wd)"

2w
C@+wd)"

2w
C@+w)"

2w
C@+wd)"

2w

o

=—(1+\:’Vv) -z:)n—SZcosZ(l’
_(@+w)"  tang

w  l+tan’e
_@+w) w

1+w

Y
=(1+w)" (19)

[sin2 (n-2m)gp

,(n—2m=-1)
|sin(=2¢)|
-sin(2¢)

-2sin@cos

bulunur. (18) ve (19) esitlikleri yardimu ile (8) esitsiz-
ligi yeniden yazilirsa,

Y(W)X(W)— X(W)y(w) < %|x(w)y(w)|
_(1+wW ) (n=2m) < (1+w?)"? (20)
2m—-n < 1
1 < 1
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elde edildiginden (8) saglanmig olur. Buradan g(s)
polinomu Hurwitz konveks yondiir.

(17) kenar polinomununun wug¢ polinomlari
Hurwitz kararli ve g(s) Hurwitz konveks y6n oldu-

gundan, (17) kenar polinomu Hurwitz kararli olur. Ke-
nar Teoremine gore, katsayilar afin belirsizlik yapisi-
na sahip P polinomlar ailesinin tiim kenarlari Hurwitz
kararli ise aile Hurwitz kararlidir. Tim kenarlar
Hurwitz kararhi oldugu i¢in P ailesi Hurwitz kararli
olur. O halde P aralik polinomlar ailesi Schur kararli-
dir.

4. SONUC

Derecesi n<3 olan polinomlarin Schur konveks
yon olmasi igin gerek ve yeter kosullar verilmistir. 2.
dereceden Schur konveks yon olmayan polinomlarin
katsayilarmin olusturdugu bélge sinirhi olmasina rag-
men, 3. dereceden Schur konveks ydn olmayan
polinomlarda katsayilarinin olusturdugu bdlgenin si-
nirsiz oldugu goriilmiistiir. Aralik polinomlar ailesinin
Schur kararlilig: ile ilgili (Perez vd., 1992) deki teore-
min Rantzer’in artim kosulu kullanilarak yeni bir kani-
t1 yapilmisgtir.
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