
 

ANADOLU ÜNİVERSİTESİ BİLİM VE TEKNOLOJİ DERGİSİ  
ANADOLU UNIVERSITY JOURNAL OF SCIENCE AND TECHNOLOGY 

Cilt/Vol.:8-Sayı/No: 1 : 85-91 (2007) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ARAŞTIRMA MAKALESİ /RESEARCH ARTICLE 
 
 
 
 
 
 

POLİNOMLAR UZAYINDA SCHUR KONVEKS YÖNLER 
 

Handan AKYAR
1
 

 
ÖZ 

 
Bu çalışmada, düşük dereceli polinomların Schur konveks yön olması için gerek ve yeter koşullar elde edilmiş-

tir. Aralık polinomlar ailesinin Schur kararlılığı ile ilgili bilinen bir teoremin Schur konveks yön kavramıyla yeni 
bir kanıtı verilmiştir. 
 
 

Anahtar Kelimeler : Konveks yön, Schur kararlılık, Aralık polinomlar  
 

 
SCHUR CONVEX DIRECTIONS IN THE SPACE OF POLYNOMIALS  

 
ABSTRACT 

 
In this paper, necessary and sufficient conditions which assure the Schur convex direction for lower order po-

lynomials are obtained. In view of the Schur convex direction notion a new proof for a known theorem concerning 
the Schur stability of family of interval polynomials is presented.  

 
 
Keywords: Convex direction, Schur stability, Interval polynomials  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                                                 
1, Anadolu Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik Bölümü, 26470 Eskişehir. 
   Tel: +90 222 3350580/5637; Fax: +90 222 3204910; E-posta: hakyar@anadolu.edu.tr 
 
Geliş: 18 Nisan 2006; Kabul: 04 Ağustos 2006 



Anadolu Üniversitesi Bilim ve Teknoloji Dergisi, 8(1) 
 

86 

1. GİRİŞ 
 
Gerçel katsayılı n . dereceden  
 

2

0 1 2( ) ( 0)n

n np z a a z a z a z a                 (1) 

 
polinomu verilsin. Eğer ( )p z  polinomunun tüm kökle-

ri kompleks düzlemin sol açık yarı düzleminde ise 
( )p z  polinomuna Hurwitz kararlı polinom, açık birim 

diskin içinde ise Schur kararlı polinom denir. Bilindiği 

gibi kompleks düzlemde 
1

1

s
z

s
 dönüşümü açık bi-

rim diskten sol açık yarı düzleme bire-bir, sürekli dö-
nüşümdür. Buna göre, ( )p z  polinomunun Schur karar-

lı olması için gerek ve yeter koşul  
 

1
( ) ( 1) ( )

1

n s
p s s p

s
  

 
polinomunun Hurwitz kararlı olmasıdır (Bose, 1985).  
 

Bir çok pratik problemde ( )p z  polinomunun kat-

sayıları kesin olarak bilinmemekte, ancak bunların de-
ğişebileceği sınırlar bilinmektedir. Bu durumda ( )p z  

polinomu yerine lQ Rq  belirsizlik parametresi 

içeren  
 

2

0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n

np z a a z a z a zq q q q q       (2) 

 
polinomu ve  

 

{ ( ) }lP p z Q Rq q                                           (3) 

 
ailesi ortaya çıkar. ( )p z q  polinomunda katsayı fonk-

siyonlarının q  ya bağımlılığı ve Q  kümesinin özellik-

lerine göre, çeşitli aileler ortaya çıkmaktadır 
(Kharitonov, 1978), (Barmish, 1994), (Bhattacharyya 
vd., 1995). Eğer Q  kümesi bir kutu, yani  

 
1

0 1{( ) 0 1 }n

n i i iQ q q …q R q q q i …n    (4) 

 

ve 0 1( ) ( )i i n ia a q q … q qq , ( 0 1 )i … n  ise, P  

ailesine aralık polinomlar ailesi; eğer ( )ia q  fonksiyon-

ları q  ya göre afin fonksiyonlar ise, P  ailesine afin 

polinomlar ailesi denir. Eğer ailedeki her polinom 
Schur (Hurwitz) kararlı ise, bu aileye (gürbüz) Schur 
(Hurwitz) kararlı aile denir.  
 

Schur (Hurwitz) kararlı polinomlar uzayında, iki 
Schur (Hurwitz) kararlı polinomu birleştiren doğru 
parçasının kararlılığını inceleme yöntemlerinden biri 
konveks yön yöntemidir (Rantzer, 1992), (Barmish, 
1994), (Bhattacharyya vd., 1995). 

 
Tanım 1.1. Derecesi m n  olan ( )g z  polinomu 

verilsin. Eğer, 
 

a) ( ) ( )f z g z  polinomu Schur (Hurwitz) kararlı, 

 

b) Her [0 1] için derece ( ) ( )f z g z n  

 
koşullarını sağlayan her Schur (Hurwitz) kararlı ( )f z  

polinomu için ( ) ( )f z g z  polinomu her (0 1)  

için Schur (Hurwitz) kararlı ise ( )g z  polinomuna 

Schur (Hurwitz) konveks yön denir.  
 

Aşağıdaki teorem, Hurwitz kararlılıkla Schur ka-
rarlılık arasındaki bağlantının bir sonucudur. 

 
Teorem 1.2. ( )g z  polinomunun Schur konveks 

yön olması için gerek ve yeter koşul  
 

1
( ) ( )1

1

m s
g s gs

s
                                                (5) 

 
polinomunun Hurwitz konveks yön olmasıdır. 

 
Tanım 1.3 ((Rantzer, 1992), (Barmish, 1994)). 

( ) 0g iw  olan her 0w  için,  

 

sin2(arg( ( )))
arg( ( ))

2

d g iw
g iw

dw w


                            (6) 

 
eşitsizliğini sağlayan ( )g s  polinomuna, artım koşulu-

nu sağlayan polinom denir. 
 
Teorem 1.4 ((Rantzer, 1992)). ( )g s  polinomu-

nun Hurwitz konveks yön olması için gerek ve yeter 
koşul ( )g s  polinomunun (6) artım koşulunu sağlama-

sıdır. 
 

( ) ( ) ( )g iw x w iy w                                                   (7) 

 
olmak üzere, (6) artım koşulu 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( her 0 için )y w x w x w y w x w y w w
w

  (8) 

 
eşitsizliğine dönüştürülebilir (Dzhafarov vd., 2002). 

Burada, ( )x w  ve ( )y w  türevleri göstermektedir.  

 
2. Bölümde, Schur kararlı polinomlar uzayında 

derecesi 3n  olan polinomların Schur konveks yön 
olması için gerek ve yeter koşullar verilmiştir. 

 
(3) aralık polinomlar ailesi verilsin. Kharitonov 

Teoremine göre (Kharitonov, 1978), Q  kutusunun uç 

noktalarına karşılık gelen özel seçilmiş dört tane 
polinomun Hurwitz kararlı olması, (3) aralık 
polinomlar ailesinin Hurwitz kararlı olması için gerek 
ve yeter koşuldur. Fakat Schur kararlılık için bu doğru 
değildir. Hatta aralık polinomlar ailesinin tüm uç nok-
taları Schur kararlı olsa bile aile Schur kararlı olmaya-
bilir (Bose ve Zeheb, 1986). Ancak Q  kutusu özel se-

çildiğinde uç noktaların Schur kararlılığından ailenin 
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Schur kararlılığı elde edilir. 3. Bölümde bu sonucun 
konveks yön yardımıyla yeni bir kanıtı verilmiştir. 

 
2. SCHUR KONVEKS YÖNLER 
 

1) 1( ) ( 1)g z z a a  olsun. Bu durumda, 

 

1

1
( )

1

a
s sg

a
  

 

olur. 
1
( )sg  polinomu için (8) artım koşulu  

 

1 1

1 1

a a

a a
 

 
eşitsizliğine denktir. Bu eşitsizlik tüm 1a  değerleri 
için sağlanır. 
 

Eğer 1a  olursa, 1( ) 1g z z , 
1
( ) 2sg  olur. 

Her sabit polinom Hurwitz konveks yön olduğundan, 

her a  için 1( )g z  polinomu Schur konveks yön olur. 

 

2) 2

2( )g z z bz a  olsun. 

 

2

2

2(1 ) 1
( )

1 1

a a b
s s sg

a b a b
  

 

olur. 
2
( )sg  polinomu için (8) artım koşulundan 

 

2(1 ) 1
0 veya 0

1 1

a a b

a b a b
 

 
elde edilir. Bu eşitsizliklerden aşağıdaki önerme veri-
lebilir. 

 

Önerme 2.1. 2 ( )g z  polinomunun Schur konveks 

yön olması için gerek ve yeter koşul  
 

1 1

veya

1 1

veya

1 1

veya

1 1

a a b

a a b

a b a b

a b a b

 

 
olmasıdır. 

 

2 ( )g z  polinomunun Schur konveks yön olması 

için gerek ve yeter koşul ( )a b  vektörünün Şekil 1 de-

ki taralı bölgenin dışında olmasıdır. 
 
3) 3.dereceden bir polinomun Hurwitz konveks 

yön olması için bilinen koşulları kullanarak, bu polino-
mun Schur konveks yön olması için gerek ve yeter ko- 

 
Şekil 1. 2. dereceden Schur konveks yönlere karşılık 

gelen bölgenin tümleyeni 
 

şul verebiliriz. 
 
Önerme 2.2 (Dzhafarov vd., 2002)). 3.dereceden 

3 2( )c s s s s  polinomunun Hurwitz kon-

veks yön olması için gerek ve yeter koşul 
 

4 2veya her 0 için 2 0w w w       (9) 

 
olmasıdır. 

 
Önerme 2.3. Önerme 2.2 de verilen (9) koşulu, 
 

veya 0 0 0                                (10) 

 
koşuluna denktir. 

 
Kanıt. 
 

4 22 0w w  

 

eşitsizliğinde 2w t  alınırsa,  
 

2

0

sup( 2 ) 0
t

t t                                            (11) 

 
olur. 

 
2

0

sup 2 0
t

t t                               (12) 

 
eşitsizliklerinin geçerli olması için  

 
0 0 0  

 
olduğunu göstermek yeterlidir. 
 

0  olursa t  iken 2 2t t  

olacağından, (11) eşitsizliği sağlanmaz, buna göre 
0  olmalıdır. Eğer 0  olursa, (12) de 0  elde 

edilir, bu ise (12) deki ikinci eşitsizlik ile çelişir. Dola-
yısıyla 0  olmalıdır. Bu durumda (11) eşitsizliği 
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2

0

2
inf 0
t

t t                                            (13) 

 
gibi yazılır. (13) ün gerçekleşmesi için parantez için-
deki üç terimlinin  diskriminantını inceleyelim: 

 
Eğer 0  ise, 
 

2

1
( ) 0  

 
olur. (12) den 0  olduğu için 0  bulunur. 

 dan ise 0  elde edilir. Yani 0 , 0 , 

0  sağlanır. 

 
Eğer 0  ise, ( ) 0 , 0  eşitsiz-

liklerinden 0  elde edilir. 2 2
t t  üçterimli-

sinin kökleri 1t  ve 2t  olsun. Eğer köklerden biri pozitif 

olursa, o zaman (13) sağlanmaz. Dolayısıyla 1 0t , 

2 0t  olmalıdır. Diğer taraftan, 

 

1 2

2
0t t  

 
eşitsizliğinden 0  elde edilir, bu ise 0  ile çeli-

şir. Sonuç olarak, (12) nin sağlanması durumunda 
0  sağlanamaz. 
 
Tersine, (10) eşitsizliğinden (9) eşitsizliğinin doğ-

ruluğu açıktır. 
 

3. dereceden 3 2

3( )g z z cz bz a  polinomunu 

göz önüne alalım. 
 

3 2

3

3 3 3 3 1
( )

1 1 1

a b c a b c a b c
s s s sg

a b c a b c a b c
  

 
olur. Burada  
 

3 3 3 3 1

1 1 1

a b c a b c a b c

a b c a b c a b c
 

 

alınırsa, 
3
( )sg  polinomunun (10) eşitsizliklerini sağ-

laması için  
 

2 1 0 veyaa b ac  

 

3 3 3 3 1
0 0 0

1 1 1

a b c a b c a b c

a b c a b c a b c
 

 
olmalıdır. O halde, 3. dereceden bir polinomun Schur 
konveks yön olması için Önerme 2.3 ten aşağıdaki 
önerme elde edilir. 

 

Önerme 2.4. 3( )g z  polinomunun Schur konveks 

yön olması için gerek ve yeter koşul  
 

2 1 0a b ac  

 
veya 

 

1 0 1 0

3 3 0 3 3 0

3 3 0 veya 3 3 0

1 0 1 0

a b c a b c

a b c a b c

a b c a b c

a b c a b c
 

 
olmasıdır.  

 
2. dereceden Schur konveks yön olmayan 

2

2( )g z z bz a  polinomlarında ( )a b  çiftlerinin 

oluşturduğu sınırlı küme Şekil 1 de gösterilmiştir. 3. 
dereceden Schur konveks yön olmayan 

3 2

3( )g z z cz bz a  polinomlarında ( )a b c  üçlü-

lerinin oluşturduğu küme ise sınırlı değildir. Gerçek-
ten, n  doğal sayı olmak üzere a n , 0b  ve 

2c n  alınırsa, 2 21 1 0a b ac n , 
3 3 3 0a b c n , 1 3 1 0a b c n  ol-
duğundan 0 2( a,b,c ) ( n, , n )  üçlüsünün belirledi-

ği 3 2

3( )g z z cz bz a  polinomu Önerme 2.4 e 

göre Schur konveks yön değil ve bu üçlülerin oluştur-
duğu küme sınırlı değildir.  

 
Şimdi Schur konveks yön ile ilgili bir örnek vere-

lim. 
 

Örnek 2.5.  
 

3 2

1 3 2 1 0

3 2

2 3 2 1 0

( )

( )

p z a z a z a z a

p z b z b z b z b
 

 
simetrik kısımları aynı olan polinomlar ise yani,  

 

0 3 0 3a a b b                                                         (14) 

1 2 1 2a a b b  

 

ise, 2 1( ) ( )p z p z  polinomu Schur konveks yön olur. 

Gerçekten,  
 

3 2 3 20 02 2 1 1
2 1

3 3 3 3 3 3 3 3

1
( ) ( )

b ab a b a
p z p z z z z z cz bz a

b a b a b a b a

 

 

olur. (14) koşulu dikkate alınırsa, 2 1 0a b ac  

bulunur. O halde Önerme 2.4 e göre, 2 1( ) ( )p z p z  

polinomu Schur konveks yöndür. 
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3. ARALIK POLİNOMLAR AİLESİNİN  
    SCHUR KARARLILIĞI 

 
Schur kararlı polinomlar uzayında Schur konveks 

yön kavramının bir uygulamasını verelim. 
 

Teorem 3.1. Q  kümesi uç noktaları { }iq  olan (4) 

biçiminde bir kutu olmak üzere (3) aralık polinomlar 

ailesi verilsin, 
0

0
n

i

i

q  veya 
0

0
n

i

i

q  olsun. Ayrı-

ca, n  tek ve 
( 1)

2
1

n
i … n  için 

i iq q  olsun. Bu 

durumda P  ailesinin Schur kararlı olması için gerek 

ve yeter koşul ( )p z i
q  uç polinomlarının Schur kararlı 

olmasıdır. 
 

Kanıt. P  ailesi Schur kararlı olsun. ( )p z Pi
q  

olduğu için ( )p z i
q  uç polinomları da Schur kararlı 

olur.  
 

Tersine, ( )p z i
q  uç polinomları Schur kararlı ol-

sun. Bu durumda ailenin Schur kararlı olduğunu göste-
relim.  

 

2 1n m , ( )m N  olsun. O zaman 

 

0 1 için [ ]

1 2 için

k k k

k k

k … m q q q

k m m … n q q
 

 

olur. 

 
1

0 1 1( ) n n

n np z q q z q z q z Qq q  

 

polinomunun 
1

1

s
z

s
 dönüşümü altındaki görüntü-

sünden elde edilen 
 

1
( ) ( 1)

1

n s
p s s p

s
 q q  

1

0 1 1

1 1 1
( 1)

1 1 1

n n

n

n n

s s s
s q q q q

s s s
  

1 1

0 1 1
( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1)

n n n

n
q s q s s q s s     (15) 

   ( 1)
n

n
q s  

 
polinomunu ele alalım. P  aralık polinomlar ailesinin 
Schur kararlı olması için gerek ve yeter koşul 

 

P p , Q ( q):q  

 
polinomlar ailesinin Hurwitz kararlı olmasıdır. (15) 

ifadesinden de görüldüğü gibi ns  nin katsayısı 
0

n

i

i

q  

olduğundan teoremin koşullarından dolayı P  ailesinin 
derecesi invaryanttır, yani ailedeki tüm polinomların 

derecesi n  dir. Başlangıçta uç polinomlar Schur kararlı 

kabul edildiğinden her bir ( )i
qp s  polinomu Hurwitz 

kararlı olur.  
 

Şimdi P  ailesinin Hurwitz kararlı olduğunu gös-
terelim. 

 
( )qp s  afin belirsizlik yapısına sahip olduğu için 

Kenar Teoremine göre (Barmish, 1994, Teorem 9.4.1), 
( )qp s  ailesinin Hurwitz kararlı olması için tüm ke-

narların Hurwitz kararlı olması yeterlidir. Bu ailenin 
kenarları ise  

 

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) [ ]
k n k i n i

k k i k k kk

i k

s q q s s q s s q q qp   (16) 

 
( 2 1 0 1n m k …m ) polinom segmentleridir. 

0 1 1k …m  için bu segmentlerin Hurwitz kararlılı-

ğı (Barmish, 1994, Teorem 13.2.3) den çıkmaktadır. 
Buna göre k m  için  

 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) [ ]( ) m n m i n i

m i m m m

i m

mm
q s s q s s q q qs qp   (17) 

 
segmentinin Hurwitz kararlı olduğunu göstermek ye-
terlidir. Bunun için uç polinomların farkından elde edi-

len ( ) ( 1) ( 1)m n mg s s s  polinomunun Hurwitz 

konveks yön olduğunu gösterelim. Her 0w  için (8) 
eşitsizliğini sağladığını göstermek yeterli olacaktır.  
 

arctan 0
2

w  olmak üzere, 

 

2

2

2

2

2

( ) ( 1) ( 1)

1 (cos sin )

1 (cos( ) sin( )

1 cos( ) sin( )

cos ( )( ) sin ( )( )

1 cos ( ) ( )

sin ( ) ( )

n

m n m

m

n m

n m m

g iw iw iw

w i

w i

w m i m

n m i n m

w n m n m m

i n m n m m

2

2

2

2

2

2 1

1 cos ( ) ( 2 )

sin ( ) ( 2 )

1 ( 1) cos ( 2 )

1 ( 1) sin ( 2 )

n

n

n

n m

n m

w n m n m

i n m n m

w n m

i w n m

 

 
yazılabilir. 
 

22( ) 1 ( 1) cos ( 2 )
n

n mx w w n m  

 
ve  
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22 1( ) 1 ( 1) sin ( 2 )
n

n my w w n m  

 
alınırsa, ( ) ( ) ( )g iw x w iy w  olur. ( )x w  ve ( )y w  

fonksiyonlarının türevleri hesaplanırsa, 
 

2
1

2( ) ( 1) 1 cos ( 2 ) ( 2 )sin ( 2 )
n

n mx w w nw n m n m n m

2
1

1 2( ) ( 1) 1 sin ( 2 ) ( 2 )cos ( 2 )
n

n my w w nw n m n m n m

 
bulunur. 

 
2( ) 1 2 1( ) ( ) ( 1) (1 ) sin ( 2 )

( 2 )cos ( 2 ) cos ( 2 )

n m ny w x w w nw n m

n m n m n m
 

 
ve  

 
2( ) 1 2 1( ) ( ) ( 1) (1 ) cos ( 2 )

( 2 )sin ( 2 ) sin ( 2 )

n m nx w y w w nw n m

n m n m n m
 

 
olduğundan, 
 

2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( 2 ) cos ( 2 )ny w x w x w y w w n m n m  

                               2sin ( 2 )n m  

                      2 1(1 ) ( 2 )nw n m                (18) 

 
elde edilir. 

 
2 2( ) 11 1

( ) ( ) (1 ) ( 1) cos ( 2 ) sin ( 2 )n n mx w y w w n m n m
w w

 

               
2(1 )

sin 2 ( 2 ) ( 2 1)
2

nw
n m n m

w
 

        
2(1 )

sin( 2 )
2

nw

w
 

        
2(1 )

sin(2 )
2

nw

w
 

        
2(1 )

2sin cos
2

nw

w
 

        
2

2(1 ) sin
cos

cos

nw

w
 

        
2

2

(1 ) tan

1 tan

nw

w
 

        
2

2

(1 )

1

nw w

w w
 

        2 1(1 )nw                                              (19) 

 
bulunur. (18) ve (19) eşitlikleri yardımı ile (8) eşitsiz-
liği yeniden yazılırsa, 

 

2 1 2 1

1

1 2 1

2 1

1 1

n n

y ( w )x( w ) x ( w )y( w ) x( w )y( w )
w

( w ) ( n m ) ( w )

m n

           (20) 

elde edildiğinden (8) sağlanmış olur. Buradan ( )g s  

polinomu Hurwitz konveks yöndür. 
 
(17) kenar polinomununun uç polinomları 

Hurwitz kararlı ve ( )g s  Hurwitz konveks yön oldu-

ğundan, (17) kenar polinomu Hurwitz kararlı olur. Ke-
nar Teoremine göre, katsayıları afin belirsizlik yapısı-

na sahip P  polinomlar ailesinin tüm kenarları Hurwitz 
kararlı ise aile Hurwitz kararlıdır. Tüm kenarlar 

Hurwitz kararlı olduğu için P  ailesi Hurwitz kararlı 
olur. O halde P  aralık polinomlar ailesi Schur kararlı-
dır. 

 
4. SONUÇ 
 

Derecesi 3n  olan polinomların Schur konveks 
yön olması için gerek ve yeter koşullar verilmiştir. 2  
dereceden Schur konveks yön olmayan polinomların 
katsayılarının oluşturduğu bölge sınırlı olmasına rağ-
men, 3  dereceden Schur konveks yön olmayan 
polinomlarda katsayılarının oluşturduğu bölgenin sı-
nırsız olduğu görülmüştür. Aralık polinomlar ailesinin 
Schur kararlılığı ile ilgili (Perez vd., 1992) deki teore-
min Rantzer’in artım koşulu kullanılarak yeni bir kanı-
tı yapılmıştır. 
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