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Regresyon analizinde bagimsiz degiskenler arasinda iliski (¢coklu baglanti) olmas1 durumunda, En Kii¢iik Kare-
ler tahmin yonteminin kullanilmasi modelde yer alan degiskenler bakimindan yanlis model kullanimina ve dolayi-
styla yanlis bulgulara neden olabilmektedir. Birbiriyle bagimlilik gdsteren bu tiir bagimsiz degiskenlerle analiz
yapmak i¢in cesitli yontemler gelistirilmistir. Bu yontemlerden biri de yanl tahmin yontemleridir. Bu ¢aligmada,
Ridge tahmin edicisine dayali yanli tahmin edicinin en az, En Kiigiik Kareler tahmin edicisi kadar etkin olabilmesi
icin gereklilik ve yeterlilik kosullart arastirildu.

Anahtar Kelimeler : Ortalama hata kare, Ridge regresyon, Liu-tipi tahmin edici, Dogrusal kabul edilebilir tahmin
ediciler, Shrinkage tahmin edicileri

AN EFFICIENCY COMPARISON OF THE LEAST SQUARES ESTIMATOR AND THE
SHRINKAGE ESTIMATOR

ABSTRACT

In regression analysis, if there are some kind of relation (multicollinearity) between independent variables, the
Least Squares estimation method may lead to the use of wrong models and hence to wrong findings out of the
model. Various methods have been devised in order to carry out regression analysis with such independent va-
riables which exhibit dependence on each other. One of such methods is the biased estimation methods. In this
study, it has been studied on the necessary and sufficient conditions of biased estimators based on Ridge estimator
to be at least efficient as much as the Least Squares estimator.
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1. GIRIS

Coklu dogrusal regresyon, degiskenler arasinda
var olan iligkilerin ortaya ¢ikarilmasii saglayan, pek
cok alanda yaygin olarak kullanilan istatistik yontem-
lerden biridir. Veri analizi yapan arastirmacilar, coklu
dogrusal regresyon yontemini model kurmak i¢in kul-
lanirlar. Regresyon katsayilarimi tahmin etmek igin
yaygin olarak kullanilan yontem En Kiiciik Kareler
(EKK) yontemidir. Ancak, EKK yonteminin dogru
sonuglar vermesi i¢in ¢esitli varsayimlarin saglanmasi
gerekmektedir. Bunlardan biri bagimsiz degiskenler
arasinda iliski olmamasidir. Ama gergekte bu durum
her zaman saglanmayabilir. Boyle durumlarda, EKK
tahmin yonteminin kullanilmasi yanlis model bulgula-
rina ve kullanimina neden olur. Bu tiir birbiriyle iliskili
bagimsiz degiskenlerle analiz yapmak i¢in gesitli yon-
temler gelistirilmistir. Bu yontemlerden bir tanesi de
yanli tahmin yontemleridir. Yanli tahmin yontemleri-
nin baglicalari;; Temel Bilesenler regresyonu, Ridge
regresyonu ve bunlarin tiirevleridir. Yanh yontemlere
iligkin bu tahmin ediciler, EKK tahmin edicilerine goére
yanli, ancak ¢ok daha kiiciik varyansli tahminler verir-
ler. Yanli tahmin yontemlerinde genel amag, EKK
tahmin yonteminde biiyiik olan varyans alanimi kiiciik
bir yan karsiliginda daraltmaktir. Boylece EKK yon-
temine gore daha dogru sonuglar elde edilir.

Yanli tahmin ediciler sinifinin i¢inde yer alan bazi
tahmin ediciler, Shrinkage tahmin edicileri olarak ad-
landirilir. Temel Bilesenler regresyonu, Ridge regres-
yonu ve bunlarin tiirevleri bu smifin birer tiyesidirler.
Farebrother (1978) yaptig1 calismasinda, Shrinkage
tahmin edicileri i¢in genel bir yapi olusturmustur.
Ridge, Temel Bilesenler ve Kosullu-minimum hata
kare ortalamali yanli tahmin edicilerinin birer
Shrinkage tahmin edicisi olduklarin1 gdstermistir.
Liski (1982) calismasinda, EKK tahmin edicisi ile
Shrinkage tahmin edicisi arasinda se¢im yapmak icin
giicli Ortalama Hata Kare (OHK) odlgiitlinii vermistir.
Yine Liski (1983) caligmasinda EKK tahmin edicisi ile
Shrinkage tahmin edicisi arasinda se¢im yapmak igin
daha zayif OHK test iglemini kullanmigtir. Kejian
(1993) calismasinda Ridge tahmin edicisine alternatif
olarak Liu-Kejian tahmin edicisini Onermistir. Daha
sonra bu tahmin edici Akdeniz ve Kaciranlar (1995)
tarafindan “Liu tahmin edicisi” olarak adlandirilmastir.
Ekni (1997) c¢alismasinda Liu tahmin edicisini de
Shrinkage tahmin ediciler yapisi i¢inde ifade etmistir.
Sakallioglu, Kagiranlar ve Akdeniz (1997) tarafindan
Liu tahmin edicisinin iterasyon tahmin edicileri ile
kargilagtirilmasi incelenmistir. Sakallioglu ve Kagiran-
lar (2005) tarafindan Ridge tahmin edicisine dayali
yanli bir tahmin edici Onerilmistir. Ebegil (2006) ca-
ligmasinda Liu-Tipi ve Ridge tahmin edicisine dayali
yanli tahmin edicileri de Shrinkage tahmin ediciler ya-
pist i¢inde ifade ederek bu tahmin edicilerin birer
Shrinkage tahmin edicisi oldugunu gostermistir.

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde Shrinkage tah-
min edicilerinin temel yapis1 verilmistir. Bu bilgilerin
15181 altinda, ti¢ilincli boliimde EKK tahmin edicisi ile
Ridge tahmin edicisine dayali yanl tahmin edicinin en
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az EKK tahmin edicisi kadar etkin olabilecegi gerekli-
lik ve yeterlilik kosullar1 varyanstaki biiyliime g6z 6nii-
ne alinarak OHK matrisleri yardimiyla olusturulmus-
tur.

2. SHRINKAGE TAHMIN EDIiCILER
SINIFININ GENEL YAPISI

Bu boliimde dogrusal regresyon modelinden yola
¢ikarak Shrinkage tahmin edicilerinin genel yapis1 ve-
rilmistir.

n gozlemli k bagimsiz degiskenli bir coklu dogru-
sal regresyon modeli,

el 0, o,
Y=XB+¢, @
rank X ., =dq<n

bi¢iminde tanimlanir (Farebrother, 1978). Y, (nx1)
boyutlu bagimli degisken vektori; g=k+1 olmak

iizere, X, (nxq) boyutlu stokastik olmayan girdi
matrisi; 2, (Qx1) boyutlu bilinmeyen katsayilar vek-
torii; ¢, E(¢)=0 ve E(eg’)=0’l, kosullarini sagla-
yan hata vektoriidiir.

Ikinci dereceden moment matrisleri asagidaki gibi
tanimlanir:

M, =E B-f B-F; L2 @)

Burada S parametre vektortiniin iki tahmin edici-

si & ve B, olsun. Tahmin edicilerin ortalama hata

karelerinin genel olgiitli, C, negatif olmayan tanimli
simetrik bir matris olmak iizere,

=12 @)

Teorem 1: Asagida verilen kosullar esdegerdir.
i. M, =M, negatif olmayan taniml1 bir matristir.

ii. Tim negatif olmayan tanimli C matrisleri i¢in
m, —m, >0 *dir (Theobald, 1974).

iki tahmin edici £, ve B, olsun. Tim £ ’lar igin
M (,32) -M (Bl) negatif olmayan tanimli bir matris ise
es (2)’den ,31, ﬁz ’ya goére daha tistiin bir tahmin edi-
cidir. Sayet S tahmin edicisinden, daha iyi olabilecek

bir diger tahmin edici yok ise, 3 kabul edilebilir bir
tahmin edicidir.
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C, gqxq boyutlu negatif olmayan tanimli simet-
rik bir matris olsun. Teorem 1’den

OHK (f3,;C) —OHK (/3;C) >0 (4)

olmasi ile, M (Bz) —M( Bl) in negatif olmayan
taniml1 bir matris olmasi esdegerdir.

(X X)matrisi; qxq boyutlu, negatif olmayan
tanimli, simetrik bir matris oldugundan dolay1 6yle bir
ortonormal P matrisi vardir ki (X X) matrisini
P X' XP=A biciminde kdsegenlestirir. A , elemanlar:
(X X)) matrisinin pozitif 6z degerleri 4,>1,>...> A
olan gxg Dboyutlu kiosegen bir matristir (Liski,
1982; Liski, 1983).

Z=XP ve g=Pf olmak iizere, es (1)’ deki
modelin kanonik formu,

Y=XPPfB+e=Za+s %)
seklindedir. Boylece,

OHK (3;C) = OHK (&; P'CP)

oldugu goriiliir.

Bir regresyon parametresinin dogrusal kabul edi-

lebilir tahmin ediciler sinifi kapsami ig¢indeki b e[l ®
olmak tizere kabul edilebilir dogrusal bir tahmin edici,

B=Af-b)+b (6)

bi¢imindedir (Rao, 1976). Burada ﬁ ; B ’nin EKK
tahmin edicisi, A; (gxq) boyutlu bir matris ve b;
(qx1) boyutlu sabit bir vektordiir. Bu sekilde gosteri-

len tahmin ediciler, dogrusal kabul edilebilir tahmin
ediciler (linear admissible estimators) sinifindandir.
Bir tahmin edicinin kabul edilebilir (admissible) bir
tahmin edici olmasi igin diger kosullar asagidaki gibi
siralanabilir.

(X' X)Aveya A(X X )™ (7

simetrik ve A matrisinin 6z degerleri [0,1] araliginda
olmalidir.

Es (6) ve es (7)’deki kosullara ek olarak, kabul
edilebilirlik i¢in A matrisinin simetrik oldugu kabul

edilir. A ve (X X) matrisleri ayn1 ortonormal P mat-
risi tarafindan kosegenlestirilebilir. P AP =A, ele-
manlart A matrisinin [0,1] araligina diisen 6z degerle-
M 6,,8,,......0,0lan gxq boyutlu kdsegen bir mat-
ristir (Liski, 1982; Liski, 1983).
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Es (5)’deki model altinda es (6),
@=PA(B-b)+Pb
=P AP(@—a)+a ®)

=Alad—-a)+a

olur. Burada ¢ =P 33, a=Pb dir. Bu tiir dogrusal

kabul edilebilir tahmin edicileri, Shrinkage tahmin edi-
ciler olarak isimlendirilir (Liski, 1982; Liski, 1983).

2.1 Shrinkage Ve En Kiiciik Kareler Tahmin
Edicilerinin Ortalama Hata Kare Matrisle-
ri

EKK tahmin edicileri ﬁ ve Shrinkage tahmin
edicileri 4 ’min OHK matrisleri sirastyla,
OHK () =% (X ' X)™*
ve
OHK(B) = A(X'X) A + (1 - A)(B-b)(B-b) (1 -A)  (9)

dir (Liski, 1982; Liski, 1983). Es (9)’a esdeger olan
kanonik formlari,

OHK (&) =c*A™
ve
OHK (@) = o’ AA'A+ (1 = A)(a@—a)(a—a) (1 —A) (10)

bigiminde gosterilir. Bu iki matris arasindaki farkin,
yani OHK (/) — OHK () 'nin negatif olmayan taniml

bir matris olmasi, OHK(A3)-OHK(3)=0 ile miim-

kiindiir. Buradan hareketle OHK (3) —OHK () farki,
ancak ve ancak,

(B-b) (1 + A X X (1 = A)(B-b)/ o> <1 1)

esitligi saglandiginda negatif olmayan tanimlidir.
Ayni sekilde, OHK(&)—-OHK(&) farkinin negatif
olmayan taniml bir matris olmasi ise ancak ve ancak,

(a—a) (1 +A)'A(l —A)(a—a)/o” <1 (12)

ile miimkiindiir (Liski, 1982). Es (11)’deki kosul altin-
da bir Shrinkage tahmin edicisi olan S ’nmn, en az

EKK tahmin edicisi ,3 kadar etkin oldugu sdylenebi-
lir.
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2.2 Shrinkage Tahmin Edicileri Yardimiyla
Ortalama Hata Karelerin Azaltilmasi

Liski (1982), calismasinda genel yapisini verdigi
Shrinkage tahmin edicilerinin OHK matrisleri ile, bili-
nen EKK tahmin edicilerinin OHK matrislerini karsi-
lagtirarak bir gereklilik ve yeterlilik kosulu elde etmis-
tir. Daha sonra bu gereklilik ve yeterlilik kosulunu kul-

lanarak Ridge ve 3, = dI 3, 0<d <1 tahmin edici-

lerinin her biri i¢in gereklilik ve yeterlilik kosullarini
olusturmustur (Liski, 1982). Bu kosul saglandiginda
Shrinkage tahmin edicileri en az, EKK tahmin edicileri
kadar etkindir.

Bu ¢alismada, Sakallioglu ve Kagiranlar (2005) ta-
rafindan Gnerilen ve bir Shrinkage tahmin edicisi olan
Ridge tahmin edicisine dayali yanli tahmin edici ele
alinarak, bu tahmin edicinin en az, EKK tahmin edicisi
kadar etkin olmasi i¢in gereklilik ve yeterlilik kosullar1
olusturulmustur.

Sakallioglu ve Kaciranlar (2005), Ridge tahminine
dayal1 yanl bir tahmin ediciyi,

Bkd = XX+I " XY+dj k (13)

seklinde tanimlamislardir. Burada
Bk = XX +kI XY, Ridge regresyon tahmin edi-

cisidir ve k>0, —oo<d<-+co olarak tanimlanmaktadir.
Es (13)’da verilen tahmin edici igin,

, A+KI —dA
(x—a)
I+kA™ T1+2A +d

J(a—a)/az <1 (14)

XX +KI —dXX
I+k XX & 142 XX +d

(ﬁ—b)'[ J(,@—b)/azsl 15

bigiminde belirlenen gereklilik ve yeterlilik kosulunun
saglanmas1 durumunda Ridge tahminine dayali yanl
tahmin edici, en az EKK tahmin edicisi kadar etkindir.
Gereklilik ve yeterlilik kosulunun olusturulmasi Ekte
verilmistir.

3. SONUC

EKK tahmin yonteminde amag hatay1 en kiigiik-
lemektir. Ancak, bagimsiz degiskenler arasinda siddet-
li bir iligki bulunuyorsa, bu tiir veriler hatada, dolay1-
styla varyansta yaniltict bir bilylimeye sebep olur. Bu
bliylime parametre tahminlerine ve kestirim sonuglari-
na olumsuz sekilde yansir. Bu olumsuz etkiyi yok et-
mek i¢in yanli tahmin ydntemlerine basvurulur. Bu
yontemler kiiciik bir yan karsilig1 varyans alanini dola-
yistyla hatay1 kiigiiltiir.
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Bu caligmada, varyanstaki biliyiime goz oniine ali-
narak, OHK matrisleri kullanilmis ve bir Shrinkage
tahmin edicisi olan Ridge tahminine dayali yanl tah-
min edicinin en az EKK tahmin edicisi kadar etkin ol-
mast igin gereklilik ve yeterlilik kosullart olusturul-
mustur. Bu kosullar Ridge tahminine dayali yanl tah-
min edici icin sirastyla es (14) ve es (15)’de verilmis-
tir. Elde edilen bu kosullar altinda bu tahmin edici de,
en az EKK tahmin edicisi kadar etkindir sonucu ¢ika-
rilmaktadir.

EK

Es (13)’te verilen Ridge tahminine dayali tahmin
edicide, B k = XX +kI XY yerine kondugunda,

B kd = XX+I 7 XY +d XX+kI XY (16)
sonucu elde edilir. Es (16)’da gerekli islemler ve sade-
lestirmeler yapildiginda,

1

Beg= XX+I7 I+d XX +kI " XXJ a7

sonucuna ulasilir. P X XP =A oldugundan &,

Go= A+1 7 1+d A+KI " AG

seklinde yazilabilir. Diger taraftan,
PAP=A= A+I " 1+d A+kI * A olmak iizere,

A terimi es (12)’de yerine yazildiginda ve gerekli is-
lemler ile sadelestirmeler yapildiginda,

, A+KI —dA
(x—a)
I+kA™ T1+2A +d

](a’—a)/crz <1

XX +kI —dXX

- (B-b)/o*<1
I+k XX I+2 XX +d

(B-b)

esitsizlikleri elde edilir.
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