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ÖZ 

 
Regresyon analizinde bağımsız değişkenler arasında ilişki (çoklu bağlantı) olması durumunda, En Küçük Kare-

ler tahmin yönteminin kullanılması modelde yer alan değişkenler bakımından yanlış model kullanımına ve dolayı-
sıyla yanlış bulgulara neden olabilmektedir. Birbiriyle bağımlılık gösteren bu tür bağımsız değişkenlerle analiz 
yapmak için çeşitli yöntemler geliştirilmiştir. Bu yöntemlerden biri de yanlı tahmin yöntemleridir. Bu çalışmada, 
Ridge tahmin edicisine dayalı yanlı tahmin edicinin en az, En Küçük Kareler tahmin edicisi kadar etkin olabilmesi 
için gereklilik ve yeterlilik koşulları araştırıldı. 
 
 
Anahtar Kelimeler : Ortalama hata kare, Ridge regresyon, Liu-tipi tahmin edici, Doğrusal kabul edilebilir tahmin 
ediciler, Shrinkage tahmin edicileri  

 
 

AN EFFICIENCY COMPARISON OF THE LEAST SQUARES ESTIMATOR AND THE 
SHRINKAGE ESTIMATOR 

 
ABSTRACT 

 
In regression analysis, if there are some kind of relation (multicollinearity) between independent variables, the 

Least Squares estimation method may lead to the use of wrong models and hence to wrong findings out of the 
model. Various methods have been devised in order to carry out regression analysis with such independent va-
riables which exhibit dependence on each other. One of such methods is the biased estimation methods. In this 
study, it has been studied on the necessary and sufficient conditions of biased estimators based on Ridge estimator 
to be at least efficient as much as the Least Squares estimator. 
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1. GİRİŞ 
 
Çoklu doğrusal regresyon, değişkenler arasında 

var olan ilişkilerin ortaya çıkarılmasını sağlayan, pek 
çok alanda yaygın olarak kullanılan istatistik yöntem-
lerden biridir. Veri analizi yapan araştırmacılar, çoklu 
doğrusal regresyon yöntemini model kurmak için kul-
lanırlar. Regresyon katsayılarını tahmin etmek için 
yaygın olarak kullanılan yöntem En Küçük Kareler 
(EKK) yöntemidir. Ancak, EKK yönteminin doğru 
sonuçlar vermesi için çeşitli varsayımların sağlanması 
gerekmektedir. Bunlardan biri bağımsız değişkenler 
arasında ilişki olmamasıdır. Ama gerçekte bu durum 
her zaman sağlanmayabilir. Böyle durumlarda, EKK 
tahmin yönteminin kullanılması yanlış model bulgula-
rına ve kullanımına neden olur. Bu tür birbiriyle ilişkili 
bağımsız değişkenlerle analiz yapmak için çeşitli yön-
temler geliştirilmiştir. Bu yöntemlerden bir tanesi de 
yanlı tahmin yöntemleridir. Yanlı tahmin yöntemleri-
nin başlıcaları; Temel Bileşenler regresyonu, Ridge 
regresyonu ve bunların türevleridir. Yanlı yöntemlere 
ilişkin bu tahmin ediciler, EKK tahmin edicilerine göre 
yanlı, ancak çok daha küçük varyanslı tahminler verir-
ler. Yanlı tahmin yöntemlerinde genel amaç, EKK 
tahmin yönteminde büyük olan varyans alanını küçük 
bir yan karşılığında daraltmaktır. Böylece EKK yön-
temine göre daha doğru sonuçlar elde edilir.  

 
Yanlı tahmin ediciler sınıfının içinde yer alan bazı 

tahmin ediciler, Shrinkage tahmin edicileri olarak ad-
landırılır. Temel Bileşenler regresyonu, Ridge regres-
yonu ve bunların türevleri bu sınıfın birer üyesidirler. 
Farebrother (1978) yaptığı çalışmasında, Shrinkage 
tahmin edicileri için genel bir yapı oluşturmuştur. 
Ridge, Temel Bileşenler ve Koşullu-minimum hata 
kare ortalamalı yanlı tahmin edicilerinin birer 
Shrinkage tahmin edicisi olduklarını göstermiştir. 
Liski (1982) çalışmasında, EKK tahmin edicisi ile 
Shrinkage tahmin edicisi arasında seçim yapmak için 
güçlü Ortalama Hata Kare (OHK) ölçütünü vermiştir. 
Yine Liski (1983) çalışmasında EKK tahmin edicisi ile 
Shrinkage tahmin edicisi arasında seçim yapmak için 
daha zayıf OHK test işlemini kullanmıştır. Kejian 
(1993) çalışmasında Ridge tahmin edicisine alternatif 
olarak Liu-Kejian tahmin edicisini önermiştir. Daha 
sonra bu tahmin edici Akdeniz ve Kaçıranlar (1995) 
tarafından “Liu tahmin edicisi” olarak adlandırılmıştır. 
Ekni (1997) çalışmasında Liu tahmin edicisini de 
Shrinkage tahmin ediciler yapısı içinde ifade etmiştir. 
Sakallıoğlu, Kaçıranlar ve Akdeniz (1997) tarafından 
Liu tahmin edicisinin iterasyon tahmin edicileri ile 
karşılaştırılması incelenmiştir. Sakallıoğlu ve Kaçıran-
lar (2005) tarafından Ridge tahmin edicisine dayalı 
yanlı bir tahmin edici önerilmiştir. Ebegil (2006) ça-
lışmasında Liu-Tipi ve Ridge tahmin edicisine dayalı 
yanlı tahmin edicileri de Shrinkage tahmin ediciler ya-
pısı içinde ifade ederek bu tahmin edicilerin birer 
Shrinkage tahmin edicisi olduğunu göstermiştir. 

 
Bu çalışmanın ikinci bölümünde Shrinkage tah-

min edicilerinin temel yapısı verilmiştir. Bu bilgilerin 
ışığı altında, üçüncü bölümde EKK tahmin edicisi ile 
Ridge tahmin edicisine dayalı yanlı tahmin edicinin en 

az EKK tahmin edicisi kadar etkin olabileceği gerekli-
lik ve yeterlilik koşulları varyanstaki büyüme göz önü-
ne alınarak OHK matrisleri yardımıyla oluşturulmuş-
tur.  

 
2. SHRINKAGE TAHMİN EDİCİLER  
    SINIFININ GENEL YAPISI 

 
Bu bölümde doğrusal regresyon modelinden yola 

çıkarak Shrinkage tahmin edicilerinin genel yapısı ve-
rilmiştir. 

 
n gözlemli k bağımsız değişkenli bir çoklu doğru-

sal regresyon modeli, 
 

Y X ,       

20 , n

n q

I

rank X q n


                                     (1) 

 
biçiminde tanımlanır (Farebrother, 1978). Y , ( 1)n  

boyutlu bağımlı değişken vektörü; 1q k  olmak 

üzere, X , ( )n q  boyutlu stokastik olmayan girdi 

matrisi; , ( 1)q  boyutlu bilinmeyen katsayılar vek-

törü; , ( ) 0E  ve 2( ) nE I  koşullarını sağla-

yan hata vektörüdür.  
 
İkinci dereceden moment matrisleri aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 
 

j j jM E   ;    j=1,2                           (2) 

 
Burada  parametre vektörünün iki tahmin edici-

si 1
  ve 2

  olsun. Tahmin edicilerin ortalama hata 

karelerinin genel ölçütü, C, negatif olmayan tanımlı 
simetrik bir matris olmak üzere, 

 

j j jm E C  ;     j=1,2                        (3) 

 
dır. 

 
Teorem 1: Aşağıda verilen koşullar eşdeğerdir. 
 

i. 1 2M M  negatif olmayan tanımlı bir matristir. 

 
ii. Tüm negatif olmayan tanımlı C matrisleri için 

1 2 0m m ’dır (Theobald, 1974). 

 

İki tahmin edici 1
  ve 2

  olsun. Tüm ’lar için 

2 1( ) ( )M M   negatif olmayan tanımlı bir matris ise 

eş (2)’den 1
 , 2

 ’ya göre daha üstün bir tahmin edi-

cidir. Şayet   tahmin edicisinden, daha iyi olabilecek 

bir diğer tahmin edici yok ise,   kabul edilebilir bir 

tahmin edicidir. 
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C, q q  boyutlu negatif olmayan tanımlı simet-

rik bir matris olsun. Teorem 1’den  
 

2 1( ; ) ( ; ) 0OHK C OHK C                                   (4) 

 

olması ile, 
2 1( ) ( )M M  ’ın negatif olmayan 

tanımlı bir matris olması eşdeğerdir.  
 

'( X X ) matrisi; q q  boyutlu, negatif olmayan 

tanımlı, simetrik bir matris olduğundan dolayı öyle bir 

ortonormal P matrisi vardır ki '( X X )  matrisini 
' 'P X XP  biçiminde köşegenleştirir. , elemanları 

'( X X )  matrisinin pozitif öz değerleri 1 > 2 > ...>
q

 

olan q q  boyutlu köşegen bir matristir (Liski, 

1982; Liski, 1983). 
 

XPZ  ve 'P  olmak üzere, eş (1)’deki 

modelin kanonik formu, 
 

'Y XPP Z                                            (5) 

 
şeklindedir. Böylece, 

 

( ; ) ( ; )OHK C OHK P CP   

 
olduğu görülür. 

 
Bir regresyon parametresinin doğrusal kabul edi-

lebilir tahmin ediciler sınıfı kapsamı içindeki qb   
olmak üzere kabul edilebilir doğrusal bir tahmin edici, 

 
ˆ( )A b b                                                         (6) 

 

biçimindedir (Rao, 1976). Burada ˆ ; ’nın EKK 

tahmin edicisi, A ; ( )q q  boyutlu bir matris ve b ; 

( 1)q  boyutlu sabit bir vektördür. Bu şekilde gösteri-

len tahmin ediciler, doğrusal kabul edilebilir tahmin 
ediciler (linear admissible estimators) sınıfındandır. 
Bir tahmin edicinin kabul edilebilir (admissible) bir 
tahmin edici olması için diğer koşullar aşağıdaki gibi 
sıralanabilir. 

 
'( X X )Aveya 1'A( X X )                                           (7) 

 
simetrik ve A  matrisinin öz değerleri [0,1] aralığında 
olmalıdır. 

 
Eş (6) ve eş (7)’deki koşullara ek olarak, kabul 

edilebilirlik için A  matrisinin simetrik olduğu kabul 

edilir. A  ve '( X X )  matrisleri aynı ortonormal P mat-

risi tarafından köşegenleştirilebilir. 
'

P AP , ele-

manları A  matrisinin [0,1] aralığına düşen öz değerle-

ri 1 2 q, ,....., olan q q  boyutlu köşegen bir mat-

ristir (Liski, 1982; Liski, 1983). 

 
Eş (5)’deki model altında eş (6), 

 
ˆ( )P A b P b  

    
' ˆ( )

ˆ( )

P AP a a

a a
                                                 (8) 

 

olur. Burada ' ˆˆ P , 'a Pb ’dır. Bu tür doğrusal 

kabul edilebilir tahmin edicileri, Shrinkage tahmin edi-
ciler olarak isimlendirilir (Liski, 1982; Liski, 1983). 

 
2.1 Shrinkage Ve En Küçük Kareler Tahmin 

Edicilerinin Ortalama Hata Kare Matrisle-
ri 
 

EKK tahmin edicileri ˆ  ve Shrinkage tahmin 

edicileri  ’nın OHK matrisleri sırasıyla, 

 
2 ' 1ˆ( ) ( )OHK X X  

 
ve 

 
2 ' 1 ' '( ) ( ) ( )( )( ) ( )OHK A X X A I A b b I A     (9) 

 
dır (Liski, 1982; Liski, 1983). Eş (9)’a eşdeğer olan 
kanonik formları, 

 
2 1ˆ( )OHK  

 
ve 

 
2 1 '( ) ( )( )( ) ( )OHK I a a I   (10) 

 
biçiminde gösterilir. Bu iki matris arasındaki farkın, 

yani ˆ( ) ( )OHK OHK  ’nın negatif olmayan tanımlı 

bir matris olması, ˆ( ) ( ) 0OHK OHK   ile müm-

kündür. Buradan hareketle ˆ( ) ( )OHK OHK   farkı, 

ancak ve ancak,  
 

' 1 ' 2( ) ( ) ( )( ) / 1b I A X X I A b             (11) 

 
eşitliği sağlandığında negatif olmayan tanımlıdır. 

Aynı şekilde, ˆ( ) ( )OHK OHK   farkının negatif 

olmayan tanımlı bir matris olması ise ancak ve ancak, 
 

' 1 2( ) ( ) ( )( ) / 1a I I a                  (12) 

 
ile mümkündür (Liski, 1982). Eş (11)’deki koşul altın-

da bir Shrinkage tahmin edicisi olan  ’nın, en az 

EKK tahmin edicisi ˆ  kadar etkin olduğu söylenebi-

lir. 
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2.2 Shrinkage Tahmin Edicileri Yardımıyla 
Ortalama Hata Karelerin Azaltılması  
 
Liski (1982), çalışmasında genel yapısını verdiği 

Shrinkage tahmin edicilerinin OHK matrisleri ile, bili-
nen EKK tahmin edicilerinin OHK matrislerini karşı-
laştırarak bir gereklilik ve yeterlilik koşulu elde etmiş-
tir. Daha sonra bu gereklilik ve yeterlilik koşulunu kul-

lanarak Ridge ve ˆ ˆ
d d , 0 1d  tahmin edici-

lerinin her biri için gereklilik ve yeterlilik koşullarını 
oluşturmuştur (Liski, 1982). Bu koşul sağlandığında 
Shrinkage tahmin edicileri en az, EKK tahmin edicileri 
kadar etkindir.  

 
Bu çalışmada, Sakallıoğlu ve Kaçıranlar (2005) ta-

rafından önerilen ve bir Shrinkage tahmin edicisi olan 
Ridge tahmin edicisine dayalı yanlı tahmin edici ele 
alınarak, bu tahmin edicinin en az, EKK tahmin edicisi 
kadar etkin olması için gereklilik ve yeterlilik koşulları 
oluşturulmuştur.  

 
Sakallıoğlu ve Kaçıranlar (2005), Ridge tahminine 

dayalı yanlı bir tahmin ediciyi,  
 

1
,k d X X X Y d k                        (13) 

 
şeklinde tanımlamışlardır. Burada 

1
k X X k X Y , Ridge regresyon tahmin edi-

cisidir ve k>0, <d<  olarak tanımlanmaktadır. 
Eş (13)’da verilen tahmin edici için, 

 

2

1
( ) ( ) / 1

2

k d
a a

k d
    (14) 

 
veya 

 

2

1
( ) ( ) / 1

2

X X k dX X
b b

k X X X X d

  (15) 

 
biçiminde belirlenen gereklilik ve yeterlilik koşulunun 
sağlanması durumunda Ridge tahminine dayalı yanlı 
tahmin edici, en az EKK tahmin edicisi kadar etkindir. 
Gereklilik ve yeterlilik koşulunun oluşturulması Ekte 
verilmiştir. 

 
3. SONUÇ 

 
EKK tahmin yönteminde amaç hatayı en küçük-

lemektir. Ancak, bağımsız değişkenler arasında şiddet-
li bir ilişki bulunuyorsa, bu tür veriler hatada, dolayı-
sıyla varyansta yanıltıcı bir büyümeye sebep olur. Bu 
büyüme parametre tahminlerine ve kestirim sonuçları-
na olumsuz şekilde yansır. Bu olumsuz etkiyi yok et-
mek için yanlı tahmin yöntemlerine başvurulur. Bu 
yöntemler küçük bir yan karşılığı varyans alanını dola-
yısıyla hatayı küçültür.  

 

Bu çalışmada, varyanstaki büyüme göz önüne alı-
narak, OHK matrisleri kullanılmış ve bir Shrinkage 
tahmin edicisi olan Ridge tahminine dayalı yanlı tah-
min edicinin en az EKK tahmin edicisi kadar etkin ol-
ması için gereklilik ve yeterlilik koşulları oluşturul-
muştur. Bu koşullar Ridge tahminine dayalı yanlı tah-
min edici için sırasıyla eş (14) ve eş (15)’de verilmiş-
tir. Elde edilen bu koşullar altında bu tahmin edici de, 
en az EKK tahmin edicisi kadar etkindir sonucu çıka-
rılmaktadır. 

 
EK 

 
Eş (13)’te verilen Ridge tahminine dayalı tahmin 

edicide, 
1

k X X k X Y  yerine konduğunda, 

 
1 1

,k d X X X Y d X X k X Y    (16) 

 
sonucu elde edilir. Eş (16)’da gerekli işlemler ve sade-
leştirmeler yapıldığında, 

 
1 1

,
ˆ

k d X X d X X k X X            (17) 

 

sonucuna ulaşılır. ' 'P X XP  olduğundan 
,k d

 , 

 
1 1

,
ˆ

k d d k  

 
şeklinde yazılabilir. Diğer taraftan,  

1 1
P AP d k  olmak üzere, 

 terimi eş (12)’de yerine yazıldığında ve gerekli iş-
lemler ile sadeleştirmeler yapıldığında, 
 

2

1
( ) ( ) / 1

2

k d
a a

k d
 

 
veya 

 

2

1
( ) ( ) / 1

2

X X k dX X
b b

k X X X X d

 

 
eşitsizlikleri elde edilir.  
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