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ÖZ 

 
Yarı parametrik regresyon modelleri için splayn düzeltme metoduna dayalı yeni bir tahmin kavramı Eubank 

vd. (1998) tarafından tanıtılmıştır. Bu tahmin kavramına göre, splayn düzeltmeyi esas alan farklı iki yaklaşım 
Schimek (2000) tarafından karşılaştırılmıştır. Bu çalışmada, yarı parametrik regresyon modelinin tahmini Green–
Silverman’nın kısmi splayn ve Speckman yaklaşımı olarak adlandırılan farklı iki yaklaşımla yapılmış ve sıradan en 
küçük kareler tahminleri ile karşılaştırılmıştır. Splayn düzeltmede, genelleştirilmiş çapraz geçerlilik metoduyla dü-
zeltme parametresi seçilmiş ve yarı parametrik modelin hem parametrik hem de parametrik olmayan bileşeni için 
çıkarsamalar tartışılmıştır. Bu amaçla, MATLAB ortamında yazılan bir program kullanılarak bir uygulama yapıl-
mıştır. 
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ESTIMATIONS AND INFERENCES IN SEMIPARAMETRIC MODELS WITH SMOOTHING 

SPLINES  
 

ABSTRACT 
 
A new estimation concept for semiparametric regression models based on smoothing splines has been intro-

duced in Eubank et al. (1998). The two different approaches based on smoothing splines have been compared by 
Schimek (2000) according to this estimation concept. In this study, the estimation of the semiparametric regression 
model is performed with two different approaches called partial splines of Green and Silverman and Speckman’s 
approach and compared with the estimations of the ordinary least squares. The smoothing parameter is selected via 
generalized cross-validation in smoothing splines and inferences have been discussed for both the parametric and 
the nonparametric part of the model. For this purpose an application is performed by using a program coded in 
MATLAB. 
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1. GĠRĠġ 
 
Yarı parametrik (semiparametric) regresyon mo-

delleri, bağımlı değişkenin bazı açıklayıcı değişkenler-
le doğrusal, diğer açıklayıcı değişkenlerle doğrusal 
olmayan ilişki içerisinde olduğu regresyon modeller-
dir. Yarı parametrik modeller doğrusal parametrik bi-
leşen ve parametrik olmayan bileşenlerin her ikisini de 
içerdiğinden bu modellere, “kısmi doğrusal modeller” 
de denir. Bu modeller, “boyutluluğun verdiği sıkıntı” 
nedeniyle parametrik olmayan regresyona tercih edile-
bilen, her bir değişkenin etkisinin daha kolay yorum-
lanmasına olanak sağlayan ve standart regresyon tek-
niklerini genelleştiren toplamsal regresyon modellerin 
özel bir durumu şeklindedir. 

 
Araştırmada dikkate alınan yarı parametrik reg-

resyon modeli 
 

1T

i i i iy z f ( x ) , i n                                   (1) 

 
biçiminde ifade edilir. Burada, 

iy : y  bağımlı değişkeninin i . gözlem değeri; 

iz : Parametrik kısma karşı gelen bağımsız değiş-

kenlerin k  boyutlu i . gözlemler vektörü; 

: k  boyutlu regresyon katsayıları vektörü; 

b,aCf 2 : Modelin parametrik olmayan kısmı-

na karşılık gelen ve b,a  aralığında ikinci mertebeden 

sürekli türeve sahip olan bilinmeyen bir pürüzsüz 
fonksiyon; 

ix : Parametrik olmayan kestirici değişkenin i . 

gözlem değeri; 

n,...,i,i 1 , bağımsız sıfır ortalamalı ve 
2

 or-

tak varyanslı rassal hata terimleridir.  
(1) modeli matris-vektör terimi ile, 
 

fZy                                                                                  (2) 

 
şeklinde de ifade edilebilir. 

 
Bu araştırmada, (1) yarı parametrik regresyon mo-

deli esas alınacaktır. Amaç model uyumunu elde et-
mektir. Başka bir anlatımla,  parametre vektörünü, 

b,aCf 2  fonksiyonunu ve fZu  ortalama 

vektörünü etkin olarak tahmin etmek, uyumu sayısal 
olarak özetlemek ve ayrıca uyumu grafiksel olarak gö-
rüntülemektir. Konu ile ilgili olarak kuramda düzeltme 
tekniklerine dayalı olarak birkaç yaklaşım mevcuttur: 
Green vd. (1985), Engle vd (1986), Wahba (1990) ve 
Green ve Silverman (1994), Eubank vd (1998) ve 
Schimek (2000) tarafından yapılan çalışmalarda (1) 
modeline splayn düzeltme metodunu uygulanmıştır. 
Robinson (1988) kernel (çekirdek) düzeltmesini, 
Speckman (1998) splayn ve kernel düzeltmesini, Chen 
(1988) ise parçalı polinom yaklaşımını önermişlerdir. 
Bu araştırmada Green ve Silverman’nın kısmi splayn 
yaklaşımı ve Speckman yaklaşımı ele alınmıştır.  

 
 

2. SPLAYN DÜZELTMEYE DAYALI 
    TAHMĠN 

 

Esas alınan 
n

iiii x,z,y
1
 gözlem ya da ölçüm de-

ğerleri, eşitlik (1)’deki modele uygulandığında, giriş 
kısmında da belirtildiği gibi  ve f ’i tahmin etmek 

için birkaç yaklaşım vardır. Bunlar içerisinde en çok 
kullanılan, splayn düzelteme metodudur. Söz konusu 
metodun esasını, cezalı en küçük kareler toplamının 
minimum yapılması problemi oluşturur. Splayn düz-
letme metoduna göre (1) modelinin çözümü,  

 

2 2

1

bn
T ''

i i i

i a

S B, f y z f x f x dx    (3) 

 
f,BS  cezalı en küçük kareler toplamını mini-

mum yapan f  fonksiyonu ve  parametre vektörü 

olarak tanımlanır. Bu minimumu veren f  fonksiyonu 

nx,...,x1  düğümlü bir doğal kübik splayndır (Wahba, 

1990; Green ve Silverman, 1994). Eşitlik (3)’de birinci 
terim hata kareler toplamını (RSS) gösterir ve bu ifade 
uyumun verilere yakınlığını ölçer. İkinci terim pürüz-
lülük cezasını gösterir ve bu kısım pürüzlülüğe bir ce-

za yükler. Ayrıca,  bir skaler olup, 
n

iii y,x
1

 gözlem 

değerlerine dayalı olarak belirlenir ve bilinmeyen reg-
resyon fonksiyonu ile ilgili sabit bir düzeltme paramet-
residir.  parametresi 0’dan + ’a değişirken, çözüm 
interpolasyondan basit bir doğrusal modele değişir. 
Eğer  değeri +∞’a yaklaşırsa, f,BS  sabit eğimli 

doğrusal regresyon uyumu üretir. Eğer değeri 0’a 

yaklaşırsa, f,BS  tümüyle esnek eğimli bir 

interpolasyon uyumuna karşı gelir. Yarı parametrik 
regresyon analizinde, istenen çözüm ne doğrusal ne de 
bir interpolasyondur. Bu nedenle ’nın uygun bir de-
ğerinin seçilmesi gerekir. Buda ancak farklı seçim tek-
nikleri kullanılarak yapılabilir (Lee, 2003-2004; 
Mammadov, Yüzer ve Aydın, 2005; Aydın, 2005). 

 
Eşitlik (3) ile verilen cezalı en küçük kareleri mi-

nimum yapan f  fonksiyonu doğal kübik splayn ve 

verilen gözlem değerleri 
T

ny,...,yy 1  vektörü oldu-

ğundan, f  fonksiyonunu parametreleştirmek için (3) 

eşitliğindeki pürüzlülük ceza terimi, 
b

a

T'' Kdxxf ff
2

 olarak yazılabilir (bak. Geren ve 

Silverman (1994)). Burada 
T

nxf,...,xf 1f  ve K  

bir yarı pozitif tanımlı matris olup, nxx 1  düğüm 

noktalarından elde edilen R  ve Q  matrisleri yardımıy-

la  
 

TQQRK 1                                                                                      (4) 

 
şeklinde hesaplanır. (4) eşitliğindeki R , 

22 nn  simetrik bant matris; Q , 2nn  
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bant matristir. ijrR  ve ijqQ  bant matrislerinin ele-

manları aşağıdaki gibi hesaplanır: 
 

;ji,h

;n,...,,j,ji,

;n,...,,i,ji,hh

;ji,h

r

j

jj

j

ij

1
6

1

13220

132
3

1

1
6

1

1

1

 

 
 

 
ve 
 

;ji,
h

;n,...,,j,ji,

;n,...,,i,ji,
hh

;ji,
h

q

j

jj

j

ij

1
1

13220

21
11

1
1

1

1

 

 
 

 

Burada 1211 n,...,,i,xxh iii  . Söz konusu 

düğüm noktalarının nxx 1  koşulunu sağlaması, 

diğer bir ifadeyle farklı ve sıralı olması gerekir. ix ’ler 

farklı ve sıralı değilse, onlar belirli bir “N tekrarlanma 
matrisi” (incidence matrix) yardımıyla farklı ve sıralı 

hale getirilir. nx,...,x1  düğüm noktalarının farklı ve 

sıralı değerleri qs,...,s1  ile gösterilsin. Bu durumda, N 

tekrarlanma matrisinin ijn  elamanları 

 

1     
    1 1

0   diğ. dur.

i j

ij

, x s ise
n , i ,...,q; j ,...,n

,
 

 
biçiminde ifade edilir. Söz konusu N matrisi yardımıy-
la, (3)’te belirtilen f,BS  cezalı kareler toplamı  

 

fffyfy KNZNZf,S TT
            (5) 

 
biçiminde yazılabilir. Pürüzlülük ceza yaklaşımı olarak 
adlandırılan cezalı en küçük karelerin esası geleneksel 
doğrusal regresyon modelinin çözümünde kullanılan 
sıradan en küçük karelere benzer olarak, (5) eşitliğini 
minimum yapan f  ve  vektörlerinin kestirimidir. 

Eşitlik (5)’in sırasıyla  ve f ’e göre türevleri alınıp 

sıfıra eşitlenirse 
 

f y NZZZ TT                                                                    (6) 

 

ZNKNN TT
 yf                                                    (7) 

 
denklem sistemleri elde edilir. (7) ile verilen denkle-
minden f  vektörü 

 

ZSZNKNNN T
 y y f

11
             (8) 

 
olarak elde edilir. (8) eşitliğinden, f  uyum değerleri 
vektörünü elde etmek için y  vektörüne uygulanan ve 

verilen bir 0  sabitine bağlı düzeltme matrisi  
 

TT NKNNNS
1

                                          (9) 

 

şeklinde ifade edilir. Ayrıca, önceden ix  düğüm nok-

taları farklı ve sıralıysa, IN  (birim matris) olması 

nedeniyle, S  düzeltme matrisi aşağıdaki şekle indir-

genir: 
 

1
KIS  

 
2.1 Kısmi Splayn YaklaĢımı 

 
Kısmi splayn yaklaşımına göre, ’nın önceden be-

lirlenmiş değeri için (1) modelindeki  ve f  vektörü-

ne karşı gelen kestiriciler, (9) eşitliğinde verilen  pozi-
tif tanımlı bir S  düzeltme matrisi yardımıyla elde edi-

lir: Parametrik olmayan ixff  değerlerine karşı 

gelen (7) denklemdeki f  vektörü 
 

ZSˆ  y f                                                                                (10) 

 
biçiminde elde edilir. (10) ifadesi (6)’da yerine yazıla-
rak,  parametrik katsayılar vektörü 

 

y SIZZSIZˆ TT 1
                                         (11) 

 
şeklinde elde edilir. Green ve Silvermanın kısmi 
splayn yaklaşımı (6) ve (7) normal denklemlerin 
iteratif çözümüne dayalıdır. Diğer taraftan, parametik 
değişkenler matrisi Z ’nin sütun bileşenleri x ’e bağlı 

olduğunda ’nın seçimi için kısmi splayn kestiricileri-
nin genellikle yanlı olduğu Rice (1986) tarafından gös-
terilmiştir. Speckman’nın geliştirdiği yöntemde ise sö-
zü edilen yan önemli ölçüde indirgenebilmektedir. 
 
2.2 Speckman YaklaĢımı 
 

Bu bölümde, Speckman (1988) tarafından öneri-
len, kısmi splayn yaklaşımına alternatif bir yaklaşım 

incelenecektir. Bu metotta (1) modelindeki iz  açıkla-

yıcı değişkenin ix  parametrik olmayan kestirici değiş-

kenine bağımlı olduğu varsayılır: 
 

n,...,i,xmz iii 1                                           (12) 

 

(12) eşitliğinde, ixm , ix ’in pürüzsüz vektör-

fonksiyonu ve i , hata terimleri vektörüdür. (12) mo-

deli (1)’de yerine yazılarak 
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i
T
ii

T

i

ii

T

iii

xfxm

xfxmy
                                       (13) 

 

elde edilir. (13) eşitlindeki hatai
T
i  ve 

ii

T

i xfxfxm 0  olarak ifade edilsin. Bu du-

rumda modelin 
 

hataxfy ii 0                                                                         (14) 

 

şeklinde olabilmesi için aşağıdaki gibi bir 0f  fonksi-

yonu tanımlanabilir: 
 

i

T

ii xfxmxf0                                                          (15) 

 
(1) ve (15) eşitliklerinin farkı alınarak, aşağıdaki 

ifade elde edilir: 
 

hataxmzxfy
T

iiii 0                                    (16) 

 
Eşitlik (16) gösterir ki,  parametre vektörü, söz 

konusu açıklayıcı değişkenlere göre iy  değişkenine 

ilişkin artıklarının doğrusal regresyonundan elde edilir. 
S , verilen herhangi bir  düzeltme parametresi için 

ix  düğüm noktaları ile belirlenen (9) eşitliğindeki dü-

zeltme matrisi olsun. Ayrıca y , i . gözlem değeri iy  

ile gösterilen bağımlı değişken vektörü, Z , i . satırı 
T
iz  ile belirtilen bağımsız değişkenlerin gözlem değer-

lerinin matrisi ve , i . satırı 
T

ixm  ile belirtilen mat-

ris olarak gösterilirse, 16) eşitliğine göre aşağıdaki 
adımlar gerçekleştirilir (Speckman, 1988). 

 
Adım 1: (12) ve (14) modellerinde splayn dü-

zeltme yöntemi kullanılarak sırasıyla,  

ZS  = 
T

nxm,..,xm 1  matrisi ve 

yS = 
T

nxf,...,xf 0100f  vektörü hesaplanır  

 
Adım 2: (16) eşitliğinden  
 

yyyfy SIS0  

 
ve 
 

ZSIZSZZ   

 

olarak yazılabilir. Buradan, yy SI~  ve 

ZSIZ
~

 dönüştürülmüş değişkenleri elde edilir. 

 

Adım 3: (16)denklemi, y~ ’nin Z
~

’ye göre regres-

yon denklemi olarak 
 

hataZ
~~y  

 
şeklinde ifade edilir. Bu modele sıradan en küçük ka-
reler (SEK) yöntemi uygulanarak, (1) modelinin para-

metrik bileşeni için katsayılar kestirimi aşağıdaki gibi 
bulunur: 
 

y~Z
~

Z
~

Z
~ˆ TT 1

                                                      (17) 

 

Adım 4: (17) eşitliğindeki ˆ  tahmini (1) mode-

linde yerine yazılarak (1) yarı parametrik regresyon 
modeli, 

 

hataxf i
*
iy  

 
şeklindeki parametrik olmayan bir modele dönüşür. 

Burada ˆy T
ii

*
i zy . Bağımlı *

iy  değişkenine uygu-

lanan splayn düzeltme yönteminde, (1) modelinin pa-

rametrik olmayan bileşeni için aşağıdaki gibi bir f̂  
tahmini elde edilir: 

 
*
i

*
i KIS yyf

1
                                                          (18) 

 
3. DÜZELTME PARAMETRESĠNĠN SEÇĠMĠ 

 
Splayn düzeltme metoduna dayalı yarı parametrik 

regresyonda düzeltme parametresinin seçimi önemli 
bir problemdir. Bu konuda, Aydın (2005) tarafından 
yapılan simülasyon çalışmasında  düzeltme paramet-
resinin seçimi için kullanılan diğer metotlara göre ge-
nelleştirilmiş çapraz geçerlilik (GCV), daha iyi bir per-
formans göstermiştir. Bu nedenle çalışmada  düzelt-
me parametresinin seçimi için GCV metodu kullanıl-
mıştır.  parametresinin GCV tahmini, aşağıdaki 
GCV( ) fonksiyonunu minimum yapan değer olarak 
belirlenir (Wahba, 1990): 

 

21

21

21

1

2

1

1

1

SItrn

SIn

Strn

xfy

n
GCV

n

i

i y
      (19) 

 
Yarı parametrik regresyon modelinin geçerliliği-

nin değerlendirilebilmesi için, modelin hata terimleri-
nin varyansına ve modeli oluşturan hem parametrik 
hem de parametrik olmayan bileşenin varyanslarına 
ihtiyaç vardır. İzleyen bölümde varyansların hesap-
lanmasına ve model hakkındaki çıkarsamalara yer ve-
rilmiştir. 

 
4. VARYANS-KOVARYANS TAHMĠNĠ VE  
    ÇIKARSAMALAR 

 
Yarı parametrik regresyon modelinin varyans ve 

kovaryansların tahminleri aşağıda belirtilen amaçlar 
için gereklidir: 

 
i. Modelin parametrik bileşeni hakkındaki çıkarsa-

malar; 
 
ii. Modelin parametrik olmayan fonksiyonu hakkın-

daki çıkarsamalar. 
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Yarı parametrik modelin parametrik bileşeni için 
geliştirilen varyans kestiricisi, aşağıdaki gibi elde edilir 
(Eubank vd. 1998; Schimek 2000): 

 

AP-IA

AyP-IAy
T

TT

tr
ˆ 2                                                                  (20) 

 

Burada 
TTTT ZZZZ AAAAP

1
 Eşitlik (20)’de  

nn 2  boyutlu A matrisinin herhangi bir i . satırı-

nın i . elamanı iica , 1i . elamanı ic  ve 2i . 

elamanı iicb  olmak üzere, bu satırın diğer tüm elaman-

ları sıfırdır. Burada, 
 

.n,...,i

ve
xx

xx
,

xx

xx

iii

ii

ii
i

ii

ii
i

111 2

1
22

11

1

11

1

  , bac

   b    a
 

 
Schimek (2000) tarafından yapılan çalışmada yarı 

parametrik regresyonun parametrik katsayılarının 

varyans-kovaryans kestiricileri hem kısmi splayn ( p ) 

hem de Speckman yaklaşımı ( s ) için hesaplanmıştır. 

Bu kestiriciler için sırasıyla varyans-kovaryans matris-
leri aşağıdaki gibi verilir: 

 
112 Z

~
ZZ

~
Z
~

ZZ
~ TTT

pVar                                          (21) 

 
1212 Z

~
Z
~

Z
~

SIZ
~

Z
~

Z
~ TTT

SVar                      (22) 

 

(21) ve (22)’de ZSIZ
~

, ˆS ise (9) ile tanımla-

nan düzeltici matristir. Varyans-kovaryans matrisleri-
nin asal köşegeni üzerindeki elamanlar varyansları, 
diğerleri ise kovaryansları gösterir.  

 
4.1 Parametrik BileĢen Ġçin Çıkarsama  

 
Geleneksel regresyon analizine benzer olarak, yarı 

parametrik regresyon analizi de örneklem verileri üze-

rinden yapıldığından, elde edilen ˆ  tahmin vektörü,  

parametrelerinin anlamlığının test edilmesinde kullanı-
lır. Dolayısıyla, parametrik katsayıların testi, modelin 

anlamlılığını da test eder. Buna göre, her bir ˆ  para-

metrik katsayının istatistiksel açıdan anlamlı olup ol-
madığı test edilmek istendiğinde,  parametresiyle 

ilgili hipotezler; 
 

0

0

j1

j0

:H

:H
 

 

şeklinde formüle edilir. 0j  hipotezi jx  bağımsız 

değişkeninin bağımlı değişken üzerinde etkili olmadı-

ğını gösterirken, 0j  hipotezi, jx  bağımsız değiş-

keninin bağımlı değişken üzerinde etkili olduğunu gös-

termektedir. Her bir parametrik katsayıyı test etmek 
için aşağıdaki t  istatistiği kullanılır: 

 

k1,...,j   t
j

j

df ,
ˆSE

ˆ
                                                           (23) 

 

Burada j
ˆSE , j

ˆ  katsayılarının standart hataları 

olup (21) yada (22) varyans-kovaryans matrisinin kö-
şegen elamanları yardımıyla hesaplanır 

jj SEvar . Eşitlik (23)’de verilen t  istatistiği 

kStrndf  serbestlik derecesine göre t -

tablosundan bulunan değerden büyükse sıfır hipotezi 

reddedilir, diğer bir deyişle, j  katsayısının anlamlı 

olduğu sonucuna varılır.  
 

Speckman (1988), varyansın 2  bir kestiricisi 

olarak 
 

 
21

T

( I )( )
ˆ

I - I -

-

s2

s s

nHata KarelerToplamı RSS
= MSE

Serbestlik Derecesi tr

H y

H H
 (24) 

 
şeklinde ifade edilen hata kareler ortalamasını kullan-

mayı önermiştir. (24) eşitliğindeki sH , şapka (hat) 

matrisi olup aşağıdaki şekilde hesaplanır:  
 

SIZ
~

Z
~

Z
~

Z
~

S TT
s

1
H                                            (25) 

 

Eşitlik (25)’de ZSIZ
~

 olarak ifade edilir. 

 
Parametrik katsayıların toplu olarak istatistiksel 

açıdan anlamlı olup olmadığını test edebilmek için hi-
potezler 

 

0:H

0:H

1

0
ˆ

ˆ
 

 
veya 
 

)k

k

00
0

j11

10

bir  az(en  :H
:H




 

 
şeklinde formüle edilir. Söz konusu bu hipotezler, 

s

T

strk H-IHIdf  vedf 21  serbestlik derecele-

rine sahip bir F  istatistiği yardımıyla test edilir 
(Schimek, 2000):  
 

s
T
s

s
TT

spar

tr/RSS

n/ˆqqˆ

MSE

MSS

HIHI
F

21 df,df

1

                 (26) 

 

Eşitlik (26)’da, SZ
~

Z
~

Z
~

q TTT I
1

. 
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Diğer taraftan, istatistiksel çıkarsamalarda yapılan 
kestirimlerin, gerçek değerlerle genellemesi aralık kes-
tirimiyle yapılır. (6) ve (7) denklemlerinden tahmin 
edilen  parametrik katsayılar vektörü için 

100(1 )% güven aralığı 
 

1
1

k

iiiii
ˆSEtˆˆSEtˆP                (27) 

 

biçiminde verilir. (27) ifadesinde i
ˆSE , parametrik 

katsayıların standart hataları, t ,  anlam düzeyi ve 

kStrndf  serbestlik derecesindeki t -tablo 

değerdir. 
 
4.2 Parametrik Olmayan BileĢen Ġçin Çıkar-

sama 
 

Burada amaç f  eğrisinin biçimsel olarak şeklini 

değerlendirmektir. Test edilmek istenen sıfır ve alter-
natif hipotezler aşağıdaki şekilde ifade edilir: 

 

fonksiyon pürüzsüz:
fonksiyon doğrusal:

ii

i

xfyEH
yEH

1

0  

 
Böyle bir test sade parametrik bir modelle karşı-

laştırılan yarı parametrik modelin bir anlam ifade edip 
etmeyeceğine karar verilmesine olanak sağladığı için 
ilgi odağıdır. Hastie and Tibshirani (1990), yarı para-
metrik ortama uygulanabilen, bir parametrik olmayan 

uyum 1f̂ ’e karşın bir doğru denklem uyumu 0f̂ ’ı için 

bir F testi önermiştir. Söz konusu F -test istatistiği 
 

n

i

i

n

i

n

i

ii

,

n/v̂

/v̂ˆ

F

1

2

1 1

22

1

01

dfndfdf

df

dfdf

101
                   (28) 

 

formülü ile verilir. Burada OLS
T
iii
ˆzyˆ  ve 

OLS
T
iis

T
ii zxf̂ˆzv̂ . Serbestlik dereceleri df0, 

sıradan en küçük karelerde olduğu gibi, modeldeki pa-

rametre sayısına (k tane) ve T
ssstr HHHdf1 2  ifa-

desine eşittir. Eşitlik (28)’de verilen bu F -test istatis-

tiği 
2
’nin tahminini gerektirmeyen bir avantaja sa-

hiptir.  
 
Amaç, eşitlik (1) ile verilen modeldeki parametrik 

olmayan bileşene karşı gelen f  eğrisinin şekli hak-

kında sağlam bir karar verebilmektir. Açıktır ki, örnek 
değişkenliğinden dolayı parametrik olmayan tahmin-
lerde her zaman bazı eğriliklerin beklenmesi gerekir. 
Güven aralıkları önceden belirlenen bir olasılık düze-

yine ve örneklem sonuçlarına göre şekillenirler. xf̂  

bilinmeyen pürüzsüz fonksiyonun splayn düzeltme 
tahmini olmak üzere, parametrik olmayan bileşenin 
100(1 )% güven aralığı 

xf̂SExf̂xfxf̂SExf̂ 22                 (29) 

 

olarak ifade edilir. Eşitlik (29)’da xf̂SE , f  eğrisi-

nin tahmini standart hatasıdır ( f̂  vektörünün standart 
hatasıdır).  
 
5. ÖRNEK UYGULAMA 

 
Bu bölümde, yukarıda verilen teorik bilgilerin uy-

gulanabilirliği ve önemini göstermek amacıyla, müsta-
kil evlerin satış fiyatları ile söz konusu evlerin özellik-
leri arasındaki ilişkiler araştırılmış, müstakil evlerin 
satış fiyatları üzerinde etkili olan bağımsız değişkenle-
rin etkilerinin tahmin edilmesinde hem parametrik hem 
de yarı parametrik regresyon modeli kullanılmıştır. 
Söz konusu evlerin satış fiyatları ile fiyatı etkileyen 
açıklayıcı değişkenlerin doğası gereğince hem para-
metrik hem de parametrik olmayan bir ilişki içerisinde 
olduğu göz ardı edilemeyecek bir gerçektir. Örneğin, 
evlerin satış fiyatları ile evlerin bahçe dahil brüt kulla-
nım alanları arasında kesin bir doğrusal ilişki vardır 
denilemez. Bu nedenle, böyle bir ilişkiyi analiz etmede 
hem parametrik ve hem de parametrik olmayan kısmın 
modele dahil edildiği, yarı parametrik regresyon mode-
linin kullanılması daha uygun olacaktır. İzleyen alt bö-
lümde, adı geçen ilişkiyi analiz etmek için yarı para-
metrik regresyon modelinin kestiriminde iki farklı yak-
laşım kullanılarak, elde edilen sonuçlar tartışılmıştır. 
 
5.1 Veri ve DeğiĢken Tanımları 
 

Veriler Kanada’nın başkenti olan Ottawa’da, 1987 
yılında satılan 92 müstakil eve ait olup, Ho (1995) ta-
rafından yapılan “essay on the housing market” adlı 
doktora tez çalışmasından alınmıştır. Söz konusu veri-
lere ilişkin bazı özet bilgiler Tablo 1’de verilmiştir. 
Örnek uygulamada kullanılan değişkenler aşağıdaki 
gibi tanımlanır: 

 
SF: Evin satış fiyatı (dolar); 
 
AU: Evin anayola uzaklığı; 
 
FD: Şömine için yapay (dummy) değişken; 
 
GD: Garaj için yapay değişken; 
 
KG: Söz konusu semtte yaşayan insanların orta-

lama geliri(dolar); 
 
NKA: Evin net kullanım alanı (square feet); 
 
BKA: Evin bahçe dahil brüt kullanım alanını 

(square feet) gösterir. 
 
 
 
 
 
 
 
Tablo 1. Değişkenlere ilişkin gözlem değerlerinin özeti 
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Değişkenler Ortalama St Sap. Max Min 

SF 146.0049 33.4323 240 75 

AU 0.8399 0.4477 1.8643 0.1032 

FD 0.6957 0.4627 1 0 

GD 0.6413 0.4822 1 0 

KG 49.2817 11.6262 79.4580 25.9540 

NKA 1.1419 0.2862 1.9997 0.6247 

BKA 5.2823 1.1551 9.9000 1.8910 

 
5.2. Deneysel Değerlendirmeler 
 

Bu bölümde, yarı parametrik regresyon modelinin 
kestirimi, hem SEK ve hem de Speckman ve kısmi 
splayn yaklaşımı ile gerçekleştirilmiştir. Ayrıca splayn 
düzeltme metodunu esas alan yarı parametrik regres-
yon modelinin parametreleri hakkında tahmin ve çı-
karsamalar yapılmıştır. 
 
5.2.1 Parametrik Regresyon Modelinin Ayrıntı-

ları 
 

Örnek uygulamada kullanılan değişkenlere göre, 
parametrik doğrusal regresyon modeli 
 

n,...,,iBKANKA
KGGDFDAUSF

iii

iiiii

2165

43210

,    
             (30) 

 
şeklinde yazılabilir. (30) modelindeki 

6543210 ,,,,,,  regresyon katsayıları vek-

törüdür. Söz konusu bu katsayılar sıradan en küçük 
kareler yöntemine göre elde edilmiş ve onların  stan-
dart hataları, testt  istatistikleri ve %95 güven aralık-
ları hesaplanarak, sonuçlar  tablo 2’de verilmiştir.  

Tablo 2 incelendiğinde, evlerin ana yola olan 
uzaklığında bir birimlik artış, evlerin satış fiyatlarında 
8.2151 birimlik bir azalışa neden olmakta veya bunun 
tersi geçerli olmaktadır. Buna karşılık, diğer tüm de-
ğişkenler ile evlerin satış fiyatları arasında aynı yönlü 
bir ilişki gözlenmektedir. Ancak (23) formülü ile belir-
lenen ve Tablo 2’de verilen testt  istatistikleri ince-
lendiğinde, AU, FD ve BKA değişkenlerine ilişkin 
katsayılar anlamsızdır. Diğer taraftan, katsayıların %95 
güven aralıkları oldukça geniş bir aralığı kapsadığı gö-

rülmektedir. Ayrıca, modelin 2R  belirlilik katsayısına 
göre, evlerin satış fiyatlarındaki değişmelerin ancak 
%33.287’si söz konusu açıklayıcı değişkenler tarafın-
dan açıklanabilmektedir. Bunun yanı sıra, evlerin satış 
fiyatlarına ilişkin tahminlerde, yapılan hataların olduk-
ça yüksek olduğu görülmektedir. Diğer bir deyişle, 
tablo 2’de verilen ve 67855RSS  olarak hesaplanan 
hata kareler toplamı oldukça yüksek bir değerdir. Bu 
durum, parametrik regresyon modeli ile yapılan tah-
minlerin yeterince tutarlı olmadığı biçiminde yorumla-
nabilir.  
 
5.2.2 Yarı Parametrik Regresyon Modelinin  
         Ayrıntıları  
 

Bu uygulama için (1) ile tanımlanan yarı paramet-
rik regresyon modeli 
 

n,...,,iBKAfNKA
KGGDFDAUSF

iii

iiiii

215

4321

, 
                   (31) 

 
biçiminde ifade edilebilir. Yarı parametrik regresyonda 
yapay değişkenler her zaman parametrik kısma dahil 
edilirler. Bu uygulamada yer alan değişkenlerden BKA 
değişkeni parametrik olmayan değişken olarak ele alı-
nırken, diğer tüm değişkenler parametrik değişken ola-
rak ele alınmıştır. Splayn düzeltmenin esasını oluştu-
ran (3) eşitliğindeki,  düzeltme parametresinin seçi-
minde, GCV kriteri kullanılmıştır. Kısmi splayn yakla-

 
 
 
 

           Tablo 2. Parametrik Regresyon Sonuçlar 

Değişkenler Katsayılar Standart hat. t- ist. %95 Güven aralıkları 

Sabit 62.67 20.451 3.0644 [ ( 22.586) - ( 102.75)] 

AU -8.2151 6.6935 -1.2273 [ (-21.334) - (4.9042)] 

FD 6.0548 7.5919 0.79754 [(-8.8253) - (20.935 )] 

GD 14.468 6.3102 2.2929 [(2.1005 ) - ( 26.836 )] 

KG 0.56001 0.27959 2.003 [(0.012023) - (1.108 )] 

NKA 39.27 11.855 3.3124 [(16.033 ) - ( 62.506 )] 

BKA 0.81454 2.6181 0.31112 [(-4.3169 ) - ( 5.946 )] 
2 0.33287R , 67855RSS , 0.0585 (85) 1.99df ve t  

 
 
 
 
2 Doğrusal regresyon için H=Z ( Z' Z )-1 Z'  şapka matrisi yardımı ile, RSS= y' (I-H) y formülü ile verilen hata kareler toplamı 

hesaplanır. Diğer taraftan, y ve ŷ değerleri arasındaki korelasyon katsayısının karesi R2 değerini diğer bir deyişle, modelin 

belirlilik katsayısını vermektedir. 
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               Tablo 3. Kısmi Splayn Yaklaşımı İle Elde Edilen Regresyon Sonuçları 

Değişkenler Katsayılar Standart hat. t- istatist. %95 Güven Aralıkları 

Sabit - - - - 

AU -8.688 0.70338 -12.352 [(-10.067) - (-7.3094)]  

FD 5.6203 0.79823 7.041 [( 4.0558 ) - ( 7.1848)]  

GD 14.122 0.66292 21.303 [(12.823 ) - ( 15.422 )]  

KG 0.58242 0.029402 19.809 [(0.52479)- (0.64004)]  

NKA 38.043 1.2526 30.372 [( 35.588 ) - ( 40.498)]  

BKA - - - - 
2 0.96546R , 718.33RSS , 1 253.3967, 5 83.4778F df ve df ,

1 2( , ) 2.29df dfF  

84.9972df  ve α ( ) 1.99dft  

 
şımına göre, model (31)’de,  parametrik katsayıları 

ve BKAf  bilinmeyen fonksiyonunun aldığı f  de-

ğerler vektörü elde edilmiş olup, sonuçlar Tablo 3’de 
verilmiştir. 

 
Söz konusu yaklaşıma göre tahmin edilen mode-

lin parametrik katsayıları (1) eşitliğinde yerine yazı-
larak, yarı parametrik regresyon modeli aşağıdaki 
gibi ifade edilebilir: 

 

BKAfNKA.KG.
GD.FD.AU.SF

04338582420
12214620356888

    (32) 

 
Tablo 3 veya (32) eşitliği incelendiğinde, evlerin 

ana yola olan uzaklığında bir birimlik bir artış, evle-
rin satış fiyatlarında 8.688 birimlik bir azalışa neden 
olur veya bunun tersi geçerlidir. Buna karşılık, diğer 
tüm değişkenler ile evlerin satış fiyatları arasında ay-
nı yönlü bir ilişki olduğu görülmektedir.Parametrik 
olmayan bileşen ise, brüt kullanım alanlarına göre, 
evlerin tahmini satış fiyatlarını gösterir:  
 

ˆNKA,KG,GD,FD,AUSFSBKAf̂  
 

Bu değer 92 müstakil eve ilişkin fiyatlarını ver-
diğinden o ancak grafiksel olarak Şekiller1-2’de gös-
terilmiştir. 

 
Bölüm 2.1’de incelenen Speckman yaklaşımına gö-

re elde edilen sonuçlar ise, özetle Tablo 4’de verilmiştir. 
Speckman yaklaşımına göre tahmin edilen parametrik 
katsayılar (1)’de yerine yazılarak, yarı parametrik regres-
yon modeli aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

 

BKAfNKA.KG.
GD.FD.AU.SF

65737597750
93313269259478

       (33) 

 
Tablo 4 veya (33) eşitliği incelendiğinde, (1) 

modelinin sonuçlarına benzer olarak, evlerin ana yola 
olan uzaklığındaki bir birimlik bir artışın, evlerin sa-
tış fiyatlarında 8.974 birimlik bir azalışa neden oldu-
ğu görülür. Buna karşılık, diğer tüm değişkenler ile 
evlerin satış fiyatları arasında aynı yönlü bir ilişki 
olduğu görülmektedir.  

 
5.3 Yarı Parametrik Regresyon Modeline 

ĠliĢkin Çıkarsamalar 
 

Speckman ve kısmi splayn yaklaşımına göre elde edi-
len (1) modelinin parametrik katsayılarının tahmin 
değerleri ve standart sapmaları, testt  istatistikleri, 
parametrik katsayıların güven aralıkları ve F-test ista-
tistiği sonuçları bir önceki bölümde verilmiştir. Bir 
sonraki paragraflarda bu sonuçlara ilişkin yorum ve 
çıkarsamalar yapılmıştır. 
 
5.3.1 Parametrik BileĢen Hakkında 
         Çıkarsamalar  

 
Kısmi splayn yaklaşımına göre kestirilen (1) 

modelinin, parametrik katsayılarının anlamlı olup 
olmadığını belirlemek amacıyla, Tablo 3’de verilen t-

test istatistikleri incelendiğinde, örneğin, s
ˆ  katsayı-

sına ilişkin hesaplanan, testt  istatistiği = 30.372 

olup, bu değer, 991997284050 ..t .  değerinden bü-

yük olduğundan sıfır hipotez reddedilir. Buna göre, 

          Tablo 4. Speckman Yaklaşımı İle Elde Elden Regresyon Sonuçları 

Değişkenler Katsayılar Standart hat. t- istatist. %95 Güven Aralıkları 

Sabit - - - - 

AU -8.947 0.7044 -12.702 [(-10.328) - (-7.5664)]  

FD 5.2692 0.80091 6.579 [( 3.6994 ) - ( 6.839 ) ]     

GD 13.933 0.66395 20.984 [(12.631 ) - ( 15.234 )]    

KG 0.59775 0.029568 20.216 [( 0.5398) - (0.65571)]    

NKA 37.657 1.2581 29.931 [ (35.191) - ( 40.123 )]    

BKA - - - - 
2 0.96555R , 717.53RSS 1 239.2996, 5 84.4432F df ve df , 1 2( , ) 2.29df dfF  

84.9972df ve α ( ) 1.99dft  
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s
ˆ  katsayısı istatistiksel açıdan anlamlıdır. Benzer 

şekilde, aynı değişken için Tablo 4’de verilen 
Speckman yaklaşımına ait testt  istatistiği 

tablot  değeri ile s
ˆ  katsayısının da istatistiksel 

açıdan anlamlı olduğu görülmektedir. Bu bilgiler 
doğrultusunda, her iki yaklaşımdan elde edilen para-
metrik katsayıların istatistiksel açıdan anlamlı olduk-
ları görülmektedir (bak, Tablo 3 ve 4). Diğer taraftan, 
Tablo 3 ve 4’te verilen F-istatistikleri, %5 anlam dü-
zeyindeki F-tablo değerinden büyük olduğundan sıfır 
hipotezi reddedilir. Dolayısıyla her iki yönteme göre 
de kestirilen (1) modelinin, t-testi sonucunda olduğu 
gibi, F- test istatistiğine göre de istatistiksel açıdan 
anlamlı olduğu söylenebilir. Eşitlik (1) ile verilen 
yarı parametrik regresyon modelinin parametrik kat-
sayılarının (27) güven aralıkları da incelenmiş olup, 
bu sonuçlar da yine Tablo 3 ve 4’de verilmiştir. Ör-
neğin, Speckman yaklaşıma göre, kestirimi yapılan 
ve NKA  parametrik açıklayıcı değişkeninin etkisini 

gösteren s  katsayısı için %95 güven aralığı, 

 
9501234019135 ...P s  

 
biçimde elde edilmiştir. Buna göre, ele alınan örnek-

lemin alındığı ana kütlenin s  katsayısının 35.191 ile 

40.123 aralığını kapsama olasılığı %95 ve bu aralığın 
dışında olma olasılığı %5 tir. Benzer olarak, kısmi 

splayn yaklaşımına göre kestirimi yapılan s  katsa-

yısının %95 güven aralığı,  
 

9504984058835 ...P s  

 
olarak hesaplanmıştır. Buna göre, incelenen örnekle-

min çekildiği ana kütlenin s  regresyon kat 

sayısının, 35.588 ile 40.498 aralığını kapsama olasılı-
ğı %95 ve bu aralığın dışında olma olasılığı ise %5 
tir. Kalan diğer parametrik katsayıların %95 güven 
aralıklarına ilişkin benzer yorumlar yapılabilir. 
 
5.3.2 Parametrik Olmayan BileĢen Hakkında 

Çıkarsamalar 
 
Eşitlik (1) ile verilen modelin parametrik olma-

yan bileşeni sayısal olarak özetlenemediğinden, o 
ancak grafiksel olarak görüntülenebilir. Söz konusu 
grafikler Şekil 1 ve 2’de görülmektedir. Az sayıda 
parametre ile özetlenemeyen parametrik olmayan bi-
leşeni, biçimsel olarak değerlendirmek amacıyla F-
testi yapılmıştır. Bu test yarı parametrik modelin pa-
rametrik olmayan bileşeninin, doğrusal veya doğrusal 
olmayan pürüzsüz bir fonksiyonla temsil edilip edil-
memesi konusunda bilgi vermesi bakımından analizin 
önemli bir kısmını oluşturmaktadır.  

 
Bölüm 4.2’de incelen F-testi için hipotezler  

 

0 0 1 2 3 4 5

6

1

: ( )

(doğrusal fonksiyon)

: ( ) ( ) diğer bir ifadeyle,pürüzsüz fonksiyon

H E SF AU FD GD KG NKA

BKA

H E SF f BKA
 

 
biçiminde ifade edilerek, F-test istatistiği ve F-tablo 
değeri aşağıdaki gibi elde edilmiştir: 
 

1 0 1

(0.05)

( 3.5568, 83.4432)df - df - df 2870.2

2.45

hes

tab

nF

F
 

 
Hesaplanan F-test istatistiği, F-tablo değerinden 

büyük olduğundan sıfır hipotezi reddedilir. Böylece, 
yarı parametrik modelin parametrik olmayan bileşe  

 
 

 
            Şekil 1: Speckman yaklaşımı için splayn düzeltme kestiricisi ve %95 güven aralıkları grafiği 
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              Şekil 2: Kısmi splayn yaklaşımı için splayn düzeltme kestiricisi ve %95 güven aralıkları grafiği 
 
ninin pürüzsüz bir fonksiyon olduğuna karar verilir. 
Söz konusu parametrik olmayan bileşen istatistiksel 
açıdan anlamlıdır. Bu durumda, parametrik katsayıla-
rın anlamlı olmasın yanı sıra, parametrik olmayan 
bileşenin de istatistiksel olarak anlamlı bir pürüzsüz 
fonksiyon olması nedeniyle yarı parametrik regres-
yon modeli,  istatistiksel açıdan anlamlıdır 

 
Speckman ve kısmi splayn yaklaşımlarına göre 

f  fonksiyonunun düğüm noktalarındaki f̂  tahmin 

değerleri ve %95 güven aralıklarının grafikleri sıra-
sıyla Şekil 1 ve Şekil 2’ de verilmiştir. Şekil 1 
Speckman, Şekil 2 ise kısmi splayn yaklaşımına göre 
evlerin satış fiyatları kestirimlerinin BKA ’ ya göre 
değişimleri ve %95 güven aralıkları grafiklerini ver-
mektedir. Her iki grafikte, %95 güven aralıklarının 

BKAf  vektörünü çok yakından izlediği görülmek-

tedir. Bu durum yapılan tahminlerin iyi olduğunun 
bir göstergesidir. 

 
5.4 Parametrik ve Yarı Parametrik Mo-

dellerin KarĢılaĢtırılması 
 
Yarı parametrik ve parametrik regresyon model-

leri karşılaştırıldığında, parametrik modelde bağımlı 
değişkendeki değişimlerin %33.287’sinin, yarı para-
metrik modelde ise %96.546’sının açıklandığı gö-
rülmektedir.32 Diğer taraftan, parametrik modelin ha-
ta kareler toplamı 67855 olurken, yarı parametrik 
modelin, 718.33 olmaktadır. Bunun yanı sıra, para-
metrik modele ilişkin katsayıların %95 güven aralık-
larının, yarı parametrik modelin katsayılarına göre 
oldukça geniş bir aralığı kapsadıkları görülmek tedir 

                                                 
3  Semiparametrik modelin 

2R  belirlilik katsayısı, 
2 Tˆ ˆTR y y / y y

 formülü ile hesaplanır. 

(bak. Tablo 3). Ayrıca parametrik modelde bazı açık-
layıcı değişkenlere ilişkin regresyon katsayıları an-
lamsızken, yarı parametrik modelde regresyon katsa-
yıları anlamlıdır. Bu durum yarı parametrik modelin 
parametrik modelden çok daha üstün olduğunun bir 
göstergesidir. 
 

Speckman yaklaşımı, kısmi splayn yaklaşımı ile 
kıyaslandığında, her iki yöntemin de benzer sonuçlar 
verdiği görülmüştür. Örneğin, Speckman yaklaşımına 
göre kestirimi yapılan yarı parametrik modelde, ba-
ğımlı değişkendeki değişimlerin %96.555’i açıklanır-
ken, kısmi splayn yaklaşımını esas alan yarı paramet-
rik modelde %96.546’sı açıklamaktadır. Ayrıca 
Speckman yöntemi için hata kareler toplamı 717.53 
olurken, kısmi splayn yaklaşımı için 718.33 olmuştur. 
Bu durumda, Speckman yaklaşımının az da olsa daha 
başarılı olduğu söylenebilir. 

 
6. SONUÇ VE TARTIġMA 

 
Parametrik ve yarı parametrik regresyon model-

lerinin bazı performans göstergeleri aşağıda verilmiş-
tir: 

 

Parametrik  Kısmi splayn Speckman  

2R = 0.33287 2R =0.96546 2R = 0.96550 

RSS  = 67855 RSS = 718.33 RSS =717.53 

 
Bu sonuçlara göre, yarı parametrik regresyon 

modellerinin doğrusal regresyon modellerine kıyasla 
tahminlerde büyük bir iyileşme sağladıkları görül-
müştür. Diğer taraftan, yarı parametrik regresyonda 
bağımlı değişken, açıklayıcı değişkenlerden bazıları 
ile doğrusal kalan diğer açıklayıcı değişkenlerle doğ-
rusal olmayan bir ilişkiye sahip olduğundan yarı pa-
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rametrik regresyon modeli, çok daha karmaşık bir 
ilişki yapısı içerisinde yer alan değişkenler arası iliş-
kiyi açıklamada hem parametrik hem de parametrik 
olmayan regresyon modellerinden çok daha üstün 
olduğu söylenebilir. 
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