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ARASTIRMA MAKALESI /RESEARCH ARTICLE

QRPA METODUNUN YUKSEK VERSiYONLARI VE BEKLENEN DEGERLERI

Zemine YILDIRIM?, Filiz ERTUGRAL?, Ali KULIEV®

0z

Bu calismada Monopol-Lipkin modelde Hg sistem hamiltoniyen ifadesinin kdsegenlestirilmesi ile elde edilen
¢oziilebilir bir model tanimlanmis ve uygun ¢éziimler bulunmustur. Bu modele dayanarak standart Quazi Parcacik
Rasgele Faz Yaklasimi (QRPA) ve Renormalize Quazi Parcacik Rasgele Faz Yaklasimi (RQRPA) yontemlerl ince-
lenmistir. Pauli Disarlama ilkesi (PEP) nin yaklagik olarak hesaba katilmasiyla elde edilen Pauli Prensibi’ni igeren
QRPA (PP QRPA) yontemi ve PEP’in tam olarak hesaba katilmasiyla elde edilen EPP QRPA yo6ntemi incelenmis-
tir. Kuazipargacik sayismin ortalama degeri ilk defa fonon tasvirinde hesaplanmigtir. Taban halde ve ilk uyarilmig
halde kuazi pargacik say1 operatdriiniin beklenen degerleri hesaplanmistir. Ilk defa olarak kuazi parcacik sayis1 ope-
ratorii ile iki kuazipargacik bozon operatorlerinin komiitatori igin genel ifade elde edilmistir. Kuazi pargacik sayist
operatoriiniin ve onun yiiksek mertebeden terimlerinin taban hallerinde beklenen degerleri igin analitik ifadeler elde
edilmistir.

Anahtar Kelimeler : QRPA. RQRPA, PPQRPA, EPPQRPA ve PP2QRPA metotlar1

HIGH VERSIONS OF THE QRPA METHOD AND ITS EXPECTATION VALUES
ABSTRACT

In this study, a solvable model obtained by diagonalizing hamiltonian H. in the Monopole-Lipkin model is
defined and proper solutions are found. In addition to the standard QRPA and RQRPA, PP QRPA and EPP QRPA
methods are investigated. In EPP QRPA the inclusion of the PEP (Pauli Exclusion Prenciple) is exact while in PP
QRPA is taken into account in an approximate way. Calculation of average value of the quasiparticle number in the
ground state is performed in the fonon description the first time . It was calculated the expectation values of the
quasiparticle number operator in the ground and first excited states using high versions of the QRPA. An analytical
statement for commutation relation between the ground state quasiparticle number and two quasiparticle boson
operators is obtained. General statements are used for the expectation values of the quasiparticle humber operator
and its higher multiplets.
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1. GIRIS

Kuazipargacik rasgele faz yaklasimi (QRPA) yon-
temi ¢ok parcgacikli sistemlerin incelenmesinde basarili
bulunmustur (Vogel ve Zirnbauer, 1986; Pantis vd.,
1996). QRPA denklemleri hareket denklemlerinden
direkt olarak elde edilir. Bifermion operatdriiniin ko-
miitatorii BCS taban haldeki beklenen degeriyle degis-
tirilir. Bu genellikle Kuazibozon Yaklasimi (QBA)
olarak bilinir. QBA Pauli Disarlama Ilkesini ihlal eder
(Simkovic vd., 2000). Iki kuazipargacikli fermion ¢ift-
lerine karsilik gelen operatorlerin bozonlar olarak var-
sayilmas1 Pauli ilkesinin bozulmasina neden olmakta-
dir. QRPA ¢oziimiiniin ¢okmesiyle sonuglanan taban
hal iligkileri arttifinda QBA’nin ihmal ettigi terimler
gittikce 6nem kazanir (Simkovic vd., 2000).

Bu problemi 6zdes pargaciklar durumunda ¢6z-
mek i¢in, Pauli prensibini yaklasik bir bicimde goz
Oniine alan ve Renormalize QRPA [RQRPA] yaklasi-
mi olarak adlandirilan yeni bir yaklagim Onerilmistir
(Karadjov vd., 1993; Catara vd., 1994; Toivanen vd.,
1998). Bu yaklagim, ¢ift beta bozunumu i¢in yapilan
onceki caligmalar da yogun bir bi¢imde kullanilmigtir
(Krmpotic vd., 1997; Hirsch vd.,1996). Ancak bu yak-
lasimin baglica eksikligi Ikeda toplam kuralini ihlal
etmesidir. Bunun esas sebebi komiitasyon bagmtilarin-
da kuazipargacik operatdrlerinin yerine onlarin ortala-
ma degerlerinin kullanilmasidir.. Bunun sonucu hare-
ket denklemlerinde ikili komiitatorlerden gelen pek
¢ok terim gozden kagmaktadir.

RQRPA’nin  daha ileri formlar1 ise Pauli
Disarlama Ilkesi (PEP)’nin yaklagik olarak hesaba ka-
tilmasiyla elde edilen yontem (PP QRPA) ve PEP’in
tam olarak goz Oniine alinmasiyla elde edilen yontem
(EPP QRPA)’dir. Bu yontemlerde kuazipargacik sayisi
C’ye bir operatdr gibi bakilir, bunun sonucu bu terim-
ler enerjiye ve beta geg¢is matris elemanina sifirdan
farkl katk: saglar ve Ikeda toplam kurali saglanir. Bu
caligmada bilinen yontemler (QRPA ve RQRPA)’ ya
ilave olarak bu iki yontemde ayrmtili olarak incelen-
mistir.

2. NUKLEER HAMILTONIYEN

Esleme etkilesmesi yapan siiperakiskan bir ¢ekir-
dek ele almirsa niikleonlarin g¢ekirdek ic¢i hareketini
temsil eden model hamiltoniyen asagidaki sekilde ya-
zilir:

H :Hsp+Hpair+Hrez 1)
Burada

Hrzerza;naﬂn_GrS:Sr (:p’n:
Hrez = Zlﬁ_ﬁ+ _ZKP_P+ (2)

olarak ifade edilir ve
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s::%;a;aﬁ; s,:%;amam
B =2y . B =(87) ©)
m
seklindedir.

Apq Ve &, ¢ strastyla pargacik yaratma ve yok
etme operatorleridir, ~ indisi zaman tersinir halleri
gosterir ve &, = €17 "a’  seklinde ifade olunur.
Proton ve nétronlar i¢in Bogolyubov doniisiimleri:
a,=Vv.a, +u.a (4)

T T7m

(4) dontisiimleri kullanilarak ve a;an ile o a,

sacilma terimleri ihmal edilerek hamiltoniyen,
He =eC+ LA A+ 4, QA" + AA )

seklinde elde edilir.Burada € kuazi pargacik enerjisidir,
C ise;

C :za;mapm +2a;manm (6)
m m

seklinde ifade edilir. A4, A, A" ve A’nin agik yazi-
lislart soyledir:

A=l I°

™~ ~
2,,2 2.2 2,2 2,,2
4 =4Ql’(an +VyUp ;K(pun +VpVy

A= ke, 7 ™

A, =4Q€ +x g, v u,v, (8)

(7)’deki A ve A" bozon operatorleridir. (8) ifade-
lerindeki Q ise seviyelerin toplam sayisidir. Monopol-
Lipkin modele dayanarak tek seviyeye gore toplamdan
dolay1 j,=jn=] Ve G,=G,=G alinirsa proton ve ndtronlar
i¢in enerji €,=g,=¢=QG/2 olur. (5) ve (8) denklemle-
rindeki hamiltoniyen modeli A; sifira esit alindiginda
Lipkin model gLipkin vd., 1965) hamiltoniyenine ben-
zer. Burada A", A, C operatorlerinin komiitasyon ba-
gintilar1 sOyledir:

.7, C
kA }1-5 )

VAT £ 2A7 (10)

C J=2A (11)

(10)’un en genel formu soyle elde edilir (Yildirim,
2005).
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™ ™
[c, ¢ /] =2" Q" 123, (12)

Bu model hamiltoniyenin ger¢ek pn-QRPA hesap-
larinin baz1 6zelliklerini niteliksel olarak hesaplamasi
beklenir. (pn-QRPA niikleer yiik degisim hesaplamala-
r1 i¢in en ¢ok kullanilan yontemdir). Bu beklentiden
dolay1 standart QRPA ve RQRPA c¢alismak i¢in bu
hamiltoniyen kullanilir (Sambarato ve Suhonen, 1997).
Bu hamiltoniyenin dikkat ¢eken 6zelligi tam ¢oziime
nazaran yaklasimli ¢éziimlerin glivenilirliginin tartigi-
labilmesidir. Burada tam ¢6ziim He’nin kdsegenlesti-
rilmesi ile belirlenir ve dalga fonksiyonu asagidaki gi-
bidir:

|n)=(A")"|0) 0<n<20Q (13)

Burada |0> kuazipargacik operatorii i¢in vakum ha-

lini gosterir. Bu matrisin kosegenlestirilmesi ile sonug
kolayca hesaplanabilir ve enerji soyle bulunur:

£y =0, |n) =2, + 4 m - 0

(n=2[Hg[n) =2,m,

~

n€Q

™
m =(0/A"Q@Q" |0)= —— = —

0<2Q (14)

n>2Q igin, m, degerleri sifirdir.

3. QUAZIPARCACIK RASGELE FAZ
YAKLASIMI

(5) hamiltoniyeni igin uyarilmig hal bulmanin di-
ger yolu uygun QRPA denklemini ¢ézmektir. Bunun

icin QRPA’da |RPA> ‘min sahip oldugu ozellikler ve

Q" fonon yaratma operatorii kullanilarak |Q> uyartlmis
hali i¢gin
|Q)=Q*|RPA) Q|RPA) =0 (15)

seklindedir. Fermionik uzayda sirasiyla fonon yaratma
ve yoketme operatorleri i¢in en basit form asagidaki gi-
bi verilir:

Q" =XA" —YA (16)
Q=XA-YA' (17)

Burada X ve Y sirastyla ileri ve geri sagilma kat-
sayilaridir

(Q i)@( ) = SQRPAG)J % j@(j (18)
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A, B ve U QRPA denkleminin elemanlaridir ve X, Y

genlik fonksiyonlaridir. egrea , QRPA enerjisidir. Bura-
da

A=(RPAN |-, A" [RPA), (19)
B=(RPA B H:. ATRPA (20)
u=(rPA | A" [RPA) (21)

seklindedir. Burada

X =U¥2x, Y =U¥?% (22)

notasyonlarini kullanmak oldukga faydalidir.
Simdi burada bazi yaklasimlari inceleyelim.
3.1 Standart QRPA Yaklasim

Bu yaklasimda taban durumdaki kuaziparcaciklarin
sayist sistemdeki toplam parcacik sayisindan ¢ok c¢ok
Kiicuiktiir.

(Wo D ame il vo) (C{0]X alna;0]0)=N =N, (23)
im jm

Burada A nin A+ ile komiitasyonu bire esit alinir,
(9)_ifadesindeki C’ _li terim goz Oniine alinmaz ya-

ni l\ A" }( |[\ A* D) =1 seklindedir. Burada A ve A*

ya bozon operatdrleri gibi bakilir.
B=2/,

Bu ifadeler X*-Y’=1 normalizasyonu yardimi ile
dalga fonksiyonu ve uyarilmis hal enerjisini belirlerler.
Bu yaklasimin bir eksikligi etkilesme parametrelerinin
belirli degerlerinde uyarilma enerjisi sifir olur, X ve Y
parametreleri sonsuz olurlar. Bu durum teorinin verdi-
gi sonuglarin giivenirliligine golge diisiirmektedir.

A=2¢+, U-=1 (24)

3.2 Renormalize QRPA (RQRPA) Yaklasim

Renormalize QRPA yaklasimi, niikleer hamil-
toniyenin fiziksel parametreleri i¢in QRPA ¢oziimiiniin
¢okmesini onler. RQRPA’da kuazi-bozon yaklagimi
acikca uygulanmaz, yani bir fonon durumu igin
kuazipargaciklarin sayisi ihmal edilmez.

D =(RPA| |, A" |RPA) (25)

seklinde tanimlanan D ifadesinde QBA’dan farkli ola-
rak [A,A"] komiitatoriinde biitiin terimler gdz oniine
almmaktadir. Diger bir ifadeyle < [A,A"]>’da <C> ige-
ren terimler géz oniine alinmaktadir. Bunun sonucu
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v/ 2

-1
A=2¢D + 4,D? B =24,D? U=D=(1+%J (26)

ifadeleri elde edilir.

0<D<I1 oldugu i¢in, D’nin hem A; hem de A, ile
carpilmasi rezidiiel etkilesimin azalmasini saglar. Boy-
lece RQRPA, QRPA denkleminin ¢6kmesinden kagi-
nir (Schwieger, Simkovic, A.Faessler,1996). Yukarida
hem QRPA’ da hem de RQRPA’da A, B ve U eleman-
lar1 [A,A" ] komiitatdrii i¢in yaklasim kullanilarak ta-
yin edildi. Eger yaklasim kullanmayip komiitator tam
olarak hesaba katilirsa bu takdirde Pauli disarlama il-
kesi yerine getirilmis olur. Bu kosul altinda A, B ve U
asagidaki gibi bulunur:

RPAC|RPA
A:(zgmq)—(gmﬁ)LQ'>
(RPACCIRPA)  (RPAA"ARPA)
402 Q
<RPA$A* A*|RPA) (@)
~24,
Q
1 (RPAC|RPA)
B= /12(2——) ﬂz(Z—E)T
<RP/A{CC|RPA> <RP4A+A|RPA>
+4, 2 A
20 19
<RP4AA4RPA> (28)
Q
U _1. (RPACIRPA) (29)
20

Burada bizim amacimiz (27), (28), (29) ifadele-
rindeki beklenen degerleri hesaplamaktir. Bu ifadeler-

deki temel hal |RPA> dalga fonksiyonlarinin analitik

ifadesi asagidaki gibidir (Simkovic, Raduta, Veselsky,
ve Faessler 2000):

L A (30)

Burada N normalizasyon faktoriidiir. X ve Y kat-
sayilar1 fonon operatoriiniin (16) ifadesindeki katsayi-
lardir.

A, B ve U’nun hesaplanmasinda (27), (28) ve (29)
denklemlerinde taban hal iligkileri ihmal edilirse

|RPA> vakumu | > BCS vakumu ile yer degistirilir.
A=(2e+4), B=21,(2-1/Q) ve U=1 alinir. A" ve
A bifermion operatorlerinin bozonlar gibi davrandigi

Q — o limitinde standart QRPA denklemi yeniden
elde edilir.
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|RPA>QBA yaklaslrnl ve (42) |RPA>exc

kullanilarak QRPA taban hali i¢in standart QRPA yak-
lasiminin yeni bigimleri bulunur. Bunlar bir yaklasik
icererek Pauli Disarlama ilkesinin hesaba katildigi
QRPA (PP QRPA) ve yaklasim igermeyerek Pauli
Disarlama ilkesinin hesaba katildigi QRPA (EPP
QRPA)’dir. Bu metotlarin ikisi de RQRPA yaklasi-
mindan daha ileridir.

¢Oziimleri

3.3 PP QRPA Yaklasimi

RQRPA ve PP QRPA ayni taban hal dalga fonksi-
yonlarini kullanmalarma ragmen bu iki metot arasinda
onemli bir farklilik vardir. A ve B matrislerinde PP

QRPA’ da A ve A" bifermion operatorlerinin komii-
tatorleri tam olarak alinirken, RQRPA’da yaklasiklikla
g6z Oniine alinir. (27), (28), (29) formiillerindeki ope-
ratorlerin beklenen degerleri (30) ifadesi yardimiyla
asagidaki sekillerde alinir:

RPAIC|RPA) ., = —4n*dh, (d), (31)

gsal

(RPAICC|RPA)__ =-16n2 Jh,(d)-d?h,(d) (32)

QBA QBA
osalRPAIATAT|RPA) . =n?h,(d), (33)
osal RPAIAARPA) . =n’h, (d) (34)

osnRPAA"AIRPA) =—n2{[2—§12jdh2(d)+2‘£ h4(d)}

Fonon tasvirinde taban halde C kuazi pargacik sa-
yisiin ortalama degeri

(RPA|C|RPA) =2Y? (35)

olarak elde edilir. Bu ifadelerde asagidaki kisaltmalar
kullanilir:

_ _dATAF 1
ho(d)5< |e dAAe dA"A >:n_2
Q d 4 dG
c~m, +d?m, tg M +—6m6(36)
=0
h2 (d) E< |e—dAAA+A+e—dA+A+ >,
Q1 42j 3 5
= d 2 ._dm2j+2 ~—dm, _d_m d — Mg (37)
o (H 1+l 2 12

h4 (d) = < |e—dAA(A+)4e—dA*A+
Q-2 2]

),
d? d? d*
(N2 (j+2)(j+y P2
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Not edelim ki burada bizim elde ettigimiz sonug-
lar (Simkovic vd., 2000) deki sonuglardan daha genel
ifadelerdir. Bu ifadelerde mg terimlerini ihmal ettigi-
mizde elde ettigimiz sonuglar (Simkovic vd., 2000;
Yildirim, 2005) sonuglart ile st iiste diser.

Bu yaklasim realistik uzay modelinde ve gercek
hesaplamalarda da uygulanabilir. |RPA>QBA’da QRPA
matrisleri Pauli Disarlama ilkesi (PEP) bozulmadan
hesaplanabilir, elde edilen sonuglar d ¢arpaninin bir
polinom seklinde ifadesidir. Eger d igindeki kuadratik
terimler atilirsa (yani d’nin birinci ve ikinci dereceden
kuvvetlerini igeren terimler alinirsa) bu PP2 QRPA
olarak isimlendirilir.

Genelde bazi1 ek yaklasimlar benimsenmedikge
|RPA> icin agik bir ifade bulmak miimkiin degildir.

Ancak ¢oziilebilir model gergevesinde bu basarilabilir.
(15) denklemlerinin ¢6ziilmesiyle

|RPAeXC—NZ,b’|( ) énl)) (39)

elde edilir. Burada

i
’QQl I'Q—IT/ (40)

B =

seklindedir. N normalizasyon sabiti ise

Q Y |

N =D 4 (Y) €¢nl) (41)
1=0

olarak alinir.

3.4 EPP QRPA Yaklasim

Bu model tam QRPA taban halin analitik olarak
bulunabildigi ¢oziilebilir model i¢in formiile edilebilir.
EPP QRPA’da PEP ihmal edilmez ve yukaridaki (39),
(40), (41) ifadeleri kullanilarak s6z konusu operatorle-
rin beklenen degerleri

21
..(RPAC|RPA)_ C—szﬂ, (4l)( j my,  (42)

21
.. (RPAICC|RPA) C—NZZﬂl (4l) ( j My, (43)

RPA|C| RPA
exc<RPA|A+AI RPA>exc -1+ exc< |2£l >exc

+_.(RPAJAAT|RPA) ~ (44)

exc
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exc < R PA| AN R PA>exc :exc < R PA| A+ A+| R PA> exc

0O-1 Y 21+1
=N?> BA 1(_) Myi41
; PUX " (45

Q-1 % 21
exc(RPA|AA+|RPA>eXC:NZZ,B,{Y) My
1=0

seklinde elde edilir.

4. KUAZIPARCACIK SAYI OPERATOR-
LERININ BEKLENEN DEGERLERI

Farkli yaklagimlarin 6zelligi hakkinda ek bilgi
edinmek i¢in taban ve ilk uyarilmig durumlarda kuazi
pargacik say1 operatoriiniin beklenen degerlerini hesap-
layalim.

No = (RPA|Z|RPA) (46)

AN = <RPA|Q%Q*| RPA)— N, (47)

Burada Ny taban durumundaki kuazipargacik say1
operatoriiniin beklenen degeri, AN ise taban halde ve
ilk uyarilmis halde kuaziparcacik say1 operatdriiniin
beklenen degerleri arasindaki farktir.

—Y2(QRPA) ~Y2(RQRPA) (48)

Ny = 2(-d)n’hy,, (PPQRPA)

2d%m
N, = 2_ (PP2ORPA
0 1+d2 , ( Q )
C
N =ec(RPA |E |RPA>9XC(EPPQRPA) (49)
alinir.

Ayni yontemler kullanilarak séz konusu yaklasim-
laricin A N,

AN =1+ 2Y%(QRPA), =1+2Y (RQRPA),  (50)
RPA/C|RPA
—(XZ4Y2)+ X2—Y2—1—X2;2—Y2 QBA< ‘2‘ >QBA (51)
X% -Y?
- S aen(RPACC|RPA) - (PPQRPA)

X2+Y2 - (RPAC|RPA),
R AR %)
exc(RPA\cc\ RPA), (EPP QRPA)

=(X?+Y?)+ (X?-Y? -1~
X% -Y?
40

seklindedir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada ¢oziilebilir bir Monopol-Lipkin mo-
delde QRPA’nin bazi sinirlamalari incelenmistir.
Standart QRPA ve RQRPA’ya ilave olarak Pauli
Disarlama ilkesini kismen hesaba katan PP QRPA ve
bu ilkeyi tamamen g6z oniine alan EPP QRPA tanitil-
mistir. Pertlirbe serilerde d (ileri ve geri sa¢lma katsa-
yist orani)’li kuadratik terimlere kadar serinin kesilme-
siyle PP QRPA’dan PP2 QRPA elde edilmistir. Kuazi
parcacik sayi operatorlerinin beklenen degerleri i¢in
genel ifadeler alinmistir.

Taban hal kuazipargacik sayisi C’nin ortalama de-
geri ilk defa fonon tasvirinde hesaplanarak

<RPA|C|RPA> =2Y? seklinde oldugu gosterilmistir.
Taban ve ilk uyarilmig haldeki kuazi pargacik sayisi
operatoriiniin beklenen degerleri hesaplanmistir. Taban
hal kuaziparcacik sayisi ile iki kuazipargacik bozon
operatorlerinin komiitatorii i¢in analitik bir ifade elde

) ™
edilmistir [C, (V )} =2" (K* - Kuazipargacik sayis

operatoriiniin ve onun yiiksek mertebeden terimlerinin
beklenen degerleri i¢in genel ifadeler elde edilmistir.
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